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Uvod

Boolovska (logick4) funkcia opisuje, ako urcit boolovskii hodnotu vystupu
zalozent na logickych vypoctoch z boolovskych vstupov. St vhodnym mode-
lom pri rieSeni mnohych problémov v rozlicnych oblastiach, napr. zohravaju
vyznamnu ulohu v otazkach komplexnosti ako aj v navrhu logickych obvodov
a Cipov pre pocitace. Vlastnosti boolovskych funkcii zohravaju dolezitu ilohu
v kryptolégii, hlavne v ndvrhu sifrovacich algoritmov so symetrickymi kli¢mi.
V tejto bakaldrskej praci sa budeme zaoberaf ¢iastoénymi boolovskymi funk-
ciami, teda funkciami, ktorych definicnym oborom je vlastna podmnozina
definicného oboru boolovskej funkcie. Kazdu ciastoéni boolovsku funkciu
mozno vyjadrit v tvare disjunktivnej normélnej formy, pricom pre kazdi
funkciu moze existovat viacero vyjadreni pomocou DNF. Cielom tejto prace
je definovat tieto DNF a zvladnut zdkladné metédy minimalizécie v triede

DNF. V tejto prici sa tiez budeme zaoberat vztahmi medzi definovanymi
DNF.



Kapitola 1

Algebra logiky

1.1 Ciastoéné logické (boolovské) funkcie

Logicka (boolovskd) funkcia premennych z,xo, ..., x, predstavuje zobraze-
nie, ktoré n—ticiam hodnot 0, 1 priraduje hodnotu z mnoziny B = {0,1}.

Funkcia teda definuje zobrazenie

BxBx..xB—B

n

Definicnym oborom funkcie je mnozina B™, t.j. mnozina vSetkych n—tic
s prvkami 0 a 1, ktorym zodpovedajui vSetky mozné usporiadané n—tice
hodnot premennych zq,xs,...,z,. Obor hodnot funkcie je B. Z definicie
boolovskej funkcie vyplyva, ze existuje 22" roznych boolovskych funkecii

n premennych.

Ciastoéng boolovska funkcia premennych 1, zo, . . ., z,, predstavuje zobraze-
nie, ktoré vlastnej podmnozine mnoziny n—tic hodnét 0, 1 priraduje hodnotu

z mnoziny B = {0, 1}. Funkcia teda definuje zobrazenie

BxBx..xB—B

n
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Definiény obor funkcie je vlastnd podmnozina mnoziny B", funkcia nie je
definovand vo vsetkych bodoch oboru B™ boolovskej funkcie n premennych.

Obor hodnot ¢iastoénej boolovskej funkcie je B.

Priklad 1.1.1 Priklad c¢iastoénej boolovskej funkcie.

Tabulka 1.1: Hodnoty ¢iasto¢nej boolovskej funkcie f

x1 X2 X3

— | ROl OO

1 1
1 0
1 0
0 1
0 1

SOOI |O

Definiény obor funkcie f je mnozina {110,101, 100,011,010}. Obor hodnat
funkcie f je mnozZina B = {0,1}. Funkcia nie je definovand v bodoch 111, 001,
000. Tieto body sa nazyvaji nedefinované body funkcie f.

Lema 1.1.0.1 Elementdrne logické funkcie:
1. fi(z) =0 — konstanta 0;
2. fo(z) =1 — konstanta 1;
3. fs(z) = x — funkcia identity;
4. fa(x) =2 — negdcia z;

5. fs(x1,22) = (21 A we) — konjunkcia x1 a o, tdato funkcia sa nazjva

logickym sucinom;
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6. fo(x1,22) = (x1 V x2) — disjunkcia x1 a x2, tdto funkcia sa nazyva

logickym suctom;

7. fr(x1,29) = (r1 = x2) — implikdcia x1 a x5, tdto funkcia sa nazjva

logickym dosledkom,

8. fs(x1,m3) = (x1 + 22) — alternativa , a x4, sucet x1 a x9 podla mod
2.

9. fo(xy,x9) = (x1 T x2) — Shefferova funkcia;
10. fio(x1,22) = (1 | x2) — Pierceova (Lukasiewiczova) funkcia;

Definicia 1.1.1 Nech X = {x1,x2,...,x,} je zdikladnd abeceda premenngjch.
Oznacme Py mnozinu vsetkych logickych funkcii nad abecedou X. Nech P je
nejakd (nemusi byt konecénd) podmnozina funkcii z Py.

a) Indukény predpoklad: Kazdd funkcia f(x1,z9,...,2,) 2 P sa nazgva

formulou nad P.

b) Indukény krok: Nech f(xi,xo,...,2,) je funkcia z P a Ay, Ay, ... A,
s vyrazy, ktoré su alebo formulami nad P, alebo symbolmi premennyjch

z U. Potom vyraz f(A1, As, ..., A,) sa nazgva formulou nad P.

Definicia 1.1.2 Nech A je lubovolnd formula nad P. Formuly, ktoré boli

pouité na jej vytvorenie, budeme nazyvat podformuly formuly A.

1.2 Ekvivalencia formul, vlastnosti elementarnych

funkcii

Kazda formula A zadava prepis boolovskej funkcie, ktort oznac¢ime f4, potom
tabulku, ktorou je tato funkcia zadand, nazyvame pravdivostnou tabulkou

formuly A.
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Definicia 1.2.1 Formuly A a B sa nazijvaji ekvivalentngmi, ok im priradené

funkcie fa a fg maji rovnaki pravdivostni tabulku (zapisujeme A = B).

Ked oznacime (x; o x5) Tubovolni z funkeif (1 Axo), (x1V x2), (21 + x2),
potom nasledujice ekvivalencie charakterizuju vlastnosti nejakej mnoziny

elementarnych funkcif:
1. Funkcia (7, o x3) je asociativna prave vtedy, ked plati
((x1 029) 0 x3) = (21 0 (9 0 x3))
2. Funkcia (z; o z2) je komutativna prave vtedy, ked plati
(x1029) = (29 0 29)

3. Pre konjunkciu a disjunkciu platia distributivne zakony
((fEl vV 113'2) A xg) = ((1’1 A .1'3) V (IEQ A\ 1'3))

((fl?l VAN 113'2) V xg) = ((1’1 V .1'3) VAN (IEQ V 1'3))

4. Medzi konjunkciou, disjunkciou a negéciou platia vztahy

Kl

(371 A ZL’Q) = (fl V ZZ‘Q)

(371 V ZL’Q) = (fl A ZZ‘Q)

5. Vlastnosti konjunkcie a disjunkcie

(xhzx)=2x (xVz)=uz
(xAZ)=0 (xvz)=1
(xA0) = (xV0)==x
(xA]l)==x (xv1)=1
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Ekvivalencie mozno Tahko overit porovnanim funkcii priradenych Tavej a

pravej strane ekvivalencie.

V nasledujicich kapitoldch budeme pouzivat oznacenie

Oznacenie 1.2.1 ,

/\xi:xl/\xg/\.../\xs
i=1

S
\/l‘i:iﬂl\/l’g\/...\/{ﬂs
i=1

Tieto zapisy maji zmysel pre s > 1.

1.3 Rozklad c¢iastoénych boolovskych funkcii
podla premennych
Oznacenie 1.3.1
2’ =x0VI0o
kde o je parameter rovnajuci sa 0 alebo 1. Je zrejmé, Ze

T =

o {i’, ak 0 =0
x, ak 0 =1

Vidiet, e x° = 1 vtedy a len vtedy, ked x = o, t.j. hodnota zdkladu sa rovnd

hodnote exponentu.

Veta 1.3.1 (Veta o rozklade funkcii podla premenniyjch). Kazdi logicki funkciu

f(x1, o Ty Tt s - - - Tn) MoZno vyjadrit pre lubovolné m(1 < m < n) v
tvare
flxy, oo T, Tty -+ 5 Tpy) = \/ TN AT A (O1y ey Oy T 1y -+ -5 T

01,--,0m
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kde sa disjunkcia berie cez vsetky mozné m—tice hodnot premennych xy, ..., Tp,.
Toto vyjadrenie sa naziyjva rozklad ¢iastocnej boolovskej funkcie podla m pre-

mennych xy, ..., Ty,.

Dékaz 1.3.1 Nech (aq, sz, ..., ay) je lubovolny vektor hodnét premennych.

Ukdzeme, Ze lavd a pravd strana vztahu (1) nadobida na tomto vektore rov-

naki hodnotu. Na lavej strane dostaneme f(ay, s, ..., ay), a na pravej
g g
Vo ool AAQlr A f(o1, . Oy Qi ey Q) =
O15-+,0m
g g
=al' A NS A fag, ey Quny Qg1 - -y Q) = fag, e, )

Ako dosledky vety 1.3.1 dostavame dva $pecidlne pripady rozkladu.
1. Rozklad podla premenne;:
flzr, o @1, Tn) = o A f(T1, .0 X1, 1) V@, A f21, ..., 201, 0)

Funkcie f(xy,...,2,1,1) a f(z1,...,2,-1,0) sa nazyvaji komponenty
rozkladu. Tento rozklad je vhodny vtedy, ked sa nejaké vlastnosti

boolovskych funkcii uréuji metédou indukcie.
2. Rozklad podla vsetkych n premennych:

[, ..o ,zn) =\ 2] A Az A flon,...,00)

01,---,0n

Pre f(x1,...,7,) # 0 moze byt tento rozklad vyjadreny takto:

Vo el A A A f(on, .. 0n) = Vool AL A
O1,.00s0n

Nakoniec dostaneme:

flzy,. ... x,) = \V ozl AL A

Takyto rozklad sa nazyva tplnou disjunktivnou normélnou formou (iplnou

DNF) a formdlne ho zadefinujeme v nasledujicej kapitole.
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1.4 ﬂplny systém logickych spojok

Definicia 1.4.1 Mnozina logickijch spojok A tvori iuplny systém logickijch
spojok, ak pre kazdu formulu A existuje formula B s niou ekvivalentnd, ktord

pouZiva len spojky z mnozZiny A.
Veta 1.4.1 Spojky negdcia, konjunkcia a disjunkcia tvoria uplny systém.
Dékaz 1.4.1 1. Nech f(x1,...,x,) = 0. Potom zrejme

flay, ..o x,) =21 ATy

2. Nech f(xy,...,x,) # 0. Potom ju mozno vyjadrit v tvare tipinej DNF

flxe, ..., x,) = Vo oA A

Takto sa v obidvoch pripadoch vyjadruje ¢iastocnd boolovskd funkcia f

formulou nad negdciou, konjunkciou a disjunkciou.

Uvedena veta mé konstruktivny charakter a umozinuje pre kazda funkciu
zostrojit formulu, ktord ju realizuje v tvare tiplnej DNF. Z tabulky funkcie
f(zq,...,x,) (f #0) vyberieme vsetky riadky (o4, ...,0,), v ktorych
f(o1,...,0,) =1, pre kazdy takyto riadok vytvdrame logicky stucin

g1 On
i AN e

potom spojime vsetky ziskané konjunkcie znakom disjunkcie.
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Priklad 1.4.1 Nadjdite iplniu DNF ¢iastocnej boolovskej funkcie danej nasle-

dujiicou tabulkou:

Tabulka 1.2: Hodnoty ¢iastoc¢nej boolovskej funkcie f

Ty ) I3 f(iUhIQ,xs)
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 0
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0

Definiényg obor funkcie f je mnozZina {000,001,010,100,101,110}. Obor
hodnot funkcie f je mnozina B = {0,1}. Funkcia nie je definovand v bodoch
011,111.

DNFEF N = flfgf:; V flfgl'g V Ille’g



Kapitola 2

Disjunktivne normalne formy

2.1 Pojem disjunktivnej normalnej formy, kon-

junktivnej normalnej formy

Definicia 2.1.1 Vyjraz
K=a{' N... A2, (iy # 9y pre v # u)

sa nazyva elementdrnou konjunkciou. Cislo r sa nazyva radom elementdrnej

kongunkcie. Definitoricky povazujeme konstantu 1 za konjunkciu radu 0.
Definicia 2.1.2 Vyraz
N=Vi_K; (Ki#K; pre i #j)

kde K; (i = 1,...,s) je elementdrna konjunkcia rddu r;, sa nazgva dis-

Junktivna normdlna forma (DNF).
Definicia 2.1.3 Vyraz
D=af'V...vai, (i, #i, pre v # u)

sa nazyva elementdrnou disjunkciou. Cislo r sa nazyva radom elementdrnej

disjunkcie. Definitoricky povazZujeme konstantu 1 za disjunkciu rddu 0.

14
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Definicia 2.1.4 Vyraz
N=nA_D; (D;i #D; pre i # j)

kde D; (i = 1,...,s) je elementdrna disjunkcia rddu r;, sa nazgva kon-

gunktivna normdina forma (KNF).

2.2 Karnaughove mapy

Karnaughova mapa je dvojrozmerné pole, sltiziace na zapis boolovskej funkcie,

ktora mi umozni jednoduché grafické vyznacenie DNF tejto funkcie.

Definicia 2.2.1 Karnaughova mapa pre ciastocné boolovské funkcie n pre-
mennyjch xq, . .., T, je tabulka pozostdvajica z 2™ stvorcekov, pricom ku kazdému

stvorceku je priradend prdve jedna hodnota z B™.

Obr. 2.1: Sposob zostavenia Karnaughovych mép

k3
| o+l Mn

M M'n

Xl MI
LS ] n

Karnaughovu mapu o velkosti 1 tvoria dva $tvorce nad sebou, pricom
stvorceku, ktory je zlava vyznaceny zvislou ¢iarou, je priradens hodnota 1
a Stvorceku nad nim hodnota 0. Nech M,, je Karnaughova mapa pre ¢iastoénu
boolovski funkciu n premennych z4,...,x,. Mapa M, sa skladd z mapy

M,, a jej sumerne zdruzeného obrazu M! podla osi o. Vodorovnd resp. zvisla
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kédovacia ¢iara pri M, oznacend premennou z,1 vyjadruje, ze ku kazdému
Stvorcéeku z M, je priradend hodnota (1, ..., x,) € B"! prektori x,,; = 1,
a ku kazdému stvorceku z M,, zas hodnota, pre ktoru x,,; = 0. Kdédovacie
¢iary pri M/ rovnobezné s osou, ktoré vznikli stiimernostou podla tejto osi,
sa nevykresluju.

Ak v Karnaughovej mape pre n premennych do kazdého stvorceka, ktory
zodpovedd bodu (z1,...,x,) € B™, vpiseme hodnotu ¢iastocnej boolovskej

W

funkcie f (ak je v danom bode definovana, v opacnom pripade), ziskame

Karnaughovu mapu ¢iastoc¢nej boolovskej funkcie f.

Obr. 2.2: Karnaughova mapa ciasto¢nej boolovskej funkcie f

3 A4

(0,0,0,0) | (0,0,1,0) | (0,0,1,1) | (0,0,0,1)

}{1 (lJDJDJO) (1.'0.'1.'0) (1.'0.'1.'1) (1.10.'0.'1)
(1,1,0,03 | (1,1,1,00 | (1,1,1,1) | (1,1,0,1)
(0,1,0,00 | (0,1,1,03] (0,1,1,1) | (0,1,0,1)
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2.3 Minimalna DNF, najkratsia DNF, problém

minimalizacie ¢iastoc¢nych boolovskych funkcii

Priklad 2.3.1 Uvazujeme ciastoéni boolovski funkciu f(xy, xo, x3) dani nasle-

dujicou Karnaughovou mapou:

Obr. 2.3: Hodnoty ¢iastocnej boolovskej funkcie f

bt
Ko 3

1 0 - -

H1 1 1 1 1

Definiény obor funkcie f je mnozina {000,010,100,101,110,111}. Obor
hodnét funkcie f je mnozina B = {0,1}. Funkcia nie je definovand v bodoch
011, 001.

Uplné DNF funkcie f:
N1 = T12203 V 21T2T3 V T1Tox3 V £1T2T3 V T1T9X3
Tdto funkcia sa dd vyjadrit aj inou DNF:
Ny = Zo23 V 21

Uvedeny priklad ukazuje, Ze lubovolnd ¢iastotnd boolovska funkcia moze
byt vo vieobecnosti vyjadrend vo forme DNF nejednoznacne. V stivislosti
s tym vznikd moznost vyberu najvhodnejsej realizacie. Preto zavedieme in-
dex jednoduchosti L(N) charakterizujici zlozitost DNF. Pre funkcional L(N)

vyzadujeme splnenie tychto axiém:

I. Axiéma nezépornosti. Pre lubovolni DNF L(N) > 0.
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1. Axiéma monoténnosti (vzhladom na ndsobenie). Nech N = N’V 27K’
Potom L(N) > L(N" v K').

1. Axiéma vypuklosti (vzhladom na sumdciu). Nech N = N; V N,. Ak

IV. Axiéma invariantnosti (vzhladom na izomorfizmus). Nech DNF N’ bola
ziskand z DNF N premenovanim premennych (bez stotoznenia). Potom
L(N) = L(N).

Priklady rozliénych indexov jednoduchosti DNF":

1. Lp(N) je pocet symbolov premennych, ktoré sa vyskytuju v zapise DNF
N. Ak vezmeme DNF N; a Ny z prikladu 2.1.1, tak Lp(N;) = 15 a
Lp(Ng) = 3, t.j. v zmysle tohoto indexu je DNF N; jednoduchsia ako
DNF N,.

2. Lk (N) je pocet elementérnych konjunkeii vyskytujicich sa v DNF. Pre
DNF N; a Ny je zrejme Lp(N;) =5 a Lp(Ny) = 2, t.j. v zmysle tohoto
indexu je DNF N; jednoduchsia ako DNF Ns.

3. Lo(N) je pocet symbolov s negéciou vyskytujicich sa v zapise DNF N.
Pre DNF N; a Ny je Lp(N;) = 7 a Lp(Ny) = 2, t.j. v zmysle tohoto
indexu je DNF N; jednoduchsia ako DNF Nj.

Kazdy z uvedenych indexov vyhovuje axiémam [ — I'V. Nad abecedou pre-
mennych {z1,z,...,2,} mozeme zostrojit 3" roznych elementdrnych kon-
junkeii, kazdé x; do konjunkcie ddme, ddme negované alebo neddme (prézdne;j
konjunkcii priradime konstantu 1). Kazda z 3™ konjunkcii potom do DNF
dame alebo nie, z toho vyplyva, ze pocet DNF nad touto abecedou z n pismen

sa rovna 257,
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Definicia 2.3.1 DNF N, ktord realizuje ciastoéni boolovski funkciu
fzy, 29, ..., 2) a md minimdlny index L(N), sa nazgva minimdlnou DNF

vzhladom na L.

Minimdlna DNF vzhladom na index jednoduchosti Lp(N) sa nazyva
jednoducho minimélna DNF. Minimélna DNF vzhladom na index jednodu-

chosti Li(N) sa nazyva najkratsou DNF.

K prikladu 2.3.1:

DNF Ny = 73 V 1 je minimélna. Funkcia f(xy, 2o, x3) ktord je re-
alizovana touto DNF z4visi od premennych zi, s, x5, a preto nemoze byt
realizovana DNF', ktora by obsahovala menej ako tri premenné.

DNF Ny = @13 V 21 je najkratsou DNF, pretoze funkciu f(z1,z9,x3),
ktord je realizovand touto DNF nemo’no vyjadrif len elementdrnou kon-

junkciou.

Zékladna otdzka spociva v tom, ako pre Iubovolni éiastoént boolovskid
funkciu f(x1,29,...,7,) zostrojit minimalnu DNF vzhladom na L. Této
tiloha sa nazjva problém minimalizdcie &iastoénych boolovskych funkeif. Uloha
priptista trividlne riesenie: Najskor v Tubovolnom poradi vytvorime vsetky
DNF nad premennymi zi,xs,...,x,. Potom vyberieme z tohto siboru tie
DNF, ktoré realizuji danu ¢iastoénu boolovsku funkciu f(zy,xs,...,x,).
Nakoniec sa pre vybrané DNF vy¢isluje hodnota indexu jednoduchosti a jeho
porovnanim najdeme minimdlnu DNF (vzhladom na L).

Uvedeny algoritmus je velmi naro¢ny z hladiska jeho realizdcie, pretoze je
zaloZeny na prezerani véetkych DNF, t.j. vyZzaduje si vo vSeobecnosti velké
mnozstvo jednoduchsich operacii. Ned4 sa prakticky pouzit pre n > 3.

Z toho vyplyva zaver, ze algoritmy tiplného prezerania, t.j. algoritmy podobné

Pretoze vietkych DNF pre 4 premenné je 23" = 2.41785164 x 1024
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trividlnemu algoritmu, prezerajice vietky DNF, st nepouZzitelnym prostried-

kom pri rieseni problémov minimalizacie ciastocnych boolovskych funkeii.

2.4 Iredundantné DNF, algoritmus zjednodusSenia

DNF

Nech N je Iubovolnd DNF a
N=NVK a N=NvViZK

kde K je nejakd elementarna konjunkcia z N, N’ je DNF vytvorend z ostatnych
konjunkcii nachddzajicich sa v N, z7? je neurcity ¢initel z K a K’ je sucin

zvysnych ¢initelov z K. Pozndme dva typy transformécii z K:

[. Operacia vynechania elementarnej konjunkcie. Prechod od DNF N
k DNF N’ sa nazyva transformécia, ktora spociva vo vynechani ele-
mentarnej konjunkcie K. Tato transformacia je definovana vtedy a len
vtedy, ked N = N'.

II. Operdcia vynechania ¢initela. Prechodom od DNF N k DNF N’ v K’
je transformdcia, ktord spociva vo vynechani ¢initela z7?. T4to trans-

formécia je definovand vtedy a len vtedy, ked N’ vV K’ = N.

Definicia 2.4.1 DNF N, ktori nemozno zjednodusit pomocou transformdcii

1 a 2 sa nazjva iredundantnou DNF vzhladom na transformdcie I a I1.

K prikladu 2.3.1:
Je zrejmé, 7e DNF N = x; V £33 je iredundantnd vzhladom na uvedené

transformadcie.

Na zdklade uvedenych dvoch transformdcii mozeme sformulovat algorit-

mus zjednodusenia DNF. Tento algoritmus je nazorny, pretoze L(N) > L(N)/,
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L(N) > L(N" Vv K'). Lahko vidiet, ze medzi iredundantnymi DNF funkcie

f(zq,x9,...,2,) sa nachddzaji aj minimélne DNF.

1. Vyberieme lubovolni DNF funkciu f(z1, o, . . ., ,) ako vychodiskovii.
Mozno napr. vziat uplnti DNF, pretoZe existuje jednoduchy sposob jej

zostrojenia.

2. Usporiadame elementarne konjunkcie a v kazdej konjunkcii usporiadame

¢initele. Toto usporiadanie mozno zadat zépisom DNF.

3. Potom prezrieme zdpis DNF zlava doprava. Pre kazdd konjunkciu K;
(1 =1,...,s)skisame najskor pouzitie operacie vynechania elementérnej
konjunkcie K;. Ak to nie je mozné, tak prezerame cleny x?j” kon-

junkcie K; zlava doprava (v = 1,...,r) K; = x?fl, 2" a apliku-
jeme operdciu vynechania ¢initela dovtedy, kym je to mozné. Potom
prechéddzame k nasledujicej elementarnej konjunkcii. Po ukonceni spra-
covania poslednej elementarnej konjunkcie este raz prezrieme ziskanu
DNF zlava doprava a sktisame moznost pouZitia operdcie vynechania

elementérnej konjunkcie.

Ako vysledok tohto procesu dostaneme hladantit DNF. DNF, ktora sa ziska
pouzitim algoritmu zjednodusenia, je iredundantnd DNF (vzhladom na trans-

formécie I a II).
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Priklad 2.4.1 Uvazujme funkciu f(xi,zo,...,x,) danid nasledujicou Kar-

naughovou mapou:

Obr. 2.4: Hodnoty ¢iastocnej boolovskej funkcie f

®
o 3

Ako vijchodiskovi DNF vezmeme jej uplni DNF v dvoch usporiadaniach:
1. N= fl.fgfg V fl.fgxg V ZLT1I22B3 V Ilfgfg V Il.%'Q.fg V T1T2T3

2. N= .flfgfg V J]gflfg vV ZEQ(LTL’E3 V T1T9T3 V fgl‘ll’g vV Z)’Jlfgfg
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Algoritmus zjednodusenia pracuje nasledovne:

Tabulka 2.1: Popis jednotlivych krokov algoritmu pre vychodiskovi DNF' 1

Cislo kroku Ziskans DNF

fl.fgfg V 12913 V .fll'ng V :1:19172:17_3 V x1x9T3 V T1X2T3

ToT3 V T1T9T3 V T1T9T3 V T1ToT3 V T1T9T3 V T1T2X3

ToT3 V T1T3 V T1T9T3 V T1ToT3 V T1ToT3 V T1T2T3

Tol3 V T1T3 V T1ToT3 V T1ToT3 V T1T9T3

.fog V ZLTll‘g V Ila?gfg V T1T9T3

ZLTQfg V fll‘g V :L’lfg, V T1T9T3

N | O | O | W IN| -

fg.fg vV 113_11]3 \% .l’lfg V Tols

Opakované prezeranie nemeni DNF

Koniec algoritmu

1. Konstrukcia tplnej DNF' ¢iastocnej boolovskej funkcie ako vstup algo-

ritmu

2. 7 konjunkcie £1%2T5 mozno vynechat cinitel &1, pretoZe Tots = T185T3V
)

T12223. V dosledku toho dostavame konjunkciu ToT3.

3. Konjunkciu &, Z2x3 tieZ nemozno vynechat, mozno z nej vynechat éinitel
To, pretoZe T1x3 = T1Tox3 V T12x2x3. V dosledku toho dostdavame kon-

Junkciu T3.
4. Konjunkciu %2903 moZeme vynechat, pretofe £1x3 = T1T2x3 V T1T2T3.

5. Konjunkciu x,%2%3 moéZeme taktieZ vynechat.
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6. Z konjunkcie x1x903 moino vynechat éinitel xo. V désledku toho dostdvame

konjunkciu x,T3.

7. 7 konjunkcie x1x9w3 mozno vynechat initel x1. V désledku toho dostdvame

konjunkciu xoxs.
Dostaneme tak DNF
N1 = .fg.fg V fll’g V .Tlfg V ToX3

Opakované prezeranie tejto DNF za ticelom vynechania konjunkcii uz neumoznuje
zjednodusenie. Z toho vyplyva, Ze ziskand DNF' je wviysledkom pouZitia algo-

ritmu zjednoduSenia.
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Tabulka 2.2: Popis jednotlivych krokov algoritmu pre vychodiskovii DNF 2

Cislo kroku Ziskans DNF

Prvé prezeranie DNF

T1ToT3 V XT3T1To V ToT1T3 V T1T2T3 V T3T1T9 V T1ToT3

fgfg V l’gflfg V nglx?) V T1T9T3 V fg[L‘lIg V Ilfgfg

ILTQ.IT3 V T1To V .I'Qfleg, V T1T2T3 V fngll’Q V l’lfgfg,

fgfg \% flfg V [LTlCL’g V T1T2T3 V ngElIQ V J]lfg.fg

fgfg V fl.fg V flxg V ToT3 vV Z)L'_gxlxg V I‘lfgfg

DO W N~

.fgfg vV ZL’_liLTQ V fll’g V ToT3 V T1T9 V .Tlfg.fg

.fg.fg V T122 V .fll’g V ToX3 V X129

Druhé prezeranie DNF

7 fgfg V 2129 V :17_131:3 V xox3 V X1X9

ToX3 V T1T2 V T1T3 V ToT3 vV 1T

ToT3 V T1T3 V ToX3 V T1T9

10 ToT3 V T1T3 V Tol3 V T1T2

11 fg.fg V fll‘g V T1T9

12 fgfg V fll'g V T1T9

Koniec algoritmu

V tabulke 2.4.3 st wvedené zdkladné etapy cinnosti algoritmu pre vijchodiskovi
DNF 2 (v kroku 7, 9 a 11 nie je pouZitelnd Ziadna z operdcii I, II). V tomto

pripade dostdvame ako vysledok algoritmu zjednodusenia DNF

N2 = ToT3 V T1T3 V T1T2

Lp(N;) =8, Lp(Ny) =6, Lp(Ny) % Lp(N,)
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Z uvedeného prikladu vyplyva, ze vysledok pouzitia algoritmu zjednodusenia
zavisi od vyberu usporiadania vychodiskovej DNF. Iredundantné DNF mozu
mat roznu zloZitost a mozu sa ligit od minimdlnych DNF. V sivislosti
s tym vznikd otdzka, ¢ mozeme pre lubovolni ¢iastoéntt boolovsku funkeiu,
vychadzajic z niektorého usporiadania, ziskat po pouziti algoritmu zjednodusenia

minimdalnu DNF.

Veta 2.4.1 Nech f(x1,xs,...,2,) je lubovolnd ciastocnd boolovskd funkcia
(f £0) a N =V:_, K je jej lubovolnd iredundantnd DNF (vzhladom
na transformdcie I a II). Potom ezistuje také usporiadanie iuplnej DNF,

2 ktorého sa pomocou algoritmu zjednoduSenia ziska iredundantnd DNF N.

Doékaz 2.4.1 Vezmeme uplni DNF é¢iastocnej boolovskej funkcie f(x1, xa, ..., Ty,)

v prirodzenom poradi konjunkcii a initelov

Ny = \/ XTEA LAY
f(o’j} ........ (;' ‘:371
Nech 7' A ... A z2* je jej lubovolnd konjunkcia. Pretoze f(oy,...,0,) =1
existuje v krajnom pripade asponi jedna konjunkcia K;, i = i(oy,...,0,)

z iredundantne; DNF takd, Ze
Ki(al,.‘.,an) =1

Z toho vypljva, Ze K; = x;" A.. . Az . V konjunkeii x; " A. . Az vyberieme
usporiadanie ¢initelov tak, aby spociatku nasledovali éinitele nevyskytujice sa

v K; a aZ potom v lubovolnom poradi ¢initele 2 K;. Z toho vypljva
AL ANT = Ky - Ko (0 =(01,...,00))

Ziskali sme plné usporiadanie tplnej DNF, charakteristické zdpisom N'.
Algoritmus zjednodusenia pre kazdi konjunkciu K, - K;,y v DNF N' vedie

k jednému z vysledkov: alebo ju vynechd, alebo ju transformuje na konjunkciu
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Ki(o). Takto ziskand DNF Ny ktord je vysledkom prdce algoritmu, pozostdva
jedine z elementdrnych konjunkcii vyskytujicich sa v N'. Na druhej strane,
v dosledku iredundantnosti DNF N’ plati N = N'.

Pretoze sa medzi iredundantnymi DNF nevyhnutne vyskytuji aj minimalne
DNF vzhladom na L, algoritmus zjednoduSenia pri prislusnom usporiadan{

uplnej DNF umoznuje néjdenie aj minimélnej DNF.

2.5 Formulacia tlohy v geometrickej forme

Mnozinu vSetych bindrnych n-tic (ay, . . ., ay,) ozna¢ime B™. Mozno ju povazovat

za mnozinu vSetkych vrcholov n-rozmernej jednotkovej kocky. Mnozinu B™

budeme nazyvat n-rozmernou kockou a n-tice (a, ..., a,) vrcholmi kocky.

Definicia 2.5.1 Nech o;,,...,0; je pevne zvolend r-tica cisel z 0 a 1 takad,
zZel < iy < ... < i, < n. MnoZina vietkych vrcholov (o, ..., ) kocky
B" takijch, Ze ay, = 04y, Qliy = Giyy ..., QG = 03 Sa nazyva (n-r)-rozmernou

hranou.

(n-r)-rozmernd hrana je (n-r)-rozmernou podkockou kocky B™.
Nech f(x1, 22, ..., x,) je lubovolnd ¢iastoénd boolovska funkcia. Priradime

jej podmnozinu Ny vrcholov kocky B™ tak, ze
(a1,...,a,) € Ny
vtedy a len vtedy, ked

f(ala"'7an):1

Mnozinu vrcholov kocky, v ktorych funkcia nie je definovana znazornime
na obrazku cervenou farbou. Z podmnoziny Ny a z mnoziny nedefinovanych

bodov sa povodna ciastoéna funkcia urcuje spatne jednoznacne.
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Obr. 2.5: Projekcia 3-rozmernej kocky do roviny a Karnaghova mapa

¢iastocnej boolovskej funkcie 3 premennych

®
Ha 3

®1 1 1 1 1

000

Ny = {(0,0,0),(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1),(1,0,1)}
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Obr. 2.6: Projekcia 4-rozmernej kocky do roviny a Karnaghova mapa

¢iastocnej boolovskej funkcie 4 premennych
111

e "4
1 0] - -
. o1 |1 1
1 0 - -
Bz || - 1 1 -

Nf - {(070’ 07 0)7 (170’ 170)7 (1707 ]" 1)7 (17070’ 1)7 (17 1707 0)’ (07 17 17O>? (07 17 ]'7 ]‘)}
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Obr. 2.7: Projekcia 5-rozmernej kocky do roviny a Karnaghova mapa

¢iastocnej boolovskej funkcie 5 premennych
11

A5

g A4 "
1 0] - - 1 - 0 1
0 1 0 1 0] 1 1 8]
Ry
1 0 1 - 8] - 0 1
201 o 1 0 - 1 0 o0

Nf - {(07 O’ 07 07 0)7 (07 07 07 17 1)7 (07 07 07 07 1)7 (17 07 ]'7 07 0)7 (17 07 ]‘7 17 1)7
(170’0’ ]‘70)7 (170’ ]‘707 1)7 (1’ ]‘707 070)7 (O’ ]‘7 17070)’ (07 ]‘707 1’ ]‘)’ (]‘7 17 170’ 1)7
(1,1,1,1,0)}

Definicia 2.5.2 Nech K(z1,xs,...,2,) je elementdrna konjunkcia dlzky T,
kde K(x1,xs,...,2,) = J:Z” A ... ANx]". MnoZina Ng, odpovedajica kon-

Junkcii K, sa nazyva interval r-tého radu.
Interval r-tého radu Nk je vlastne (n-r)-rozmernd hrana.
Priklad 2.5.1 Konjunkciam
K (x1, 29, x3) = To N\ T3

Ko(z1, 22, 23) = 21 N\ T2
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K3(z1, 29, 73) = 14
odpovedaji intervaly
Nk, ={(0,0,0),(1,0,0)}
Ni, ={(1,0,0), (1,0, 1)}
Ng, ={(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}

ktoré maju prislusné rady 2, 2 a 1. Tieto intervaly odpovedaji jednorozmernej

hrane (N, ), jednorozmernej hrane (Ng,) a dvojrozmernej hrane (Ng, ).

DNF ciastocnej boolovskej funkcie f odpovedd pokrytie Ny intervalmi
Nk, , ..., Nk, akukazdému pokrytiu mnoziny Ny intervalmi, nachadzajicimi

sa vnutri mnoziny Ny, odpovedd DNF funkcie.

Priklad 2.5.2 Vezmeme DNF ciastocnej boolovskej funkcie f(xy, xa, x3), ktord

je dand nasledujiicou Karnaughovou mapou:

Obr. 2.8: Karnaughova mapa Ciastoc¢nej boolovskej funkcie f

el
Bz

1 8 - -

A1 1 1 1 i

N1 == i’lfgi’g V xljgfg V (L’lfoIg V .Tll’gffg V T1T9T3
N2 = fgi’g V T

Tymto DNF odpovedaji dve pokrytia mnoZiny Ny

Nj = Ng, U Ng, U Ng, U N, U N,
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kde Nk, = {(0,0,0)}, Nk, = {(1,0,0)}, Nk, = {(1,0,1)},
NK4 = {(17 170)}7 NK5 = {(17 L, 1)}7 NK? = {(07070)7 (17070>}7
Ngo = {(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}. Jedno z tychto pokryti je bodové

a druhé pozostdva z jednorozmernej a dvojrozmernej hrany.

Nech r; oznacuje rad intervalu Nk,, ¢islo r, kde r = >77_; r;, budeme
nazyvat rddom pokrytia. Toto umoznuje sformulovat v geometrickom jazyku
ulohu, ilohu o pokryti, ktora je ekvivalentnd s ilohou minimalizacie ¢iastocnej
boolovskej funkcie. Ndjst pre dant mnozinu Ny také pokrytie intervalmi, pa-
triacimi do Ny

Ny = Nk, UNg, UNg, ... U Ng,

aby jeho rad bol minimalny.

K prikladu 2.5.2
Réd pokrytia r pre mnozinu Ny, danej Ciastocnej boolovskej funkcie je 15,

pre mnozinu Ny 3.

2.6 Skratena DNF

Definicia 2.6.1 Interval Ng, obsiahnuty v Ny, sa nazgva mazimdlny (vzhladom

na Ny), ak neexistuje interval Ny taky, Ze
1. Nk € Ni C Ny
2. Rdd intervalu Ny je mensi ako rdd intervalu N.

Definicia 2.6.2 Konjunkcia K, odpovedajica maximdlnemu intervalu Ng

mnoziny Ny, sa nazyva prosty implikant ¢iastocnej boolovskej funkcie f.
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Definicia 2.6.3 DNF, ktora je disjunkciou vsetkiych prostych implikantov

funkcie f, sa nazyva skratend DNF.
N,=K}VKIV...VK

Geometricky pristup umoznuje aj sposob zostavenia skratenej DNF. Al-
goritmus zostrojenia funguje nasledovne. Vezmeme lubovolnii konjunktivnu
normélnu formu ¢iastocnej boolovskej funkcie f(zy,xs,...,x,) (napr. uplnu
KNF). Potom rozpiseme zatvorky, t.j. realizujeme distributivne zdkony. V
ziskanom vyraze vynechame nulové ¢leny, odstranime pohltené a nasobné
¢leny, t.j. uskutocnujeme transformacie typu K1 Ko VK, = Ky, K1 VK| = Kj.

Aplikovanim tohoto postupu dostaneme skrateni DNF.

Priklad 2.6.1 Uvazujeme funkciu f(xy, z2,x3) dani nasledujicou Karnaug-

hovou mapou.:

Obr. 2.9: Hodnoty ciastocnej boolovskej funkcie f

4
oo 3

1 0 1 -

Uplnd KNF funkcie:
flz1, e, 23) = (1 VZg Va3) ATy V 22V T3)
Po roznasobeni zdtvoriek a zjednoduseni dostaneme
(k1 VZaVa3) A (T Vae VI3) =211 V T1T2 V T123V

\/[I)ll'g V ToTo V ToT3 V Ilfg V i‘gfi‘g V l’gffg =

== i’l.fQ V i’1$3 V T1T9 V ToT3 V Ilﬂ_ﬁg V (Z’g.f‘g
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2.7 Iredundantnost na zdklade geometrickych

znazorneni, algoritmus zostrojenia iredun-

dantnych DNF

Definicia 2.7.1 Pokrytie mnoZiny N¢, pozostavajuice z mazimdlnych hrdn
(vzhladom na Ny), sa nazgva ireducibilné, ak mnoZina hrdn, ktord sa ziska

z povodnej vynechanim lubovolnej hrany, nebude pokrytim N;.

Definicia 2.7.2 DNF, odpovedajica ireducibilnému pokrytiv mnoziny Ny,

sa nazyva iredundantnd (v geometrickom zmysle).

Priklad 2.7.1 Pre ciastoéni boolovski funkciu f(xy, x2, x3) danid Karnaugho-
vou mapou 2.4.1 je
Nf = Nayzs U Niyzg U Ny,

wreducibilnym pokrytim a
N = .fQ.fg V Zf‘ll’g V T1T9
je iredundantnou DNF (v geometrickom zmysle).

Pojem iredundantnej DNF vzhladom na transformécie I a II a iredun-

dantnej DNF v geometrickom zmysle st ekvivalentné.

Medzi definovanymi DNF - skratenou, iredundantnou a minimélnou existuju
nasledujice vzfahy. Iredundantnd DNF sa ziska zo skratenej vynechanim
niektorych jej ¢lenov. Minimalna DNF (vzhladom na index Lp) je iredun-
dantnd. Medzi iredundantnymi DNF sa nachddza minimalna DNF (vzhladom
na L).

V tejto kapitole ukazeme zlozitejsi priklad zostrojenia iredundantnej DNF,

pri ktorom vyuzijeme geometrické predstavy.
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Priklad 2.7.2 Nech f(z1,x2,x3) je ¢iastoénd boolovskd funkcia dand nasle-

dujucou Karnaughovou mapou:

Obr. 2.10: Hodnoty ¢iasto¢nej boolovskej funkcie f

X4
#3

1 1 1 1

Definicény obor funkcie f je mnozZina {1110,1101,1100, 1011, 1010, 1000,
0111,0110,0101,0011,0010,0001,0000}. Obor hodnét funkcie f je mnoZina
B ={0,1}. Funkcia nie je definovand v bodoch 0100,1111,1001.
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Na nasledujiicom obrdzku je zndzornend mnoZina Ny.

Obr. 2.11: Mnozina N; a maximalne hrany

(01113 (11113

(11007

- x
{00007 N1 {1000)

Nf = {(1’ 1707 1)7 (1’ 1707 0)7 (1707 17 1)7 (170’ 170)7 (170707 0)7 (07 17 ]‘? 1)7
(0,1,0,1),(0,0,1,1),(0,0,1,0), (0,0,0,1), (0,0,0,0)}

Do Ny patria mazimdlne hrany: N5, Ng, Ny - jednoduché hrany a Ny, Na, N3,
Ny - dvojrozmerné hrany. Pokrytiu Ny U Ny U N3 U Ny U N5 U Ng U Ny teda
odpovedd skrdtend DNF. Dve hrany - N3 a Ny patria do lubovolného pokry-
tia, pretoZe iba ony pokrgvaji vrcholy (0111) a (1011). Na pokrytie vrchola
(0000) treba vziat hranu Ny alebo hranu No.

a) Vezmeme hranu Ny. Zostdva pokryt vrcholy (1100) a (1101), ¢o mozno
urobit dvoma sposobmi: Alebo vezmeme hrany N5 a N7, alebo vezmeme

hranu Ng. Dostaneme takto dve ireducibilné pokrytia

Ny U N3 U N4 U N5 U Ny, N1 U N3 U N, U Ng
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b) Vezmeme hranu Ny. Zostdva pokryt vrcholy (1000), (1100) a (1101),
¢o mozno urobit dvoma spésobmi: Alebo vezmeme hrany N5 a N7, alebo

vezmeme hrany Ng a N7. Dostdvame dalsie dve ireducibilné pokrytia

Ny U N3 U Ny U N5 U N, Ny U N3 U Ny U Ng U N7

Pri zostrojeni iredundantnych DNF' si vsimnime, Ze maximdlnym hrandm

N1, ..., N7 odpovedaji prosté implikanty
K1 = %a%y, Ko =TT, K3 = T124, Ky = Touxs

K5 = 2973714, Ko = 1120273, K7 = 117374

Dostaneme

N1 = ToXy V T1x4 V 3_321'3 V 2723?3&34 V $1.’Z’3.§Z’4
NQ = ToXy4 V T1Ty4 V IZ‘QI’3 V ZEll’QZZ'g
N3 =T1Ta V T1x4 V fgl’g V 272:3'35134 V $1.fi'3.fz'4

N4 = T1%9 V T1Ty4 V ZZ‘Q?L’?, V Ill'gfg V {L'lf3£i'4

Lp(No) =9, Lp(Ny) = Lp(N3) = Lp(N,) = 12

Teraz uvedieme algoritmus zostrojenia iredundantnych DNF, na zaklade
vyuzitia geometrickych predstav:
Vychadzae z pokrytia mnoziny Ny sustavou vsetkych jej maximdlnych inter-
valov
Ngo0,...,Ng o
Nech Ny = {Pi,..., P\} a Py je lubovolny vrchol taky, ze Py ¢ Ny (pred-
pokladdme, ze f # 1). Zostavime tabulku, v ktorej

‘ _{ 0, ak Pj ¢ Ngo (1=1,...,m)
5TV 1, ak PjeNgo  (j=0,1,...,))
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Prvy stipec je zrejme nulovy, pretoze Py ¢ Ny, a v kazdom stipci roznom
od prvého je aspon jedna jednotka. Pre kazdé j (0 < j < A) ndjdeme mnozinu
E; vsetkych ¢isel riadkov, v ktorych sa v stfpci P; nachadza 1 (lisi sa

od stipca Py). Nech E; = {e;,, ... €40y 1+ Lostavime vyraz

A

/\ (ejl, Ce ’eju(j))

j=1

a realizujeme transforméaciu AV — VA pricom uvazujeme symboly e ako
boolovské premenné. Potom v ziskanom vyraze vylicime pohlcované a ndsobné
¢leny, t.j. realizujeme transformacie typu AABV A=A, AV A= A. Dostali
sme vyraz VA, ktory je castou vyrazu VA. Kazdy séitanec v VA’ bude uréovat

ireducibilné pokrytie.

Tabulka 2.3: Tabulka algoritmu zostrojenia iredundantnych DNF

R T I O )
NK10 010 011 015 J1)\
NKiO g0 0i1 Oij J1)\
NKmO Omo | Om1 Omj OmA

K prikladu 2.4.1
Mnozina Ny danej ciastoénej boolovskej funkcie pozostava zo Siestich vr-
cholov:

{(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0), (0,0, 0)}

Vrcholy ocislujeme postupne I, I1, ...,V I. Maximalnymi intervalmi si hrany
N, = {(0,0,1),(0,0,0)}, No = {(0,1,1),(0,0,1)}, N3 = {(1,1,1),(0,1,1)},
N4 = {(1a 171)7 (17 170)}a N5 - {(17 1a0)7 (17070)}7 N6 = {(17070)a (07070)}7
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ktorym odpovedaju prosté implikanty
K1 = T1%2, Ky = Tia3, Ky = 2ow3, Ky = 1122, K5 = 1173, K¢ = T273.

Zostavime podla algoritmu nasledujicu tabulku:

Tabulka 2.4: Vysledok algoritmu zostrojenia iredundantnych DNF

- 0 I IT | III | IV | V | VI
1 0 1 1 0 0 0 0
2 0 0 1 1 0 0 0
3 0 0 0 1 1 0 0
4 0 0 0 0 1 1 0
5 0 0 0 0 0 1 1
6 0 1 0 0 0 0 1

Dostaneme
Ey={1,6}, Ex={1,2}, E3={2,3}
Ey={3,4}, BEs={4,5}, Es={5,6}
Potom
VA=(1VE6)AAV2)ARVI)ABVAYAMAVEABVE) =

=(1V2A5)ANBV2A4)A(BVAANG) =
=(IA3V2A3BA6VIA2AAV2ALA6)A(BVANG) =
=1A3ABV2A3ABA6VIA2ALABV2A4NAENAEY

VIASAAAGVI2ZASALANCVIA2ALAANGV2ANLANG =

=1A3ABV2AIAIAGVIAZ2AAANDGVIANSIALAANGCVZ2ZALANG



KAPITOLA 2. DISJUNKTIVNE NORMALNE FORMY 40

Dostavame pét ireducibilnych pokryti alebo pét iredundantnych DNF
Nl = 129 V ToX3 V T1T3

N2 = T1T3 V 23 V T1X3 V ToT3

N3 = T129 V .Tll'g V x129 V l’li'g

N4 == .f‘lfg V T2I3 V T1T2 V (Z’QZZ’:;
N5 == Zf'll'g V 1T vV i’gfg

Dve z nich, N7 a N5, st minimalne.

Uvedeny algoritmus je efektivny pre tento priklad, avsak uz pre funkcie
nevelkého poc¢tu premennych sa moze stat, Ze ¢asovd zlozitost algoritmu je
vysokd, a teda je nevhodny. Stvisi to s rozsiahlostou tabulky, zlozitostou
transformdcii AV — VA a v neposlednom rade aj s velkym poc¢tom iredun-
dantnych DNF.
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2.8 Quinova DNF, DNF typu XT

Proces zostrojovania minimalnych DNF, ktory vychadza z iplnej DNF, mozno

charakterizovat nasledujicou schémou:

Obr. 2.12: Schéma procesu minimalizacie

Uplna
DNF

)

skratena
DNF

Iredundantna Iredundantna
DMNF DINF
Iredundantna Iredundantna

OMNF CMNF

Minimalna DMNF

Najskor sa ziska skratend DNF, (pritom v danom kroku sa zlozitost DNF
moze zvicsit), dalej prechadza jednoznaény proces do vetviaceho sa pro-
cesu ziskavania iredundantnych DNF' a nakoniec sa z iredundantnych DNF
vyéletiujd minimélne DNF. Velmi ndrocnd cast tohto procesu je prave vetvia-
ca sa cast, zostrojenie iredundantnych DNF. Mozno sa pokusit zjednodusit

ho, pouzitim dvoch okolnosti.

a) Vopred vylucit cast ¢lenov skrdtenej DNF, ktoré sa nezicastiuji pri

zostrojovani iredundantnych DNF a tym skrétit prezeranie.

b) Vynechanie ¢asti ¢lenov skratenej DNF realizovat tak, aby zvysujica
¢ast umoznila zostrojit aspon jednu minimalnu DNF. Najvhodnejsie

je, aby sa tento krok realizoval jednoznacne.
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V tejto kapitole opiSeme zostrojovanie dvoch takychto jednozna¢ne urcovanych
DNF - Quinova DNF a DNF typu XT.

Definicia 2.8.1 Hrana Ny, mazimdlna vzhladom na mnozinu Ny, sa nazjva
jadrovd hrana, ak existuje taky vrchol & z Ny, Ze & € Nk a & nepatri Ziadnej

inej mazimdlnej hrane (vzhladom na Ny ).

Definicia 2.8.2 Mnozina vsetkych jadrovijch hrdn vzhladom na Ny sa nazjva

jadro (vzhladom na Ny ).

Definicia 2.8.3 DNF N, ktord sa ziska z uplnej DNF vynechanim vsetkijch
prostych implikantov odpovedajicim mazximdlnym hranam, ktoré sa pokryvaju

jadrom, sa nazyva Quinova DNF.

Pre kazdu ciastoént boolovskd funkciu existuje jedinda Quinova DNF.
Definicia Quinovej DNF dava sformulovanie algoritmu umoznujicemu zostro-

jit Quinovu DNF.

Priklad 2.8.1 Uvazujme funkciu f(x1, 2, x3) danid nasledugicou Karnaugho-

vou mapou.

Obr. 2.13: Hodnoty ciastocnej boolovskej funkcie f

H
Ko E

1 0 - 1

Definiényg obor funkcie f je mnozZina {111,101, 100,000,001,010}. Obor
hodnot funkcie f je mnozina B = {0,1}. Funkcia nie je definovand v bodoch
011, 110.
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Obr. 2.14: Mnozina Ny a maximalne hrany

/ M3
{001} : M2

(000 &

Na obrdzku si zndzornené mazimdlne hrany - N1, No a N3. N1 a N3 su
jadrové hrany, pretoze vrchol (0,0,0) pokrijva iba hrana Ny a vrchol (1,1,1) iba
hrana Ns3. Jadro je { Ny, N3}. Jadro patri do kazdého ireducibilného pokrytia,
z toho vyplyva, Ze hrany pokryvané jadrom nepatria do Ziadneho pokrytia,
ktoré nie je ireducibilné.

Skratend DNF tejto ciastocnej boolovskej funkcie je
NS = T129 V Tol3 V T1X3

Jadro { N1, N3} pokrijva hranu Ns, ktorej odpovedd prosty implikant Toxs. To

znamend, Ze Quinova DNF md tvar
NQ = T129 V T1T3

Uvedeny priklad ukazuje, ze od skratenej DNF ¢iastoc¢nej boolovskej funkcie
vynechanim niektorych prostych implikantov mozno prejst ku Quinovej DNF,

ktord realizuje tu istd funkciu a pokryva vsetky jej iredundantné DNF.

Definicia 2.8.4 DNF Nxv, ktord odpovedd pokrytiu mnoziny Ny suborom
vietkych takych mazimdlnych hrdn (vzhladom na Ny ), ktoré v krajnom pripade
patria aspon do jedného ireducibilného pokrytia, sa nazyva DNF typu 3T

a oznacuje Nyr.
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DNF Nyt sa ziskava logickym siétom (t.j. disjunkciou) vsetkych iredun-
dantnych DNF ¢iastoénej boolovskej funkcie f a naslednym zlicenim rov-
nakych ¢lenov. Pre kazdu ¢iastocni boolovskid funkciu existuje prave jedna
DNF typu XT, ktora ju realizuje. Ziskava sa zo skratenej DNF vynechanim

niektorych jej ¢lenov.

Definicia 2.8.5 Nech & € Ny, potom subor Il vsetkyjch mazimdlnych hrdn
(vzhladom na Ny ), obsahugicich vrchol &, sa nazjva zvizok prechddzajici cez

Q.

Definicia 2.8.6 Nech & € Ny a Nio je niektora maximdlna hrana takd, Ze
& € Nko. Vichol & sa nazjva reguldrny vrchol (vzhladom na Ny a Ngo), ak

existuje vrchol 3 € Ny \ Ngo aTlz C1l;s.

Definicia 2.8.7 Mazimdlna hrana Ngo sa vzhladom na Ny nazjva reguldrna,

ak kazdy jej vrchol je requldrny (vzhladom na Ny a Ngo).

Veta 2.8.1 (J. I. Zuravlev) Na to, aby prosty implikant K° funkcie f nepatril
do DNF typu ¥T, je nutné a staci, aby odpovedajiica maximdlna hrana Ngo

bola requldrna.

Dokaz 2.8.1 Nutnd podmienka: Nech K° je prosty implikant funkcie f, K°
nepatri do DNF typu T a Ngo nie je (opacne ako turdi veta) reguldrna
hrana. V takomto pripade existuje vrchol &, & € Ngo, ktory nie je requldarny.

Oznacime Bl, e ,Bq vrcholy z mnoZiny Nyg \ Ngo:

Nf\NKO :{Blw-wﬁq}

Podla predpokladu

5 & H&,...,Hﬁq Z Il
preto existuju hrany NK?, e NKg; patriace postupne do zvizkovIls ..., HBq
také, Ze

a € HK?,...,d € HK,?
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Zreyme
NKUUNK?U...UNK‘? = Ny

Toto pokrytie umoZiiuje zostrogit ireducibilné pokrytie mnoZiny Ny. Pritom
sa mozu vynechat niektoré z hrdn NK? ce NKg- Zaroven vsak bude hrana Ngo
nevyhnutne patrit do ireducibilného pokrytia, pretoZe iba ona pokrijva vrchol
a. Dostavame, Ze Ngo patri do niektorej iredundantnej DNF, a teda nevy-
hnutne aj do DNF typu XT, ¢o je spor s predpokladom. Hrana Ngo je teda

requldrna.

Postacugiica podmienka: Nech Nyo je requldrna hrana. Ukdzeme, Ze K°

nepatri do DNF typu ¥T. Oznacime vy, ..., &; vrcholy mnoZiny Nko, t.j.
NKO - {6[1,. . ;&t}
V' dosledku requldrnosti Ngo existuju vrcholy Bi,....0 2 Ny \ Ngo také, Ze

M5 CHs,.... 05 C s (1)

Vezmeme lubovolni iredundantni DNF N funkcie f a prislusné ireducibilné
pokrytie. Toto pokrytie Ny = Ny U...UN,, zrejme pokryjva vrcholy By, by
postupne hranami Ny, , ..., N;,. V désledku vztahov (1) tie isté hrany pokrjvagi
vrcholy &y, . .., ¢y, t.7.

N;, U...UN;, O Ngo

Preto hrana Ngo nepatri do daného ireducibilného pokrytia a prosty implikant
K® do DNF N.

Uvedena veta tvori zaklad pre sformulovanie algoritmu umoznujiceho
vytvarat DNF typu XT. Zo skratenej DNF je potrebné vynechat vsetky kon-
junkcie, ktoré odpovedaji regularnym hrandm. DNF Ny ¢iastoénej boolovskej
funkcie sa ziskava z Quinovej DNF Ny tejto funkcie vynechanim niektorych

prostych implikantov. Vyplyva to zo skutocnosti, ze kazda maximalna hrana,
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ktora je pohltend jadrom, je regularna.

K prikladu 2.8.1
Vezmeme si pre danu ¢iastoéni boolovski funkeiu za vrchol & vrchol (0,0,1)
a za maximalnu hranu N,. Zrejme & € Ny. Ukazeme, ze vrchol @ je regularny
vrchol (vzhladom na Ny a N,). Nech 3 = (0,0,0). Dostédvame

Iz = {N1, Nao}, 13 ={N:}, I3 Cls

Maximalna hrana N, je regularna hrana, ale Ny a N3 nie si regularne hrany.
Jej vynechanim dostaneme N; U N3, ¢o je DNF typu YT, ktora je zhodna

s iredundantnou DNF' tejto funkcie.
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A~ . . . 7 . . b) 7
Teraz mozeme proces minimalizacie charakterizovat schémou na nasle-

dujicom obrazku:

Obr. 2.15: Schéma procesu minimalizacie

Uplna
ONF

Skratena
DMF

i)

Quinowa
CINFE

L

CMNF
typu ZT

Iredundantna Iredundantns
DMNFE DMNF
Iredundantna Iredundantna

OMNF CMNF

Minimalna DNF

2.9 Lokalne skumanie pokrytia pri tlohach

minimalizacie, pojem lokalneho algoritmu

Algoritmy zostrojenia DNF Ng a DNF Nyp vychadzaju zo Specidlneho skiimania
pokrytia N; ststavou vSetkych maximélnych hran, v dosledku ¢oho sa zhromazd'uje
urcitd informécia o kazdej maximdlnej hrane. Napr. sa zistuje, ¢i je dand
hrana jadrova (patri do kazdého ireducibilného pokrytia) alebo reguldrna

(nepatri ani do jedného ireducibilného pokrytia). Vychadzajic z tejto in-
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formécie, realizuje sa d’alej vynechanie niektorych maximalnych hrén.

Definicia 2.9.1 Mnozina So(Ngo) = {Nko} sa nazgva okolie radu 0 mazimdlnej
hrany Ngo. Nech su definované okolia radov 0,1, ..., u—1 maximdlnej hrany
Nio. Potom okolie S,,(Ngo) = {Ngo} rddu v mazimdlnej hrany No sa defin-

uje ako mnozina vsetkych mazximdlnych hrdan z Ny, ktorjch prienik

$ Su_1(Ngo) = {Ngo} je neprdzdny. Je zrejmé, Ze
S()(NKO) U Sl<NKO) Uu...u Su,1<NKO) U...

Definicia 2.9.2 Hrany Nyxo a Ngo sa nazyvaji viazanymi, ak existuje také
i J
J i

K prikladu 2.8.1
Ako K° vezmeme konjunkciu Z;Zs, potom
SO(Nﬂhiz) - {Nf1ﬂf2}
Sl(Nflf2) = {foli"w Nfzisv NO_CNDS}
SQ(N3_31i‘2) - {N:T:liQ? Ni‘g.f37 N:E1$37 lea_rga NZ‘Q:I:?,}
SS(Niliz) - {Niliza Niziga Ni‘11’37 Nx1£37 N:Cz:cga lexz}
SU(Ni“lﬂi“z) = 83(Ni1502)7 u>3
Plati
SO(Nfla?Q) C Sl(NiLiz) C SQ(Ni‘li’Q) C SS(lej2) = S4(N531§?2) = ..
Oznac¢ime 1y maximalny rad takého okolia, ze
SO(NKO) C Sl(NKo) Cc...C SuO(NKO) = Suo-i—l(NKU) = ...

pricom kazdé okolie radu u (u > 0) obsahuje v krajnom pripade jeden vrchol,
ktory nepatri do okolia rddu v — 1, ak u > ug — 1. Z toho dostavame, ze

Uo S 2",
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Na nasledujicom priklade objasnime zmysel lokdlneho skiimania pokryti.
Nech K? V...V K? je skratend DNF funkcie f a NK? U...UNko je pokrytie
maximalnymi hranami mnoziny Ny. Mnozina vsetkych hran {Kg,} sa jed-
noznacne deli na komponenty suvislosti, t.j. na také dve podmnoziny,

z ktorych si kazdé dve hrany viazané a hrany z roznych podmnozin nie su
viazané.

Vznik4 otézka, ako pre Tubovolnt hranu Ny, nédjst komponent sivislosti,
do ktorého patri. Ozna¢ime konjunkciu K a zacneme prezeranie konjunkcii
v poradi ich nasledovania v skratenej DNF. Ak Nk, € Si(N. K?), oznacime
konjunkciu KY. Ak N, ¢ Si(Nko), konjunkciu neoznacime a prejdeme
ku konjunkcii K3. Konjunkciu K3 oznacfme prave vedy, ked Sy(Nkg) ob-
sahuje hrany oznacenych konjunkcii. Takto prezrieme celi skrateni DNF
a oznacime konjunkcie. Proces opakujeme dovtedy, kym sa nedostaneme k
pripadu, ked sa pri niektorom prezerani poc¢et konjunkcif nezviési. Vynechdme
potom vSetky neoznacené konjunkcie. Mnozina konjunkcii, ktoré ndm ostant,
uréuji hladany komponent stvislosti. Spociatku sa skiima pokrytie pomocou
okolia prvého radu a na jeho zaklade sa oznacuji konjunkcie. Je teda potrebné
si pre kazdu konjunkciu pamétat, ¢i je alebo nie je oznacend a pamétat si, ¢i
sa pri danom prezerani zvysSuje poc¢et oznaceni alebo nie. Ako druhy parame-
ter vezmeme ¢islo v, pocet pripustnych buniek v bindrnej paméti pre kazdua

konjunkciu.

Prejdeme teraz k popisu lokélnych algoritmov? nad pokrytiami z maximalnych

hréan s parametrami u a v. Cinnost algoritmu sa deli na dve casti.

1. Skiimanie pokrytia. V urcenom poradi sa prezera skratena DNF a na
zéklade toho, ¢o sa vyskytuje v okoli S, (Ngo) konjunkcie K°, t.j. ¢asti
skratenej DNF a informécie ziskanej pre konjunkciu z tohto okolia,

vypotitavaji sa nové hodnoty ~Y, ..., ~Y pamitovych buniek

2Pojem Lokéalneho algoritmu zaviedol J.I.Zuravlev
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pre K°. Pritom sa vyzaduje, aby sa tento proces realizoval rovnako

pre lTubovolné dve DNF, obsahujice konjunkciu K°, pri ktorych su
okolia konjunkcie K° zhodné s hodnotami pamitovych buniek pre kon-
junkciu daného okolia (lokdlnost zhromazd ovania informécie). Pri splnenf
uvedenych poZiadaviek je proces zhromazd ovania informdcie konver-
gentny, a teda moze byt ukoncéeny. V takychto pripadoch ziskavame
findlnu informdciu dand hodnotami pamétovych buniek pre konjunkciu
zo skratenej DNF.

2. Prijatie riesenia. Podla vypoc¢itanych hodnot pamitovych buniek
pre konjunkcie z S,(Ngo) sa uréuje moznost vynechania konjunkcie
KP°. Této procedira sa uskutociiuje taktiez lokalnym sposobom, t.j. je
rovnaké pre lubovolné dve DNF obsahujice K° pri ktorych si dve
okolia K° zhodné s hodnotami pamitovych buniek pre konjunkcie

7 tohto okolia.

Sformulovany algoritmus na néjdenie komponentu suvislosti v skratenej
DNF, obsahujicej danti konjunkciu K°, je lokdlnym algoritmom s parame-

tramiu=1,v=1.

Nech f(xq,z,...,2,) je takd funkcia, ze pokrytie mnoziny Ny sistavou
vsetkych jej maximélnych hran vytvara komponent sivislosti (v opa¢nom
pripade sa tloha minimalizacie s vyuzitim lokalnych algoritmov riesi nezavisle
pre kazdy komponent sivislosti). Existuje lokdlny algoritmus s parametrami

u =1, av=2" ktory umoziiuje zostrojit minimélnu DNF.

1. etapa. Priradime jednoznacne n-ticiam {aq, ag, ..., a,} ¢isla z mnoziny
{1,2,...,2"}

(a1, ) —i(ag, ..., ap)

Kazdej konjunkcii K° zo skratenej DNF funkcie F priradime bindrny
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vektor
(Vs 7om)
kde ~j

(72, ...,7%) bude kédom hrany K°. Potom nasleduje skiimanie pokry-

arnany = 1 prave vtedy, ked K%(ay,...,a,) = 1. Je zrejmé, ze
tia pomocou okolia prvého rddu a nové hodnoty (7),...,79%) pre K°
sa vypocitavaju ako disjunkcia vektorov jednotlivych komponentov pre
dané okolie. Vedie to k tomu, Ze pre kazda konjunkciu skratenej DNF
vypocitame binarny vektor a ten bude rovnaky pre vSetky konjunkcie

- bude kédom pre funkcie.

2. etapa. Riesiace pravidlo definujeme takto: Vezmeme Iubovolni minimélnu
DNF funkcie f a dani konjunkciu vynechame prave vtedy, ked nepatri
tejto minimalnej DNF'. Toto riesiace pravidlo spiﬁa poziadavku lokalnosti

a vedie k miniméalnej DNF.

Na zaver kapitoly si ukazeme, ze Quinov algoritmus a algoritmus zostro-
jenia DNF typu XT st lokdlne a ohodnotime ich parametre.

V Quinovom algoritme sa najskor zistuju jadrové konjunkcie, na to je
nevyhnutné poznat okolie prvého rddu konjunkcii skrdtenej DNF a pamétat
si oznacenia. Ak konjunkcia nie je jadrova, je oznacena 0, ak je jadrova, tak je
oznacend 1. Na prijatie rieSenia o moznosti vynechania konjunkcie je potrebné
opét poznaf okolie prvého radu a pozriet sa, ¢i sa pokryva oznacenymi kon-
junkciami z tohoto okolia. Jedna sa vlastne o lokdlny algoritmus s parame-
tramiu=1,v=1.

V algoritme zostrojenia DNF typu XT sa najskor urcuje, ¢i je danéd kon-
junkcia reguldrna, na to treba porovndvat zvizky prechidzajiice vrcholmi
danej hrany (konjunkcie) a zviizky prechddzajice vrcholmi z okolia prvého
radu danej hrany a neleziacich v nej (t.j. leziacich v okoli druhého radu).

Reguléarne hrany oznac¢ime symbolom 1, hranu, ktora nie je regularna sym-
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bolom 0. Potom realizujeme prijatie rieSenia. Vynechavaju sa hrany so sym-

bolom 1. Tento algoritmus je lokalny s parametrami u = 2 a v = 1.



Zaver

V tejto praci definujeme rozne DNF, pomocou ktorych moézeme vyjadrit
¢iastocné boolovské funkcie. Na urcenie zlozitosti DNF sa zavadza index
jednoduchosti. Je to funkcional, ktory vyzaduje splnenie Styroch axiom -
axiomy nezapornosti, axiomy vypuklosti, axiomy invariantnosti a axiomy
monoténnosti. Ukazali sme vybrané algoritmy na minimaélizaciu v triede
DNF. Sposob konstrukcie minimélnej DNF pripuista trividlne riesenie, avsak
je velmi ndroéné z hladiska realizécie, pretoZe je zaloZené na prezerani vietkych
DNF. St zname aj iné algoritmy, ako algoritmus zjednodusenia DNF', ktory
pracuje v troch fazach. V prvej faze sa skonstruuje Iubovolnd DNF ako
vychodiskova. V druhej faze sa preusporiadaji konjunkcie a v kazdej sa
preusporiadaju ¢initele. V poslednej faze sa aplikuji operédcie vynechania ele-
mentdrnej konjunkcie a vynechania ¢initela. Ako vysledok procesu dostaneme
iredundantni DNF. Vychadzajic z niektorého usporiadania konjunkcii a
¢initelov v DNF, dostaneme tymto algoritmom minimalnu DNF. Dalej sme
popisali algoritmus zostrojenia skratenej DNF na zaklade geometrickych
znazorneni, ktory vychddza z konjunktivnej normélnej formy ciastocne;j
boolovskej funkcie a algoritmus zostrojenia iredundantnej DNF. Neskor sme
uviedli algoritmy zostrojenia Quinovej DNF a DNF typu T, ktoré vychadzaji
zo §pecidlneho skumania pokrytia Ny ststavou vSetkych maximélnych hran.
Na zéklade informdcie o danej hrane (teda ¢i je dand hrana reguldrna alebo

jadrovd) sa neskor realizuju vynechanie niektorej maximélnej hrany. Vhodné

53
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je aj pouzif lokalne algoritmy, ktoré zahriiuji mnohé zndme triedy algoritmov

, . . . ., e ’ s~ )
a lokalne algoritmy s parametrami u a v, pretoze majui ohraniceni naroc¢nost.
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