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Cie©om tejto bakalárky je rozobra´ rôzne prvo£íselné testy a dokáza´ ich správ-
nos´. Mnoºstvo z nich je v kone£nej podobe jednoduchým algoritmom, ku kto-
rého zostrojeniu v²ak vedie dlhá cesta v podobe netriviálneho matematického
dôkazu. Zameral som sa na niektoré testy, pri£om tieto testy majú rozli£né
vlastnosti a aj ich podstata je rôzna. V práci sme tieº popísali rôzne druhy
pseudoprvo£ísel, pre ktoré sú jednotlivé testy ur£ené. V tejto bakalárskej práci
som sa venoval pravdepodobnostným testom (Rabin-Millerov test, pravdepo-
dobnostný pseudoprvo£íselný test), ¤alej som rozobral testy pre rôzne druhy
£ísel ²peciálneho tvaru (Pepinov test a Lucas-Lehmerov test), ukázal som v²ak
aj moºnos´ postupného zlep²ovania testov (test pre Lucasove pseudoprvo£ísla a
Frobeniove pseudoprvo£ísla). V práci je mnoºstvo rôznych viet a tvrdení, ktoré
sú základom pre jednotlivé testy, vysvetlených a dokázaných tak, aby mohol by´
tento text nápomocný aj pre samo²tudujúcich nad²encov, ktorých zaujala táto
vzru²ujúca oblas´ matematiky.

K�Ú�OVÉ SLOVÁ: prvo£ísla, pseudoprvo£ísla, testy na overovanie pseudopr-
vo£ísel, Lucasova postupnos´, Malá Fermatova veta, zvy²kové triedy, pravdepo-
dobnostný test, Frobeniov automor�zmus
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Úvod

Prvo£ísla, teda £ísla, ktoré sú delite©né iba jednotkou a sebou, o£arovali ©udí uº
od matematického praveku. Uº starovekí Gréci sa snaºili zisti´ o nich £o najviac
informácií a ²tudovali prvo£íselné vlastnosti. Uº okolo roku 300 pred Kristom
dokázal Euklid, ºe takýchto tajomných £ísel je nekone£ne ve©a. Prvo£ísla boli,
sú a vºdy aj budú fascinujúcim objektom záujmu mnohých významných ma-
tematikov. Stoja v strede najrozli£nej²ích matematických disciplín a napriek
tomu, ºe im boli venovaná nekon£iaca sa pozornos´, e²te stále je mnoºstvo otvo-
rených otázok súvisiacich s prvo£íslami. Samotné prvo£ísla majú v²ak aj ve©ké
praktické vyuºitie, v sú£asnom technologickom svete sú práve oni tým pravým
k©ú£om ku kryptogra�i, kryptológii a kódovaniu.

�asom sa v²ak ©udia za£ali sami seba pýta´, aké najvä£²ie prvo£íslo sú schop-
ní vyprodukova´. Známa je iniciatíva istej americkej spolo£nosti, ktorá za obja-
venie doteraz najdlh²ieho objaveného prvo£ísla ponúka odmenu 100 tisíc dolá-
rov. �udia v snahe rozhodnú´, £i je nejaké £íslo aj prvo£íslom, za£ali vymý²©a´
rôzne testy, ktorými priamo nedokázali prvo£íselnos´ daného £ísla, v¤aka ta-
kýmto testom sa v²ak ve©akrát dokázalo práve to, ºe dané £íslo prvo£íslom nie
je. Pri takomto vymý²©aní sa zistilo a dokázalo aj mnoho iných vecí, ktoré
pomohli k rozvoju ¤al²ích a ¤al²ích oblastí matematiky.

Práve tejto oblasti sa týka moja bakalárska práca. Rozoberá a dokazuje
rôzne tzv. prvo£íselné testy, ktoré dávnej²ie alebo nie aº tak dávno vymysleli
rôzni slávni matematici a informatici. Testy vychádzajú z toho, ºe ak je dané
£íslo prvo£íslom, platí pre neho nejaká dokázate©ná vlastnos´. Teda ak nejaké
£íslo túto vlastnos´ nemá, môºeme o ¬om s ur£itos´ou tvrdi´, ºe prvo£íslom
nie je. Danú vlastnos´ v²ak môºu ma´ aj zloºené £ísla, preto sa tieto testy
snaºia nájs´ £o najoptimálnej²iu vlastnos´ pre prvo£ísla. Toto je základom pre
tzv. testovanie prvo£íselnosti. Naproti tomu stojí ¤al²ia rodina testov, tzv.
pravdepodobnostné testy. Tie tieº povedia o danom £ísle, £i je prvo£íslom alebo
zloºeným £íslom, mýlia sa v²ak s istou pravdepodobnos´ou, ktorá je v²ak men²ia
ako 1/2. Preto pri ich dostato£nom opakovaní môºeme takmer s istotou tvrdi´,
ºe ak dané £íslo pre²lo cez v²etky testy, jedná sa o prvo£íslo.

V jednotlivých kapitolách rozoberám rôzne testy, ktoré vychádzajú z rôznych
matematických viet a rôznych vlastností prvo£ísel. Niektoré z týchto testov
dopomohli objavi´ obrovské prvo£ísla, iné nemali ve©kú ºivotnos´. Samotné
testy nie sú vä£²inou komplikované, za nimi v²ak stojí mnoºstvo matematických
viet a tvrdení. Práve o takéto rozbitie a rozanalyzovanie týchto testov som sa
pokú²al v tejto práci. Základným prame¬om bola pre m¬a kniha od autorov
Crandalla a Pomeranca Prime Numbers, a Computational Perspective. Túto
náro£ným ²týlom písanú knihu sme vyuºili ako zdroj mnohých poznatkov, ktoré
sme sa snaºili poda´ zrozumite©ným ²týlom.
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Kapitola 1

Základné pojmy a de�nície

1.1 Základné de�nície vyuºívané v ¤al²ej £asti

De�nícia 1.1.1 (Lucasove postupnosti). Majme ©ubovo©né a, b ∈ Z. Lucasove
postupnosti Uj a Vj sú postupnosti rekurentne dané nasledovne:

Uj(a, b) = aUj−1(a, b)− bUj−2(a, b) (1.1)

Vj(a, b) = aVj−1(a, b)− bVj−2(a, b),

kde U0 = 0, U1 = 1, V0 = 2, V1 = a.

Z predpisu je jasné, ºe obe postupnosti závisia od premenných a a b. V
¤al²ej £asti preto nebudeme vypisova´ Uj(a, b), resp. Vj(a, b), ale iba skrátenú
formu Uj , reps. Vj .

De�nícia 1.1.2 (Kvadratické zvy²ky). Nech n - q. Potom sa £íslo q nazýva
kvadratický zvy²ok (mod n), ak existuje také x ∈ Z, ºe x2 ≡ q (mod n). V
opa£nom prípade hovoríme, ºe q je kvadratický nezvy²ok (mod n).

My budeme pouºíva´ aj stru£nej²í zápis: qRn znamená, ºe q je kvadratický
zvy²ok modulo n a qRn znamená, ºe q je kvadratický nezvy²ok modulo n.

De�nícia 1.1.3 (Legendrov symbol). Ak p je prvo£íslo a a je celé £íslo, tak

Legendrov symbol
(

a
p

)
de�nujeme nasledovne:

(
a

p

)
=


1 ak aRp,
−1 ak aRp,
0 ak p | a.

De�nícia 1.1.4 (Eulerova funkcia). Nech m ∈ N. Ako ϕ(m) ozna£íme po£et
£ísel z mnoºiny {1,2,. . . ,m } nesúdelite©ných s m. Funkciu ϕ nazývame Eulerova
funkcia.1

1Leonhard Paul Euler (15. apríla 1707 - 18. septembra 1783) bol ²vaj£iarsky matematik a
fyzik, ktorý strávil vä£²inu svojho ºivota v Rusku a Nemecku. Euler bol významným vedcom
svojej doby, ktorý sa zaoberal rôznymi oblas´ami matematiky a fyziky, napr. teóriou grafov.
Zaviedol mnoºstvo matematických znakov, ozna£ení pre rôzne funkcie a ve©a pojmov zo sú-
£asnej matematickej terminológie sa tieº objavilo práve v jeho dielach. Je známa jeho práca
v oblastiach mechaniky, dynamiky, optiky a astronómie. Tzv. Eulerova kon²tanta nesie práve
jeho meno.
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KAPITOLA 1. ZÁKLADNÉ POJMY A DEFINÍCIE 3

De�nícia 1.1.5. Funkcia σ v poli Fp2 , ktorá kaºdému prvku z po©a priradí
jeho p-tu mocninu, sa nazýva Frobeniov2 automor�zmus.

1.2 Niektoré vety vyuºívané v ¤al²ích kapitolách

1.2.1 Teória £ísel

Veta 1.2.1 (Gaussov zákon kvadratickej reciprocity, [B]). Ak p a q sú rôzne
nepárne prvo£ísla, tak (

p

q

) (
q

p

)
= (−1)(p−1)(q−1)/4. (1.2)

Predchádzajúca veta je dos´ dôleºitá v teórii £ísel. Ako zaujímavos´ môºeme
spomenú´, ºe je známych cez 200 dôkazov tejto vety. 3

Lema 1.2.1. Nech p je prvo£íslo a nech 1 ≤ i ≤ p. Potom p |
(
p
i

)
, £iºe

(
p
i

)
≡ 0

(mod p).

Dôkaz. Kombinatorický význam matematického zápisu
(
p
i

)
hovorí, ºe ide o po-

£et i-prvkových podmnoºín z n-prvkovej mnoºiny. Z toho jasne vidno, ºe
(
p
i

)
je

celé £íslo. Jeho presné vyjadrenie (£i uº pod©a de�nície alebo z kombinatorického
významu) je (

p

i

)
=

p(p− 1) . . . (p− i + 1)
1.2. . . . i

.

Uº z rozpísaného £ísla
(
p
i

)
vidno, ºe £itate© obsahuje vo svojom kanonickom roz-

klade na prvo£ísla aj p. Naopak, menovate© p neobsahuje, pretoºe v menovateli
sú v²etky £ísla men²ie ako prvo£íslo p a nijakým sú£inom dvoch £ísel nedosta-
neme prvo£íslo (samozrejme okrem sú£inu samotného prvo£ísla s jednotkou). Z
toho vyplýva, ºe dané celé £íslo

(
p
i

)
je delite©né prvo£íslom p.

Veta 1.2.2. Nech p je prvo£íslo. Potom

ap ≡ a (mod p)

Dôkaz. Pre ©ubovo©né prvo£íslo môºeme písa´, ºe (−a)p ≡ −ap (mod p), preto-
ºe (−a)p = (−1)p(a)p a ak je p nepárne, tak sa výraz rovná −ap. Ak je naopak
párne (£iºe 2), potom −x ≡ x (mod 2). Z tohto vyplýva, ºe nám sta£í overi´
danú kongruenciu pre a ≥ 0. Kongruenciu dokáºeme matematickou indukciou.
Uvedená kongruencia zjavne platí pre a = 0 a a = 1 (báza indukcie). Nech pre a
platí, ºe ap ≡ a (mod p). My dokáºeme uvedenú kongruenciu aj pre a + 1, £ím
na základe princípu matematickej indukcie vetu dokáºeme. Z binomickej vety
platí, ºe (a + 1)p =

∑p
i=0

(
p
i

)
ai. Vyuºitím lemy 1.2.1 dostávame nasledovné:

(a + 1)p ≡ ap + 1
ip
≡ a + 1 (mod p).

2Ferdinand Georg Frobenius (26. októbra 1849 - 3. augusta 1917) bol nemeckým matema-
tikom, známy najmä svojím prínosom v oblasti diferenciálnych rovníc a teórie grúp. Narodil
sa na predmestí Berlína, vy²tudoval Berlínsku univerzitu. Nieko©ko rokov vyu£oval v rodnom
Berlíne, potom v²ak odi²iel do �vaj£iarska, kde bol u£ite©om na Polytechnickej univerzite. V
roku 1893 sa vrátil do Berlína a stal sa £lenom Pruskej akadémie vied.

3Presne 224 rôznych dôkazov od rozli£ných matematikov, ktorí túto vetu dokazovali uº od
roku 1788, je popísaných na stránke www.rzuser.uni-heidelberg.de/ hb3/fchrono.html. Dos´
ve©a rôznych dôkazov je tieº spísaných v [L].
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Nasledujúca veta sa dá chápa´ ako dôsledok predchádzajúcej vety, no je aj
mnoho iných spôsobov, ako ju dokáza´.

Veta 1.2.3 (Malá Fermatova veta). Nech p je prvo£íslo a nech a je celé £íslo
také, ºe p - a. Potom

ap−1 ≡ 1 (mod p). (1.3)

Veta 1.2.4 (Eulerova veta). Nech a, n ∈ N sú také £ísla, ºe (a, n) = 1. Potom

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Symbol ϕ(n) v tejto vete je Eulerova funkcia zade�novaná v de�nícii 1.1.4.
Dôkaz tejto vety tu nebudem uvádza´, nako©ko jej dôkaz moºno nájs´ v [S2] a
samotný dôkaz ani nie je cie©om tejto práce.

Veta 1.2.5 (Eulerovo kritérium). Nech p > 2 je prvo£íslo. Potom pre v²etky n
platí (

n

p

)
≡ n(p−1)/2 (mod p). (1.4)

Dôkaz tejto vety sa nachádza v knihe [S2, Veta 4.2.3].

Veta 1.2.6. Nech p > 2 je prvo£íslo. Potom(
2
p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Teda 2 je kvadratický zvy²ok pre prvo£ísla tvaru 8k ± 1 a kvadratický nezvy²ok
pre prvo£ísla tvaru 8k ± 3.4

Veta 1.2.7 (�ínska veta o zvy²koch). Nech m1,m2, . . . ,mn sú po dvoch nesú-
delite©né £ísla. Nech b1, b2, . . . , bn ∈ Z. Potom systém kongruencií

x ≡ b1 (mod m1)
x ≡ b2 (mod m2)

. . .

x ≡ bn (mod mn)

má práve jedno rie²enie modulo m1m2 . . .mn (£iºe existuje práve jedno x ∈
{0, 1, . . . ,m1 . . .mn − 1} vyhovujúce v²etkým uvedeným kongruenciám).5

Veta 1.2.8 (Bézoutova identita). Nech a, b ∈ Z, aspo¬ jedno z nich je nenulové.
Nech d = NSD (a, b). Potom existujú £ísla u, v ∈ Z také, ºe d = au+bv. Navy²e
d je najmen²ie prirodzené £íslo, ktoré sa dá zapísa´ takýmto spôsobom.6

Veta 1.2.9. Kongruencia
ax ≡ b (mod n) (1.5)

má rie²enie práve vtedy, ke¤ d | b, kde d = NSD(a, n).
Navy²e, ak kongruencia (1.5) má rie²enie, tak po£et (navzájom nekongru-

entných) rie²ení je d.

4Dôkaz tejto vety nájdete v [S2, Tvrdenie 4.2.8].
5Dôkaz tejto vety sa dá nájs´ napr. v [S2, Veta 3.1.18].
6Dôkaz tejto vety nie je ve©mi zloºitý, ale uvádza´ ho tu nebudeme. �itate© si ho v prípade

záujmu môºe pozrie´ v [S2, Veta 2.1.7].
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Pekný dôkaz tejto vety sa uvádza v [S2, Veta 3.1.16].

Veta 1.2.10. Nech n = pα1
1 . . . pαk

k je kanonický rozklad £ísla n. Potom

ϕ(n) =
k∏

i=1

(pαi
i − p

αi−1
i ) = n

k∏
i=1

(1− 1
pi

).

Jeden zo spôsobov, ako dokáza´ danú vetu, je pouºi´ princíp zapojenia a
vypojenia.

Tvrdenie 1.2.1. Pre Legendrove symboly 1.1.3 platia nasledujúce vz´ahy7:(
ab

n

)
=

(a

n

) (
b

n

)
,

(
a2

n

)
= 1.

1.2.2 Algebra a teória polí

Lema 1.2.2. Nech F je pole a F ′ je jeho nadpole. Nech f(x) ∈ F [x]. Potom
c ∈ F ′ je kore¬om f(x) práve vtedy, ke¤ x − c | f(x) v F ′[x], t.j. existuje
polynóm g(x) taký, ºe f(x) = g(x)(x− c).8

Lema 1.2.3. Nech F je pole a f(x) ∈ F [x] je polynóm stup¬a 2 alebo 3. Poly-
nóm f(x) je ireducibilný práve vtedy, ke¤ f(x) nemá kore¬ v F .

Dôkaz. Ak by sme chceli rozloºi´ polynóm stup¬a 2 alebo 3 rozloºi´ na sú£in
polynómov niº²ích stup¬ov, ur£ite sa tam vyskytne aj minimálne jeden polynóm
stup¬a 1. Ako v²ak vidno pod©a lemy 1.2.2, takýto polynóm stup¬a 1 by musel
obsahova´ kore¬. Ten v²ak pod©a predpokladov lemy nemáme, teda polynóm
f(x) musí by´ ireducibilný.

Veta 1.2.11. Ak f : G → H je surjektívny homomor�zmus okruhov, tak okruh
H je izomorfný s faktorovým okruhom G/ Ker f .

Túto vetu uvádzame bez dôkazu, nako©ko jej dôkaz je v [S1] dôsledne popí-
saný a pri jej dokazovaní by sme museli vyslovi´ a dokáza´ ¤al²ie potrebné vety
a lemy, £o nie je úlohou tejto práce.

Veta 1.2.12. Redukované zvy²kové triedy Z∗n, t.j. pre dané n v²etky zvy²kové
triedy, ktoré sú s n nesúdelite©né9, tvoria vzh©adom na násobenie so zvy²kom �
grupu.

Dôkaz. Overme najprv, £i je v Z∗n operácia � binárnou operáciou. Ak máme k, l
také, ºe NSD(k, n) = 1 a NSD (l, n) = 1, potom NSD(k.l, n) = 1 ⇒ NSD(k �
l, n) = 1. Z tohto vyplýva, ºe � je v Z∗n naozaj binárnou operáciou.

Asociatívnos´ operácie � v Z∗n platí, pretoºe � je asociatívna operácia aj
napr. v Z.

Neutrálny prvok vzh©adom na násobenie, a teda aj na násobenie so zvy²kom
� je £íslo 1. Ke¤ºe NSD(1, n) = 1, patrí £íslo 1 do Z∗n.

Poslednou podmienkou, ktorú musíme overi´, aby sme mohli tvrdi´, ºe (Z∗n,�)
je grupa, je ukáza´ existenciu inverzného prvku pre ©ubovo©ný prvok ∈ Z∗n vzh©a-
dom na násobenie so zvy²kom �. Na základe Bézoutovej identity 1.2.8 existujú

7[KLS, Veta 2.30]
8Dôkaz tejto vety a tieº ¤al²ie veci z teórie polí sú v skriptách [S1]
9Môºeme to zapísa´ takto: Z∗n = {1 ≤ m ≤ n;NSD (m, n) = 1}
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také celé £ísla u, v, ºe pre nesúdelite©né m,n platí u.m + v.n = 1. To môºe-
me napísa´ aj takto u � m = 1. Také u musí navy²e patri´ do Z∗n, pretoºe v
opa£nom prípade by sa NSD(u �m,n) nemohlo rovna´ 1. To preto, lebo nech
u 6∈ Z∗n ⇒ NSD(u � m,n) = z > 1. Predchádzajúca implikácia je zrejmá po
rozpísaní danej situácie: u � m = m.u − t.n a nech z = NSD (u, n). Potom
pre nejaké o, p platí u�m = m.o.z − t.p.z = z(m.o− t.p) ⇒ NSD(u�m,n) =
minimálne z.

Veta 1.2.13. Pre ©ubovo©né nepárne prvo£íslo p a ©ubovo©né prirodzené £íslo j
platí, ºe grupa Zpj redukovaných zvy²kových tried (mod pj) je cyklická, pri£om

rád grupy je pj−1(p− 1).

Dôkaz tejto vety tieº neuvádzame, je v²ak spomínaná v rôznych u£ebniciach
elementárnej teórie £ísel, napr. aj v [CP, Veta 2.2.5, £as´ 6].

Tvrdenie 1.2.2. Ak p je ireducibilný prvok v okruhu hlavných ideálov R, potom
(p) je prvoideál.

Tvrdenie 1.2.3. Ak I = (m) je prvoideál v okruhu hlavných ideálov R, tak I
je maximálny.

Lema 1.2.4 (Veta o Frobeniovom automor�zme). Frobeniov automor�zmus σ
(De�nícia 1.1.5) v poli Fp2 je homomor�zmom 10 a navy²e platí, ºe σ(u) = u
práve vtedy, ke¤ u ∈ Zp.

Dôkaz.
σ : x → xp

Binomická veta funguje aj v poli, takºe

σ(u + v) = (u + v)p =
p∑

k=0

(
p

k

)
ukvp−k.

Pod©a lemy 1.2.1 sa ale táto suma rovná up + vp = σ(u) + σ(v).
σ(uv) = (uv)p = upvp = σ(u)σ(v).
Pri dokazovaní posledného tvrdenia musíme dokáza´ dve implikácie:

�⇐�: Táto implikácia vyplýva priamo z vety 1.2.2.
�⇒�: Rovnica up − u = 0 má maximálne p kore¬ov. My sme v²ak uº daných p
kore¬ov na²li. Sú to práve u ∈ Zp. Takºe aj táto implikácia je pravdivá.

Lema 1.2.5. Ak nejaké u je kore¬om rovnice anxn + . . .+a1x+a0 = 0, pri£om
an, . . . , a0 ∈ Zp, tak potom obraz prvku u vo Frobeniovom automor�zme σ(u) je
tieº kore¬om danej rovnice.

Dôkaz. Nech anun + . . . + a1u + a0 = 0, an, . . . , a0 ∈ Zp.
Ke¤ºe sa jedná o homomor�zmus, pouºitím jeho vlastností (ktoré sme si ukázali
a dokázali v predo²lej leme 1.2.4) dostávame nasledovné:

anσ(u)n + . . . + a1σ(u) + a0 = 0.

10Teda σ(u + v) = σ(u) + σ(v) a σ(uv) = σ(u)σ(v)
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Táto lema nám vlastne hovorí, ºe obraz kore¬a nejakého polynómu zo Zp[x]
vo Frobeniovom automor�zme je opä´ kore¬om.

Z oboch vyslovených tvrdení teda dostávame nasledujúci dôsledok:

Dôsledok 1.2.1. Aj je nejaké u kore¬om rovnice anxn + . . . + a1x + a0 =
0, an, . . . , a0 ∈ Zp a u /∈ Zp, tak potom ho σ(u) zobrazí na nejaký iný kore¬,
ktorý tieº nie je z po©a Zp.

1.3 Lucasove postupnosti

Lucasove postupnosti (1.1) sú lineárne homogénne rekurencie druhého rádu, pre
ktoré je známa rozsiahla teória a venovala i venuje sa im ve©ká pozornos´ mate-
matikov. Tieto postupnosti majú ve©a prekvapivých vlastností a ve©a aplikácií.
Sú pomenované po francúzskom matematikovi Édouardovi Lucasovi 11, ktorý
je známy najmä pre ve©ký prínos pri vyrie²ení explicitného vyjadrenia n-tého
£lena Fibonacciho postupnosti a ¤al²ích problémov súvisiacich s Fibonacciho
postupnos´ou. Práve táto, ale napr. aj Pellova, £i Jacobsthalova postupnos´ sú
iba konkrétnym prípadom Lucasovej postupnosti.

Dá sa ©ahko explicitne vyjadri´ n-tý £len tejto Lucasovej postupnosti. To
aj spravíme, v ¤al²ej £asti si tieº ukáºeme nieko©ko výsledkov, ktoré platia pre
Lucasovu postupnos´ (1.1).

Pozrime sa, ako súvisia korene polynómu f(x) = x2 − ax + b s Lucasovými
postupnos´ami (1.1).

Veta 1.3.1. Majme polynóm f(x) = x2 − ax + b, ktorý má korene ϕ1 a ϕ2 (to
znamená, ºe pre dané korene ϕ1, ϕ2 platí ϕ1 + ϕ2 = a a zárove¬ ϕ1ϕ2 = b).
Potom postupnosti (ϕ1)n a (ϕ2)n vyhovujú uvedenej Lucasovej rekurencii (1.1).

Dôkaz. Majme Lucasovu postupnos´ Un+2−aUn+1 +bUn = 0 a nech ϕ1 a ϕ2 sú
korene rovnice f(x) = x2 − ax + b. Dosa¤me hociktorý z týchto dvoch kore¬ov
do na²ej rekurencie:

ϕ1
n+2 − aϕ1

n+1 + bϕ1
n = ϕn

1 (ϕ2
1 − aϕ1 + b)

Ako jasne vidno, výraz v zátvorke je vlastne polynóm f(x) v premennej ϕ1,
ktorá je kore¬om tohto polynómu, takºe celý výraz sa rovná nule.

Rovnakým spôsobom, by sme vetu dokázali aj pre druhý kore¬ daného po-
lynómu. Vidíme teda, ºe oba korene v príslu²nej mocnine vyhovujú danej Lu-
casovej rekurencii. Ich lineárna kombinácia (a tieº ©ubovo©ná iná kombinácia
£lenov vyhovujúcich rekurencii) opä´ vyhovuje Lucasovej rekurencii:

Tvrdenie 1.3.1. Ak nejaké ϕn
1 a ϕn

2 vyhovujú uvedenej Lucasovej postupnosti
(1.1), potom aj ich �lineárna kombinácia� vyhovuje danej postupnosti.

Dôkaz.

(α1ϕ1
n+2 + α2ϕ2

n+2)− a(α1ϕ1
n+1 + α2ϕ

n+1
2 ) + b(α1ϕ1

n + α2ϕ2
n) =

= ϕn
1α1 (ϕ2

1 − aϕ1 + b)︸ ︷︷ ︸
0

+ϕn
2α2 (ϕ2

2 − aϕ2 + b)︸ ︷︷ ︸
0

= 0.

11François Édouard Anatole Lucas (4. apríla 1842 - 3. októbra 1891) ²tudoval na paríºskej
univerzite École Normale Supérieure. Istý £as pracoval v paríºskom observatóriu, neskôr sa
stal profesorom matematiky a vyu£oval v Paríºi. Nejakú dobu pracoval aj pre armádu.
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Dostali sme teda, ºe n-tý £len (pre Uj , Vj) môºeme vyjadri´ ako α1(ϕ1)n +
α2(ϕ2)n. Pod©a za£iato£ných podmienok dorátame neznáme α1 a α2 pre obe
Lucasove postupnosti.

Dostávame sústavu rovníc (spôsob výpo£tu si tentokrát ukáºeme pre postup-
nos´ Vj - pre Uj by bol postup podobný):

α1 + α2 = 2
α1ϕ1 + α2ϕ2 = a, pri£om a = ϕ1 + ϕ2

Z toho uº ©ahko dorátame hodnoty α1 a α2, pri£om nám vyjde α1 = α2 = 1
a teda postupnos´ Vn môºeme explicitne vyjadri´ ako

Vn = ϕn
1 + ϕn

2 . (1.6)

Rovnako ©ahko sa dá vyjadri´ aj postupnos´ Un:

Un =
ϕn

1 − ϕn
2

ϕ1 − ϕ2
. (1.7)



Kapitola 2

Fermatove pseudoprvo£ísla

2.1 Pseudoprvo£ísla

Uvaºujme nejakú matematickú vetu alebo tvrdenie pre prvo£ísla: �Ak je £íslo
n prvo£íslo, potom pre neho platí vlastnos´ S�. Vlastnos´ S je pritom ©ahko
overite©ná, t.j. pre dané £íslo n vieme rýchlo overi´ (napr. v rozumnom polyno-
miálnom £ase), £i danú vlastnos´ má. Vlastnos´ S je teda nutnou podmienkou
pre to, aby bolo dané £íslo n prvo£íslom. Ak n danú vlastnos´ nemá, môºeme
so stopercentnou istotou tvrdi´, ºe n nie je prvo£íslo. V opa£nom prípade, ak
n danú vlastnos´ S má, nemôºeme tvrdi´ prakticky ni£. Vlastnos´ S je totiº
iba nutnou podmienkou pre prvo£íselnos´ £ísla n, nie v²ak posta£ujúcou pod-
mienkou, teda ju môºu ma´ aj niektoré zloºené £ísla. V súvislosti s takýmito
nutnými podmienkami pre prvo£íselnos´ hovoríme o tzv. S-pseudoprvo£íslach,
pri£om táto trieda £ísel v sebe obsahuje v²etky prvo£ísla, no ako �odpad� môºe
obsahova´ aj zloºené £ísla. Na²ou úlohou teda je nájs´ takú vlastnos´ S, ktorá
je na jednej strane ©ahko overite©ná, no na druhej je trieda S-pseudoprvo£ísel
£o najmen²ia, teda popri prvo£íslach obsahuje £o najmenej zloºených £ísel.

Jedným z príkladov takej �prvo£íselnej vety� je nasledovné ve©mi triviálne
tvrdenie: Ak je £íslo n prvo£íslom, potom je n dvojka alebo nepárne £íslo.
Vidíme, ºe táto vlastnos´ je triviálne overite©ná (v kon²tantnom £ase), nehovorí
nám v²ak ve©a o tom, £i je dané £íslo prvo£íslo alebo zloºené £íslo, nako©ko v
tejto triede je ve©ké mnoºstvo (nekone£ne ve©a) zloºených £ísel. Preto nejaký
test vyuºívajúci toto tvrdenie nie je ve©mi efektívny.

2.2 Fermatove pseudoprvo£ísla

Vieme ve©mi rýchlo vypo£íta´ hodnotu výrazu ab (mod n) a tento poznatok
sa vyuºíva v mnohých algoritmoch v teórii £ísel. Celkovo sa pri overovaní, £i v
prípade nejakého £ísla ide o prvo£íslo alebo zloºené £íslo, vyuºíva v hojnom po£te
po£ítanie mocnín v zvy²kovej aritmetike. Ve©mi ve©a akýchsi prvo£íselných
testov vyuºíva tieº vetu, ktorú sme si uº uviedli v zozname na za£iatku tejto
práce. Je to veta 1.2.2, ktorá hovorí, ºe ak je n prvo£íslo, potom platí

an ≡ a (mod n). (2.1)

9
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Ak sú £ísla a, n nesúdelite©né, potom navy²e platí Malá Fermatova veta 1.2.3:

an−1 ≡ 1 (mod n). (2.2)

Na základe vz´ahu (2.1) môºem zade�nova´ triedu £ísel, ktoré sp¨¬ajú závery
vety 1.2.2.

De�nícia 2.2.1. �ubovo©né £íslo n nazveme Fermatovým pseudoprvo£íslom pri
základe a, ak sp¨¬a podmienku (2.1).

Teda napr. n = 91 je Fermatovým pseudoprvo£íslom pri základe 3, pretoºe
platí, ºe 391 ≡ 3 (mod 91). Rovnako tak platí, ºe £íslo 341 je Fermatovým
pseudoprvo£íslom pri základe 2. Pri na²ich úvahách neberieme základ a = 1,
pretoºe veta 1.2.2 je v takom prípade splnená pre ©ubovo©né £íslo. Preto pred-
pokladáme, ºe a > 1.

Nasledujúca veta, ktorú si uvedieme bez dôkazu, hovorí o vz´ahu medzi
po£tom prvo£ísel a zloºených £ísel, ktoré sú zárove¬ Fermatovými pseudoprvo-
£íslami.

Veta 2.2.1. Pre kaºdé pevné a ≥ 2 ozna£me τ(x) po£et zloºených £ísel men-
²ích alebo rovných ako x, ktoré sú zárove¬ Fermatovými pseudoprvo£íslami pri
základe a. Potom limx→∞ τ(x) = o(π(x)), pri£om π(x) ozna£uje po£et prvo£ísel
men²ích ako x.

Vidíme teda, ºe po£et zloºených pseudoprvo£ísel pri základe a je men²í neº
po£et prvo£íselných pseudoprvo£ísel pri základe a (ke¤ºe kaºdé prvo£íslo je pri
©ubovo©nom základe Fermatovým pseudoprvo£íslom), teda tento test má svoju
opodstatnenos´.

Ekvivalent predchádzajúcej vety dokázal pre pseudoprvo£ísla zade�nované
spôsobom (2.2) uº v roku 1950 ma¤arský matematik Pál Erd®s. Pre Fermatove
pseudoprvo£ísla zade�nované spôsobom (2.1) to dokázal aº v roku 1997 Li.

2.3 Pravdepodobnostné pseudoprvo£ísla

E²te jedno obmedzenie základu a si môºeme dovoli´ v prípade podmienky (2.2).
Pre a = n−1 totiº podmienka platí pre ©ubovo©né nepárne £íslo, teda nám ve©a
o tom, £i nejaké £íslo je prvo£íslo alebo zloºené £íslo, nepovie.

De�nícia 2.3.1. Ak nejaká dvojica £ísel n, a, pri£om 1 < a < n − 1, sp¨¬a
podmienky Malej Fermatovej vety 1.2.3, potom hovoríme, ºe n je pravdepodob-
nostné pseudoprvo£íslo pri základe a.

Ak je nejaké £íslo n prvo£íslo, potom môºeme hne¤ tvrdi´, ºe je pravde-
podobnostné pseudoprvo£íslo pri ©ubovo©nom základe. Ako sa ukázalo vo vete
2.2.1, po£et zloºených pseudoprvo£ísel je men²í neº po£et prvo£íselných prvo£í-
sel, teda nasledujúci test má ozajstné opodstatnenie:

Algoritmus 2.3.1 (Pravdepodobnostný pseudoprvo£íselný test).

1. Vypo£ítaj danú mocninu
b = an−1 (mod n)
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2. Vrá´ výsledok
if (b == 1) return �n je pravdepodobnostné pseudoprvo£íslo pri základe
a� else return �n je zloºené £íslo�

Aj ke¤ je predchádzajúci test potenciálne dobrý, v nasledujúcej vete si do-
káºeme, ºe pre ©ubovo©ný základ existuje nekone£ne ve©a zloºených pseudopr-
vo£ísel.

Veta 2.3.1. Pre ©ubovo©né a ≥ 2 existuje nekone£ne ve©a Fermatových (rovnako
tak pravdepodobnostných) zloºených pseudoprvo£ísel pri základe a.

Dôkaz. Ukáºeme, ºe pre ©ubovo©ný základ a a ©ubovo©né nepárne prvo£íslo p,
pre ktoré platí, ºe p - a2 − 1 je £íslo n = (a2p − 1)/(a2 − 1) zloºeným pse-
udoprvo£íslom pri základe a. Ako prvú skuto£nos´ ukáºeme, ºe n je zloºené
£íslo:

n =
a2p − 1
a2 − 1

=
ap − 1
a− 1

.
ap + 1
a + 1

.

Z toho, ºe p je nepárne vyplýva, ºe zlomky vystupujúce v predchádzajúcom
výraze sú celé £ísla (na základe poznatkov o moºnosti rozloºenia výrazov An−Bn

a An + Bn pre n nepárne).
Na základe vety 1.2.2 platí, ºe a2p ≡ a2 (mod p). Z toho vyplýva, ºe p delí

výraz a2p − a2. V predpokladoch vety máme, ºe p - a2 − 1, z £oho vyplýva,
ºe p | n − 1. To preto, lebo n − 1 = a2p−1−a2+1

a2−1 = a2p−a2

a2−1 . Ke¤ si rozpí²eme
n− 1, po predelení dostaneme, ºe n− 1 = a2p−2 + a2p−4 + . . . + a2. Teda n− 1
sme dostali ako sú£et párneho po£tu výrazov rovnakej parity ⇒ n− 1 je párne
£íslo, teda 2 | n− 1. Dostali sme teda, ºe 2p | n− 1 a teda a2p − 1 je delite©om
an−1−1. To preto, lebo n−1 = 2pl, l ∈ N a an−1−1 = (a2p)l−1 = (a2p−1).Q,
pri£om Q je prirodzené £íslo, ktorého hodnota nás v²ak momentálne nezaujíma.
Máme v²ak tieº, ºe a2p − 1 = n.(a2 − 1), teda n je delite©om a2p − 1. �íslo n je
teda delite©om an−1 − 1 a záver Malej Fermatovej vety 1.2.3, £iºe aj vety 1.2.2
je splnený.



Kapitola 3

Rabin-Millerov test

V nasledujúcej kapitole si ukáºeme jeden z tzv. pravdepodobnostných algorit-
mov, ktorý nám povie, £i je dané £íslo pseudoprvo£íslom (teda £i sp¨¬a vlast-
nosti, ktoré ur£ite sp¨¬ajú aj prvo£ísla) alebo je zloºeným £íslom. Ide o tzv.
Miller-Rabinov test. Ten má nasledujúce vlastnosti:

V prípade, ºe tento test �neprejde� (test skon£í s odpove¤ou, ºe nejde o
pseudoprvo£íslo), so stopercentou istotou vieme poveda´, ºe pre dané £íslo ide
o zloºené £íslo.

Ak test �prejde� (test uvedie áno, teda £íslo je pseudoprvo£íslo), môºem o
danom £ísle tvrdi´, ºe je prvo£íslo iba s istou pravdepodobnos´ou.

Skúsme predpoklada´, ºe Miller-Rabinov test sa pri druhom prípade pomýli
(teda zloºené £íslo priradí ku pseudoprvo£íslam) s pravdepodobnos´ou men²ou
ako 1/2. Potom opakovaním tohto testu môºeme dosta´ tvrdenie, ºe dané £íslo
je prvo£íslo (ak test ani raz neodpovie �nie�) s ©ubovo©ne malou pravdepodob-
nos´ou. Práve toto bude hlavným cie©om kapitoly - dokáza´, ºe Miller-Rabinov
test sa pri svojom tvrdení, ºe dané £íslo je prvo£íslo, mýli iba s malou pravde-
podobnos´ou. V takom prípade by sme teoreticky po nekone£ne ve©a iteráciách
mohli dané £íslo, v prípade, ºe test stále ukázal hodnotu �áno�, vyhlási´ za pr-
vo£íslo. Ako daný test funguje a kde je vlastne skrytá jeho pravdepodobnostná
podstata, ukáºeme si v ¤al²ej £asti.

3.1 Silné pseudoprvo£ísla

Na za£iatok si ukáºeme pozmenenú verziu Malej Fermatovej vety 1.2.3.

Veta 3.1.1. Nech n je nepárne prvo£íslo. Zapí²me n − 1 = 2st, kde t uº je
nepárne £íslo. Ak nejaké a nie je delite©né n, potom platí{

bu¤ at ≡ 1 (mod n)
alebo n2it ≡ −1 (mod n) pre nejaké i, pri£om 0 ≤ i ≤ s− 1.

(3.1)

Dôkaz. Na dôkaz tohto tvrdenia nám poslúºi Malá Fermatova veta 1.2.3 a fakt,
ºe pre nepárne prvo£íslo n sú jedinými rie²eniami rovnice x2 ≡ 1 (mod n) v Zn

£ísla x = ±1 (mod n). To preto, lebo rovnicu x2 = 1 si môºeme prepísa´ ako
x2−1 = (x−1)(x+1) = 0. v poli Zn vzh©adom na násobenie nemáme delite©ov
nuly, teda (x− 1)(x + 1) = 0 ⇒ x = 1 ∨ x = −1.

12
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Intuitívne je daná veta jasná, my si ju v²ak dokáºeme napr. sporom. Ak
by totiº neplatila prvá podmienka, teda at 6≡ 1 (mod n) a ani druhá, teda
n2it 6≡ −1 (mod n) pre ºiadne i, pri£om 0 ≤ i ≤ s − 1, potom by pod©a
vysloveného tvrdenia, ºe jedinými rie²eniami rovnice x2 ≡ 1 (mod n) v Zn sú
£ísla x = ±1 (mod n), nemohla plati´ Malá Fermatova veta 1.2.3.

Tvrdenie môºeme dokáza´ aj matematickou indukciou vzh©adom na s, teda
po£et dvojok v kanonickom rozklade £ísla n − 1. Ak je s = 0, potom priamo z
Malej Fermatovej vety 1.2.3 dostávame, ºe pre prvo£íslo n platí an−1 = at ≡ 1
(mod n).

Nech tvrdenie platí pre nejaké 0 ≤ i ≤ s− 1. Chceme ukáza´, ºe pre i + 1 (a
teda aj pre v²etky ¤al²ie i + 2, . . . , s) uº bude výsledok výrazu at.2i+1

(mod n)
iba 1. Za£nime teda rozpisova´ at.2i+1

= (at)2
i+1

= (a2it)2. Z IP dostávame, ºe

a2it =
{

bu¤ − 1 (mod n)
alebo 1 (mod n) . Teda (a2it)2 = 1 (mod n).

Analogicky ku pravdepodobnostnému pseudoprvo£íselnému testu 2.3.1 mô-
ºeme zade�nova´ tzv. silný pravdepodobnostný test1, ktorý vychádza z práve
dokázanej vety. Za £íslo a môºeme vzia´ ©ubovo©né £íslo a uº dopredu môºe-
me prezradi´, ºe práve pri vo©be tohto základu a je skrytá pravdepodobnostná
podstate celého testu.

Na upresnenie dodáme, ºe a je ©ubovo©né prirodzené £íslo 1 < a < n − 1.
Pre£o práve z takéhoto intervalu? To preto, lebo sa pohybujeme v grupe Zp.
Pre a = 1 veta triviálne platí, pre a = n − 1 ≡ −1 (mod n) tieº veta triviálne
platí.

Pred samotným testom sa e²te oplatí poveda´, ºe vlastnos´ (3.1), a teda aj
tzv. silný pseudoprvo£íselný test 3.1.1, je silnej²ia ako Malá Fermatova veta
1.2.3. Je totiº vidite©né, ºe ak nejaké £íslo (prvo£íslo alebo pseudoprvo£íslo)
sp¨¬a podmienky (3.1), sp¨¬a aj podmienky vety 1.2.3. Z toho vyplýva, ºe
kaºdé pseudoprvo£íslo, ktoré prejde cez nasledujúci test, prejde ur£ite aj cez
test 2.3.1.

Algoritmus 3.1.1 (Silný pseudoprvo£íselný test). Ako vstup zadáme nepárne
£íslo n > 3, o ktorom rozhodneme, £i je zloºené, alebo je to potenciálne (s istou
pravdepodobnos´ou) prvo£íslo. �íslo n budeme reprezentova´ ako n = 1 + 2st,
kde t je nepárne £íslo. Zvolíme si tieº základ a, pri£om 1 < a < n−1. Algoritmus
odovzdá ako svoj výstup odpove¤, £i je n zloºené £íslo alebo patrí do skupiny
pseudoprvo£ísel.

1. Vyskú²ame prvú nutnú podmienku vety 3.1
b = at (mod n)
if(b == 1) or (b == n− 1) return �n je pseudoprvo£íslo pri základe a�

2. Skúsime otestova´ aj druhú podmienku
for (j=1..s-1) do {
b = b2 (mod n)
if (b == n− 1) return �n je pseudoprvo£íslo pri základe a� }
return �n je zloºené £íslo�

1Takto sa totiº nasledujúci test bude vola´.
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Tento test prvýkrát navrhol vo svojom £lánku Artjuhov v roku 1967. O
nie£o neskôr uzrel test zásluhou Johna Selfridgea 2 svetlo sveta opä´.

Pozrime sa e²te raz na tvrdenie, ºe silný pravdepodobnostný pseudotest je
silnej²í ako pravdepodobnostný pseudotest. Ukáºeme si, ºe existuje £íslo n so
základom a, ktoré pre²lo cez pravdepodobnostný test, ale nepre²lo cez silný
pravdepodobnostný test.

Za n dosa¤me £íslo 341, základom a bude 2. Test 3.1.1 odhalí, ºe ide o zlo-
ºené £íslo. Máme totiº, ºe 340 = 22.85, 285 ≡ 32 mod 341, 2170 ≡ 1 (mod 341).
Vidíme teda, ºe ná² test odhalí, ºe v prípade £ísla 341 nejde pri základe 2 o
prvo£íslo, ale zloºené £íslo, £o v²ak test 2.3.1 neodhalil.

Ukáºme si v²ak, ºe existuje ale aj £íslo, ktoré pri danom základe cez test
prejde napriek tomu, ºe ide o zloºené £íslo. Dosa¤me za n = 91 = 7.13, a = 10.
Máme ¤alej, ºe 90 = 21.45, teda 1045 ≡ −1 (mod 91).

De�nícia 3.1.1. Vravíme, ºe n je silné pseudoprvo£íslo pri základe a práve
vtedy, ke¤ n je nepárne £íslo, ktoré sp¨¬a podmienky 3.1.

Z tejto de�nície dostávame, ºe napr. 341 nie je silné pseudoprvo£íslo pri zá-
klade 2, £íslo 91 v²ak silným pseudoprvo£íslom pri základe 10 je. Práve Johnovi
Selfridgovi patrí pomenovanie takýchto pseudoprvo£ísel ako silné pseudoprvo-
£ísla. Uº skôr sme si uviedli, ºe ak je £íslo n silným pseudoprvo£íslom pri
základe a, tak je aj pseudoprvo£íslom pri základe a. Z uvedeného príkladu pre
n = 341, a = 2 vidno, ºe opa£ná implikácia neplatí, teda test na silné pseudopr-
vo£ísla je silnej²í ako test na pseudoprvo£ísla 2.3.1.

3.2 Miller-Rabinov test

3.2.1 Veta o presnosti M-R testu

De�nícia 3.2.1. Pre zloºené nepárne £íslo n de�nujeme

S(n) = {a (mod n) : n je silné pseudoprvo£íslo pri základe a}. (3.2)

Potom S(n) = ]S(n).

Nasledujúcu ve©mi dôleºitú vetu nezávisle na sebe dokázali v roku 1980 Mo-
nier a Rabin 3. Hovorí o pravdepodobnosti pomýlenia testu 3.1.1.

Veta 3.2.1. Pre kaºdé nepárne zloºené £íslo n > 9 platí, ºe S(n) ≤ 1
4ϕ(n), kde

ϕ(n) je Eulerova funkcia 1.1.4.

Pripome¬me si, ºe Eulerova funkcia nám hovorí, ko©ko £ísel men²ích ako
n je nesúdelite©ných s n. Dokázali sme vo vete 1.2.12, ºe Z∗n, £o sú v²etky
takéto prvky nesúdelite©né s n, je grupa vzh©adom na násobenie so zvy²kom �
a táto grupa má práve ϕ(n) prvkov. Ak poznáme kanonický rozklad n, vieme

2John L. Selfridge je americký matematik, ktorý sa preslávil najmä svojou prácou v oblasti
analytickej teórie £ísel. Selfridge ²tudoval na Kalifornskej univerzite a v roku 1958 získal titul
Ph.D. Bol jedným z vedcov, ktorý spolupracovali s vari najvä£²ou matematickou osobnos´ou
20. storo£ia, ma¤arským matematikom Paulom Erd®som. V roku 1962 dokázal, ºe £íslo
78 557 je tzv. Sierpinskeho £íslo.

3Michael Oser Rabin (1. septembra 1931) sa narodil v nemeckom meste Breslau, ktoré v
sú£asnosti patrí Po©sku. Je ºidovským po£íta£ovým expertom, ktorý si za svoju výnimo£nú
prácu vyslúºil aj Turingovu cenu.
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presne ur£i´ aj ϕ(n) : ϕ(n) = n
∏

p|n(1 − 1/p), kde p ide cez v²etky prvo£ísla
nachádzajúce sa v kanonickom rozklade n.4

Vidíme, ºe veta 3.2.1 je k©ú£ovou v na²ich ¤al²ích úvahách. Pred samotným
dôkazom tejto dôleºitej vety si e²te zade�nujeme a ukáºeme niektoré veci a
pouºitie danej vety.

Majme nepárne £íslo n, o ktorom chceme rozhodnú´, £i je zloºeným £íslom
alebo prvo£íslom. Vyskú²ame test 3.1.1 pre nejaké a, 1 < a < n− 1. Ak £íslo n
cez tento test neprejde, so stopercentnou istotou môºeme tvrdi´, ºe ide o zloºené
£íslo. Ak v²ak daný test prejde, báza a iba nemusela by´ správnym výberom
a my vieme iba s istou pravdepodobnos´ou uvies´, ºe dané £íslo by mohlo by´
prvo£íslom. Urobíme aj formálnu de�níciu predchádzajúcej úvahy:

De�nícia 3.2.2. Pre n nepárne zloºené £íslo nazveme bázu a (1 < a < n− 1),
na ktorej test 3.1.1 zlyhá pre dané n, svedkom pre n. Svedok je teda báza, pre
ktorú nie je n silným pseudoprvo£íslom.

Taká báza a sa teda volá svedok preto, lebo �dosved£uje�, ºe ide o zloºené
£íslo.

3.2.2 M-R test

Veta 3.2.1 hovorí o tom, ºe aspo¬ 3/4 v²etkých báz ∈ 〈1, n− 1〉 sú svedkami pre
nejaké nepárne zloºené £íslo n. Na základe toho za chví©u popí²eme pravdepo-
dobnostný algoritmus, tzv. Miller-Rabinov test. Ten si najprv vyberie nejakú
bázu a potom prevedie silný pravdepodobnostný test 3.1.1. Na základe vety
3.2.1 môºeme tvrdi´, ºe ak test pre nejaké nepárne £íslo n prejde, dané £íslo je
prvo£íslom s pravdepodobnos´ou 3/4. Opakovaním Miller-Rabinovho testu v²ak
môºeme túto pravdepodobnos´ zvä£²ova´ a získa´ ©ubovo©nú pravdepodobnos´,
akú len chceme.5

Algoritmus 3.2.1 (Miller-Rabinov test). Ako vstup dostaneme nepárne £íslo
n. Pravdepodobnostný algoritmus sa v prípade, ºe ide o zloºené £íslo, pokúsi
nájs´ svedka a pre n. Ak sa tak stane, algoritmus ako svoj výstup vyhodí (a,
ÁNO), v opa£nom prípade (a, NIE).

1. Vyber potenciálneho svedka
Vyber random a ∈< 2, n− 2 >
Pouºi algoritmus 3.1.1

2. Rozhodovanie
if (n je silné pseudoprvo£íslo pri základe a) return (a, NO) else (a, YES)

Z vety 3.2.1 vidno, ºe pre n > 9 zloºené nepárne £íslo je pravdepodobnos´
omylu ≤ 1

4 . Ako sme v²ak spomenuli skôr, môºeme tento test opakova´ k-krát,
pri£om pravdepodobnos´ omylu bude v takomto prípade ≤ 1

4k . 6

4Dôkaz tejto vety neuvádzame, nachádza sa napr. v [S2].
5Pôvodný test, ktorý publikoval Miller v roku 1976 bol o trochu viac komplikovaný a i²lo

o deterministický a nie pravdepodobnostný test. Bol to M. Rabin, ktorý v £lánkoch z roku
1976 a 1980 navrhol pravdepodobnostný test.

6Nie je to úplná pravda, pretoºe v prípade, ºe n je nepárne £íslo, existuje medzi jeho
svedkami, £iºe bázami a, pre ktoré test 3.1.1 zlyhá, ur£itá závislos´, £iºe korelácia. My v²ak
v na²ich úvahách budeme predpoklada´, ºe korelácia je nulová a v²etky výbery bázy a sú
navzájom úplne nezávislé.
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3.2.3 Dôkaz vety o M-R teste

Teraz sa uº dostaneme k samotnému dôkazu vety 3.2.1, ktorým si dokáºeme
oprávnenos´ tohto naozaj silného nástroja na dokazovanie prvo£íselnosti nepár-
nych £ísel. Predtým si v²ak e²te ukáºeme nejaké pomocné tvrdenia:

Tvrdenie 3.2.1. Majme grupu (G,*), ktorej prvok a má rád k.7 Potom platí,
ºe an = 1 práve vtedy, ke¤ k | n.

Dôkaz. �⇐�:
n = k.l ⇒ an = (ak)l = 1l = 1.

�⇒�: Máme an = 1 a chceme dokáza´, ºe k | n. Postupujme sporom a n =
k.q + r, 0 < r < k. Potom 1 = an = ak.q+r = (ak)q.ar = ar, £o je spor, pretoºe
r < k a k je najmen²ie prirodzené £íslo také, ºe ak = 1.

Lema 3.2.1. Nech je n nepárne zloºené £íslo, n− 1 = 2st, kde t je uº nepárne
£íslo. Nech ν(n) ozna£uje najvä£²ie prirodzené £íslo také, ºe 2ν(n) delí p − 1
pre kaºdé prvo£íslo p nachádzajúce sa v kanonickom rozklade £ísla n. Ak je n

silné pravdepodobnostné pseudoprvo£íslo pri základe a, tak potom a2ν(n)−1t ≡ ±1
(mod n).

Dôkaz. Ak je nejaké £íslo silným pravdepodobnostným pseudoprvo£íslom, po-
tom pre neho platia podmienky (3.1), a preto dostávame, ºe bu¤ at ≡ 1 (mod n)
alebo a2it ≡ −1 (mod n). Ak zoberieme prvý prípad, teda at ≡ 1 (mod n), tak
závery uvedenej lemy jasne platia, pretoºe £íslo 1 umocnené na £oko©vek nám
dáva opä´ 1.

Rozoberme si teraz druhý prípad, teda a2it ≡ −1 (mod n). Nech p je ©ubo-
vo©ný prvo£íselný faktor n. Potom je jasné, ºe a2it ≡ −1 (mod p).

Ozna£me ako k rád a v poli Zp (teda modp). Potom pod©a tvrdenia 3.2.1 k
delí 2i+1t, ale nedelí 2it. Preto mocnina £ísla 2 v kanonickom rozklade k musí
by´ 2i+1.Z Malej Fermatovej vety 1.2.3 v²ak dostávame, ºe ap−1 ≡ 1 (mod p) ⇒
k | p − 1 ⇒ 2i+1 | p − 1. Predchádzajúci postup platí pre ©ubovo©né prvo£íslo
p nachádzajúce sa v kanonickom rozklade n, z £oho dostávame i + 1 ≤ ν(n).
Potom a2ν(n)−1t ≡ 1 (mod n) alebo ≡ −1 (mod n). Prvý prípad dostaneme, ak
i + 1 < ν(n) a druhý, ke¤ nastane rovnos´, £iºe i + 1 = ν(n).

Pred ¤al²ou lemou a jej dôkazom si zade�nujme jeden symbol, ktorý budeme
pouºíva´:

De�nícia 3.2.3. S(n) = {a (mod n) : a2ν(n)−1t ≡ ±1 (mod n)} a S(n) =
#S(n).

Lema 3.2.2. Nech n − 1 = 2st, nech ω(n) je po£et v²etkých rôznych prvo-
£íselných faktorov £ísla n a nech funkcia ν(n) je zade�novaná rovnako ako v
predchádzajúcej leme 3.2.1. Potom platí

S(n) = 2.2(ν(n)−1)ω(n)
∏
p|n

NSD(t, p− 1).

7Rád je najmen²ie prirodzené £íslo k také, ºe ak = 1
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Dôkaz. Ozna£me m = 2ν(n)−1t. Pozrieme sa najprv na prípad, ºe am ≡ 1
(mod n):

Nech n = pj1
1 pj2

2 . . . pjk

k je kanonický rozklad £ísla n, £iºe ω(n) = k. Z
výpo£tu a vety 1.2.7 dostávame, ºe platí am ≡ 1 (mod n) ⇔ am ≡ 1 (mod pji

i )
pre i = 1, . . . , k.

Pod©a vety 1.2.12 vieme, ºe redukované zvy²kové triedy tvoria grupu. Na
základe vety 1.2.13 tieº vieme, ºe pre prvo£íslo p a prirodzené £íslo j je grupa
Zpj cyklickou grupou, ktorej rád sa rovná pj−1(p− 1).

Ke¤ºe sa jedná o cyklickú grupu (má generátor g) s rádom pj−1(p − 1),
môºeme písa´, ºe Zpj = {g, g2, . . . , gpj−1(p−1) = 1}. My vlastne teraz h©adáme
po£et rie²ení rovnice am = (gk)m = gk.m ≡ 1 (mod n), pri£om neznáma je
premenná k. To je pod©a tvrdenia 3.2.1 práve vtedy, ke¤ pji−1

i (pi − 1)) | k.m.
Úlohu sme teda pretransformovali na inú, a síce ko©ko je po£et rie²ení rovnice
k.m ≡ 0 (mod pji−1

i (pi − 1)). Na vyrie²enie tohto problému nám pomôºe veta
1.2.9. Tá hovorí o tom, ºe daná rovnica má rie²enie, ak d =NSD(m, pji−1

i (pi −
1)) | 0, £o je splnené. Po£et rie²ení takejto rovnice je potom práve d, £iºe
NSD(m, pji−1

i (pi − 1)). Z toho dostávame, ºe po£et rie²ení sa rovná

NSD(m, pji−1
i (pi − 1)) = NSD(m, pi − 1) = 2ν(n)−1.NSD(t, pi − 1), (3.3)

pri£om úvodnú rovnos´ sme dostali, pretoºe NSD(m, pji−1
i ) = 1. To platí na

základe nasledujúcej úvahy:

1 = NSD(n, n−1)
m|n−1

≥ NSD(n, m)
p

ji−1
i |n
≥ NSD(pji−1

i ,m) ⇒ NSD(pji−1
i ,m) = 1.

E²te by sme si mali ukáza´, pre£o m | n−1. Vieme, ºe m = 2ν(n)−1t a n−1 = 2st.
Treba nám teda ukáza´, ºe ν(n) − 1 ≤ s. Na to nám sta£í rozpísa´ si danú
situáciu:
pi − 1 = 2ν(n).p′i pre v²etky i ⇒ pi = 2ν(n).p′i + 1. Z toho si vyjadríme n:

n =
k∏

i=1

pji

i = 2ν(n)[G] + 1 ⇒ n− 1 = 2ν(n)[G],

pri£om G je nejaké prirodzené £íslo, ktorého presnú hodnotu momentálne ne-
potrebujeme pozna´. Ale uº jasne vidno, ºe s ≥ ν(n), takºe naozaj je pravda,
ºe m | n− 1.

Opä´ vyuºijeme �ínsku vetu o zvy²koch 1.2.7, ktorá hovorí, ºe pre ©ubovo©-
ný kone£ný systém kongruencií (vzh©adom na jednotlivé prvo£íselné mocniny
pji

i v kanonickom rozklade £ísla n), ktorých je pod©a predchádzajúceho odvode-
nia

∏k
i=1(2

ν(n)−1.NSD(t, pi− 1)), máme práve jedno rie²enie (mod pj1
1 . . . pjk

k ).
Teda po£et v²etkých rie²ení sa rovná po£tu v²etkých kongruencií, ktorých je

k∏
i=1

(2ν(n)−1.NSD(t, pi − 1)) = 2(ν(n)−1)ω(n)
k∏

i=1

(NSD(t, pi − 1)).

Vidíme, ºe tento po£et zodpovedá polovici po£tu, o ktorom tvrdíme na za£iatku.
Teraz musíme ukáza´, ºe po£et rie²ení druhej kongruencie am ≡ −1 (mod n) je
rovnaký.
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Pri dôkaze tohto tvrdenia si najprv v²imnime, ºe am ≡ −1 (mod pji

i ) práve
vtedy, ke¤ a2m ≡ 1 (mod pji

i ) a zárove¬ am 6≡ 1 (mod pji

i ). Z toho vyplýva, ºe
po£et rie²ení kongruencie am ≡ −1 (mod pji

i ) dostaneme ako po£et rie²ení kon-
gruencie a2m ≡ 1 (mod pji

i ) mínus po£et rie²ení kongruencie am ≡ 1 (mod pji

i ).
Pri výpo£te po£tu rie²ení kongruencie a2m ≡ 1 (mod pji

i ) postupujeme rov-
nako ako v predchádzajúcej £asti, aº sa dostaneme k analógii výsledku (3.3):

NSD(2m, pji−1
i (pi − 1)) = NSD(2m, pi − 1) = 2ν(n).NSD(t, pi − 1).

Po£et výsledkov pre kongruenciu am ≡ −1 (mod pji

i ) je teda

2ν(n).NSD(t, pi − 1)− 2ν(n)−1.NSD(t, pi − 1) = 2ν(n)−1.NSD(t, pi − 1).

Z tohto uº vidno, ºe po£et rie²ení oboch rekurencií je rovnaký, a síce

2(ν(n)−1)ω(n)
k∏

i=1

(NSD(t, pi − 1)).

Celkový po£et rie²ení je teda

2.2(ν(n)−1)ω(n)
k∏

i=1

(NSD(t, pi − 1))

.

Dôkaz vety 3.2.1. V leme 3.2.1 sme ukázali, £o platí pre kaºdé zloºené £íslo n
pri základe a, pri£om táto dvojica je silným pravdepodobnostným pseudoprvo-
£íslom. Mnoºina S(n) teda pre dané n v sebe obsahuje minimálne v²etky a,
pri ktorých je n silným pravdepodobnostným pseudoprvo£íslom (samozrejme,
daná vlastnos´ môºe by´ splnená aj pre iné £ísla). Nám teda sta£í ukáza´, ºe
S(n)/ϕ(n) ≤ 1/4 pre ©ubovo©né nepárne zloºené £íslo n > 9. Z lemy 3.2.2 a
vety 1.2.10 dostávame, ºe

ϕ(n)
S(n)

=
1
2

∏
pa‖n

pa−1 p− 1
2ν(n)−1NSD(t, p− 1)

,

kde zápis pa ‖ n znamená, ºe pa je presná mocnina prvo£ísla p v kanonickom
rozklade zloºeného £ísla n. V²imnime si, ºe kaºdý výraz p−1

2ν(n)−1NSD(t,p−1)
je

celé párne £íslo. To preto. lebo p−1
2ν(n)−1 ≥ 2, p−1

NSD(t,p−1) ≥ 1 a v prvom zlomku
robíme iba s mocninou dvojky, kým v druhom s nepárnymi £íslami, ke¤ºe t je
nepárne £íslo. Z toho vyplýva, ºe celý výraz ϕ(n)

S(n)
je párne prirodzené £íslo.

Teraz su rozlí²ime rôzne prípady:

• Ak ω(n) ≥ 3, £iºe v kanonickom rozklade zloºeného £ísla n máme aspo¬
tri prvo£ísla, potom ϕ(n)

S(n)
≥ 1

223.

• Ak ω(n) = 2 a n má aspo¬ jedno prvo£íslo vo svojom kanonickom rozklade
s mocninou aspo¬ 2. Potom násobok pa−1 je aspo¬ 3, £iºe ϕ(n)

S(n)
≥ 6.
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• Predpokladajme, ºe n = p.q, pri£om p < q sú prvo£ísla a zárove¬ platí,
ºe 2ν(n)+1 | q − 1. Môºeme teda písa´, ºe q − 1 = 2α.q′, α ≥ ν(n) + 1.
Rozpí²me si menovate©:

2ν(n)−1 NSD(t, q − 1)︸ ︷︷ ︸
|q′

≤ 2ν(n)−1.q′ ≤ 2ν(n)+1q′

4
≤ q − 1

4
.

Z toho uº dostávame, ºe ϕ(n)/S ≥ 4.

• Predpokladajme, ºe n = p.q, pri£om p < q sú prvo£ísla a zárove¬ neplatí,
ºe 2ν(n)+1 | q − 1, teda 2ν(n) ‖ q − 1.

n = p.q = p(q − 1) + p ≡ p (mod q − 1) ⇒ n− 1 ≡ p− 1 (mod q − 1),

teda q − 1 - n − 1. Z toho vyplýva, ºe v kanonickom rozklade £ísla q − 1
existuje nepárne prvo£íslo vo vä£²ej mocnine ako je to u £ísla n−1. Pre£o
takáto situácia nemôºe nasta´ u £ísla 2? Teda by q − 1 malo vo vy²²ej
mocnine dvojku. To uvidíme hne¤ po rozpísaní danej situácie:
p− 1 = 2ν(n)p′ ⇒ p = 2ν(n)p′ + 1
q − 1 = 2ν(n)q′ ⇒ q = 2ν(n)q′ + 1

n = p.q = 2ν(n)(2ν(n)p′q′+ p′+ q′)+1 ⇒ n− 1 = 2ν(n)(2ν(n)p′q′+ p′+ q′).

Z predchádzajúceho odvodenia teda jasne vidno, ºe dvojka nemôºe by´ v
kanonickom rozklade n−1 vo vy²²ej mocnine ako v prvo£íselnom rozklade
q − 1.

Na základe predchádzajúcich úvah a toho, ºe q−1 = 2ν(n)q′ teda môºeme
písa´ 2ν(n)−1NDS(t, q − 1) = 2ν(n)−1NSD(t, q′) ≤ 2ν(n)q′

2.3 = q−1
6 .

• Posledným prípadom je moºnos´, ºe n = pa, kde a ≥ 2. Potom ϕ(n)

S
≥

pa−1. Vo v²etkých prípadoch okrem toho, ºe pa = 9 potom dostávame
ϕ(n)

S
≥ 5.

3.3 Generátor pravdepodobnostných prvo£ísel

Miller-Rabinov test je ve©mi uºito£ný v aplikáciách, kde sa narába s prvo£íslami.
Aj ke¤ nie je úplne stopercentný, v mnohých praktických aplikáciách posta£uje.
Pravdepodobnos´, ºe dané £íslo n, ktorého prvo£íselnos´ sme viackrát zdarne
vyskú²ali v teste 3.2.1, je totiº dostato£ne ve©ká. Preto sa niekedy v prípade
Miller-Rabinovho testu hovorí aj o �prvo£íselnom teste�. Tento názov celkom
nezodpovedá realite, ur£ite v²ak nie je neoprávnený.

Henri Cohen8 navrhol test zaloºený na Miller-Rabinovom teste, ktorý gene-
ruje tzv. úrov¬ovo vygenerované pseudoprvo£íslo.

8Henri Cohen (narodený v roku 1947) je známy francúzsky £íselný teoretik, ktorý je pro-
fesorom na univerzite v Bordeaux. Preslávil sa najmä ako vedúci predstavite© tímu, ktorý
vytvoril PARI/GP algebraický systém. Napísal nieko©ko vedeckých kníh, ktoré mali vo svete
ve©ký úspech. Zaoberal sa v nich najmä po£íta£ovou a algebraickou teóriou £ísel.
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Algoritmus 3.3.1. Ako vstup dostaneme £ísla k ≥ 3 a T ≥ 1, pri£om k, T ∈ N.
Tento pravdepodobnostný algoritmus vytvorí náhodné k-bitové £íslo9, ktoré sme
vyskú²ali T iteráciami Miller-Rabinovho testu a ºiadny z testov neodhalil, ºe by
i²lo o zloºené £íslo.

1. Výber nejakého kandidáta
Vyber náhodné £íslo nepárne £íslo z intervalu (2k−1, 2k)

2. Preskú²aj ho Miller-Rabinovým testom 3.2.1
for(1 ≤ i ≤ T ) {Pomocou algoritmu 3.2.1 skús nájs´ svedka pre n;
if(a je svedkom pre n) goto krok 1}
return n;

Je naozaj ve©ká pravdepodobnos´, ºe takto vytvorené £íslo je ozajstným
prvo£íslom, preto ho môºeme pouºíva´ aj v rôznych praktických aplikáciách.

9Nejaké £íslo z intervalu <2k−1, 2k)



Kapitola 4

Fibonacciho a Lucasove
pseudoprvo£ísla

4.1 Fibonacciho pseudoprvo£ísla

Fibonacciho 1 postupnos´ je ve©mi dobre známa rekurentne zadaná postupnos´,
pre ktorú platí:

Fn = Fn−1 + Fn−2, pri£om F0 = 0, F1 = 1. (4.1)

Ako vidno, táto Fibonacciho postupnos´ je len konkrétnym príkladom Lu-
casovej postupnosti (1.1) Un(a, b) pre a = 1, b = −1.

Táto postupnos´ (4.1) nám dáva jeden z nástrojov, ktorým sa pre nejaké
prirodzené £íslo n dá overi´, £i sa jedná o prvo£íslo. Platí totiº nasledujúca
veta:

Veta 4.1.1. Majme Fibonacciho postupnos´ Fn zadanú obvyklým spôsobom (4.1).
Ak £íslo n ∈ N je prvo£íslo, tak platí Fn−εn ≡ 0 (mod n), kde

εn =

 1 ak n ≡ ±1 (mod 5)
−1 ak n ≡ ±2 (mod 5)
0 ak n ≡ 0 (mod 5)

(4.2)

Neznáma funkcia εn nie je ni£ iné ako Legendrov symbol - v na²om prípade(
n
5

)
- zade�novaný v úvodnej kapitole (De�nícia 1.1.3).
Dôkaz tejto vety uvedieme trochu neskôr, nako©ko je iba konkrétnym príkla-

dom ove©a v²eobecnej²ej vety.

De�nícia 4.1.1. �ubovo©né £íslo n ∈ N nazveme Fibonacciho pseudoprvo£ís-
lom vtedy, ak pre neho platí, ºe Fn−εn

≡ 0 (mod n).

Len pre zaujímavos´ môºeme uvies´, ºe najmen²ie také zloºené Fibonacciho
pseudoprvo£íslo, ktoré je nesúdelite©né s £íslom 10, je £íslo 323.

1Leonardo z Pisy (1190 - 1250), známy skôr pod menom Leonardo Fibonacci, bol taliansky
matematik v sú£asnosti povaºovaný za najtalentovanej²ieho európskeho stredovekého mate-
matika. Na za£iatku 13. storo£ia napísal Knihu výpo£tov, v ktorej sa zaoberal arabskými
£íslicami, ich pouºitím a vlastnos´ami. Je známy aj v¤aka tzv. Fibonacciho postupnosti,
ktorou sa síce nezaoberal priamo, na základe nej v²ak vysvet©oval vo svojej knihe mnohé javy.

21
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4.2 Test vyuºívajúci Lucasovu postupnos´

Pri dokazovaní vety 4.1.1 pri²li matematici na ove©a v²eobecnej²í výsledok, ktorý
sa viaºe k Lucasovým postupnostiam (1.1). Fibonacciho postupnos´ je vlastne
rekurentnou postupnos´ou zadanou ako Fj = Fj−1 + Fj−2, ktorej prislúcha
polynóm 2 f(x) = x2 − x− 1.

Uvaºujme lineárne rekurencie prislúchajúce polynómu f(x) = x2 − ax + b,
pri£om platí, ºe4 = a2−4b nie je ²tvorec (t.j. nie je to druhá mocnina nejakého
£ísla).3

Nech

U ′
j = U ′

j(a, b) =
xj − (a− x)j

x− (a− x)
(mod f(x)) (4.3)

V ′
j = V ′

j (a, b) = xj + (a− x)j (mod f(x)).

Takéto zna£enie znamená, ºe my berieme zvy²ky okruhu polynómov po de-
lení polynómom f(x).

Tvrdenie 4.2.1. Obe postupnosti (4.3) sú ekvivalentné s nami uvedenými re-
kurentne zadanými postupnos´ami (1.1) prislúchajúcimi polynómu f(x).

Dôkaz. Ukáºeme to matematickou indukciou vzh©adom na parameter j (názor-
nú ukáºku uvedieme pre postupnosti V ′

j a Vj , pre postupnos´ Uj je v²ak postup
analogický).

Vidno, ºe báza indukcie je triviálne splnená, ke¤ºe V ′
0 z postupnosti (4.3)

= x0 + (a − x)0 = 2 = V0 z postupnosti (1.1). Rovnako dostaneme aj V ′
1 =

x1 + (a− x)1 = x + a− x = a = V1.
Nech tvrdenie platí pre v²etky k < j:

Vj = aVj−1 − bVj−2 = a(xj−1 + (a− x)j−1)− b(xj−2a(a− x)j−2) =

= axj−1−bxj−2+a(a−x)j−1−b(a−x)j−2 = xj−2(ax−b)+(a−x)j−2(a(a−x)−b) ≡
≡ xj−2x2 + (a− x)j−2(a− x)2 = xj + (a− x)j (mod f(x)).

Platí totiº x2 ≡ ax− b (mod f(x)) a tieº:

a(a−x)−b = a2−b−ax ≡ a2−b−ax+x2−ax+b = a2−2ax+x2 = (a−x)2 (mod f(x)).

Analogicky k vete 4.1.1 máme ove©a v²eobecnej²iu vetu, ktorá hovorí nie£o
o prvo£íslach v spojení s rekurentnými postupnos´ami Un.

Veta 4.2.1. Majme prirodzené £ísla a, b a determinant 4 = a2−4b. De�nujme
postupnosti Uj a Vj pod©a (4.3). Ak je nejaké £íslo p, pri£om NSD(p, 2b4)= 1,
prvo£íslo, potom platí

Up−(4p ) ≡ 0 (mod p).

Pred samotným dôkazom vety 4.2.1 by som e²te chcel upriami´ pozornos´
£itate©a na Frobeniov automor�zmus 1.1.5 a nieko©ko pomocných tvrdení v
úvodnej kapitole, ktoré o ¬om hovoria viac. Tieto poznatky totiº vyuºijeme
pri samotnom dôkaze vety.

2Korene ϕ1 a ϕ2 tohto polynómu nám dajú explicitné rie²enie danej rekurencie
3V na²om prípade 4 zodpovedá determinantu kvadratickej rovnice f(x).
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Dôkaz vety 4.2.1. Na za£iatok si v²imnime, ºe redukujeme polynómy na zvy²-
kové triedy, ktoré dostaneme po delení polynómom f(x) = x2 − ax + b. Vo
vete 4.2.1 tieº pracujeme so zvy²kami modulo n. Preto sa budeme pohybova´ v
okruhu R = Zp[x]/(x2− ax+ b). Budeme teda narába´ so zvy²kovými triedami
tvaru {i + jx: i, j ∈ N0, pri£om 0 ≤ i, j ≤ n− 1}.

V okruhu R platí, ºe x2 = ax − b. Preto môºeme písa´ pre sú£et a sú£in
dvoch prvkov z okruhu R nasledujúce vz´ahy:

(i1 + j1x) + (i2 + j2x) = i3 + j3x

(i1 + j1x)(i2 + j2x) = i4 + j4x,

kde

i3 = i1 + i2 (mod n), j3 = j1 + j2 (mod n)
i4 = i1i2 − bj1j2 (mod n), j4 = i1j2 + i2j1 + aj1j2 (mod n).

V dal²ej £asti dôkazu budeme rozli²ova´ dva prípady:

1. p je nepárne 4 prvo£íslo, pri£om platí
(
4
p

)
= −1. Z tejto podmienky (z

významu daného Legendrovho symbolu) dostávame, ºe 4, teda diskrimi-
nant kvadratickej rovnice f(x) nie je ²tvorec v Zp, takºe jeho odmocnením
nedostanem prvok patriaci do Zp. Polynóm x2−ax+b je teda ireducibilný
nad Zp (pod©a lemy 1.2.3).

Preto R = Zp[x]/(x2 − ax + b) ∼= kone£né pole Fp2 s p2 prvkami (Pod©a
viet 1.2.2 a 1.2.3). Podpole Zp po©a Fp2 je vlastne zástupcom zvy²kových
tried tvaru i + 0x.

Ktorý z reprezentantov {i + jx} je kore¬om polynómu x2− ax + b? Sú to
práve x a a − x. Ako sme uviedli uº vy²²ie, zvy²kové triedy tvaru i + 0x
sú reprezentanti patriaci do Zp. Ke¤ºe x a ani a− x nie sú tvaru i + 0x,
nepatria ani do Zp. Pod©a dôsledku 1.2.1 teda dostávame nasledovné:

pre prípad
(
4
p

)
= −1 :

{
xp ≡ a− x (mod f(x), p),
(a− x)p ≡ x (mod f(x), p). (4.4)

Ozna£enie (mod f(x), p) je pritom iba skrátený zápis toho, £o sme tu
celý £as pouºívali, a síce Zp[x]/(x2 − ax + b).

V pokra£ovaní dôkazu uº iba vyuºijeme (4.4):

xp+1 − (a − x)p+1 ≡ x(a − x) − (a − x)x ≡ 0 (mod f(x), p), (4.5)

£o znamená, ºe Up+1 ≡ 0 (mod p).

2. p je nepárne prvo£íslo, pri£om platí, ºe
(
4
p

)
= 1. Teda 4 je ²tvorec

a teda polynóm x2 − ax + b nie je ireducibilný. Neplatí teda, ºe okruh
R = Zp[x]/(x2 − ax + b) ∼= kone£né pole Fp2 s p2 prvkami. Platí ale veta
1.2.11. Nech G je práve ná² okruh Zp[x] a H je okruh (ZpxZp).

Teda máme nejaké zobrazenie ϕ : f(x) → (f(a1), f(a2)). Ak by boli splne-
né podmienky vety 1.2.11, mohli by sme pod©a nej písa´, ºe G/Kerϕ ∼= H,

4To, ºe musí by´ nepárne, dostávame zo za£iato£nej podmienky NSD(p, 2b4) = 1
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£o v na²om prípade dáva Zp[x]/(x2 − ax + b) ∼= (ZpxZp). To preto, le-
bo ak f(x) ∈ Kerϕ, tak potom musí plati´, ºe (f(a1), f(a2)) = (0, 0).
Ke¤ºe f(a1) = 0 1.2.2⇒ x − a1 | f(x). To isté platí pre f(a2). Te-
da (x − a1)(x − a2) | f(x). K tomuto e²te treba prida´, ºe z toho, ºe
NSD(4, p) = 15 vyplýva, ºe 4 6= 0 ⇒ a1 6= a2. Preto horeuvedené veci s
ur£itos´ou platia. Dostali sme sa teda k výsledku, ºe (x − a1)(x − a2) =
x2 − (a1 + a2)x + a1a2 = a2 − ax + b | f(x).

Na²ou najbliº²ou úlohou teda bude presved£i´ sa o tom, ºe ϕ : f(x) →
(f(a1), f(a2)) je surjekcia a navy²e homomor�zmus.

• ºe dané zobrazenie je homomor�zmus v okruhu

ϕ(f(x) + g(x)) = ((f + g)(a1), (f + g)(a2)) =
= (f(a1), f(a2)) + (g(a1), g(a2)) = ϕ(f(x)) + ϕ(g(x))

ϕ(f(x)g(x)) = ((fg)(a1), (fg)(a2)) = (f(a1)g(a1), f(a2)g(a2)) =
= (f(a1), f(a2))(g(a1), g(a2)) = ϕ(f(x))ϕ(g(x))

• ºe dané zobrazenie je surjektívne
Nech (m,n) ∈ Z2

p. Potom h©adáme polynóm f(x) taký, pre ktorý
platí

a2
1 + aa1 + b = m, z £oho dostávame a1a + b = m− a2

1

a2
2 + aa2 + b = n, z £oho dostávame a2a + b = n− a2

2

Z podmienok vety a1 6= a2 ⇒ h

(
a1 1
a2 1

)
= 2 ⇒ taká f(x) ∃

Dostali sme teda, ºe R = Zp[x]/(x2 − ax + b) ∼= ZpxZp. Pre kaºdý prvok
v takomto okruhu pod©a 1.2.2 platí, ºe ap = a. Teda

pre prípad
(
4
p

)
= +1 :

{
xp ≡ x (mod f(x), p),
(a− x)p ≡ a− x (mod f(x), p). (4.6)

Pred poslednými úpravami v dôkaze e²te treba poveda´, ºe z toho, ºe
NSD(p, 2b4) = 1 vyplýva NSD(p, b) = 1 veta1.2.8⇒ ∃u, v: u.p + b.v = 1 ⇒
b v ≡ 1 (mod p). A teda prvok b má inverzný prvok. Vyuºijúc tento
poznatok môºeme pokra£ova´:

x2 − ax + b = 0 ⇒ x(a− x) = b
b je invertovate©ný⇒ x[−(a− x)b−1] = 1.

Vidíme teda, ºe v Zp/(f(x)) majú x aj (a− x) inverzný prvok.

Z tohto dôvodu platí, ºe xp−1 = xp.x−1 ≡ x.x−1 = 1 (mod p, f(x)).
Rovnako tak dostávame aj (a− x)p−1 = (a− x)p.(a− x)−1 = (a− x)(a−
x)−1 = 1 (mod p, f(x)). Na základe toho dostávame výsledok Up−1 ≡ 0
(mod p).

5Toto máme v podmienkach vety, a síce NSD(p, 2b4) = 1
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De�nícia 4.2.1. �ubovo©né £íslo n, pre ktoré platí NSD(n, 2b4) = 1, nazveme
Lucasovým pseudoprvo£íslom vzh©adom na polynóm x2 − ax + b práve vtedy,
ke¤ platí

Un−(4n ) ≡ 0 (mod n).

Na záver si môºeme ukáza´, ako vyplýva veta 4.1.1 zo v²eobecnej²ej vety
4.2.1. Ak totiº dosadíme a = 1, b = −1, dostaneme polynóm f(x) = x2−x−1 a
k nemu zodpovedajúcu Fibonacciho postupnos´ (4.1). Diskriminant polynómu
je 4 = 1 + 4 = 5. Vidíme teda, ºe pre ©ubovo©né prvo£íslo p okrem prvo£ísel 5
a 2 platí, ºe NSD(p, 2.(−1).5) = 1. Teda musí plati´, ºe Up−( 5

p ) ≡ 0 (mod p).

�ísla 5 aj p sú nepárne a prvo£ísla, zo zákona kvadratickej reciprocity 1.2 teda
dostávame, ºe

(
5
p

)
=

(
p
5

)
. A ke¤ºe dávajú druhé mocniny prvkov po©a Z5

zvy²ky iba ±1, na základe de�nície Legendrovho symbolu 1.1.3 sme v podstate
dostali presné znenie vety 4.1.1. Pre £ísla 2 a 5 overíme platnos´ vety napr.
ru£ne.



Kapitola 5

Grantham-Frobeniov test

V celom Lucas-Lehmerovom teste hral dôleºitú úlohu Frobeniov automor�zmus
(ktorý nejakému prvku v poli prira¤oval p-tu mocninu - 1.1.5). Tento zohrá k©ú-
£ovú rolu aj v nasledujúcom teste pochádzajúcom od Jona Granthama. Tento
bude tieº narába´ s funkciou f(x), tá uº ale nemusí by´ iba kvadratická, ale
môºe to by´ ©ubovo©ný polynóm. V prípade kvadratického polynómu je tento
test silnej²í ako Lucasovo testovanie, ktoré sme si predstavili uº skôr. Aj preto
si tento test ukáºeme opä´ v prípade, ºe za polynóm f(x) dosadíme ©ubovo©ný
kvadratický polynóm.

5.1 Frobeniove pseudoprvo£ísla a ich vz´ah k Lu-

casovym pseudoprvo£íslam

De�nícia 5.1.1. Nech a, b sú prirodzené £ísla, pre ktoré platí, ºe4 = a2−4b nie
je ²tvorec. Nech n je ©ubovo©né celé £íslo, pre ktoré platí, ºe NSD(n, 2b4) = 1.
�íslo n nazveme Frobeniovo pseudoprvo£íslo vzh©adom na polynóm f(x) = x2−
ax + b práve vtedy, ke¤ platí

xn ≡

 a− x (mod f(x), n), ak
(
4
n

)
= −1

x (mod f(x), n), ak
(
4
n

)
= 1.

Podobné výsledky sme uº dostali pri dokazovaní vety 4.2.1, konkrétne pod-
mienky (4.4) a (4.6). Pri zbeºnom poh©ade sa v²ak zdá, ºe de�nícia hovorí iba
o polovi£ných podmienkach prípadov (4.4) a (4.6). Nie je to v²ak pravda, o
£om sa presved£íme v nasledujúcej vete. E²te predtým si v²ak uvedieme jedno
pomocné tvrdenie.

Tvrdenie 5.1.1. Nech m,n sú prirodzené £ísla a f(x), g(x), r(x) ∈ Z[x]. Ak
f(r(x)) ≡ 0 (mod n, f(x)) a xm ≡ g(x) (mod f(x), n), potom rm(x) ≡ g(r(x))
(mod n, f(x)).1

Dôkaz. xm ≡ g(x) + f(x)h(x) (mod n) pre nejaké h(x) ∈ Z[x]. Pretoºe x
je premenná, môºeme za ¬u dosadi´ aj r(x) a dostaneme rm(x) ≡ g(r(x)) +

1Toto tvrdenie rovnako ako aj vz´ah medzi Frobeniovými a Lucasovými pseudoprvo£íslami
je z [G]
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f(r(x))h(r(x)) (mod n). Z predpokladov tvrdenia v²ak máme, ºe f(r(x)) ≡ 0
(mod n, f(x)), a teda rm(x) ≡ g(r(x)) (mod n, f(x)).

Lema 5.1.1. Ak je nejaké £íslo Frobeniovým pseudoprvo£íslom, potom je aj
Lucasovým pseudoprvo£íslom.

Dôkaz. Prípad, ºe
(
4
n

)
= −1:

xn ≡ a− x (mod f(x), n)
xn = (a− x) + f(x)h(x) (mod n)

Posledná rovnos´ je rovnos´ 2 polynómov v Zn[x]; zostane v platnosti aj ak
namiesto x dosadím a− x

(a− x)n = x + f(a− x)h(a− x) (mod n)
(a− x)n = x + f(x)h(a− x) (mod n)

(a− x)n ≡ x (mod f(x), n)

Pri£om sme vyuºili fakt, ºe f(a−x) = (a−x)2−a(a−x)+ b = a2− 2ax+x2−
a2 + ax + b = x2 − ax + b = f(x). (V podstate by nám sta£ilo aj to, ºe a− x je
kore¬ f(x) v Zn[x]/(f(x)), nie je tam treba priamo rovnos´.)

�alej by sa uº pokra£ovalo rovnako, ako v dôkaze vety 4.2.1, £iºe by sme
splnili podmienku pre Lucasove pseudoprvo£íslo.
Prípad, ºe

(
4
n

)
= +1:

Máme, ºe xn ≡ x (mod n, f(x)) ⇒ xn−1 ≡ 1 (mod n, f(x)). Predchádzajú-
ca implikácia platí na základe podmienky NSD(n, b) = 1, z ktorej vyplýva inver-
tovate©nos´ b v Zn. Z existencie inverzného prvku pre b uº dostávame, ºe aj x má
inverzný prvok. Takéto úvahy sme uº vyuºili na konci dôkazu vety 4.2.1. Ke¤
do predchádzajúceho tvrdenia 5.1.1 dosadíme r(x) = a−x, g(x) = 1,m = n−1,
tak sú splnené jeho predpoklady: f(r(x)) = f(a − x) ≡ 0 (mod n, f(x)) a
xn−1 ≡ g(r(x)) (mod n, f(x)) ≡ 1 (mod n, f(x)). Z tohto dôvodu môºeme
písa´, ºe (a− x)n−1 ≡ 1 (mod n, f(x)). Teda sme dostali

Un−1 ≡
xn−1 − (a− x)n−1

x− (a− x)
≡ 0 (mod n, f(x)).

E²te v²ak treba ukáza´, ºe menovate© nie je nulový. To dostaneme z poznatku,
ºe x a a − x sú korene v Z[x]/(f(x)) a toho, ºe NSD(n,4) = 1. Vieme totiº,
ºe korene danej kvadratickej rovnice f(x) môºeme vypo£íta´ ako a±

√
4

2 . Treba
ukáza´, ºe 4 je nenulový prvok. To v²ak plynie práve z toho, ºe NSD(n,4) = 1.
Ak by totiº 4 = 0, tak potom NSD(n,4) = n.

Frobeniove pseudoprvo£ísla, ako sme videli v predchádzajúcej vete, obsahujú
maximálne to©ko zloºených £ísel ako Lucasove pseudoprvo£ísla. V skuto£nosti
ich je menej, £o si ukáºeme neskôr.

5.2 Grantham-Frobeniov test

Teraz uº pristúpme k vete, ktorá nám v istom zmysle hovorí, aký ve©ký je
�odpad� zloºených £ísel pri Frobeniových pseudoprvo£íslach. Predtým v²ak opä´
jedno celkom triviálne tvrdenie.
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Tvrdenie 5.2.1. Platí rovnos´ 2xm = (2x− a)Um + Vm (mod f(x), n).

Dôkaz.

(2x− a)Um + Vm ≡ (2x− a)
xm − (a− x)m

x− (a− x)
+ (xm + (a− x)m) =

= xm − (a− x)m + xm + (a− x)m = 2xm (mod f(x), n).

Veta 5.2.1. Nech a, b sú prirodzené £ísla, pre ktoré 4 = a2−4b nie je ²tvorcom,
teda druhou mocninou nejakého prirodzeného £ísla. Nech n je ©ubovo©né zloºené
prirodzené £íslo, pre ktoré platí, ºe NSD(n, 2b4) = 1. Potom je n Frobeniovým
pseudoprvo£íslom vzh©adom na polynóm x2 − ax + b práve vtedy, ke¤

Un−(4n ) ≡ 0 (mod n) a Vn−(4n ) ≡

 2b, ak
(
4
n

)
= −1

2, ak
(
4
n

)
= +1.

Dôkaz. Opä´ rozlí²ime dve implikácie:
′′ ⇐′′: Máme dané nejaké kongruencie a chceme dokáza´, ºe z nich vyplývajú

kongruencie zadané v de�nícii Frobeniovych pseudoprvo£ísel 5.1.1.

• Ak
(
4
n

)
= −1:

Un+1 ≡ 0 (mod n) a Vn+1 ≡ 2b. Z tvrdenia 5.2.1 dostaneme 2xn+1 ≡
(2x−a).0+2b (mod f(x), n). Z toho vyplýva, ºe xn+1 ≡ b (mod f(x), n).
Ke¤ºe x(a − x) ≡ b (mod f(x), n) a x má opä´ inverzný prvok 2, dostá-
vame teda xn ≡ (a− x) (mod f(x), n).

• Ak
(
4
n

)
= +1:

Un−1 ≡ 0 (mod n) a Vn−1 ≡ 2. Opä´ vyuºijeme tvrdenie 5.2.1 a dostáva-
me 2xn−1 ≡ (2x − a).0 + 2 ⇒ xn−1 ≡ 1 (mod f(x), n). Z toho uº jasne
vidno, ºe xn ≡ x (mod f(x), n).

Boli splnené v²etky podmienky a teda n je v takomto prípade Frobeniovo pse-
udoprvo£íslo.

′′ ⇒′′: Predopkladajme, ºe n je Frobeniovo pseudoprvo£íslo vzh©adom na
f(x). Ako sme uº ukázali v leme 5.1.1, je zárove¬ aj Lucasovým pseudoprvo-
£íslom, z £oho okrem iného vyplýva, ºe Un−(4n ) ≡ 0 (mod n). Opä´ z tvrdenia

5.2.1 dostávame 2xn−(4n ) ≡ Vn−(4n ) (mod f(x), n). �alej teda rozlí²ime dva
prípady:

1. Nech
(
4
n

)
= −1:

Potom platí, ako sme ukázali v (4.4), ºe xn ≡ (a − x) (mod f(x), n), z
£oho dostávame xn+1 ≡ (a − x)x ≡ b (mod f(x), n). Takºe Vn+1 ≡ 2b
(mod n).

2Toto sme uº ukázali v leme 5.1.1, pri£om sme sa odvolali na dôkaz tvrdenia 4.2.1.
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2. Nech
(
4
n

)
= +1:

Pretoºe x má inverzný prvok a platí (4.6), dostávame, ºe xn−1 ≡ 1
(mod f(x), n). Z £oho vyplýva, ºe Vn−1 ≡ 2 (mod n).

Vidíme, ºe sme sa opä´ dostali ku kongruenciám, ktoré sú uvedené v tejto vete.

Uº skôr sme si dokázali, ºe Frobeniových pseudoprvo£ísel, teda aj Frobeni-
ových zloºených £ísel, je maximálne to©ko, ko©ko je Lucasových pseudoprvo£ísel.
Teraz si len na jednom praktickom príklade ukáºeme, ºe ich je o dos´ menej (£iºe
v tomto prípade je men²í �odpad� zmie²aných £ísel). Ak si totiº vezmeme poly-
nóm f(x) = x2 − x− 1, tak prvým Frobeniovým zmie²aným pseudoprvo£íslom
je 4181 (v poradí 19. Fibonacciho £íslo) a prvým, pre ktoré platí

(
5
n

)
= −1 je

5777. Z tohto vidíme, ºe nie kaºdé Lucasovo pseudoprvo£íslo je aj Frobeniovo.
Grantham-Frobeniov test je teda silnej²í ako test, ktorý zis´uje príslu²nos´ k
Lucasovým pseudoprvo£íslam, pretoºe �ním prejde� menej zloºených £ísel.

Grantham-Frobeniov test môºe by´ ve©mi efektívny. Napr. pre polynóm x2+
5x+5 dodnes nepoznáme ºiadny príklad zloºeného Frobeniovho pseudoprvo£ísla
n, pre ktoré platí

(
5
n

)
= −1. Predpokladá sa v²ak, ºe minimálne jedno takéto

£íslo naozaj existuje.



Kapitola 6

Pepinov test

Prvo£íselnos´ men²ích £ísel môºeme zisti´ ve©mi jednoducho (napr. predelením
v²etkých £ísel men²ích ako odmocnica z daného £ísla). Existuje v²ak prah (ta-
kým je zhruba £íslo 1012, závisí v²ak od rôznych ²peci�ckých vlastností po£íta£a,
na ktorom daný test prevedieme), pre ktorý uº existujú aj lep²ie metódy ako
len �bezhlavé� skú²anie v²etkých prípustných moºností. Jednou z nich je aj tzv.
Pepinov test, ktorý si predstavíme v nasledujúcej kapitole. Pomocou neho sa dá
overi´ alebo vyvráti´ prvo£íselnos´ tzv. Fermatových £ísel. Pepinov test patrí
medzi tzv. n− 1- testy, pretoºe sa pri tomto teste nezaoberáme ani tak £íslom
n, ako skôr £íslom n− 1. Pepinov test je iba variantom Prothovho testu.

6.1 Lucasova veta

Aby sme sa dostali k vytúºenému cie©u, potrebujeme si e²te predtým vyslovi´
a dokáza´ vetu, ktorá je známa ako Lucasova veta. Francúzsky matematik
Édouard Lucas ju vyslovil e²te v roku 1876.

Veta 6.1.1 (Lucasova veta). Nech a, n sú prirodzené £ísla, n > 1. Ak platí, ºe

an−1 ≡ 1 (mod n), ale a(n−1)/q 6≡ 1 (mod n) pre v²etky prvo£ísla q | (n−1),

potom je n prvo£íslo.

Dôkaz. Sporom: Nech n je zloºené £íslo. Teda n má nejakého prvo£íselného
delite©a p (je jasné, ºe p aj n sú celé £ísla z mnoºiny {1, 2, . . . , n}). Pod©a
vety 1.2.12 vieme, ºe Z∗n, £o sú v²etky £ísla z tejto mnoºiny nesúdelite©né s n,
tvoria vzh©adom na násobenie so zvy²kom � grupu. Vyuºijúc uº skôr vyslovené
tvrdenie 3.2.1 môºeme tvrdi´, ºe prvá podmienka vety 6.1.1 hovorí, ºe stupe¬ a
v Zn je delite© £ísla n− 1. Z druhej podmienky v²ak vyplýva, ºe stupe¬ a v Zn

nemôºe by´ men²í ako n− 1, teda je práve n− 1.
Platí, ºe NSD(a, n) = 1. Ukáºeme to sporom. Nech a a n majú spolo£ného

prvo£inite©a, nazvime ho p, t.j. p | a a p | n. Ke¤ºe p | n, tak na základe prvej
kongruencie z podmienok vety platí an−1 ≡ 1 (mod p). Sú£asne v²ak máme
p | a, a teda an−1 ≡ 0 (mod p). Dostali sme v²ak dva rozdielne výsledky, £o je
spor.

Môºeme teda pouºi´ Eulerovu vetu 1.2.4 a vyuºitím ¤al²ej vety 3.2.1 dostá-
vame nasledovné (stupe¬ a) | ϕ(n). Z toho vyplýva, ºe n− 1 ≤ ϕ(n). Zárove¬

30
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v²ak máme, vychádzajúc z toho, ºe n je zloºené £íslo a tieº z de�nície eulerovej
funkcie ϕ(n), ºe ϕ(n) ≤ n− 2. Toto je spor, teda n musí by´ prvo£íslom.

Uvedená verzia vety 6.1.1 v¤a£í za svoje znenie Lehmerovi. Samotná Luca-
sova veta totiº uvaºovala v²etky moºné delitele q £ísla n− 1.

6.2 Pepinov test

6.2.1 Fermatove £ísla

De�nícia 6.2.1. Fermatove1 £ísla sú tvaru Fn = 22n

+ 1 pre n ∈ Z, n ≥ 0.

O Fermatovych £íslach sa dá napr. dokáza´ to, ºe ©ubovo©né dve takéto
£ísla sú navzájom nesúdelite©né2. Táto veta sa potom dá pouºi´ na dôkaz o
nekone£nosti mnoºiny prvo£ísel.

Sám Fermat si myslel, ºe v²etky £ísla takéhoto tvaru sú prvo£ísla. Jeho hypo-
tézu sa v²ak podarilo vyvráti´ Eulerovi, ktorý dokázal rozloºi´ piate Fermatovo
£íslo F5 = 232+1 = 4294967297 = 641.6700417, Dodnes nie je známe, £i existuje
nekone£ne ve©a Fermatovych prvo£ísel ani to, £i vôbec existuje nekone£ne ve©a
zloºených Fermatovych £ísel.

6.2.2 Pepinov test

Tvrdenie 6.2.1. Ak je l kladné, tak 2l ≡ 1 (mod 3).

Dôkaz. Tvrdenie sa dá ve©mi jednoducho dokáza´ matematickou indukciou. Bá-
za indukcie triviálne platí.

Nech tvrdenie platí pre ∀l ≤ k. Zoberieme 2k+2:

2k+2 = 4.(2k) = 4.(3m + 1) = 12m + 4 ≡ 1 (mod 3).

V roku 1877 vyslovil Pepin tvrdenie podobné tomu nasledujúcemu:

Veta 6.2.1 (Pepinov test). Pre v²etky k ≥ 1 je Fermatovo £íslo Fk = 22k

+ 1
prvo£íslom práve vtedy, ke¤ 3(Fk−1)/2 ≡ −1 (mod Fk).

Dôkaz. Ke¤ºe ide o ekvivalenciu, dostaneme nutnú a zárove¬ i posta£ujúcu
podmienku pre prvo£íselnos´ Fermatových £ísel. Musíme teda dokáza´ dve ek-
vivalencie.

′′ ⇐′′: Predpokladajme, ºe platí uvedená kongruencia. Potom ak dosadíme
n = Fk, a = 3, tak Fk je pod©a Lucasovej vety 6.1.1 prvo£íslo. To preto, lebo

3(Fk−1)/2 ≡ −1 (mod Fk) ⇒ 3(Fk−1)/2.3(Fk−1)/2 ≡ 1 (mod Fk)

a zárove¬ pre v²etky prvo£íselné delite©e Fk − 1, ktorými je iba jediné £íslo 2
(na základe tvaru Fermatových £ísel 22k

+ 1), sa 3(Fk−1)/2 6≡ 1 (mod Fk).
1Pierre de Fermat (ºil za£iatkom 17. storo£ia) bol francúzsky právnik a tieº matematik,

ktorého výsledky sa vyuºívajú v mnohých £astiach matematiky i fyziky. Medzi jeho najzná-
mej²ie výsledky patrí dôkaz tzv. Malej Fermatovej vety a vyslovenie hypotézy, tzv. Ve©kej
fermatovej vety, ktorú sa matematikom podarilo dokáza´ az v posledných rokoch.

2Dôkaz nie je zloºitý, dá sa nájs´ napr. v [S2, Veta 2.4.4]
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′′ ⇒′′: Predpokladáme, ºe pre nejaké k je Fermatove £íslo Fk prvo£íslom.
Ke¤ºe 2k je párne £íslo, tak pod©a tvrdenia 6.2.1 platí, ºe 22k ≡ 1 (mod 3),
teda Fk ≡ 2 (mod 3). S odvolaním sa na tvar Fermatových £ísel môºeme hne¤
tvrdi´, ºe pre k ≥ 1 platí Fk ≡ 1 (mod 4).

Ke¤ºe 3 aj Fk sú prvo£ísla, môºeme pouºi´ rovnicu z Gaussovho zákona
kvadratickej reciprocity (1.2):(

3
Fk

)
.

(
Fk

3

)
= (−1)(3−1)(Fk−1)/4,

z ktorého vidíme, ºe
(

3
Fk

)
aj

(
Fk

3

)
majú rovnaké znamienka, pretoºe ich sú£inom

sme dostali 1 (platí totiº Fk ≡ 1 (mod 4), £iºe 4 | Fk − 1).
Uº sme si ukázali, ºe Fk ≡ 2 (mod 3). Ke¤ sa v²ak pozrieme na zvy²ky

pri ²tvorcoch (mod 3), vidíme, ºe tieto zvy²ky sú v oboch moºných prípadoch
kongruentné s 1:

(3k + 1)2 = 9k2 + 6k + 1 (3k + 2)2 = 9k2 + 12k + 4.

Z toho teda vieme, ºe
(

Fk

3

)
= −1 ⇒

(
3

Fk

)
= −1 ⇒ 3 nie je ²tvorec (mod Fk).

Pod©a kongruencie v Eulerovom kritériu (1.4) teda platí(
3
Fk

)
= 3(Fk−1)/2 ≡ −1 (mod Fk).

6.2.3 Pôvodný Pepinov test

Samotný Pepin pouºíval pri tomto teste namiesto £ísla 3 £íslo 5 a v predpokla-
doch bolo k ≥ 2. Aº Proth a Lucas ukázali, ºe môºe by´ pouºité aj £íslo 3.
Samotná Pepinova veta znela takto:

Veta 6.2.2. Pre v²etky k ≥ 2 je Fermatovo £íslo Fk = 22k

+1 prvo£íslom práve
vtedy, ke¤ 5(Fk−1)/2 ≡ −1 (mod Fk).

Dôkaz. Dôkaz pre toto znenie sa iba v malých detailoch odli²uje od predchá-
dzajúceho postupu:

′′ ⇐′′: Dôkaz tejto implikácie je prakticky totoºný s dôkazom rovnakej im-
plikácie v predchádzajúcej vete.

′′ ⇒:′′ Aj tu je postup v podstate ve©mi podobný ako v predchádzajúcom
prípade.
Ke¤ºe 5 aj Fk sú prvo£ísla, opä´ pouºijeme zákon reciprocity (1.2):(

5
Fk

)
.

(
Fk

5

)
= (−1)(5−1)(Fk−1)/4,

z ktorého vidíme, ºe
(

5
Fk

)
aj

(
Fk

5

)
majú rovnaké znamienka, pretoºe Fk − 1 je

párne £íslo.
Pozrime sa bliº²ie na zvy²ok Fk (mod 5). Indukciou sa dá dokáza´, ºe pre

k ≥ 2 dá 22k

po delení £íslom 5 zvy²ok 1:
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Báza indukcie je pre k = 2 splnená.
Nech tvrdenie platí pre v²etky l ≤ k. Vezmime £íslo 22(k+1)

= 22k.2 = (22k

)2
ip
=

(5m + 1)2 = 25m2 + 10m + 1 ≡ 1 (mod 5).
A teda £íslo Fk = 22k

+ 1 ≡ 2 (mod 5). Ak by sme sa v²ak opä´ pozreli na
zvy²ky ²tvorcov zvy²kových tried (mod 5), £íslo 2 by ste medzi nimi nena²li

⇒
(

Fk

5

)
= −1 ⇒

(
5

Fk

)
= −1. Opä´ iba dosadíme do Euleroveho kritéria a

dostaneme poºadovanú kongruenciu.



Kapitola 7

Lucas-Lehmerov test

�al²í test prvo£íselnosti jednej triedy £ísel je prisudzovaný Édouardovi Lucasovi,
ktorý ho vymyslel a dokázal v roku 1856. Tento test sa pouºíva na dokazovanie
prvo£íselnosti tzv. Mersennových prvo£ísel. Sám francúzsky vedec ho e²te vy-
lep²il v roku 1878 a po ¬om doviedol celý test do sú£asnej podoby v roku 1930
Derrick Henry Lehmer1. Tento test patrí medzi tzv. n+1-testy, pretoºe nás pri
samotnom testovaní zaujíma skôr £íslo n + 1 a nie samotné n.

7.1 Morrisonova veta

V nasledujúcej kapitole budeme opä´ pracova´ s Lucasovými postupnos´ami
(1.1) a ekvivalentne zadanými postupnos´ami (4.3).

De�nícia 7.1.1. V²etky £ísla tvaru Mn = 2n−1 sa nazývajú tzv. Mersennove2

pseudoprvo£ísla3.

Nevie sa, £i je takýchto Mersennovych prvo£ísel (Mersennove pseudoprvo-
£ísla, ktoré sú aj naozaj prvo£íslami) kone£ne alebo nekone£ne ve©a. Dá sa ale
dokáza´, ºe ©ubovo©né dve Mersennove pseudoprvo£ísla Mn sú nesúdelite©né.
Taktieº nie je ´aºké ukáza´, ºe ak je Mn prvo£íslo, tak aj n je prvo£íslo4.

De�nícia 7.1.2. Pre n ∈ N, n ≥ 0, pri£om platí NSD(n, 2b4) = 1, je tzv.
hodnos´ výskytu n, ozna£ovaná ako rf(n), také najmen²ie r, pre ktoré platí Ur ≡
0 (mod n).

Tvrdenie 7.1.1. Ak k | j, potom aj Uk | Uj.

1Derrick Henry "Dick"Lehmer(23. februára 1905 - 22. mája 1991) bol americký matematik,
ktorý nadviazal na prácu Édouarda Lucasa. On i jeho manºelka sa výrazne podpísali pod
mnohé objavy v oblasti výpo£tovej techniky.

2Marin Mersenne (8. septembra 1588 - 1. septembra 1648) bol francúzsky matematik,
�lozof, teológ a hudobný teoretik. Je povaºovaný za otca fyzikálnej oblasti zaoberajúcej sa
akustikou. �tudoval v meste Le Mans a neskôr na jezuitskom kolégiu v La Fléche. Po ²túdiách
teológie a hebrej£iny sa stal Mersenne v roku 1613 mníchom.

3E²te v apríli roku 2009 bolo známych iba 46 takýchto prvo£ísel.
4Vi¤ skriptá [S2, Lema 2.4.5]
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Dôkaz. Nech j = n.k a Uk = ϕk
1−ϕk

2
ϕ1−ϕ2

. Potom

Un.k =
ϕn.k

1 − ϕn.k
2

ϕ1 − ϕ2
=

(ϕk
1)n − (ϕk

2)n

ϕ
=

=
(ϕk

1 − ϕk
2)(ϕ(n−1)k

1 + ϕ
(n−2)k
1 ϕ2 + . . . + ϕ1ϕ

(n−2)k
2 + ϕ

(n−1)k
2 )

ϕ1 − ϕ2
.

Vidíme, ºe prvá zátvorka nám dáva spolo£ne s menovate©om postupnos´ Uk.
Nám teda treba iba ukáza´, ºe druhá zátvorka je celé £íslo.

Ke¤ v²ak zoberieme postupne jednotlivé £leny v zátvorke a im prislúchajúce
£leny idúce od konca, dostaneme:

(ϕ(n−1)k
1 + ϕ

(n−1)k
2 )︸ ︷︷ ︸

V(n−1)k

+(ϕ(n−2)k
1 ϕ2 + ϕ

(n−2)k
2 ϕ1)︸ ︷︷ ︸

bV(n−2)k−1

+ . . .

Posledný �prostredný� £len (pre n-nepárne; pre n-párne by sme prostredné

dva £leny spárovali rovnako ako v predchádzajúcom prípade) je ϕ
(n−1)

2 k
1 ϕ

(n−1)
2 k

2 ,
£o je vlastne b

n−1
2 k. Z tohto a z poznatku, ºe postupnos´ Vn je postupnos´ celých

£ísel, vidno, ºe v druhej zátvorke je celé £íslo.

Veta 7.1.1. Ak NSD(n, 2b4) = 1 potom platí nasledovné

Uj ≡ 0 (mod n) práve vtedy, ke¤ j ≡ 0 (mod rf(n)).

Dôkaz. Implikácia ′′ ⇐′′ je zrejmá. Jej dôkaz by sme previedli spôsobom takmer
identickým tomu, ktorým sme dokázali predchádzajúce tvrdenie 7.1.1.

Dokáºeme si obrátenú implikáciu:

Ak Uj ≡ 0 (mod n), tak potom j ≡ 0 (mod rf(n)).

Najprv si dôkaz ukáºeme pre Fibonacciho postupnos´ (4.1). Platí totiº na-
sledujúci vz´ah5:

Fm+n = FmFn−1 + Fm+1Fn. (7.1)

Pre Fibonacciho postupnos´ sa tieº napr. matematickou indukciou dá uká-
za´, ºe dva po sebe idúce £leny Fibonacciho postupnosti sú navzájom nesúdeli-
te©né, teda NSD(Fn, Fn+1) = 1.

Po¤me teda dokáza´ uvedenú implikáciu pre Fibonacciho postupnos´.
Majme Uj ≡ 0 (mod n). Zapí²me teda j ako p.rf(n) + z, pri£om na²ou úlohou
bude ukáza´, ºe zvy²ok z je nulový. Vyuºijeme teda (7.1):

Fp.rf(n)+z︸ ︷︷ ︸
delite©né n

= Fp.rf(n)Fz−1︸ ︷︷ ︸
delite©né n

+Fp.rf(n)+1Fz.

Z tohto nám vyplýva, ºe aj Fp.rf(n)+1Fz musí by´ delite©né n.

n | Up.rf(n)+1Uz

NSD(Up.rf(n)+1, Up.rf(n)) = 1

}
n | Uz ⇒ z = 0.

5Dôkaz pre Fibonacciho postupnos´ je len na ilustráciu, tento vz´ah si nebudeme dokazova´.
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Ke¤ºe z < rf(n) a zárove¬ rf(n) = r je najmen²ie také £íslo (okrem nuly), ºe
Ur ≡ 0 (mod n), tak z musí by´ nula.

V²eobecný dôkaz je dos´ podobný.

Un+m = UnUm+1 − bUmUn−1, pretoºe

UnUm+1 − bUmUn−1 =
ϕn

1 − ϕn
2

ϕ1 − ϕ2

ϕm+1
1 − ϕm+1

2

ϕ1 − ϕ2
− b

ϕm
1 − ϕm

2

ϕ1 − ϕ2

ϕn−1
1 − ϕn−1

2

ϕ1 − ϕ2
=

=
ϕ1(ϕn+m

1 − ϕn+m
2 )− ϕ2(ϕn+m

1 − ϕn+m
2 )

(ϕ1 − ϕ2)2
= Un+m.

�alej matematickou indukciou ukáºeme, ºe pre v²etky k ≥ 0 je NSD(Uk, Uk+1, n) =
1. Pre k = 0 a tieº pre k = 1 tvrdenie triviálne platí.
Nech platí pre v²etky k < l. Pozrime sa, £i platí aj pre l:

Dôkaz prevedieme sporom: nech NSD(Ul−1, Ul, n) 6= 1. Predpokladajme, ºe
NSD(Ul−1, Ul, n) = m,m > 1. Vieme ¤alej, ºe Ul = aUl−1 − bUl−2. Potom

NSD(Ul−1, aUl−1 − bUl−2, n)︸ ︷︷ ︸
=m

= NSD(Ul−1︸︷︷︸
m.o

, aUl−1 − bUl−2︸ ︷︷ ︸
m.p

, n︸︷︷︸
m.r

).

Z toho ale vyplýva, ºe aj bUl−2 je delite©né £íslom m. Ke¤ºe ale NSD(b, n) =
1, £o vyplýva z podmienky, ºe NSD(n, 2b4) = 1, tak potom musí by´ Ul−2

delite©né £íslom m ⇒ Un−2 = m.x. Z toho ale vyplýva, ºe NSD(Ul−2, Ul−1, n) =
m 6= 1, £o je v spore s induk£ným predpokladom a teda (Ul−1, Ul, n) = 1.

Teraz uº máme vhodný aparát na dôkaz celej vety:
Nech Uj = Up.rf(n)+z ≡ 0 (mod n). Teda

Up.rf(n)+z︸ ︷︷ ︸
delite©né n

= Up.rf(n)Uz+1︸ ︷︷ ︸
delite©né n

−bUzUp.rf(n)−1 ⇒ bUzUp.rf(n)−1 = n.z

Z toho, ºe NSD(Uk, Uk+1, n) = 1 a NSD(n, 2b4) = 1 vyplýva, ºe n | Uz.
Z tohto uº podobne ako v predchádzajúcom dôkaze Fibonacciho postupnosti
vyplýva, ºe z = 0 ⇒ j ≡ 0 (mod rf(n)).

Na základe predchádzajúcich úvah a dôkazov dostávame vetu, ktorá súvisí s
vetou 4.2.1:

Veta 7.1.2. Majme funkciu f = x2 − ax + b, jej determinant 4 = a2 − 4b a

prvo£íslo p, ktoré nedelí 2b4. Potom rf(p) | p−
(
4
p

)
.

Teraz sa dostávame k vete, ktorá bude ve©mi dôleºitá v ¤al²ej £asti, resp.
ktorá je dôleºitým medzikrokom k tomu, aby sme sa dopracovali k Lucas-
Lehmerovej vete a testu. Uº pri tejto vete uvidíme, ºe sa nebudeme zaobera´
ani tak £íslom n, ako skôr n + 1.

Veta 7.1.3 (Morrisonova veta). Majme f a4 zade�nované obvyklým spôsobom.

Nech n je prirodzené £íslo, pri£om platí, ºe NSD(n, 2b) = 1,
(
4
n

)
= −1. Ak je

F ©ubovo©ným delite© £ísla n + 1 a zárove¬ platia podmienky

Un+1 ≡ 0 (mod n), NSD(U(n+1)/q, n) = 1 pre v²etky prvo£ísla q | F, (7.2)

potom pre ©ubovo©né prvo£íslo p deliace n platí, ºe p ≡
(
4
p

)
(mod F ). Navy²e,

ak F >
√

n + 1, tak £íslo n je prvo£íslo.
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Dôkaz. Nech p je ©ubovo©ný prvo£íselný delite© n. Z podmienok zade�novanýh
v (7.2) dostávame, ºe F delí rf(p). To preto, lebo platí veta 7.1.1, teda n− 1 =
rf(p).Q, pri£om hodnota Q nás teraz nezaujíma. Pre ©ubovo©né prvo£íslo, ktoré
delí F v²ak platí, ºe NSD(U(n+1)/q, n) = 1, teda prvo£íslo muselo predeli´ rf(p).
Ak by tak totiº nespravilo, potom by (Urf(p).z, n) = n pod©a vety 7.1.1. Vyuºijúc

vetu 7.1.2 teda dostávame, ºe p ≡
(
4
p

)
(mod F ).

Nech F >
√

n + 1. Vieme, ºe p ≡
(
4
p

)
(mod F ), takºe p = F.m +

(
4
p

)
.

Na pravej strane je m > 0, pretoºe v opa£nom prípade by rovnos´ nemohla
plati´ (prvo£íslo p by totiº muselo by´ +1 alebo -1). Takºe ur£ite platí, ºe
p ≥ F − 1 >

√
n. Ke¤ºe toto platí pre kaºdé prvo£íslo deliace n, musí by´

prvo£íslo p práve £íslom n.

7.2 Morrisonova veta pre postupnos´ Vn

Nasledujúca veta je v istom zmysle analogická ku tej predchádzajúcej.

Veta 7.2.1. Nech f a 4 sú zade�nované rovnako ako v predchádzajúcich prípa-

doch. Nech n je prirodzené £íslo, pri£om platí, ºe NSD(n, 2b) = 1 a
(
4
n

)
= −1.

Ak F je párny delite© £ísla n + 1 a navy²e platia podmienky

VF/2 ≡ 0 (mod n) NSD(VF/2q, n) = 1 pre v²etky nepárne prvo£ísla q | F,
(7.3)

potom pre kaºdé prvo£íslo p deliace n platí p ≡
(
4
p

)
(mod F ). Navy²e, ak

F >
√

n + 1, tak n je prvo£íslo.

Pri dôkaze tejto vety vyuºijeme jednoduchú rovnos´ U2m = UmVm. Rozpí-
saním pravej strany rovnice ve©mi ©ahko dôjdeme k dôkazu rovnosti:

xm − (a− x)m

x− (a− x)
(xm + (a− x)m) =

x2m − (a− x)2m

x− (a− x)
.

Dôkaz vety 7.2.1. Nech p je nepárne prvo£íslo, ktoré delí obe postupnosti Um, Vm.
Obe postupnosti (4.3) a (1.1) sú ekvivalentné a hne¤ vieme poveda´, ºe xm ≡
(a − x)m (mod f(x), p) a tieº xm ≡ −(a − x)m (mod f(x), p). Z toho po-
tom vyplýva (pretoºe sme v poli), ºe xm ≡ 0 (mod f(x), p). Potom aj bm =
(x(a− x))m ≡ 0( (mod f(x), p)), z £oho dostávame, ºe p | b.

V nasledujúcej £asti si ukáºeme, ºe

NSD(U2m, n) = NSD(Um, n).NSD(Vm, n), (7.4)

£o vyplýva z toho, ºe p | b, NSD(n, 2b) = 1 a U2m = UmVm:
NSD(U2m, n) =NSD(UmVm, n). Nech

Um = pα1
1 . . . . .pαt

t

Vm = pβ1
1 . . . . .pβt

t

n = pγ1
1 . . . . .pγt

t ,

pri£om jednotlivé pi sú v²etky prvo£ísla, ktoré sa vyskytujú v kanonickom roz-
klade ©ubovo©ného výrazu.
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Pre ©ubovo©né prvo£íslo pi, i ∈ {1, . . . , t} zoberieme do NSD(U2m, n) ako
exponent min{αi + βi, γi}.
Ak je nejaké pi v niektorej postupnosti Um alebo Vm nulové, tak pre to pi

daná rovnos´ (7.4) triviálne platí. Ak by v²ak pi v postupnosti Um aj Vm bolo
nenulové, potom by muselo by´ nulové v n. To preto, lebo pi | Um, Un. Z toho
pod©a vy²²ie uvedeného pi | b. Ak by v²ak pi delilo aj n, tak je to spor s tým,
ºe NSD(n, 2b) = 1. Vidíme teda, ºe aj v takomto prípade uvedená rovnos´ (7.4)
platí.

Z prvej podmienky v (7.3) dostávame, ºe UF ≡ 0 (mod n), pretoºe UF =
UF/2VF/2 ⇒ Un+1 ≡ 0 (mod n).

Tieº platí, ºe NSD(UF/2, n) = 1, pretoºe NSD(UF/2, n) | NSD(UF/2, VF/2).
Ak by NSD(UF/2, n) 6= 1, potom by existovalo prvo£íslo p nachádzajúce sa v
kanonickom rozklade UF/2 aj n. Teda p | NSD(UF/2, VF/2). My sme si ale
ukázali, ºe potom by platilo p | b, z £oho jasne vyplýva p | 2b. To by v²ak bolo
v spore s tým, ºe NSD(n, 2b) = 1.

Nech q je ©ubovo©ný nepárny delite© F . Opä´ vyuºijeme poznatok, ºe UF/q =
UF/2qVF/2q. Pod©a tvrdenia 7.1.1 vieme, ºe ke¤ºe F/2q | F/2, tak UF/2q |
UF/2. Ke¤ºe NSD(UF/2, n) = 1, tak potom aj NSD(UF/2q, n) = 1. Z druhej
podmienky (7.3) teda dostávame, ºe NSD(UF/q, n) = 1.

Splnili sme teda v²etky podmienky vety Morrisonovej vety (7.2), teda platia
jej závery.

7.3 Lucas-Lehmerov test

Tvrdenie 7.3.1. Platí nasledovná rovnos´: V2j = V 2
j − 2bj.

Dôkaz. Pod©a Vietových vz´ahov platí, ºe ϕ1ϕ2 = b. Z tohto dostaneme:

V 2
j − 2bj = (ϕj

1 + ϕj
2)

2 − 2bj = ϕ2j
1 + ϕ2j

2 + 2ϕj
1ϕ

j
2 − 2bj = V2j .

Pred samotným testom si uvedieme vetu, ktorá je k©ú£om k danému testu.
Pri jej dokazovaní vyuºijeme predchádzajúcu vetu 7.2.1.

Veta 7.3.1 (Lucas-Lehmerova veta pre Mersennove prvo£ísla). Uvaºujme po-
stupnos´ vk, k = 0, 1 . . . rekurentne zadanú takto: v0 = 4, vk+1 = v2

k − 2. Ak je
p nepárne prvo£íslo, potom platí, ºe Mersennovo £íslo Mp = 2p − 1 je prvo£íslo
práve vtedy, ke¤ vp−2 ≡ 0 (mod Mp).

Dôkaz. ′′ ⇐′′: Majme funkciu f(x) = x2 − 4x + 1, ktorej diskriminant 4 =
42 − 4 = 12. Dá sa ©ahko ukáza´ (napr. matematickou indukciou), ºe Mp ≡ 3

(mod 4) a Mp ≡ 1 (mod 3). V na²om prípade platí, ºe
(
4

Mp

)
=

(
12
Mp

)
=

(
3

Mp

)
,

pretoºe platí veta 1.2.1 a
(

4
Mp

)
je 1 (v¤aka tomu, ºe 4 = 22 je ²tvorec).

Opä´ raz vyuºijeme zákon o kvadratickej reciprocite (1.2), z ktorého dostá-
vame nasledovné:(

3
Mp

) (
Mp

3

)
= (−1)

(3−1)(Mp−1)
4 = (−1)

4k+3−1
2 = (−1)2k+1 = −1.
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Ako sme si uº vy²²ie uviedli, Mp ≡ 1 (mod 3) a 1 = 12 je ²tvorec, teda
(

3
Mp

)
=

−1 ⇒
(
4

Mp

)
= −1.

Pouºijeme vetu 7.2.1, v ktorej za F dosadíme 2p−1 = (Mp + 1)/2. Musíme
overi´, £i pre takýto delite© sp¨¬a zadaná postupnos´ podmienky danej vety.
Druhú podmienku tejto vety overova´ nemusím, pretoºe delite© F = (Mp +1)/2
nemá ºiadnych nepárnych prvo£íselných delite©ov. Sta£í nám overi´, ºe V2p−2 ≡
0 (mod Mp). Ke¤ºe máme funkciu f(x) = x2 − 4x + 1, pre ktorú sa a = 4, tak
x(a− x) = x(4− x) ≡ 1 (mod f(x)).

V2m ≡ x2m+(4−x)2m = (xm+(4−x)m)2−2xm(4−x)m ≡ V 2
m−2 (mod f(x)).

Máme zade�nované V1 = 4 = v0. Indukciou si ukáºeme, ºe V2k = vk:

V2k = V2.2k−1
7.3.1≡ V 2

2k−1 − 2 IP= v2
k−1 − 2 = vk.

Ke¤ºe vp−2 = V2p−2 ≡ 0 (mod Mp), tak sú splnené v²etky podmienky vety
7.2.1 a teda Mp je prvo£íslo.

′′ ⇒′′:
Predpokladajme, ºe Mp je prvo£íslo. Ako sme si ukázali v predchádzajúcom

prípade,
(
4

Mp

)
= −1. Rovnako ako v prvej £asti pri dôkaze vety 4.2.1 teda

môºeme písa´, ºe Z[x]/(f(x),Mp) ∼= kone£né pole FM2
p
. Od tohto momentu

budeme pouºíva´ namiesto ozna£enia Mp uº iba M (Sprieh©adní nám to totiº
zápis). Opä´ pouºijeme Frobeniov automor�zmus a jeho vlastnosti 6 Pouºijúc
ich dostávame, ºe xM ≡ (4− x) (mod f(x),M). Teraz vypo£ítame (x− 1)M+1

dvoma spôsobmi, ktorých výsledky neskôr porovnáme.

1. Máme (x−1)2 = x2−2x+1 = (x2−4x+1)+2x ≡ 2x (mod f(x),M). Z
Eulerovho kritéria (1.4) a pod©a vetz 1.2.6 dostávame

(
2
M

)
≡ 2(M−1)/2 = 1

(mod M). Pokra£ujme:

(x− 1)M+1 ≡ ((x− 1)2)
M+1

2 ≡ (2x)(M+1)/2 =

= 2.2(M−1)/2x(M+1)/2 ≡ 2x(M+1)/2 (mod f(x),M).

2. Druhý spôsob výpo£tu:

(x− 1)M+1 = (x− 1)(x− 1)M (1.2.2)
≡ (x− 1)(xM − 1) ≡

≡ (x− 1)(4− x− 1) = (−x2 + 4x− 3 + 2)− 2 ≡ −2 (mod f(x),M).

Predchádzajúce vyjadrenia dáme do rovnosti a dostaneme, ºe x(M+1)/2 ≡ −1
(mod f(x),M). Z toho vyplýva, ºe x2p−1 ≡ −1 (mod f(x),M) Vyuºijeme ná²
automor�zmus 1.1.5 a môºeme písa´, ºe (4− x)2

p−1 ≡ −1 (mod f(x),M).
Z dvoch predchádzajúcich výsledkov teda dostávame, ºe U2p−1 ≡ 0 (mod M).

Nemôºe plati´ U2p−2 ≡ 0 (mod M), potom by x2p−2 ≡ (4−x)2
p−2

(mod f(x),M),
z £oho by sme dostali spor:

−1 ≡ x2p−1
= x2p−2

. ≡ x2p−2
≡ x2p−2

(4−x)2
p−2

= (x(4−x))2
p−2

≡ 1 (mod f(x),M).
6Tieto veci sme uº pouºívali a dokazovali v 1.2.4, 1.2.5 a 1.2.1.
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Uº skôr sme ukázali, ºe platí nasledujúca rovnos´ U2p−2 = U2p−2V2p−2 , z ktorej
dostávame, ºe V2p−2 ≡ 0 (mod M). Uº vy²²ie sme si v²ak ukázali, ºe V2p−2 =
vp−2, £ím sme vlastne dokázali celú vetu.

Nasleduje uº samotný zápis Lucas-Lehmerovho testu:

Algoritmus 7.3.1. Na vstupe dostaneme nepárne prvo£íslo p. Nasledujúci
algoritmus rozhodne, £i Mersennovo £íslo Mp = 2p − 1 je prvo£íslo alebo je to
zloºené £íslo:

1. Inicializácia
v = 4

2. Lucas-Lehmerova postupnos´
for k = 1..p− 2 do v = v2 − 2 (mod 2p − 1)

3. Kontrola výsledku
if(v == 0) return 1 else return 0.

Vidíme teda, ºe algoritmus vychádza z predchádzajúcej vety 7.3.1 a on len
overí, £i sú splnené v²etky podmienky tejto vety. Tento test je ve©mi efektívny
a dosiahli sa pomocou neho pekné výsledky. Tento test je o to lep²í, ºe nie iba
povie, £i je dané Mersennovo £íslo pseudoprvo£íslo, on dokonca povie, £i je dané
Mersennovo £íslo prvo£íslo alebo zloºené £íslo.



Záver

V práci sme sa snaºili prís´ na to, £o stojí za rôznymi testami, ktoré sa snaºia
rozhodnú´, £i ide pri danom £ísle o prvo£íslo alebo zloºené £íslo. Skúmali sme
matematické základy, na ktorých sú postavené jednotlivé testy. Tie vyuºívajú
ve©ké mnoºstvo tvrdení a viet z teórie £ísel a algebry. Kaºdé jedno tvrdenie
a vetu sme sa snaºili dostato£ne vyslovi´ a ke¤ sme nie£o nedokazovali, tak
sme £itate©ovi poskytli odkaz na dostupnú literatúru, v ktorej si dôkaz danej
vety môºe na²tudova´ dodato£ne. Tvrdenia sme sa snaºili sformulova´ jasne a
nezabúda´ popritom ani na poriadne de�nície. Práca teda ponúka bohatý výklad
matematiky v praxi, pri£om ºiadna vyuºívaná veta nie je zbyto£ná. Chceli sme
a dúfame, ºe sa nám to aj podarilo, dôsledne opísa´ aspo¬ £as´ z tejto bohatej
oblasti matematiky. Ke¤ºe je v²ak táto téma ve©mi ²iroká, do budúcnosti by
sa dali na²tudova´ a vysvetli´ ¤al²ie testy. Pri snahe o dokázanie niektorých
vecí v²ak môºeme prís´ na ¤al²ie a ¤al²ie poznatky. Ve¤ tak to v matematike
chodí - £lovek pri skúmaní jednej disciplíny objaví mnoºstvo vecí z inej, v ktorej
moºno ani nie je odborník. Téma prvo£íselnosti ponúka ²irokú paletu moºností.
Kto v²ak chce vojs´ cez privreté dvere, musí si uº £o-to s matematikou odºi´.
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