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Abstrakt

Vývoj najmodernej²ích SAT�solverov v posledných rokoch výrazne pokro-
£il. V práci sa zaoberáme moºnos´ami vyuºitia heuristík a technológií, ktoré
sú v nich implementované a neustále zdokona©ované, na rýchle rie²enie nie-
ktorých NP-úplných grafových problémov. Na dosiahnutie cie©a sa snaºíme
nájs´ £o najvhodnej²ie zakódovanie vstupného grafového problému do in-
²tancie SATu. Zárove¬ jednotlivé kódovania porovnávame aj vzájomne a aj
s backtrackovým algoritmom.

K©ú£ové slová: SAT�solver, redukcia na SAT, NP-úplný problém.



Abstract

The power of the state-of-the-art SAT solvers has increased dramatically in
the last decade. The thesis deals with the possibilities of using techniques
and heuristics implemented in solvers, which are constantly being improved,
to solve NP-complete graph problems e�ciently. To achieve our objective we
are trying to use di�erent SAT encodings and comparing them with each
other and also with backtrack algorithms.

Keywords: SAT�solver, translation to SAT, NP-complete problem.
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Úvod

SAT, z anglického Boolean satis�ability problem, je mnoºina v²etkých splni-
te©ných booleovských výrazov. Tento problém je z h©adiska teórie zloºitosti
významný tým, ºe v roku 1971 Cook a Levin dokázali, ºe je NP-úplný. To
znamená, ºe ©ubovolný jazyk z triedy NP je polynomiálne redukovate©ný na
SAT. Dovtedy nebol známy ºiaden taký jazyk. Následne Karp uviedol ¤al-
²ích 21 NP-úplných problémov, pri£om dôkazy robil tak, ºe redukoval na ne
SAT [Kar10].

V posledných rokoch pokro£il vývoj SAT�solverov, ktoré sa neustále zlep-
²ujú a sú schopné vyrie²i´ stále vä£²ie in²tancie SAT formúl. Od roku 2002 sa
kaºdoro£ne uskuto£¬ujú sú´aºe najmodernej²ích solverov. Univerzálna po-
vaha SAT problému ho umoº¬uje vyuºi´ aj na rie²enie iných problémov
z triedy NP. Cie©om tejto práce je skúma´ moºnosti rie²enia NP-úplných
problémov pomocou redukcie na SAT. Konkrétne sa zameriavame na gra-
fové problémy. Preskúma´ chceme rôzne spôsoby redukcie na SAT formule a
ich vplyv na rýchlos´ nájdenia rie²enia SAT�solverom. Porovnáva´ budeme
aj optimalizované preberanie v²etkých moºností rie²enia problému. Rie²enie
problémov pomocou redukcie na SAT by mohlo ma´ vä£²iu úspe²nos´ v¤aka
dlhodobému vývoju SAT�solverov a preto by sme chceli spravi´ zoznam NP
problémov, ktoré uº vieme celkom efektívne rie²i´, aby sa mohli pridáva´ aj
¤al²ie problémy nie len redukciou na SAT, ale aj na tieto problémy.
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Kapitola 1

SAT a jeho aplikácie

V tejto kapitole si zade�nujeme problém SAT a povieme nie£o o jeho histórii a
prvých algoritmoch, takzvaných SAT�solveroch. Neformálne je SAT mnoºina
v²etkých splnite©ných booleovských výrazov, formúl. My v na²ej de�nícii
budeme uvaºova´ iba formule v konjunktívnej normálovej forme, pri£om je
to ekvivalentný problém z h©adiska zloºitosti lebo obidva problémy sú NP-
úplné. Formule budeme kódova´ tak, ºe premenné zoradíme a nahradíme
£íslami v binárnom tvare.

De�nícia 1.0.1 Formula je v konjunktívnej normálovej forme (KNF), ak je
to konjunkcia klauzúl, kde kaºdá klauzula je disjunkcia literálov a literál je
bu¤ premenná alebo jej negácia.

De�nícia 1.0.2 Formula je splnite©ná, ak existuje ohodnotenie premenných
také, ºe je pravdivá.

De�nícia 1.0.3 SAT je jazyk nad abecedou {∧,∨,¬, (, ), 0, 1}, pri£om slovo
patrí do jazyka, ak zodpovedajúca formula v KNF je splnite©ná.

Na SAT sa teda môºeme pozera´ ako na rozhodovací problém, kde treba
rozhodnú´, £i daná formula je splnite©ná.

Veta 1.0.1 SAT je NP-úplný problém.

Dôkaz. Stephen Cook [Coo71] a Leonid Levin [Lev73] nezávisle dokázali v
roku 1971. Dôkaz tu neuvádzame. 2

Zaujíma nás KNF, pretoºe vä£²ina moderných SAT�solverov pracuje s
výrazmi v KNF. Má tú výhodu, ºe je to celkom jednoduchý tvar, kde musia
by´ v²etky klauzuly splnené, £o sa ©ah²ie kontroluje a prvé algoritmy, ktoré
vznikli toto vyuºívajú. Môºeme sa na výraz pozera´ ako na mnoºinu klauzúl
a na klauzulu zase ako mnoºinu literálov, preto budeme pouºíva´ mnoºinové
zna£enie.
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1.1 Algoritmy

V tejto £asti si v krátkosti popí²eme niektoré pouºívané algoritmy. Na vstupe
dostanú mnoºinu klauzúl a výstup hovorí, £i je daná formula splnite©ná.

Úplným základom prvých algoritmov, ako aj teraj²ích najmodernej²ích
je pravidlo odvodenia:

{C, v}{D,¬v}
{C,D}

Hovorí, ºe ke¤ máme v klauzule premennú a v nejakej inej jej negáciu, mô-
ºeme ich zjednoti´ a ponecha´ iba ostatné premenné.

1.1.1 DP

Základ algoritmu navrhnutého Davisom a Putnamom v roku 1960 [DP60]:

1. ak nájde² prázdnu klauzulu, skon£i s výsledkom nesplnite©ný
2. nájdi literály, ktoré sa vyskytujú iba v jednom stave (iba ako premenná

alebo jej negácia)
3. odstrá¬ v²etky klauzuly, ktoré taký literál obsahujú (priradením vhod-

nej hodnoty premennej sú v²etky splnené)
4. ak neostala ºiadna klauzula, skon£i s výsledkom splnite©ný
5. vyber si literál x, ktorý sa vyskytuje v oboch stavoch
6. odvo¤ pomocou neho v²etky moºné klauzuly
7. odstrá¬ v²etky klauzuly v ktorých sa x vyskytuje
8. cho¤ na krok 1

Tento postup má v²ak nevýhodu, lebo môºe kvadraticky narasta´ po£et klau-
zúl. Ak sa v n klauzulách vyskytuje x a vm klauzulách ¬x, po£et odvodených
klauzúl je n ·m, ktoré sú navy²e vä£²ie. V mnohých praktických prípadoch
sa ukazuje, ºe pamä´ovo algoritmus zlyháva.

1.1.2 DPLL

Preto bolo treba nie£o zmeni´ a druhá verzia algoritmu [DLL62] je zaloºená
na odvodení z literálu:

{C,¬v}{v}
{C}

1. kým existuje klauzula obsahujúca iba literál x, opakovane vykonávaj
odvodenie z x

2. ak nájde² prázdnu klauzulu, skon£i s výsledkom nesplnite©ný
3. nájdi literály, ktoré sa vyskytujú iba v jednom stave (iba ako premenná

alebo jej negácia)
4. odstrá¬ v²etky klauzuly, ktoré taký literál obsahujú (priradením vhod-

nej hodnoty premennej sú v²etky splnené)
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5. ak neostala ºiadna klauzula, skon£i s výsledkom splnite©ný
6. vyber si literál x, ktorý sa vyskytuje v oboch stavoch
7. rekurzívne vykonaj proces s pridanou klauzulou {x}
8. rekurzívne vykonaj proces s pridanou klauzulou {¬x}
9. ak aspo¬ jedna rekurzia uspela, skon£i s výsledkom splnite©ný
10. inak skon£i s výsledkom nesplnite©ný

Problematický je 6. bod algoritmu, v ktorom treba vybra´ literál x. Ne-
správny výber môºe vies´ k vyskú²aniu v²etkých moºností a preto existujú
rôzne heuristiky na výber x.

Moderné DPLL SAT�solvery sa delia na:

• con�ict-driven, ktoré sú úspe²nej²ie
• look ahead

Opísanie rozdielu týchto dvoch spôsobov prevzaté z [BHvMW09], kapitola
5.1: Predstavte si, ºe ste prvý krát v New Yorku. Vystúpili ste z taxíka a
chcete si pozrie´ najkraj²iu £as´ mesta. Zvaºujete con�ct-driven a look ahead
stratégie.

Pri prvej, ke¤ prídete na kriºovatku, jednoducho sa vyberiete tam, kde
to vyzerá na prvý poh©ad najkraj²ie. Ak prídete na miesto kde to vyzerá zle,
vrátite sa na kriºovatku, kde ste pravdepodobne zle zabo£ili.

Pri look ahead stratégii sa vyberá smer zloºitej²ie. Najprv sa vydáte kú-
sok kaºdým smerom, preskúmate to tam, vrátite sa na kriºovatku a aº potom
vyhodnotíte, ktorým smerom sa vyda´. Aj ke¤ táto stratégia vyzerá zloºi-
tej²ie, niekedy býva úspe²nej²ia.

SAT�solvery, ktoré som pouºíval sú con�ict-driven DPLL algoritmy s
mnohými vylep²eniami. Sú to minisat [N. 05], picosat a precosat [Bie10].

1.1.3 Local search

Existujú aj lokálne preh©adávacie (angl. local search) algoritmy pre SAT
[SKC94]. Za£ínajú tak, ºe náhodne ohodnotia premenné. Ak nie sú splnené
v²etky klauzuly, skúsia zmeni´ ohodnotenie jednej premennej a takto pokra-
£ujú v h©adaní rie²enia. Odtia© názov lokálne preh©adávacie algoritmy. Je
to ale nesystematický postup. Sú rôzne moºnosti pre rozhodovanie ktorej
premennej zmeni´ ohodnotenie aby sa dosiahlo celkové zlep²enie. A takisto
treba niekedy za£a´ h©ada´ z iného miesta, lebo sa môºe sta´, ºe uº nie je £o
zlep²ova´ v danom okolí. Príkladmi takých algoritmov sú GSAT a WalkSAT
[HS00].
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1.2 Vyuºitie

Hoci SAT�solvery majú v zásade exponenciálnu £asovú zloºitos´, v mno-
hých prípadoch sa v¤aka pokro£ilým technikám úspe²ne pouºívajú. Aspo¬
niektoré aplikácie si teraz uvedieme.

Medzi prvé pokusy patrí vyuºitie pri plánovaní v umelej inteligencii. Je to
proces h©adania sekvencie úloh, ktoré splnia ur£itý cie©. V roku 1992 Kautz
a Selman navrhli redukova´ plánovanie na SAT [KS92]. Spo£iatku o to nebol
ve©ký záujem ale neskôr sa ukázalo, ºe tento spôsob rie²enia je porovnate©ne
rýchly a dajú sa dosiahnu´ touto cestou zaujímave výsledky. Tento úspech
podnietil rovnaký prístup pri rie²ení podobných problémov, ako je testovanie
modelov systémov s kone£ným po£tom stavov.

Prakticky sa vyuºívajú SAT�solvery aj pri formálnej veri�kácii a testo-
vaní softvéru, v bioinformatike a mnohých iných oblastiach.

Takisto je moºné zaujímavé vyuºitie pri generovaní zadaní logických úloh
ako je napríklad sudoku [Lab10].

A nakoniec spome¬me rozsiahlu prácu, ktorá sa zaoberá spôsobmi rie-
²enia sytémov rovníc, za ú£elom vytvorenia nových nástrojov, vyuºite©ných
pri algebraickej kryptoanalýze [Bar07].

Viac sa o histórii, algoritmoch a vyuºití dá nájs´ napríklad v [BHvMW09].
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Kapitola 2

Problémy a ich jednoduché
rie²enia

V tejto kapitole popí²eme rozhodovacie problémy, ktorým sme sa venovali.
Ide o grafové problémy. Rozhodovacie znamená, ºe na vstupe dostaneme
nejaký graf a máme rozhodnú´, £i má danú vlastnos´. Vychádzame zo ²tan-
dardnej de�nície grafu ako je uvedené v [Die00]:

De�nícia 2.0.1 Graf je dvojica G = (V,E), taká, ºe E ⊆ V 2. Prvky z V
nazývame vrcholy a prvky z E hrany grafu G. Hrany sú teda dvojice vrcholov
a hovoríme, ºe vrchol u susedí s vrcholom v, ak (u, v) ∈ E.

Pouºívame ozna£enie n = |V | pre po£et vrcholov grafu a m = |E| pre
po£et hrán.

Ku kaºdému problému takisto uvádzame £o najlep²ie, ale zárove¬ jedno-
duché rie²enie, ktoré sme implementovali. Spo£íva v optimalizovanom pre-
beraní v²etkých moºností, zaloºenom na rekurzii. Tieto algoritmy budeme v
¤al²om texte ozna£ova´ pojmom backtrack.

2.1 Klika

Úloha: Nájs´ v grafe k vrcholov takých, ºe kaºdé dva z nich sú spojené
hranou.

De�nícia 2.1.1 Hovoríme, ºe graf G = (V,E) má k-kliku, ak existuje S ⊆
V taká, ºe |S| = k a ∀u, v ∈ S : (u, v) ∈ E.

Rie²enie: Budú nás zaujíma´ iba vrcholy, ktoré majú stupe¬ aspo¬ k− 1,
lebo iba tie môºu by´ sú£as´ou k-kliky. Toto obmedzenie je ve©ká výhoda,
pretoºe v riedkych grafoch ich bude málo a teda rýchlo zistíme, ºe tam k-
klika nie je a v hustých grafov je zase vysoká pravdepodobnos´, ºe sa nám
relatívne rýchlo podarí nejakú k-kliku nájs´. Za£neme s prázdnou klikou a
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postupne budeme pridáva´ vrcholy do aktuálnej kliky v prípade, ºe je to
moºné. To jest ak sú spojené hranou so v²etkými vrcholmi, ktoré aktuálne
patria do kliky. Ak uº sa nedá ºiaden vrchol prida´ a je ich málo, naposledy
pridaný odoberieme a skú²ame ¤alej. Takto pokra£ujeme aº raz nájdeme
k-kliku alebo zistíme, ºe tam nie je.

Pseudokód:

Klika (G ,Kl ,k ) {
i f (Kl . s i z e ( ) == k ) return true ;
i f (Kl . s i z e ( ) + G . s i z e ( ) < k ) return fa l se ;
vyber vrchol v so stup¬om aspo¬ k − 1 ;
i f ( Kl ika (G−v ,Kl ,k ) ) return true ;
i f (v susedí so v²etkými vrcholmi v Kl )

i f ( Kl ika (G−v ,Kl+v ) ) return true ;
return fa l se ;

}

2.2 Vrcholové pokrytie

Úloha: Nájs´ v grafe k vrcholov takých, ºe kaºdá hrana susedí s nejakým
z nich.

De�nícia 2.2.1 Hovoríme, ºe graf G = (V,E) má vrcholové pokrytie ve©-
kosti k, ak ∃S ⊆ V taká, ºe |S| = k a ∀x, y ∈ V : (x, y) ∈ E ⇒ x ∈ S∨y ∈ S.

Rie²enie: Platí, ºe graf má vrcholové pokrytie ve©kosti k práve vtedy ak
v ¬om existuje nezávislá mnoºina ve©kosti n − k a to je práve vtedy ke¤
v inverznom grafe existuje klika ve©kosti n − k. Preto rie²enie spo£íva v
invertovaní hrán a následnom h©adaní kliky ve©kosti n− k.

2.3 Farbenie

Úloha: V tomto prípade treba ofarbi´ vrcholy grafu k farbami tak, aby
ºiadne dva susediace vrcholy nemali rovnakú farbu.

De�nícia 2.3.1 Hovoríme, ºe graf G = (V,E) je k-ofarbite©ný, ak existuje
funkcia f : V → {1 . . . k} pri£om platí: ∀u, v ∈ V : (u, v) ∈ E ⇒ f(u) 6= f(v)

Rie²enie: Postupne skú²ame ofarbi´ vrchol nejakou farbou a presunú´ sa
na ¤al²í vrchol. Ak nie je moºné vrchol danou farbou ofarbi´, skúsime inú
farbu a tak pokra£ujeme aº do vy£erpania v²etkých moºností. Ak ºiadna
farba nevyhovuje, vrátime sa na predchádzajúci vrchol a zmeníme mu farbu.
Takto sa pokra£uje, kým sa nevy£erpajú v²etky moºnosti. Tých je ale ve©mi
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ve©a a nevieme zisti´, £i aktuálne £iasto£né ofarbenie vedie k výsledku alebo
nie.

Pseudokód:

Farbenie (G ,k ) {
i f (G . empty ( ) ) return true ;
vyber z G vrchol v ;
for (f = 0 ; f < k ; f++) {

i f (v nesusedí s vrcholom farby f ) {
ofarbi v farbou f ;
i f ( Farbenie (G−v ,k ) ) return true ;

}
}
return fa l se ;

}

2.4 Monochromatický trojuholník

Úloha: Zisti´, £i je moºné rozdeli´ hrany grafu na dve £asti, pri£om v ºiadnej
neexistuje trojuholník.

De�nícia 2.4.1 Hovoríme, ºe graf G = (V,E) neobsahuje monochroma-
tický trojuholník, ak ∃E1, E2 ⊆ E také, ºe: E1∩E2 = ∅∧E1∪E2 = E∧∀i ∈
{1, 2} :

∀u, v, w ∈ V : (u, v) /∈ Ei ∨ (v, w) /∈ Ei ∨ (u,w) /∈ Ei.

Rie²enie: Skúsime prida´ hranu do mnoºiny E1 a ak tam nevznikne tro-
juholník, rekurzívne sa zavoláme na zvy²ok grafu. Ak sa nám zvy²ok hrán
nepodarilo rozdeli´, vyskú²ame prida´ hranu do E2. Ak ani to nevyjde, rie-
²enie neexistuje.

Algoritmus teda skú²a postupne vytvára´ mnoºiny E1 a E2 tak, aby ne-
obsahovali trojuholník a ak sa raz minú v²etky hrany, úspe²ne skon£í. Na
to aby efektívne zistil, £i po pridaní aktuálnej hrany do mnoºiny Ei v nej
vznikne trojuholník, si pre kaºdú hranu pamätáme zoznam trojuholníkov
v pôvodnom grafe, ktorých je sú£as´ou a pre kaºdý z nich sa pozrieme, £i
zvy²né dve hrany sú uº v mnoºine alebo nie. Tieto zoznamy trojuholníkov si
pre kaºdú hranu vytvoríme na za£iatku behu programu.
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Pseudokód:

Monochromatic (E ,E1 ,E2 ) {
i f (E . empty ( ) ) return true ;
vyber z E hranu e ;
for (t ∈ Patr i [ e ] ) {

i f (zvy²né dve hrany z t sú v Ei )
zamietni Ei ;

}
i f (E1 nie je zamietnuté)

i f (Monochromatic (E−e ,E1+e ,E2 ) ) return true ;
i f (E2 nie je zamietnuté)

i f (Monochromatic (E−e ,E1 ,E2+e ) ) return true ;
return fa l se ;

}
Main ( ) {

na£ítaj graf G = (V,E) ;
for (u, v, w ∈ V ) {

i f (u, v, w tvoria trojuholník t) {
Pat r i [ (u, v) ] . push (t ) ;
Pat r i [ (v, w) ] . push (t ) ;
Pat r i [ (u,w) ] . push (t ) ;

}
}
return Monochromatic (E, ∅, ∅ ) ;

}

2.5 Rez grafu

Úloha: Rozdeli´ vrcholy grafu na dve £asti tak, aby k hrán spájalo vrcholy
z rôznych £astí.

De�nícia 2.5.1 Hovoríme, ºe v grafe G = (V,E) existuje k-rez, ak
∃S1, S2 ⊆ V také, ºe:

S1 ∩ S2 = ∅ ∧ S1 ∪ S2 = V ∧ |{(u, v) ∈ E | u ∈ S1, v ∈ S2}| = k.

Rie²enie: Vyskú²ame v²etky moºnosti rozdelenia vrcholov na dve mnoºiny
a zrátame, £i je dostatok hrán tvoriacich rez daného rozdelenia. Pri rozdelo-
vaní vrcholov do mnoºín priebeºne po£ítame ve©kos´ rezu. Ak zistíme, ºe aj
keby v²etky hrany nezaradených vrcholov tvorili rez, bolo by to menej ako
k, nepokra£ujeme.
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Pseudokód:

Rez (G ,S1 ,S2 ,k ) {
i f (G . empty ( ) )

return (hrán tvoriacich rez == k ) ;
moznost=0;
for (v ∈ V ) moznost += deg (v ) ;
i f (hrán tvoriacich rez + moznost < k ) return fa l se ;
i f (Rez (G−v ,S1+v ,S2 ,k ) ) return true ;
i f (Rez (G−v ,S1 ,S2+v ,k ) ) return true ;
return fa l se ;

}

2.6 Hamiltonovská kruºnica

Úloha: Nájs´ v grafe kruºnicu, ktorá obsahuje v²etky vrcholy.

De�nícia 2.6.1 Hovoríme, ºe graf G = (V,E) obsahuje Hamiltonovskú
kruºnicu, ak existuje bijektívna funkcia f : V → {1 . . . n} pri£om platí:

∀u, v ∈ V : (u, v) /∈ E ⇒ (f(u) 6= f(v) + 1) ∧ (f(u) = 1⇒ f(v) 6= n)

Rie²enie: Preh©adávanie grafu do h¨bky, pri£om potrebujeme skú²a´ v²etky
moºné cesty preh©adávania. Ak sa raz ocitneme v h¨bke n a z daného vrcholu
existuje hrana do kore¬a, graf obsahuje Hamiltonovskú kruºnicu.

Pseudokód:

Hamilton (G ,root ,v ) {
Navstiveny [ v ]=true ;
i f (v²etky vrcholy sú nav²ívené)

return (v, root) ∈ E ;
for (u ∈ su s ed i a [ v ] ) {

i f (\ neg Navstiveny [ v ] )
i f ( Hamilton (G ,root ,u ) )

return true ;
Navstiveny [ v ]= fa l se ;
return fa l se ;

}

10



Kapitola 3

SAT kódovania

V tejto kapitole si popí²eme ako sa dajú niektoré NP-úplné problémy rie²i´
pomocou redukcie na SAT. Zostrojíme výraz, ktorý bude splnite©ný práve
vtedy ak má problém rie²enie. Tento výraz nazývame kódovanie. Spýtame sa
SAT�solvera na splnite©nos´ a ak sa to dá, povie nám ako treba ohodnoti´
premenné, z £oho sa dá spätne zostroji´ rie²enie problému1. Vieme, ºe kaºdý
problém je polynomiálne redukovate©ný na SAT, av²ak nie vºdy je jedno-
duché nejaké kódovanie nájs´. A takisto sa môºe sta´, ºe dané kódovanie je
ve©mi neefektívne a treba nájs´ lep²ie. Av²ak existuje ve©a problémov, ktoré
sa dajú priamo£iaro a efektívne redukova´ na SAT. Na niektoré z nich sa
teraz pozrieme.

3.1 Klika

Nasledujúce kódovanie je in²pirované £lánkom [Len10]:

My²lienka spo£íva v rozdelení vrcholov na tie, ktoré patria klike a tie, £o
nepatria. Potom pouºijeme premenné, ktoré umoºnia spo£íta´, £i je k vrcho-
lov v klike. Budeme pouºíva´ po£ítadlo, ktoré inicializujeme na 0 a postupne
pre v²etky v ∈ V ak xv platí (vrchol v patrí klike), zvä£²íme ho o 1.

Lineárne kódovanie

Formálne, zavedieme premenné xv na ur£enie, £i vrchol v patrí klike. �a-
lej po£ítadlo ci, pre i ∈ {0 . . . n} bude pozostáva´ z k+1 premenných, pri£om
j-ta bude pravdivá práve vtedy ak ci = j.

Kódovanie tvoria výrazy:
φ1 na zabezpe£enie toho aby to bola klika. Ak vyberieme vrcholy u a v, musí

1Výstiºne to opisuje názov: "There and back again"[Tol97]
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existova´ hrana (u, v).

φ1 =
∧

(u,v)∈E

(¬xu ∨ ¬xv)

φ2 inicializuje po£ítadlo na 0.

φ2 = c00 ∧
k∧

j=1

¬c0j

φ3 skopíruje po£ítadlo ci−1 ak xi neplatí. �iºe ¬xi ⇒ (cij ⇔ ci−1j )

φ3 =

n∧
i=1

k∧
j=0

(¬ci−1j ∨ cij ∨ xi) ∧ (¬cij ∨ ci−1j ∨ xi)

φ4 zvä£²í po£ítadlo ci−1 o 1 ak xi platí. xi ⇒ ((cij ⇔ ci−1j−1) ∧ ci0)

φ4 =

n∧
i=1

((¬ci0 ∨ ¬xi) ∧
k∧

j=1

(¬ci−1j ∨ cij−1 ∨ ¬xi) ∧ (¬cij ∨ ci−1j−1 ∨ ¬xi))

Výsledné kódovanie je φklika = φ1 ∧ φ2 ∧ φ3 ∧ φ4 ∧ cnk .

Binárne kódovanie

Pre porovnanie sme skúsili implementova´ aj druhé kódovanie, zaloºené
na rovnakej my²lienke s rozdielom, ºe po£ítadlo nebude lineárne, ale bude
to priamo binárne £íslo. Premenné sú xv1 . . . x

v
dlog2ke Av²ak napriek tomu, ºe

kódovanie pouºíva menej premenných, výpo£et pomocou SAT�solvera trvá
pribliºne rovnako rýchlo.

Tvoria ho výrazy:
φ1 ako v predchádzajúcom prípade. φ′2 a φ′3 ve©mi podobné. Ostatné sú
komplikovanej²ie.

φ′2 =

dlog2ke∧
j=1

¬c0j

φ′3 =

n∧
i=1

dlog2ke∧
j=1

(¬ci−1j ∨ cij ∨ xi) ∧ (¬cij ∨ ci−1j ∨ xi)

φ′4a má za úlohu pripo£íta´ ku cij zvy²ok (alebo pôvodnú jednotku), ak
ci−11 , . . . , ci−1j−1 = 1, . . . , 1. V tom prípade ¬(cij ⇔ ci−1j ).

φ′4a1 =
n∧

i=1

dlog2ke∧
j=1

(

j−1∨
p=1

¬ci−1p ∨ ci−1j ∨ cij ∨ ¬xi)
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φ′4a2 =
n∧

i=1

dlog2ke∧
j=1

(

j−1∨
p=1

¬ci−1p ∨ ¬ci−1j ∨ ¬cij ∨ ¬xi)

Ak niekde medzi ci−11 . . . ci−1j−1 je 0, tak (cij ⇔ ci−1j ).

φ′4b1 =
n∧

i=1

dlog2ke∧
j=1

j−1∨
p=1

(ci−1p ∨ ci−1j ∨ ¬cij ∨ ¬xi)

φ′4b2 =
n∧

i=1

dlog2ke∧
j=1

j−1∨
p=1

(ci−1p ∨ ¬ci−1j ∨ cij ∨ ¬xi)

φ′5 e²te zaru£í, ºe c
n = k

φ′5 =

dlog2ke∧
j=1

(cnj ⇔ j − ty bit £ísla k)

Výsledné kódovanie φ′klika = φ1 ∧ φ′2 ∧ φ′3 ∧ φ′4a1 ∧ φ
′
4a2
∧ φ′4b1 ∧ φ

′
4b2
∧ φ′5.

3.2 Vrcholové pokrytie

Pre tento problém sme pouºili rovnakú my²lienku, lí²i sa to iba jemne v
pravidlách φ1 aby vrcholy tvorili pokrytie.

φ′1 =
∧

(u,v)∈E

(xu ∨ xv)

Výsledné kódovanie je φpokrytie = φ′1 ∧ φ2 ∧ φ3 ∧ φ4 ∧ cnk .

3.3 Farbenie

Tento problém ma ve©a rozli£ných kódovaní, ktoré opísal M.N. Velev [Vel07].
Tri z nich sme implementovali a v £asti 4.3 porovnali.

Priame kódovanie

Kaºdému vrcholu v prislúcha k premenných xv1 . . . x
v
k, ktoré ur£ujú farbu

vrcholu.
φ1 vynúti kaºdému vrcholu nejakú farbu.

φ1 =
∧
v∈V

(
k∨

f=1

xvf )

13



φ2 nepovolí viac farieb ako jednu.

φ2 =
∧
v∈V

∧
f1,f2∈{1...k}

f1 6=f2

(¬xvf1 ∨ ¬x
v
f2)

φ3 zabezpe£í poºadované správanie, aby susedné vrcholy mali rôznu farbu.

φ3 =
∧

(u,v)∈E

k∧
f=1

(¬xuf ∨ ¬xvf )

Výsledné kódovanie je φfarbenie = φ1 ∧ φ2 ∧ φ3.

Násobné kódovanie

Av²ak existuje aj druhá moºnos´, povoli´ viac farieb jednému vrcholu,
vynechaním klauzúl φ2. Potom sa nám môºe sta´, ºe rie²enie SAT-u bude
obsahova´ pravdivé premenné xvi a xvj pre i 6= j. V tom prípade si môºeme
pre vrchol v vybra´ farbu i alebo j. V oboch prípadoch dostaneme platné
farbenie.

Násobné kódovanie φ′farbenie = φ1 ∧ φ3.

Logaritmické kódovanie

Tak ako v prípade k-kliky, aj tu je moºnos´ kódova´ farby binárne. Pou-
ºívame premenné xv1 . . . x

v
dlog2ke, ktoré ur£ujú farbu vrcholu v. Tento spôsob

sa ukazuje ako najefektívnej²í [Vel07]. Je v²ak zloºitej²ie implementova´ kó-
dovanie. Ukáºeme si aspo¬ klauzuly pre k 6= 3:

Nie£o podobné ako φ1 a φ2 pri priamom kódovaní nepotrebujeme, lebo
kaºdé ohodnotenie ur£uje nejaké £íslo. Namiesto toho potrebujeme klauzule
φ4, aby sme nepouºili £íslo vä£²ie ako k ak k = 2i, i ∈ N .

Pre k = 3:
φ4 =

∧
v∈V

(¬xv1 ∨ ¬xv2)

φ′3 =
∧

(u,v)∈E

((xu1 ∨xu2 ∨xv1∨xv2)∧(¬xu1 ∨xu2 ∨¬xv1∨xv2)∧(xu1 ∨¬xu2 ∨xv1∨¬xv2))

Výsledné kódovanie φ′′farbenie = φ′3 ∧ φ4.
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3.4 Monochromatický trojuholník

Kódovanie tohto problému je ve©mi jednoduché. Posta£uje n premenných xv,
na rozlí²enie do ktorej mnoºiny patrí vrchol v, a pravidlá aby neboli spolu
vrcholy, ktoré tvoria trojuholník.

φmono =
∧

u,v,w∈V
(u,v)∈E
(v,w)∈E
(u,w)∈E

(xu ∨ xv ∨ xw) ∧ (¬xu ∨ ¬xv ∨ ¬xw)

3.5 Rez grafu

Opä´ budeme pouºíva´ premenné xv na ur£enie, do ktorej mnoºiny patrí v,
a premenné pre po£ítadlá. Tentokrát ale treba spo£íta´ hrany, ktoré majú
konce v odli²ných mnoºinách, a netreba prida´ ºiadne iné klauzuly. Rez je
to vºdy. Preto si hrany v grafe zoradíme a hranu budeme netradi£ne zna£i´
písmenkom i.

φ1 inicializuje po£ítadlo na 0.

φ1 = c00 ∧
k∧

j=1

¬c0j

�alej sú 4 moºnosti:

φ2 skopíruje po£ítadlo ci−1 ak xu ∧ xv, kde i = (u, v).

φ2 =
m∧
i=1

k∧
j=0

(¬ci−1j ∨ cij ∨ ¬xu ∨ ¬xv) ∧ (¬cij ∨ ci−1j ∨ ¬xu ∨ ¬xv)

φ3 skopíruje po£ítadlo ci−1 ak ¬xu ∧ ¬xv, kde i = (u, v).

φ3 =

m∧
i=1

k∧
j=0

(¬ci−1j ∨ cij ∨ xu ∨ xv) ∧ (¬cij ∨ ci−1j ∨ xu ∨ xv)

φ4 zvä£²í po£ítadlo ci−1 o 1 ak xu ∧ ¬xv, kde i = (u, v).

φ4 =
m∧
i=1

((¬ci0∨¬xu∨xv)∧
k∧

j=1

(¬ci−1j ∨c
i
j−1∨¬xu∨xv)∧(¬cij∨ci−1j−1∨¬xu∨xv))

φ5 zvä£²í po£ítadlo ci−1 o 1 ak ¬xu ∧ xv, kde i = (u, v).

φ5 =

m∧
i=1

((¬ci0∨xu∨¬xv)∧
k∧

j=1

(¬ci−1j ∨c
i
j−1∨xu∨¬xv)∧(¬cij∨ci−1j−1∨xu∨¬xv))
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Výsledné kódovanie je φrez = φ1 ∧ φ2 ∧ φ3 ∧ φ4 ∧ φ5 ∧ cmk .
Av²ak toto kódovanie je ve©mi neefektívne. Domnievame sa, ºe to môºe

by´ aj tým, ºe tu nie sú ºiadne obmedzujúce klauzuly na premenné xv. Alebo
to je iba preto, ºe potrebujeme ve©mi ve©a premenných na s£ítanie.

Vyskú²ali sme teda aspo¬ zavies´ ¤al²ie premenné pi, na odlí²enie kedy je
treba pripo£ítava´ jednotku a kedy nie. Prida´ treba formulu pi 6⇔ (xu ⇔ xv)
a potom je moºné odstráni´ φ3 a φ5 s tým, ºe vo φ2 nahradíme premenné x
literálom ¬pi a vo φ4 literálom pi.

Táto zmena výrazne urýchlila výpo£et, ke¤ sme pouºili ako SAT�solver
precosat. V testoch ale pouºívame minisat, ktorý je rýchly s oboma kódova-
niami.

3.6 Hamiltonovská kruºnica

Zvolili sme postup, ktorý o£ísluje vrcholy a tieto v danom poradí potom
tvoria kruºnicu ak existuje. Podobne ako pri po£ítadle v klike, máme n.n
premenných xvi , ktoré ur£ujú bijekciu medzi V a {1 . . . n}. xvi , platí práve
vtedy ak vrcholu v je priradené £íslo i.

φ1 zabezpe£í aby kaºdému vrcholu bolo priradené nejaké £íslo.

φ1 =
∧
v∈V

(
n∨

i=1

xvi )

φ2 zabezpe£í aby kaºdé £íslo bolo priradené nejakému vrcholu.

φ2 =
n∧

i=1

(
∨
v∈V

xvi )

φ3 zabezpe£í aby kaºdému vrcholu bolo priradené najviac jedno £íslo.

φ3 =
∧
v∈V

(
∧
i 6=j

¬xvi ∨ ¬xvj )

φ4 zabezpe£í aby kaºdé £íslo bolo priradené najviac jednému vrcholu.

φ4 =
n∧

i=1

(
∧
u6=v

(¬xui ∨ ¬xvi ))

φ5 zabezpe£í aby to bola kruºnica. Ak neexistuje hrana medzi u a v, tak
nemôºu susedi´ v postupnosti.

φ5 =
∧

u,v∈V
(u,v)/∈E

((¬xu1 ∨ ¬xvn) ∧
n−1∧
i=1

(¬xui ∨ ¬xvi+1))
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Na to aby premenné jednozna£ne ur£ovali bijekciu sta£ia podmienky φ1∧
φ4 alebo φ2∧φ3. Ke¤ºe ale niekedy môºu aj nadbyto£né klauzuly v kódovaní
urýchli´ výpo£et, testovali sme viacero moºností kódovania. Najpomal²ie sa
ukázali kódovania, ktoré neobsahovali φ2. Najlep²ie sú kódovania: φ1 ∧ φ2 ∧
φ3 ∧ φ5 a φ2 ∧ φ3 ∧ φ4 ∧ φ5. Rozhodli sme sa pouºíva´ kódovanie φham =
φ2∧φ3∧φ4∧φ5. Zdá sa, ºe pouºi´ v²etky formule je uº prive©a. Taký spôsob
bol trochu pomal²í.

Neskôr sme zistili, ºe týmto kódovaniam sa venovali v £lánku [HHU07].
Sú tam vysvetlené dôvody, pre£o sa kódovania správaju odli²ne.

V £asti 4.2 sú porovnané kódovania φham, φham1 = φ2∧φ3∧φ5, φham2 =
φ1 ∧ φ3 ∧ φ4 ∧ φ5 a φham3 = φ1 ∧ φ4 ∧ φ5.
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Kapitola 4

Pozorovania

Generovali sme náhodné grafy s ur£itou ve©kos´ou n a danou pravdepodob-
nos´ou p výskytu hrany. Po£et vrcholov je n a kaºdá moºná hrana sa v grafe
nachádza s pravdepodobnos´ou p, o£akávaný po£et hrán je teda p

(
n
2

)
. Nie-

kedy budeme pouºíva´ ozna£enie 'graf n p', £o znamená, ºe je to náhodný
graf, ktorý má n vrcholov a pravdepodobnos´ výskytu hrany je p.

Pri vytváraní grafov pouºívame niekedy logaritmickú a niekedy lineárnu
²kálu, pod©a toho, £o sa nám zdalo vhodnej²ie. Logaritmická je pouºitá
hlavne v prípadoch, ke¤ sú ve©mi velké rozdiely v £asoch. Pre získanie lep-
²ej predstavy o £ase behu programu, sme ho spustili na jedenástich rôznych
in²tanciách grafu n p. Výsledná £asová hodnota je ich priemer.

Programy sme implementovali v jazyku C++. V²etky testy beºali na
procesore Intel R© CoreTM i3-330M (3M Cache, 2.13 GHz) s 3 GB pamäte.
Procesor je viacjadrový, av²ak v²etky pouºité programy sú jednovláknové a
preto ºiadny z nich nevyuºil túto výhodu.

Ukáºme si teraz niektoré zistené poznatky.

4.1 Ktorý SAT�solver pouºi´

Samozrejme, chceme pouºíva´ ten najlep²í SAT�solver. Preto sme si ich nie-
ko©ko zaobstarali a testovali, ktorý bude najrýchlej²í. Ukázalo sa v²ak, ºe
vo v²eobecnosti najrýchlej²í SAT�solver neexistuje. Ich úspe²nos´ je závislá
od daného kódovania a kaºdý môºe by´ v nejakom prípade dobrý. My sme
pouºívali picosat, precosat a minisat. Ukáºeme si teraz na troch problémoch
ich porovnanie.

Monochromatický trojuholník

Testovali sme grafy so 150 vrcholmi, menili pravdepodobnos´ výskytu
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hrany a sledovali ako rýchlo sa dá zisti´, £i graf obsahuje monochromatický
trojuholník. Merali sme iba £as a nezaujímalo nás, £i je odpove¤ áno alebo
nie, lebo v tomto prípade £as od odpovede závisí minimálne. Uº pri pravde-
podobnosti 20% sa vyskytujú v grafoch so 150 vrcholmi monochromatické
trojuholníky takmer vºdy a to je £as behu e²te ve©mi malý. A samozrejme,
£ím viac hrán, tým vä£²ia pravdepodobnos´ výskytu.

Ako vidno na obrázku 4.1, v tomto prípade je najlep²í picosat.
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Obr. 4.1: Porovnanie SAT�solverov na probléme monochromatického troju-
holníka

Rez grafu

V tomto prípade sme testovali SAT�solvery na grafoch so 16 vrcholmi
s pravdepodobnos´ou hrany 50%, ktoré mali maximálny rez ve©kosti 43. V
grafe na obrázku 4.2 je vidno, ºe teraz £as závisí od odpovede. Kým v grafe
rez danej ve©kosti exituje, sú to v²etky solvery ve©mi rýchlo schopné zisti´.
Potom sa uº správajú rôzne.

Picosat je najpomal²í a dokonca má stále vä£²í problém zisti´, ºe uº vä£²í
rez neexistuje. Je to preto, ºe kódovanie pre vä£²ie k obsahuje viac premen-
ných. Precosatu to ale nevadí a odpovedá stále rovnako rýchlo. Minisat je
nieko©kokrát rýchlej²í a má najvä£²í problém dokáza´, ºe neexituje rez ve©-
kosti 44. Potom to uº zvláda rýchlej²ie, ale neskôr zase funkcia rastie kvôli
ve©kému po£tu premenných.
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Obr. 4.2: Porovnanie SAT�solverov na probléme rezu grafu

Hamiltonovská kruºnica

Pri tomto probléme najlep²ie výsledky dosahoval precosat. Je to vidno v
tabu©kách 4.2 a 4.3, v £asti 4.4.6. Pri grafoch, v ktorých sa kruºnica nenachá-
dza je síce podobne rýchly ako ostatné, av²ak vie ve©mi rýchlo aj kruºnicu
nájs´, s £ím uº majú picosat a minisat problém (tab. 4.3).

4.2 Ako vymyslie´ kódovanie

Nie je jedno aké kódovanie sa pouºije, aj keby sa lí²ili iba minimálne. Tak
tomu bolo pri kódovaní rezu v grafe. Pridali sme navy²e premenné, aby sme
mohli zjednodu²i´ klauzuly. Výsledkom je, ºe sme dosiahli lep²ie £asy, aj ke¤
iba mierne, ako vidno na obrázku 4.10 v £asti 4.4.4. Pri ´aºkých in²tanciách
problému uº je takmer jedno, ktoré kódovanie pouºijeme (tab. 4.1).

Najlep²ie ale vidno rozdiely v kódovaní pri probléme Hamiltonovskej
kruºnice. Porovnávali sme ²tyri rôzne kódovania, ktoré sú popísané v £asti
3.6 na malých grafoch, iba s 15 vrcholmi. Pouºili sme precosat, ktorý je pre
daný problém najlep²í.

Kódovania φham a φham1 sú ve©mi podobné, av²ak v niektorých prípa-
doch, ke¤ graf Hamiltonovskú kruºnicu neobsahoval, bolo kódovanie φham1

aj 100 násobne pomal²ie. φham má oproti nemu iba nejaké klauzuly navy²e,
preto sa domnievame, ºe pomocou nich sa dá ve©mi rýchlo vylú£i´ splni-
te©nos´ formule. �ia©, toto pozorovanie na obrázku nevidno. Museli by sme
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testova´ na vä£²ích grafoch. Na týchto grafoch precosat odpovedal vºdy tak-
mer okamºite.

φham2 má takisto klauzuly navy²e oproti φham3, a sú tieº ve©mi podobné.
Sú podstatne pomal²ie oproti predchádzajúcim dvom kódovaniam, hoci majú
rádovo rovnaký po£et premenných a takisto aj klauzúl. V tomto prípade sme
nespozorovali, ºe jedno z nich by bolo niekedy výrazne lep²ie.

Porovnanie vidno na nasledujúcom obrázku 4.3.
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Obr. 4.3: Porovnanie rozli£ných kódovaní pri probléme Hamiltonovskej kruº-
nice

4.3 Správanie v hrani£ných situáciach

�o je ©ah²ie? Dokazova´ alebo vyvraca´ tvrdenie. V tejto £asti si ukáºeme,
ºe ani to, £i sa skôr podarí nájs´ príklad alebo dokáza´, ºe neexistuje, sa
vo v²eobecnosti nedá rozhodnú´. Vä£²inou SAT�solver rýchlej²ie odpovie,
ºe je formula splnite©ná, ako keby mal zis´ova´, ºe nie je. Tak tomu bolo
aj v predchádzajúcej £asti, ke¤ sme pozorovali správanie pri h©adaní rezu v
grafe (obr. 4.2). Ve©mi výrazne to je vidno aj pri probléme farbenia (obr. 4.4).

Farbenie

Farbenie je ve©mi ´aºký problém a zvä£²enie po£tu vrcholov iba o 1, môºe
spôsobi´ nieko©konásobný £asový nárast. �aºké je zisti´ najvä£²í po£et farieb,
ktorý nesta£í na ofarbenie (obr. 4.4). Preto sme museli zvoli´ rozumne malý
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Obr. 4.4: Pozorovanie závislosti £asu od odpovede pri farbení grafu

Hamiltonovská kruºnica

Av²ak pri h©adaní Hamiltonovskej kruºnice tomu je naopak (obr. 4.5).
Testovali sme na grafoch 38 p. Vyberali sme grafy, ktoré pre p > 0.18 kruº-
nicu obsahujú a pre p ≤ 0.18 neobsahujú. Je to prirodzená hranica, aby sme
nemuseli generova´ zbyto£ne ve©a grafov, ktoré nemajú poºadovanú vlast-
nos´. Pri pouºití precosatu rozdiel ve©mi jasne vidno.

Nevieme pre£o v tomto prípade dlh²ie trvá kruºnicu nájs´ ako zisti´, ºe
ºiadna v grafe nie je. Ve©mi zrete©ne to je vidno aj v tabu©kách 4.2 a 4.3.
Av²ak backtrack, samozrejme, nemôºe skôr vylú£i´ existenciu kruºnice ako ju
nájs´, lebo iba preh©adáva. SAT�solvery sa pravdepodobne pri preh©adávaní
vedia nie£o nau£i´, na základe £oho potom môºu existenciu kruºnice vylú£i´.

Klika

Domnievame sa, ºe správanie v okolí hranice medzi splnite©nos´ou a ne-
splnite©nos´ou je vlastnos´ daného problému. Presnej²ie, daného typu in²tan-
cií problému (porovnanie obr. 4.6 a obr. 4.12). V £asti 4.5 sa totiº venujeme
´aºkým in²tanciám k-kliky.

Nemusí sa to samozrejme rovnako prejavi´ pri v²etkých kódovaniach
alebo pouºitých SAT�solveroch (obr. 4.5). Potvrdzuje to aj nasledujúci prí-
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Obr. 4.5: Pozorovanie závislosti £asu od odpovede pri h©adaní Hamiltonov-
skej kruºnice

klad.
Merali sme £as h©adania k-kliky v pomerne ve©kom grafe (obr. 4.6). Po-

uºili sme minisat a dve moºné kódovania kliky a správanie je ve©mi podobné
pri oboch kódovaniach a takisto pri pouºití backtracku. Trvá trochu dlh²ie
poveda´, ºe rie²enie neexistuje ale takisto aj nájs´ rie²enie blízko hranice trvá
podstatne dlh²ie ako kúsok ¤alej od hranice.

4.4 Porovnanie s backtrackmi

Na záver by sme chceli na problémoch, ktorým sme sa venovali ukáza´, £i
je rie²enie sprostredkované pomocou SAT�solvera rýchlej²ie, ako pomocou
²peciálne vytvorených backtrackov pre daný problém. Je to trochu proble-
matické, lebo na²e algoritmy, ktoré preh©adávajú mierne orezaný priestor rie-
²ení, sa pri niektorých problémoch správajú ve©mi nepredvídate©ne. Nedajú
sa totiº dopredu odlí²i´ ´aºké in²tancie problému od ©ahkých. Na grafoch s
rovnakými vlastnos´ami preto niekedy môºe trva´ výpo£et ve©mi krátko a
inokedy naopak podstatne dlh²ie. Funkcie preto pri niektorých problémoch
nie sú hladké, ale skôr zubaté.
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Obr. 4.6: Pozorovanie závislosti £asu od odpovede pri h©adaní kliky

4.4.1 Monochromatický trojuholník

Tento problém je pre backtrack ve©mi náro£ný. Uº 11 vrcholové grafy pre
p > 50% totiº obsahujú príli² ve©a hrán na to aby sme ich stihli v krátkom
£ase rozdeli´ na dve mnoºiny v²etkými moºnými spôsobmi.

Na obrázku 4.7 je vidno £as, ktorý potreboval backtrack na rie²enie prob-
lému. Je ve©mi rôznorodý, a aj preto sme nespozorovali nejaký výrazný roz-
diel medzi grafmi s monochromatickým trojuholníkom a bez neho. Testovali
sme na grafoch s 11 vrcholmi. Vyberali sme grafy, ktoré pre p < 70% troju-
holník neobsahujú a pre p ≥ 70% obsahujú. Pre vä£²ie grafy by to uº trvalo
pridlho. Pre p = 72% narazil backtrack aº na dve ´aºké in²tancie. Aj preto
je tam ve©ký rozdiel a pouºili sme logaritmickú ²kálu.

Tento problém je teda extrémne výhodné redukova´ na SAT. Tak je totiº
moºné h©ada´ trojuholníky aj na grafoch so 150 vrcholmi (4.1) v krátkom
£ase.

4.4.2 Klika

Dobre sa oba spôsoby porovnávajú na probléme k-kliky, pretoºe sú na men-
²ích grafoch pribliºne rovnako rýchle. Av²ak pre vä£²ie grafy uº je backtrack
rádovo pomal²í, ako vidno na obrázku 4.8.

H©adali sme kliku ve©kosti 22 v rôzne ve©kých grafoch s pravdepodobnos-
´ou hrany 80%. Parametre boli nastavené tak, ºe sa tam klika danej ve©kosti
nikdy nenachádzala. Ako SAT�solver sme pouºili precosat.
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Obr. 4.8: Pozorovanie závislosti £asu od ve©kosti na probléme kliky
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4.4.3 Vrcholové pokrytie

Neimplementovali sme ²peciálny backtrack pre rie²enie vrcholového pokrytia,
ale redukovali sme pokrytie na h©adanie kliky. Aj v tomto prípade je rie²enie
pomocou SAT�solvera rádovo rýchlej²ie, £i uº rie²ime problém priamo po-
mocou kódovania pokrytia alebo najprv redukujeme problém na kliku a aº
potom zakódujeme (obr. 4.9).

Testovali sme grafy s pravdepodobnos´ou hrany 15%, v ktorých existo-
valo pokrytie ve©kosti n− 20. V tomto prípade, pre men²ie n, bolo potrebné
niekedy vygenerova´ nový graf, lebo sa ob£as stalo, ºe v ¬om pokrytie neexis-
tuje. Av²ak pre n ≥ 70 uº bola pravdepodobnos´ taká malá, ºe z 11 pokusov
v²etky grafy pokrytie obsahovali. Ako SAT�solver sme pouºili precosat.
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Obr. 4.9: Pozorovanie závislosti £asu od ve©kosti na probléme pokrytia

4.4.4 Rez grafu

Toto je jediný prípad, v ktorom bol SAT�solver pomal²í (obr. 4.10). Je to
zrejme preto, ºe kódovanie pouºíva rádovo m2 premenných, £o je rádovo n4.
Celkový po£et moºných rie²ení je teda rádovo 2(n

4) = 16n, kým backtrack
skú²a rádovo 2n moºností.

Testovali sme rýchlos´ nájdenia rezu ve©kosti 32 v grafoch s pravdepo-
dobnos´ou hrany 38%. Nemuseli sme generova´ viac grafov ako 11, lebo sa
v nich rez vºdy nachádzal. Pouºili sme minisat. Funkciu pre backtrack na
obrázku 4.10 nevidno, lebo vºdy odpovedal okamºite.

Ale aj v tomto prípade môºe by´ pouºitie SAT�solvera výhodnej²ie. Rez
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Obr. 4.10: Pozorovanie závislosti £asu od ve©kosti na probléme rezu grafu

grafu, ako sa zdá, má totiº nerovnomerne rozmiestnené ´aºké in²tancie medzi
grafmi, ktoré vieme generova´. Preto, hoci vä£²inou backtrack skon£í ihne¤,
niekedy je ve©mi pomalý. Zatia© £o SAT�solveru trvá výpo£et rovnomernej²ie.
Ukáºeme si preto na nieko©kých typoch grafov porovnanie v tabu©ke 4.1.
Testovali sme grafy s 55, 60 a 65 vrcholmi. Pravdepodobnos´ hrany bola 38%.
Rez ve©kosti 32 sa v grafe vºdy nachádzal. Niektoré merania sme ukon£ili bez
toho aby sme sa dozvedeli výsledok, ale ve©mi pravdepodobne sa aj v nich rez
nachádzal. V tých prípadoch sme do priemeru rátali £as, kedy sme program
zastavili. Pod©a priemeru v poslednom riadku vidíme, ºe je niekedy výhodné
pouºi´ SAT�solver. Má totiº vä£²iu ²ancu na úspech pri ´aºkých in²tanciách.
Je to ve©mi pravdepodobne kvôli tomu, ºe vyuºíva náhodné re²tarty a preto
sa nezasekne v nejakej vetve, ktorá nevedie k rie²eniu, £o sa ©ahko môºe sta´
backtracku.

4.4.5 Farbenie

Tento problém je kombinatoricky ve©mi náro£ný a aj preto sme museli tes-
tova´ na malých grafoch. Pri vä£²ích grafoch je uº backtrack ve©mi pomalý.
Pouºili sme aspo¬ pomerne ve©kú pravdepodobnos´ výskytu hrany 70%. Vy-
berali sme grafy, ktoré sa siedmimi farbami ofarbi´ nedajú. Na rie²enie sme
pouºili picosat. (obr. 4.11). Pod©a obrázka to vyzerá tak, ºe je jedno, ktoré
kódovanie pouºijeme. Je to kvôli tomu, ºe vzh©adom na backtrack sú v²etky
nieko©konásobne rýchlej²ie. V skuto£nosti by ale logaritmické kódovanie malo
by´ vo vä£²ine prípadov rýchlej²ie.
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Tabu©ka 4.1: Porovnanie backtracku a SAT�solverov na grafoch n 0.38 pri
h©adaní rezu ve©kosti 32

grafy 55 0.38 grafy 60 0.38 grafy 65 0.38
£. bt. pôv. up. bt. pôv. up. bt. pôv. up.

1 0.00 6.24 1.70 0.02 18.26 4.40 0.38 15.48 6.06
2 0.00 6.24 2.66 0.02 7.65 2.36 0.00 11.60 3.84
3 0.00 6.79 1.91 1.64 8.13 15.58 27.37 11.55 3.35
4 0.00 5.74 1.77 0.00 38.09 84.81 >1800 10.51 5.78
5 0.16 6.60 1.82 0.77 9.68 2.29 0.00 17.19 12.36
6 0.00 6.24 1.70 >660 9.23 24.85 3.32 279.54 36.65
7 0.00 6.65 2.05 0.01 7.60 2.29 0.18 10.26 10.26
8 0.00 6.79 1.63 0.00 9.35 6.29 0.00 10.37 14.92
9 0.04 13.49 119.8 0.73 8.20 2.35 0.00 10.28 6.80
10 0.69 6.16 1.78 >660 >660 >660 >1800 15.34 17.55
11 0.00 6.46 1.61 >660 27.09 10.24 0.00 10.79 374.11
12 0.16 6.78 2.18 0.02 9.30 6.63 >1800 65.66 16.47
13 0.00 5.92 1.94 0.10 9.11 3.14 0.82 18.94 6.32
14 0.00 6.79 3.24 0.00 9.30 2.35 0.00 94.99 5.02
15 0.00 6.43 1.62 0.27 8.40 3.80 >1800 >1800 >1800
16 0.00 6.44 2.24 700 13.21 6.76 >1800 >1800 >1800
17 11.52 7.00 4.36 0.02 7.94 2.48 0.00 11.98 6.18
18 0.00 6.60 1.89 418.84 18.15 2.99 >1800 21.46 14.37
19 0.00 6.52 1.89 >660 7.84 2.73 0.00 11.16 50.51
20 0.00 6.84 1.89 0.37 8.40 2.39 0.06 537.61 >1800
pr. 0.63 6.84 7.98 186.14 44.75 42.44 541.61 238.24 299.53

4.4.6 Hamiltonovská kruºnica

Aj pri tomto probléme sme neboli schopní vygenerova´ rozumný obrázok,
ke¤ºe nevieme oddeli´ ´aºké in²tancie. Preto porovnávame v tabu©kách 4.2
a 4.3. Pri grafoch ve©kosti 30 stihli programy v £asovom limite ukon£i´ vý-
po£et aj na grafoch s kruºnicou, aj bez nej. Pri ve©kosti 40 sa uº backtracku
podarilo do polhodiny nájs´ iba 4 kruºnice zo 14. V ºiadnom prípade sa mu
nepodarilo preh©ada´ celý priestor rie²ení, takºe nemohol poveda´, ºe sa tam
kruºnica nenachádza. SAT�solvery stihli odpoveda´ vºdy a je zaujímavé, ºe
ke¤ sa v grafe kruºnica nenachádza, trvá im to krat²ie. Výnimkou je mini-
sat pri grafoch ve©kosti 30. Mal niekedy problém vylú£i´ existenciu kruºnice.
Nevyzerá to na náhodu, ale nevieme, £ím by to mohlo by´ spôsobené. Prav-
depodobne teda je moºné nejakými heuristikami ©ahko vylú£i´ existenciu
kruºnice, £o sme si neuvedomili a nezoh©adnili pri na²om algoritme. Je ale
ve©mi povzbudivé, ºe ke¤ kódujeme problém na SAT, nemusí nás to zaují-
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Obr. 4.11: Pozorovanie závislosti £asu od ve©kosti na probléme farbenia

ma´, pretoºe podstata problému ostane zakódovaná a SAT�solvery pouºívajú
rozli£né heuristiky a technológie, ktoré sa neustále zdokona©ujú a sú schopné
ve©mi rýchlo kruºnicu vylú£i´, aj ke¤ pre nich sú to iba nejaké klauzuly.

Tabu©ka 4.2: Porovnanie backtracku a SAT�solverov na grafoch 30 0.15 pri
h©adaní Hamiltonovskej kruºnice

grafy 30 0.15 s kruºnicou grafy 30 0.15 bez kruºnice

£. bt mini pico preco £. bt mini pico preco
1 0.02 0.95 1.02 1.68 1 1198.07 0.77 0.44 0.54
2 524.08 4.53 11.03 2.90 2 36.17 0.87 0.48 0.54
3 0.06 4.35 1.04 2.19 3 33.95 0.76 0.51 0.56
4 75.80 4.72 10.47 1.81 4 6.96 178.01 0.52 0.53
5 0.01 18.97 34.53 11.02 5 832.23 91.94 0.45 0.52
6 36.36 1.94 11.15 6.64 6 6.71 392.74 0.50 0.49
7 61.25 1.17 8.26 5.09 7 0.54 0.75 0.51 0.58
8 0.03 1.02 0.94 1.60 8 5.00 338.20 0.49 0.55
9 2.91 24.30 25.01 20.37 9 34.75 0.78 0.47 0.54
10 3.93 2.86 10.42 3.41 10 1.57 0.77 0.46 0.53
11 0.00 6.11 0.74 5.66 11 124.65 0.77 0.46 0.54
pr. 64.04 6.45 10.42 5.67 pr. 207.33 91.49 0.48 0.54
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Tabu©ka 4.3: Porovnanie backtracku a SAT�solverov na grafoch 40 0.15 pri
h©adaní Hamiltonovskej kruºnice

grafy 40 0.15 s kruºnicou grafy 40 0.15 bez kruºnice

£. bt mini pico preco £. bt mini pico preco
0 >2000 33.35 114.52 15.61 2 >2000 2.36 1.37 1.40
1 139.12 4.01 2.06 9.78 4 >2000 2.28 1.28 1.47
3 >2000 8.10 8.62 6.18 6 >2000 2.92 1.36 1.53
5 >2000 192.76 514.00 19.44 7 >2000 2.33 1.32 1.52
8 850.30 3.28 2.94 6.10 11 >2000 2.43 1.32 1.45
9 >2000 2.86 5.56 4.44 12 >2000 2.26 1.38 1.50
10 428.44 5.43 4.22 4.71 13 >2000 2.31 1.32 1.41
15 >2000 2.64 3.34 9.60 14 >2000 3.65 1.37 1.42
16 18.92 4.76 32.13 8.92 19 >2000 3.14 1.27 1.50
17 >2000 6.64 1.42 5.11 20 >2000 2.24 1.36 1.52
18 >2000 180.11 74.08 13.60 21 >2000 2.23 1.28 1.46
22 >2000 33.03 38.43 11.13 23 >2000 2.38 1.34 1.48
24 >2000 3.71 10.08 6.19 25 >2000 4.40 1.39 1.51
26 >2000 4.74 29.78 6.33 28 >2000 2.27 1.39 1.50
pr. 1531.2 34.67 60.08 9.08 pr. 2000 2.66 1.34 1.48

4.5 �aºké in²tancie

Nakoniec sme spravili na probléme k-kliky porovnanie na ´aºkých in²tanciách
[Xu]. Sú to grafy získané transformáciou z porovnávacích testov pre SAT.
Vytvorené sú s úmyslom aby v nich bolo ´aºké nájs´ kliku.

Na testovanie sme pouºili 5 grafov so 450 vrcholmi. Kaºdý z nich má
maximálnu kliku ve©kosti 30. Obsahujú pribliºne 82% hrán, preto ich porov-
návame s grafmi 450 0.82.

Backtrack s nimi mal naozaj problém. Nepodarilo sa mu nájs´ ani kliku
ve©kosti 20, £o pri náhodnom grafe trvá pomerne krátko. V jednom prípade
sme ho nechali beºa´ podstatne dlh²ie.

Z druhej strany sme testovali h©adanie kliky ve©kosti 300. To sa na ná-
hodných grafoch podarilo vyvráti´. Na ´aºkých in²tanciách sme výpo£et za-
stavili.

Namerané hodnoty zh¯¬a tabu©ka 4.4. Samozrejme, nemôºeme vedie´ aká
bola v skuto£nosti najvä£²ia klika v náhodných grafoch. Vyskú²ali sme na
jednom z nich zisti´ túto hodnotu pomocou SAT�solvera. Kliku ve©kosti 29
na²iel za 6m, 30 za 0.5h a ve©kosti 31 za 13 hodín. Domnievame sa teda,
ºe to je maximálna klika a dokáza´ to by trvalo e²te dlh²ie. Vychádzame z
pozorovaní v £asti 4.3 (obr. 4.6).
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Tabu©ka 4.4: Porovnanie backtracku na ´aºkých a náhodných in²tanciách
k-kliky

´aºké in²tancie so 450 vrcholmi, max. klika je ve©kosti 30
graf £. 1 2 3 4 5
k=20 >24h >9h >9h >9h >9h
k=300 72m 314m 398m 14m 127m

náhodné grafy 450 0.82, max. klika je pribliºne ve©kosti 31
graf £. 1 2 3 4 5
k=20 275s 120s 586s 1474s 43s
k=300 >10h >10h >10h >10h >10h

Zamerajme sa teraz na rie²enie problému cez SAT. Na spomínanom ob-
rázku 4.6 vidno ako sa správajú SAT�solvery na náhodných grafoch. Platí to
tak v²eobecne, aj pre vä£²ie grafy je tvar funkcie pribliºne rovnaký. Rozdiel
je iba v tom, ºe funkcia nadobúda pre vä£²ie n podstatne vä£²ie hodnoty a
takisto by mala by´ strm²ia. Neboli sme preto schopní ani pomocou SAT�
solverov zisti´ maximálnu kliku v grafoch 450 0.82. Trvalo to prive©mi dlho.

Av²ak tieto ´aºké in²tancie vieme pomocou SAT�solverov ve©mi úspe²ne
rie²i´. Konkrétne, ak pouºijeme lineárne kódovanie a precosat. Aj niektoré
iné kombinácie boli celkom rýchle (napr. minisat s binárnym kódovaním),
ale táto bola výrazne najlep²ia. �aºké in²tancie sme boli pomocou precosatu
schopní vyrie²i´ pre v²etky moºné ve©kosti kliky do 10 sekúnd. Preto na ob-
rázku 4.12 sú in²tancie aº so 760 vrcholmi a maximálnou klikou 40. Graf pre
in²tancie so 450 vrcholmi by mal rovnaký tvar a maximálnu £asovú hodnotu
10s.

Odli²nos´ou je, ºe v tomto prípade vieme ve©mi rýchlo zisti´, ak graf kliku
neobsahuje. Ukázalo sa, ºe ²truktúra v grafe, ktorá mala za cie© spravi´ in-
²tanciu ´aºkou, spôsobila, ºe s ¬ou mal SAT�solver omnoho men²ie problémy
ako s náhodnými grafmi. Malo by preto zmysel v ¤al²ej práci sa venova´ aj
iným takýmto problémom a zisti´ nako©ko v²eobecne to platí. �i existujú
in²tancie, s ktorými má SAT�solver vä£²ie problémy ako s náhodnými a na-
ko©ko sa vyskytujú v praktických problémoch, ktoré potrebujeme rie²i´. V
mnohých prípadoch sa totiº ukazuje, ako sme okrajovo spomínali v £asti 1.2,
ºe SAT�solvery sú ve©mi úspe²né a pouºívané. V¤aka tomu je o ne záujem
a ich vývoj neustále napreduje.

Na záver e²te podotknime, ºe má zmysel sa venova´ rôznym kódovaniam
a rôznym SAT�solverom lebo niekedy sú medzi nimi ve©ké £asové rozdiely.
Hlavne to má zmysel, ak chceme vyrie²i´ naozaj ´aºkú in²tanciu a máme
k dispozícii aj men²ie s podobnou ²truktúrou, na ktorých môºeme spravi´
porovnanie. Z doteraj²ích skúseností sa domnievame, ºe porovnanie by bolo
s ve©kou pravdepodobnos´ou podobné aj na ve©kej in²tancii.
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Záver

V na²ej práci sme si dali za cie© preskúma´ moºnosti vyuºitia SAT�solverov
pri rie²ení NP-úplných úloh.

V prvej kapitole sme sa venovali algoritmom, ktoré sú základom SAT�
solverov a spomenuli sme oblasti, v ktorých sa uº úspe²ne pouºívajú.

V ¤al²ej £asti sme sa zamerali na ²es´ rôznych grafových problémov a ku
kaºdému uviedli backtrack, ktorý sme implementovali a pouºili na rie²enie.
Takisto sme pre kaºdý problém zostrojili aspo¬ jedno kódovanie, pomocou
ktorého sme ho mohli previes´ na SAT.

V poslednej kapitole prezentujeme viaceré testy a porovnania, ktoré sme
uskuto£nili. Ukázalo sa, ºe nie je jedno aký SAT�solver pouºijeme. V nie-
ktorých prípadoch sú rozdiely ve©mi ve©ké a neexistuje SAT�solver, ktorý by
bol najrýchlej²í pre kaºdý problém a kódovanie.

Pre niektoré problémy sme porovnávali viaceré kódovania. Môºu by´
ve©ké rozdiely v £ase zistenia splnite©nosti aj napriek tomu, ºe obsahujú
pribliºne rovnako ve©a premenných a klauzúl.

�alej sme skúmali ako rýchlo SAT�solver odpovie na náhodných grafoch
s rovnakými parametrami, z ktorých jeden má a druhý nemá danú vlastnos´.
Takmer vºdy trvalo krat²ie nájs´ ohodnotenie premenných splnite©nej for-
mule. Iba pri Hamiltonovskej kruºnici trvalo dlh²ie ju nájs´, ako zisti´, ºe sa
v podobnom náhodnom grafe nenachádza.

Pri porovnaní SAT�solverov s backtrackmi nastal iba jeden prípad ke¤
bolo pouºitie backtracku výhodnej²ie. Pri reze grafu malo totiº kódovanie
prive©a premenných a SAT�solver nesta£il. Av²ak aj pri tom probléme ho
pre ve©ké grafy mohlo by´ výhodné pouºi´, ak sa rez v grafe nachádzal.

Na záver sme e²te spravili porovnanie na ´aºkých in²tanciách k-kliky. Pre
backtrack boli naozaj omnoho ´aº²ie, najmä ak sme h©adali kliku, ktorá sa v
grafe nachádzala. Kliky tam boli totiº 'schované'. Ak sa v grafe k-klika nena-
chádzala, trval výpo£et krat²ie ako na náhodných grafoch. Av²ak zistili sme,
ºe pre SAT�solver sú dané kódovania jednoduch²ie. Najmä pouºitie lineár-
neho kódovania a precosatu bolo ve©mi úspe²né. Preto by bolo zaujímavé sa
tomuto v ¤al²ej práci venova´ a porovna´ ´aºké in²tancie iných problémov.
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