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Abstrakt

V tejto práci sa zaoberám frak£ných chromatickým £íslom grafov. �peciálne

sa zaoberám frak£nými farbeniami di²tan£ných grafov. Uvediem niektoré

vety, pomocou ktorých moºno ur£i´ frak£né chromatické £íslo pre konkrétne

triedy di²tan£ných grafov.

K©ú£ové slová: frak£né farbenia, di²tan£né grafy, mnoºina uza-

vretá na rozdiel
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Kapitola 1

Úvod

Jednou z najzaujímavej²ích £astí teórie grafov je farbenie grafov, respektíve

ur£ovanie chromatického £ísla grafov. Prvé zmienky o farbení grafov siahajú

aº do 19. storo£ia, kedy v roku 1852 Francis Guthrie z Juhoafrickej republiky

sformuloval takzvanú vetu o ²tyroch farbách [11], ktorá hovorí o tom, ºe kaºdý

planárny graf je zafarbite©ný ²tyrmi farbami, a teda má chromatické £íslo

maximálne 4. Táto veta bola dokázaná pomocou po£íta£ov po nieko©kých

neúspe²ných pokusoch aº v roku 1976 americkým matematikom Kennethom

Appelom a nemeckým matematikom Wolfgangom Hakenom.

V tejto práci sa budem zaobera´ frak£ným farbením grafov. Frak£né far-

benie je zaujímavá téma v oblasti teórie grafov, ktorá zatia© nie je úplne

preskúmaná. Frak£né farbenie grafu je zafarbenie kaºdého vrcholu grafu rov-

nakým po£tom farieb takým spôsobom, ºe ºiadne dva susedné vrcholy niesú

zafarbené rovnakou farbou. Frak£né chromatické £íslo grafov dostaneme, ak

minimalizujeme podiel pouºitých farieb v celom grafe a po£tu farieb, ktorým

je zafarbený jeden vrchol. Zárove¬ platí to £o pri frak£nom farbení, £iºe ºiadne

dva susedné vrcholy nemajú spolo£nú farbu, ktorou sú zafarbené. Namiesto

farieb sa v²ak kvôli jednoduchosti zvyknú pouºíva´ prirodzené £ísla. Frak£né
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chromatické £íslo grafov bolo prvýkrát spomenuté v £lánku z roku 1973 od

Hiltona, Radoa a Scotta. Zaujímavé sú výsledky pre zloºitos´ frak£ného farbe-

nia. Vrcholové farbenie je NP-´aºké [14], no na druhej strane môºeme hranové

farbenie vyrie²i´ v polynomiálnom v £ase [13].

Pojem frak£ného chromatického £ísla grafov súvisí s cirkulárnymi farbe-

niami, ktorým sa venoval Xuding Zhu v [12]. Cirkulárne (a, b)-farbenie grafu

G(V,E) je také zobrazenie c : V → {0, 1, ..., a−1}, ºe pre kaºdú hranu uv ∈ E
platí: b ≤ |c(u) − c(v)| ≤ a − b. Cirkulárne chromatické £íslo grafu χc(G)

je minimálny podiel a/b taký, ºe graf G má (a, b)-farbenie. Pre cirkulárne

chromatické £íslo grafu platí, ºe je ohrani£ené zdola frak£ným chromatickým

£íslom χf (G) a zhora zase chromatickým £íslom χ(G).

Pomocou farbení grafov môºeme rie²i´ nieko©ko rôznych problémov. Medzi

jednu z najpouºívanej²ích aplikácii partí problém naplánovania procesov.

Potrebujeme docieli´, aby sa v²etky potrebné procesy v systéme vykonali,

pri£om niektoré procesy sa nemôºu vykona´ sú£asne. V tomto prípade nám

vrcholy grafu symbolizujú procesy a dva vrcholy sú spojené hranou práve

vtedy, ak sa nemôºu vykona´ sú£asne. Majme n procesov. Na vykonanie

kaºdého z nich potrebujeme jednu sekundu. Nájdenie k-farbenia tohto grafu

zodpovedá nájdeniu optimálneho naplánovania pre vykonanie v²etkých pro-

cesov. Farba i na vrchole v znamená, ºe sa tento proces vykoná v £ase i. Ak sú

dva vrcholy zafarbené rozli£nou farbou, tak sa tieto procesy nemôºu vykona´

sú£asne. �iºe po£et farieb na zafarbenie tohto grafu nám udáva najkrat²í £as,

za ktorý sa dajú tieto procesy vykona´.

Ak pouºijeme frak£né farbenie, dovolíme procesu aby sa mohol vykona´

na viac krát. Kaºdý proces sa vykoná na to©ko krát, ko©kými farbami je za-

farbený a pod©a toho rozdelíme sekundu na viac men²ích úsekov. Nájdením

frak£ného chromatického £ísla tohoto grafu dosiahneme optimálne napláno-
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vanie pre vykonanie v²etkých procesov.

Cie©om práce je urobi´ preh©ad výsledkov a pouºitých metód pri skúmaní

frak£ného chromatického £ísla di²tan£ných grafov. Di²tan£ný graf G(Z,D) je

nekone£ný graf, ktorého vrcholmi sú prirodzené £ísla, pri£om dva vrcholy sú

spojené hranou práve vtedy, ak sa rozdiel týchto vrcholov nachádza v mnoºine

D. Ako neskôr ukáºeme, skúmanie frak£ného chromatického £ísla pre di²-

tan£né grafy má súvis s teóriou mnoºín a hustotou mnoºín. V tejto práci

budeme uvaºova´, ºe graf G je jednoduchý neorientovaný graf. Na za£iat-

ku uvedieme de�nície pojmov pouºívaných v tejto práci. Potom ukáºeme

nieko©ko spôsobov, ako skúma´ frak£né chromatické £íslo di²tan£ných grafov.

�peciálne sa zameriame na konkrétne výsledky pre niektoré typy di²tan£ných

grafov.
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Kapitola 2

Základné de�nície a pojmy

Frak£né farbenie grafov je zov²eobecnením normálneho (vrcholového) far-

benia grafov. Pri vrcholovom farbení grafu G je kaºdému vrcholu V ∈ G

priradená farba tak, aby ºiadne dva susedné vrcholy spojené hranou nemali

pridelenú rovnakú farbu. Vo frak£nom farbení grafov obsahuje kaºdý vrchol

mnoºinu farieb, pri£om prienik mnoºín farieb dvoch susedných vrcholov je

prázdna mnoºina. Namiesto farieb sa zvyknú pouºíva´ aj prirodzené £ísla.

Nasledujúce de�nície a vlastnosti boli spísané Edwardom R. Scheinermanom

a Danielom H. Ullmanom v [9].

Nezávislá mnoºinaM grafu G je taká mnoºina vrcholov, ºe pre kaºdé dva

vrcholy z M platí, ºe niesú spojené hranou. Mohutnos´ najvä£²ej nezávislej

mnoºiny voláme £íslo nezávislosti grafu a zna£íme ho α(G). Maximálny kom-

pletný podgraf grafu G nazývame £íslo kliky grafu, pouºívame ozna£enie

ω(G). Po£et vrcholov grafu G je mohutnos´ vrcholovej mnoºiny V . Ozna£u-

jeme ho n(G). Chromatické £íslo grafu χ(G) je najmen²í po£et farieb, ktorý

musiíme pouºi´ na zafarbenie vrcholov, pri£om kaºdá hrana spája vrcholy

rôznych farieb.
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Na obrázku 2.1 máme zafarbenie Petersenovho grafu troma farbami. Chro-

matické £íslo tohto grafu je 3. Dvoma farbami nie je zafarbite©ný, pretoºe

obsahuje kruºnice nepárnej d¨ºky.

Obr. 2.1: Zafarbenie Petersenovho grafu troma farbami

Nech b je prirodzené £íslo a b ≥ 1. Potom b farbenie grafu je zafarbenie

v²etkých vrcholov grafu b farbami tak, ºe susedné vrcholy sú zafarbené dis-

junktnými mnoºinami farieb. Ak a je prirodzené £íslo a platí, ºe a ≥ b, tak

a:b farbenie je de�nované ako b-farbenie grafu z a moºných farieb a b-násobné

chromatické £íslo grafu χb(G) je najmen²ie £íslo také, ºe a:b farbenie existuje.

Frak£né chromatické £íslo môºeme de�nova´ nasledujúcimi dvoma spô-

sobmi. Prvej de�nícii hovoríme farbiaca de�nícia a druhá de�nuje frak£né

chromatické £islo grafu pomocou lineárneho programovania. Obe de�nície sú

ekvivelentné.

De�nícia 2.1 Frak£né chromatické £islo grafu G je de�nované ako

χf (G) = lim
b→∞

χb(G)

b
= inf

b

χb(G)

b

Táto limita existuje, lebo platí, ºe

χa+b(G) ≤ χa(G) + χb(G)
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Lineárne programovanie slúºi na optimalizáciu funkcií viac premenných

pri splnení zadanej podmienky. Frak£né chromatické £íslo grafov môºeme

de�nova´ aj týmto spôsobom.

De�nícia 2.2 Nech I je nezávislá mnoºina vrcholov a nech xI ≥ 0 je

premenná pre kaºdú nezávislú mnoºinu I. Potom frak£né chromatické £íslo

grafu G dostaneme vyrie²ením lineárneho programu

min
∑
I

xI : ∀v ∈ G
∑
I:v∈I

xI ≥ 1

Na nasledujúcom obrázku máme Petersenov graf, v ktorom máme oz-

na£ené vrcholy grafu od 1 po 10. Pokúsime sa skúma´ frak£né chromatické

£íslo tohoto grafu.

Obr. 2.2: Petersenov graf

Najskôr h©adáme v tomto grafe najvä£²ie moºné nezávislé mnoºiny vr-

cholov Ij. Za£neme vrcholom 1. Z obrázku vidno, ºe z vonkaj²ieho cyklu

môºu by´ v jednej nezávislej mnoºine maximálne 2 vrcholy. I1 = {1, 3, 9, 10},
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I2 = {1, 4, 7, 8}, I3 = {2, 4, 6, 10}, I4 = {2, 5, 8, 9}, I5 = {3, 5, 6, 7}. Na²li
sme 5 nezávislých mnoºín, ktorých mohutnos´ je 4, táto mohutnos´ je max-

imálna a ºiadna ¤al²ia nezávislá mnoºina s mohutnos´ou 4 v grafe nieje.

Kaºdá nezávislá mnoºina nám ur£uje farbu, ktorou sú dané vrcholy zafar-

bené. Kaºdý vrchol sa nachádza práve v dvoch nezávislých mnoºinách. Na²li

sme 5:2 farbenie tohoto grafu. Ak by sme chceli zafarbi´ vrchol troma far-

bami, potrebujeme na to aspo¬ ¤al²ie 4 farby, lebo po£et vrcholov je 10

a mohutnos´ najvä£²ej nezávislej mnoºiny okrem spomínaných piatich je 3.

Dostali by sme 9:3 farbenie a ke¤ºe 5/2 < 9/3, frak£né chromatické £íslo

tohoto grafu bude 5/2.

Obr. 2.3: Frak£né farbenie Petersenovho grafu
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Teraz uvediem niektoré vlastnosti frak£ného chromatického £ísla, ktoré

sú uvedené v [7]:

χf (G) ≥ n(G)

α(G)
(2.1)

χf (G) ≥ ω(G) (2.2)

χf (G) ≤ χ(G) (2.3)

Minimálny po£et disjunktných nezávislých mnoºín v grafe je podiel po£tu

vrcholov grafu a mohutnosti najvä£²ej nezávislej mnoºiny grafu. Frak£né

chromatické £íslo grafu musí by´ aspo¬ také, aký je minimálny po£et dis-

junktných nezávislých mnoºín v grafe, a teda χf (G) ≥ n(G)/α(G).

Druhú vlasnos´ vieme odvodi´ z toho, ºe v klike s mohutnos´ou n musí

by´ pouºitých minimálne n farieb, ke¤ºe v²etky vrcholy tohto podgrafu sú

navzájom pospájané hranami.

Posledná nerovnos´ vyplýva z toho, ºe ak zafarbíme kaºdý vrchol grafu len

jednou farbou dostávame rovnos´ a z de�nície frak£ného chromatického £ísla

vieme, ºe nemôºe plati´ χf (G) > χ(G).

Nasledujúca hypotéza hovorí o hornej hranici chromatického £ísla grafov.

Pre chromatické £íslo grafov je táto hypotéza otvorený problém, ale ak namiesto

χ(G) pouºijeme χf (G), táto hypotéza platí.

Hypotéza 2.1 Pre kaºdý graf G platí: χ(G) ≤ d1
2
(α(G) + 1) + 1

2
ω(G)e
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Na obrázkoch 2.4 a 2.5 máme znázornené normálne a frak£né farbenie

kruºnice, ktorá má 5 vrcholov. Kaºdá mnoºina farieb má α(G) prvkov. Z

hore uvedených vlastností vieme, ºe χf (G) je zdola ohrani£ené £íslom n(G)
α(G)

. Z

toho vyplýva, ºe frak£né chromatické £íslo je 5
2
. Ke¤ºe je kruºnica nepárnej

d¨ºky, chromatické £íslo takéhoto grafu rovné n(G)+1
2

= 3 .

Obr. 2.4: Klasické farbenie a frak£né farbenie kruºnice d¨ºky 5

Obr. 2.5: Frak£né farbenie kruºnice d¨ºky 5
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Na ¤al²om obrázku máme 5:2 farbenie dodekaéderu. Tento graf sa skladá

z kruºníc d¨ºky 5. Na predchádzajúcom príklade sme si ukázali, ºe kruºnica

d¨ºky 5 má frak£né chromatické £íslo 5/2. Z toho vyplýva, ºe frak£né farbenie

tohto grafu nemôºe by´ lep²ie ako 5:2 a frak£né chromatické £íslo bude 5/2.

Obr. 2.6: Frak£né farbenie dodekaéderu
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Kapitola 3

Di²tan£né grafy

Prvá zmienka o di²tan£ných grafoch je od Eggletona, Erd®sa and Skiltona

v [20]. �tudovanie di²tan£ných grafov bolo motivované známym problémom

ktorý znie: Aký je minimálny potrebný po£et farieb na zafarbenie v²etkých

bodov euklidovskej roviny tak, ºe body,ktoré majú od seba vzdialenos´ 1, sú

zafarbené rôznymi farbami. Tento problém je rovnako ´aºký ako problému

ur£enia chromatického £ísla grafu G(R2, {1})

De�nícia 3.1 Nech D je mnoºina kladných prirodzených £isel. Di²tan£ný

graf generovaný mnoºinou D je nekone£ný graf, ktorý má mnoºinu v²etkých

celých £ísel ako mnoºinu vrcholov a vrcholy i a j sú susedné, ak platí, ºe

|i− j| ∈ D.

Chen, Chang a Huang v [16] dokázali, ºe pre ©ubovo©nú mnoºinu D platí

χ(G(Z,D)) ≤ |D|+ 1. Z nerovností (2.2) a (2.3) dostávame, ºe

|D| ≤ χf (G(Z,D)) ≤ |D|+ 1 (3.1)

Ur£i´ frak£né chromatické £islo grafu pre di²tan£né grafy je ekvivalentný

problém k problému hustoty mnoºín v teórii £ísel . Nech D je mnoºina
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Obr. 3.1: Ukáºka di²tan£ného grafu s mnoºinou D = {2, 3, 5}

kladných celých £ísel. Pod©a [1] sa mnoºina S nazýva D-mnoºina, ak platí:

∀a, b ∈ S : |a− b| ∈ D. Z tohto vyplýva, ºe S je D-mnoºina práve vtedy, ak

S je klika v G(Z,D).

Ozna£me S(n) = |{0, 1, ..., n − 1}⋂S|. Horná asymptotická hustota a

dolná asymptotická hustota mnoºiny S sú de�nované nasledovne:

δ(S) = limn→∞
S(n)

n
, δ(S) = limn→∞

S(n)

n
(3.2)

Hovoríme, ºe S má hustotu δ(S), ak δ = δ(S) = δ(S). Potom maximálna

hustota D-mnoºiny je de�novaná ako µ(D) = sup{δ(S) S je D-mnoºina}.

Problém ur£enia µ(D) bol prvýkrát sformulovaný v [15]. Chang a Liu v [5]

dokázali, ºe pre kaºdú kone£nú mnoºinu D platí

χf (G(Z,D)) =
1

µ(D)
. (3.3)

Frak£né chromatické £íslo di²tan£ných grafov môºme ur£i´ aj pomocou

T -farbení, ktoré bolo prvýkrát popísané v [17] N.M. Haralambisom.
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Nech T je mnoºina prirodzených £ísel a 0 ∈ T . Potom T -farbenie grafu G

je zobrazenie f : V (G) → Z také, ºe absotútna hodnota funk£ných hodnôt

priradených dvom susedným vrcholom nepatrí do tzv. zakázanej mnoºiny,

ktorú ozna£ujeme T -mnoºina.

∀i, j ∈ V : (i, j) ∈ E ⇒ |f(i)− f(j)| /∈ T (3.4)

Rozpätie T -farbenia f je rozdiel najvä£²ieho a najmen²ieho £ísla vo f(V ),

to znamená max{|f(u) − f(v)| : u, v ∈ V } [5]. Minimálne rozpätie medzi

v²etkými T -farbeniami v grafe G nazývame T -rozpätie a ozna£ujeme ho

spT (G). Nech σn ozna£uje spT (Kn). Potom pre kaºdú mnoºinu T asymp-

totický pomer T -farbenia

R(T ) = limn→∞
σn
n

(3.5)

existuje a R(T ) je racionálne £íslo. V [6] bolo dokázané, ºe pre ©ubovo©nú

mnoºinu T a D = T − {0} dostaneme rovnos´

R(T ) = χf (G(Z,D)). (3.6)

Pre reálne £íslo x ozna£me ||x|| vzdialenos´ medzi x a najbliº²ím prirodzeným

£íslom, £iºe ||x|| = min{x − bxc, dxe − x} [1]. Pre reálne £íslo t a mnoºinu

reálnych £ísiel X, nech ||tX|| = inf{||tx|| : x ∈ X} a

κ(X) = sup{||tX|| : t ∈ R}. (3.7)

S týmto pojmom súvisí nasledujúca hypotéza, nazývaná tieº hypotéza

osamelého beºca (lonely runner conjecture).

Hypotéza 3.1 [28] Nech D je kone£ná mnoºina prirodzených £ísel a

|D| = d. Potom κ(D) ≥ 1/(d+ 1).
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Táto hypotéza sa dá interpretova´ aj nasledovným spôsobom. Nech d beº-

cov beºí kon²tantnou rýchlos´ou na okruhu s obvodom 1, pri£om kaºdý beºec

dosahuje odli²nú rýchlos´. Potom pre kaºdého beºca existuje £as, v ktorom

je vzdialený od v²etkých ostatných beºcov aspo¬ o vzdialenos´ 1/d. Doteraz

bola táto hypotéza dokázaná pre d ≤ 7.

Cantor a Gordon v [15] dokázali, ºe potom pre ©ubovo©nú mnoºinu D

platí

κ(D) ≤ µ(D) =
1

χf (G(Z,D))
(3.8)

Pod©a [1] pre kaºdú mnoºinu D takú, ºe |D| ≤ 2 platí, ºe κ(D) = µ(D).

To, £i existuje trojprvková mnoºina D taká, ºe κ(D) = µ(D), je zatia©

otvorený problém.
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Kapitola 4

Frak£né farbenia pre ur£ité triedy

di²tan£ných grafov

Frak£né chromatické £íslo grafov bolo skúmané pre rôzne triedy di²tan£ných

grafov [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Ak je D jednoprvková mnoºina, potom je zrejmé

ºe graf G(Z,D) nebude obsahova´ ºiadnu kruºnicu a teda χf (G(Z,D)) = 2.

Cantor s Gordonom [15] dokázali, ºe akD = {a, b} a najvä£²í spolo£ný delite©
nsd(a, b) = 1, potom χf (G(Z,D)) = a+b

b(a+b)/2c . Ke¤ je najvä£²í spolo£ný

delite© prvkov mnoºiny D vä£²í ako 1, potom je graf G(Z,D) nesúvislý. Oz-

na£me si nsd(D) = n. Potom graf G(Z,D) má n rovnakých komponentov

nesúvislosti a vrcholy kaºdého komponentu grafu tvoria £ísla s rovnakým

zvy²kom po delení n. Navy²e kaºdý jeden komponent je izomorfný s grafom

G(Z,D/n), pri£om mnoºinu D/n dostaneme z mnoºiny D ak kaºdý jej prvok

predelíme £íslom n. Pre |D| ≥ 3 sú presné hodnoty frak£ného chromatického

£ísla χf (G(Z,D)) známe len pre niektoré ²peciálne mnoºiny D.

Pre ©ubovo©né dve prirodzené £ísla a ≤ b budeme pouºíva´ ozna£enie

[a, b] pre mnoºinu £ísiel {a, a+ 1, ..., b}. V [5] bolo dokázané, ºe ak D = [a, b],
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potom

χf (G(Z,D)) =
a+ b

a
Majme prirodzené £ísla a, b,m, pre ktoré platí 1 < a ≤ b < m− 1. Potom

Da,b,m = [1, a− 1] ∪ [b+ 1,m− 1]

Ak a = b, potom Da,a,m = [1,m − 1] − {a}. Problém ur£enia chomatického

£ísla grafu pre graf G(Z,Da,a,m) bol prvýkrát spomenutý v [20] a bol kom-

pletne vyrie²ený v [5]. Nasledujúca veta bola sformulovaná a dokázaná v [1].

Veta 4.1 Nech G = G(Z,Da,b,m). Ozna£me ∆ = m− b, s = bb/ac,
q = bm/∆c. Potom

* Ak ∆ ≥ 2a, potom χf (G) = (sa+m)/(s+ 1)

* Ak ∆ ≤ a, potom χf (G) = max{a,m/(s+ 1)}

* Ak a < ∆ < 2a, potom

χf (G) =


sa+m
s+1

, ak 2qa ≤ m < a+ q∆ alebo ak m ≥ (2q + 1)a
m
q

ak m < min{q∆ + a, 2qa}
(2q−1)m+a

q2
ak q∆ + a ≤ m < (2q + 1)a

V nasledujúcej kapitole uvedieme typy mnoºín D ktoré sú zaujímavé pri

po£ítaní frak£ného chromatického £ísla di²tan£ných grafov. Neskôr si tieto

mnoºiny rozdelíme do troch skupín, pre ktoré sú známe výsledky χf (G(Z,D)).

4.1 Mnoºiny skoro uzavreté na rozdiel

Mnoºinu prirodzených £ísel D nazývame, ºe je uzavretá na rozdiel, ak pre

kaºdé a, b ∈ D platí, ºe |a− b| ∈ D (Liu, Zhu [3]). Mnoºina D je skoro uza-

vretá na rozdiel, ak existuje taká mnoºina D′ ⊂ D, ºe |D′| = |D| − 1 a pre
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©ubovo©né dve a, b ∈ D′ platí, ºe |a− b| ∈ D. Je zrejmé, ºe ak |D| ≤ 2 alebo

D = {a, b, a + b}, potom mnoºina D je skoro uzavretá na rozdiel. Pojem

mnoºiny skoro uzavretej na rozdiel bol po prvýkrát uvedený Kemnitzom a

Marangiom [22].

Veta 4.2 Nech G(Z,D) je di²tan£ný graf. Mnoºina D je skoro uzavretá

na rozdiel práve vtedy, ak ω(G(Z,D)) ≥ |D|.

Dôkaz 4.2 Nech D je skoro uzavretá na rozdiel a |D| = n. Potom exis-

tuje taká mnoºina D′ ⊂ D, ºe |D′| = |D| − 1 a pre ©ubovo©né dve a, b ∈ D′

platí, ºe |a − b| ∈ D. �iºe G(Z,D) obsahuje podgraf, v ktorom kaºdý z

vrcholov je spojený s n − 1 ¤al²ími vrcholmi, a teda G(Z,D) obsahuje Kn

a ω(G(Z,D)) ≥ |D|. Opa£ne, nech ω(G(Z,D)) ≥ |D|. Potom G(Z,D) ob-

sahuje kompletný podgraf Kn a teda D obsahuje n− 1 prvkovú podmnoºinu

D′ takú, ºe ∀a, b ∈ D′ : |a− b| ∈ D a teda D je uzavretá na rozdiel.

Nasledujúca veta hovorí o tom, ako vyzerajú mnoºiny uzavreté na rozdiel

a mnoºiny skoro uzavreté na rozdiel.

Veta 4.3 [3] Nech D je kone£ná mnoºina prirodzených £ísiel s mohut-

nos´ou |D| = d a najmen²í spolo£ný delite© prvkov moºiny je 1. Potom D je

uzavretá na rozdiel práve vtedy, ak D = {1, 2, ..., d} a D je skoro uzavretá

na rozdiel práve vtedy, ak platí jedna z nasledujúcich vlastností:

A.1) D = {a, 2a, 3a, ..., (d− 1)a, b}.

A.2) D = {a, b, a+ b} pre b 6= 2a.

A.3) D = {x, y, y − x, x+ y} pre y 6= 2x.

Ná£rt dôkazu Je zrejmé ºe rozdiel dvoch prvkov mnoºiny patrí do rov-

nakej mnoºiny len vtedy, ak obsahuje v²etky prirodzené £ísla od 1 po |D|,
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£iºe mnoºina D je uzavretá na rozdiel len vtedy, ak D = {1, 2, ..., d}. Je tieº
©ahko dokáza´, ºe kaºdá z mnoºín D v A.1, A.2 a aj A.3 je skoro uzavretá na

rozdiel. Poºadované mnoºiny D′, pre ktoré platí, ºe ∀a, b ∈ D′ : |a − b| ∈ D
sú pre A.1 {a, 2a, ..., (d − 1)a}, pre A.2 {a, a + b} a pre A.3 {x, y, x + y}.
Teraz treba dokáza´, ºe kaºdá mnoºina skoro uzavretá na rozdiel má tvar

ako v A.1, A.2 alebo A.3.

Nech D je mnoºina skoro uzavretá na rozdiel a |D| = d. Ak d ≤ 2, potom

kaºdá mnoºina D je typu A.1.

Poloºme d = 3 a D′ = {x, y}(x ≤ y) je poºadovaná podmnoºina mnoºiny

D. Potom musí plati´, ºe y−x ∈M . Ak y−x = x, potom D′ = D = {x, 2x}
a teda D je typu A.1, v opa£nom prípade D = {x, y − x, y} je typu A.2.

Nech d = 4 a D′ = {x, y, z}(x ≤ y ≤ z). Nech M −M ′ = {t}. Ke¤ºe
y − x ∈ M a y − x /∈ {y, z}, môºeme predpoklada´, ºe y − x ∈ {x, t}. Ak
y − x = t, potom z − x ∈ {x, y}. Ak z − x = x, potom z − y = z − x− t =

x − t /∈ M , £ím dostávame spor. Tým pádom z − x = y a teda z = x + y.

Ke¤ºe t = y − x, mnoºina M = {x, y, y − x, x+ y} a teda M je typu A.3.

Teraz poloºme y − x = x. Potom y = 2x a {z − y, z − x} ⊂ {x, 2x, t}.
Výraz z − x môºeme roz²íri´ pomocou y tak, ºe z − x = z − y + y − x. A
ke¤ºe y − x = x, potom z − y + y − x = z − y + x. Tým dostávame, ºe

(z− x)− (z− y) = x, £iºe bu¤ z− y = x a z− x = y = 2x, alebo z− y = 2x

a t = 3x. V oboch prípadoch je mnoºina D typu A.1.

Prípady pre d ≥ 5 podrobne dokázal D. D. Liu v [26].

Z predchádzajúcej vety máme, ºe mnoºiny skoro uzavreté na rozdiel sú

rozdelené do troch skupín: A.1, A.2 a A.3. V ¤al²ích £astiach práce budeme

skúma´ hodnoty frak£ného chromatického £ísla pre tieto typy mnoºín.
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4.1.1 Mnoºiny skoro uzavreté na rozdiel typu A.1

Ur£i´ frak£né chromatické £íslo pre mnoºiny typu A.1 sa ukazuje by´ naj-

©ah²í problém spomedzi spomenutých troch typov. Nasledujúca veta bola

vyslovená aj dokázaná v [3] pre hustotu mnoºín µ(D). Ke¤ºe pod©a (3.2)

platí, ºe χf (G(Z,D)) = 1
µ(D)

, vyslovíme túto vetu pre frak£né chromatické

£islo di²tan£ných grafov.

Nasledujúcu lemu dokázanú v [17] pouºijeme pri ur£ovaní χf (G(Z,D)),

kde D je mnoºina skoro uzavretá na rozdiel typu A.1.

Lema 4.4 Nech D je mnoºina kladných prirodzených £ísel a α je reálne

£íslo z intervalu (0, 1]. Ak µ(D) ≥ α, potom existuje D-mnoºina S taká,

ºe pre ©ubovo¬é n ≥ 0, S(n) ≥ α(n + 1), kde S(n) = S ∩ {0, 1, ..., n}. Ak
S(0) ≥ α, potom 0 ∈ S.

Pod©a vz´ahu (3.3) nám na výpo£et frak£ného chromatického grafuG(Z,D)

sta£í ur£i´ hodnotu µ(D), ktorú budeme v nasledujúcich dôkazoch pouºíva´.

Veta 4.5 NechD = {a, 2a, 3a, ..., (d−1)a, b}, kde nsd(a, b) = 1. Ak a = 1,

potom

µ(D) = κ(D) =


1
d
, ak b nie je násobok d
k

kd+1
ak b = kd pre nejaké k

Ak a ≥ 2, potom µ(D) = κ(D) = 1/d.

Dôkaz 4.5 Predpokladajme, ºe a = 1. Ak b nie je násobok £ísla d, nech

t = 1/m. Potom ||tD|| = 1/d, a teda χf (G(Z,D)) ≤ 1/κ(D) ≤ d. Pomocou

(3.1) a (3.8) dostávame rovnos´, a teda prvá £as´ dôkazu platí.

V ¤al²ej £asti dôkazu poloºme D = {1, 2, 3, ..., d− 1, dk} pre k ≥ 1. Nech
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t = k/(dk+ 1). Potom ||tD|| = k/(dk+ 1), a tak µ(D) ≥ κ(D) ≥ k/(dk+ 1),

z £oho dostávame, ºe µ(D) ≤ k/(dk + 1). Treba dokáza´ rovnos´, £iºe treba

dokáza´, ºe µ(D) ≥ k/(dk + 1). Na to pouºijeme Lemu 4.4. Poloºme α =

k/(dk + 1). Potom dostávame, ºe nám sta£í dokáza´, ºe pre ©ubovo©nú D-

mnoºina S platí, ºe S(dk) ≤ k
dk+1

(dk + 1), £iºe S(dk) ≤ k. Ke¤ºe platí, ºe

0 ∈ S a zárove¬ dk ∈ D, potom je zrejmé, ºe dk /∈ S. Rozde©me si mnoºinu

{0, 1, 2, ..., dk − 1} na mnoºiny

Xi = {0, 1, ..., d− 1}+ id, i = 0, 1, ..., k − 1

Zjavne |S∩Xi| ≤ 1 pre v²etky i a tak S(mk) ≤ k, £o sme potrebovali dokáza´.

Teda platí rovnos´ µ = k/(kd+ 1).

Poloºme a ≥ 2. Z (3.1) a (3.8) dostávame, ºe na dokázanie vz´ahu µ(D) =

κ(D) = 1/d nám sta£í dokáza´ nerovnos´ κ(D) ≥ 1/d. To znamená, ºe musí

existova´ t ∈ R také, ºe ||Dt|| ≥ 1/d. Poloºme b = q(ad) + r, kde q, r sú

prirodzené £ísla a 0 ≤ r < ad. Ke¤ºe nsd(a, b) = 1, tak musí plati´, ºe

r > 0. Ak a ≤ r ≤ (d − 1)a, potom poloºme t = 1/(ad). Potom platí,

ºe ||Dt|| = inf{||td|| : d ∈ D} = 1/d, pretoºe kaºdý prvok mnoºiny D je

vä£²í alebo rovný a. Z toho dostávame £o sme potrebovali dokáza´, a teda

κ(D) ≥ 1/d.

Teraz uvaºujme, ºe 1 ≤ r ≤ a − 1. Nech l je najmen²ie prirodzené £íslo

také, ºe rl ≥ a. Potom platí, ºe 2 ≤ l ≤ a, a ≤ rl ≤ 2a − 1 a existuje

prirodzené £íslo k ∈ {0, 1, 2, ..., d − 3} také, ºe l + k mod d ≡ ±1. Z toho

dostávame, ºe a(l+k) mod ad ≡ ±a. Z de�nície mnoºinyD vieme, ºe ||tD|| =
inf{||tb||, ||t(ja)|| : j = 1, 2, ..., d− 1}. Poloºme t = (l+ k)/(ad). Potom musí

plati´, ºe ||bt|| = ||(q(ad) + r)(l + k)/(ad)|| = ||r(l + k)/(ad)|| ≥ 1/d, lebo

a ≤ lr ≤ (l+k)r ≤ (l+d−3)r = (l−1)r+(d−2)r < a+(d−2)a = (d−1)a.

Pomocou toho, ºe a(l + k) mod ad ≡ ±a môºeme ©ahko ukáza´, ºe platí

||(ja)(l + k)/(ad)|| = ||(ja)/(ad)|| ≥ 1/m a teda κ(D) ≥ 1/d.

Posledný prípad je pre (d − 1)a + 1 ≤ r ≤ ad − 1, ktorý je symetrický s
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predchádzajúcim prípadom. Dokázali sme, ºe pre mnoºiny skoro uzavreté na

rozdiel typu A.1 pre a ≥ 2 je κ(D) = µ(D) = 1/d, a teda χf (G(Z,D)) = d.

4.1.2 Mnoºiny skoro uzavreté na rozdiel typu A.2

Pri mnoºinách tohoto typu sa dôkazy kon²truujú pomocou asymptotického

pomeru T -farbenia (3.5). Vzh©adom na rovnos´ (3.6) môºme frak£né chro-

matické £íslo di²tan£ných grafov uri£i´ aj týmto spôsobom.

Nech D = {a, b, a + b}. Ak nie je ºiadne z a, b, a + b násobok £ísla 3, po-

tom bolo dokázané v [18], ºe χf (G(Z,D)) = 3, pretoºe D-mnoºina obsahuje

v²etky násobky £ísla 3. V [17] bola ur£ená hodnota µ(D) pre a = 1, £iºe pre

D = {1, b, b+ 1}.

Veta 4.6 [18, 26] Nech D = {a, b, a + b}, nsd(a, b) = 1 a jedno z £ísel

a, b, a+ b je násobkom £ísla 3. Potom

µ(D) = max{b(2b+ a)/3c
2b+ a

,
b(2a+ b)/3c

2a+ b
}

Spodná hranica pre µ(D) bola dokázaná v [18] a horná hranice bola dokázaná

pomocou nasledújucej lemy.

Lema 4.7 Nech 0 < a < b sú prirodzené £ísla, pre ktoré platí, ºe

nsd(a, b) = 1. Nech c = a+ b a D = {a, b, c}.

* Ak b− a = 3k, potom µ(D) ≤ 1/3

* Ak b− a = 3k + 1, potom µ(D) ≤ (a+ k)/(3a+ 3k + 1)

* Ak b− a = 3k + 2, potom µ(D) ≤ (a+ 2k + 1)/(3a+ 6k + 4)

Prvá £as´ lemy bola dokázaná v [18] a ¤al²ie dve boli rozobrané v [26].
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4.1.3 Mnoºiny skoro uzavreté na rozdiel typu A.3

Ur£i´ frak£né chromatické £íslo grafov χf (G(Z,D)) resp. µ(D) pre mnoºinu

skoro uzavretú na rozdiel D = {x, y, y − x, x + y} je spomedzi týchto troch

typov mnoºín najkomplikovanej²ie. Aj ke¤ prípad, kedy je jedno z £ísel x, y

párne a druhé nepárne je pomerne jednoduchý, komplikácie nastávajú, ak sú

£ísla x a y obe nepárne. Ke¤ºe uvaºujeme, ºe nsd(x, y) = 1, prípad, kedy x

aj y sú obe párne, nenastane. A. Kemnitz a H. Kolberg v [27] dokázali, ºe

ak x a y majú rozdielnu paritu, potom χ(G(Z,D)) = 4. Pomocou vety 4.2

dostávame, ºe ω(G(Z,D)) = 4 a spolu s nerovnos´ami (2.2) a (2.3) dostá-

vame nasledovný dôsledok.

Dôsledok 4.8 Ak D = {x, y, y − x, x + y}, x < y a x, y sú rozdielnej

parity, potom χf (G(Z,D)) = 4.

Veta 4.9 [26] AkD = {x, y, y−x, x+y}, kde x = 2k+1, y = 2m+1, k < m

a nsd(x, y) = 1, potom µ(D) ≥ (k+1)m
4(k+1)m+1

.

Ak sú x a y nepárne, tak sú zatial známe výsledky iba pre spodnú hranicu

µ(D), £o znamená, ºe aj pre hornú hranicu χf (G(Z,D)). Rovnos´ v pred-

chádzajúcej vete nastáva, ak poloºíme x = 1.
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Záver

V tejto práci sme ukázali rôzne techniky pri po£ítaní frak£ného chroma-

tického £ísla di²tan£ných grafov a potom zhrnuli niektoré doteraz známe

výsledky frak£ného chromatického £ísla pre tento typ grafov v dostupnej li-

teratúre. Ukázali sme, ºe pri problém rie²enia frak£ného chromatického £ísla

grafov je ekvivalentný s problémom hustoty mnoºín v teórii £ísel, pretoºe

µ(D) = 1/χf (G(Z,D)) �alej sme sa zamerali na di²tan£né grafy G(Z,D)

s takou mnouºinou D, ktorá je skoro uzavretá na rozdiel. Urobili sme pre-

h©ad pre tri typy takýchto mnoºín a nazna£ili sme, akými prístupmi sa pre

takéto di²tan£né grafy po£íta frak£né chromatické £íslo.

V tejto práci sme ukázali, ºe ak D je mnoºina skoro uzavretá na rozdiel

typu A.1, teda D = {a, 2a, 3a, ..., (d − 1)a, b} a |D| = d, tak frak£né chro-

matické £íslo grafu G(Z,D) sa rovná bu¤ d alebo (kd + 1)/k pre b = kd a

a = 1.

Pre mnoºiny skoro uzavreté na rozdiel typu A.2 bolo dokázané, ºe ak

ºiaden prvok mnoºiny D nie je násobok £ísla 3, potom χf (G(Z,D)) = 3.

V opa£nom prípade

χf (G(Z,D)) = min{ 2b+ a

b(2b+ a)/3c
,

2a+ b

b(2a+ b)/3c
}

Frak£né chromatické £íslo grafu G(Z,D) pre D = {x, y, y − x, x+ y}
skoro uzavretú na rozdiel typu A.3 bolo ur£ené, len ak majú x a y rozdielnu
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paritu. V takom prípade χf (G(Z,D)) = 4. V opa£nom prípade je doteraz

známa iba horná hranica frak£ného chromatického £ísla. Ak ozna£íme

x = 2k + 1, y = 2m+ 1, k < m, potom χf (G(Z,D)) ≤ 4(k+1)m+1
(k+1)m

.

V nasledujúcej hypotéze je vyslovené tvrdenie pre di²tan£né grafy, ktorých

mnoºina D nie je skoro uzavretá na rozdiel.

Nech D je mnoºina prirodzených £ísel s mohutnos´ou d. Ak D nie je skoro

uzavretá na rozdiel, potom χf (G(Z,D)) ≤ d.

Uvedená hypotéza je pravdivá pre pre d ≤ 3. Zvy²né prípady sú zatia©

otvorény problém. �al²ia hypotéza hovorí, ºe kaºdý graf, ktorý neobsahuje

kruºnicu d¨ºky 3 a má maximálny stupe¬ vrcholu 3, má frak£né chromatické

£íslo nanajvy² 14/5. Viacero hypotéz spojených s frak£ným chromatickým

£íslom grafov je dodnes otvorených.
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