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Glosar

Pri zapisovani intervalov budem pouzivat’ notéciu [z,y], resp. (z,t) pre

Def:

Def:

Def:

uzavrety, resp. otvoreny interval medzi bodmi x a y. A podobne aj
pre ich kombindcie [z, y), resp. (x,y] pre otvoreny z prava, resp. z l'ava.

(© notacia) f(x) = O(g(x)) pre z € M vtedy a len vtedy, ked’ exis-
tuji konstanty ci,co € RY také, ze pre vsetky x € M plati ¢1g(x) <
f(z) < cof (). V pripade, Ze neuvedieme mnozinu M, tak to znamen4,
ze uvedeny odhad plati pre nejaky interval [n, oc), kde n je dostatocéne
vel'ké prirodzené cislo.

(O notacia) f(z) = O(g(x)) pre x € M vtedy a len vtedy, ked’ exis-
tuje konstanta ¢ € R™ takd, ze pre vetky x € M plati | f(z)] < c|g(x)|.
V pripade, ze neuvedieme mnozinu M, tak to znamena, ze uvedeny
odhad plati pre nejaky interval [n, c0).

(22 notacia) f(x) = O(g(x)) pre z € M vtedy a len vtedy, ked’ exis-
tuje konstanta ¢ € RT takd, ze pre vetky @ € M plati f(x) > c|g(z)|.
V pripade, ze neuvedieme mnozinu M, tak to znamenda, ze uvedeny
odhad plati pre nejaky interval [n, o).



1 Uvod

Podl'a Cormen, Leiserson, Rivest [5], rekurentné rovnice si Studované asporn
od roku 1202 L. Fibonaccim, po ktorom si pomenované Fibonacciho ¢isla.
A. De Moivre zaviedol metédu vytvéarajucich funkeii (generating functions) a
neskor Knuth [6] a Liu [9] ukdzali, ako riesit’ linedrne rekurentné rovnice po-
mocou tejto metédy. Purdom, Brown [10] uvadzaju rozsirend metédu riese-
nia. Specidlne metédou ,rozdel'uj a panuj“ sa zaoberal Aho, Hopcroft, Ull-
man [1] avSak skimali len niektoré vel'mi konkrétne typy funkcii. Vieobecne-
jSou metddou je tzv. Master metéda, ktort dokazal Bentley, Haken, Saxe [4].
Najpopuldrnejsi tvar tejto metédy uvadza Cormen, Leiserson, Rivest [5], kym
mierne zovseobecnent verziu uvadza Roura [11] a Verma [12]. Najzndmejsim
zovseobecnenim je viak Akra-Bazziho metéda [2], hoci - ako ukazeme - nie je
zovSeobecnenim v kazdom aspekte, pretoze neriesi niektoré okrajové pripady,
ktoré Master metéda umoznuje vyriesit’.

V préci sa zaoberame asymptotickou analyzou rieseni linedarnych rekurent-
nych rovnic, aké sa vyskytuju napr. pri odhadovani zlozitosti algoritmu
vyuzivajiceho metédu ,rozdel'nj a panuj” (divide et impera).

Uvedieme najznamejsie z tychto metéd a budeme tiez skimat’ rozne ich
okrajové pripady.
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2 Rozdel'uj a panuj

,Rozdel'uj a panuj* je stratégia riesenia niektorych tloh, v ktorych je mozné
vyriesit’ povodny problém rozdelenim na niekol’ko mensich podproblémov,
pricom ak pozname ich riesenie, tak z toho sa nasledne urci rieSenie povodnej
ulohy. Typickym prikladom s niektoré triediace algoritmy, napr. algoritmus
Merge sort. Jeho tlohou je utriedit’ n-prvkovi postupnost’. Sposob, akym to
riesi, spoc¢iva v tom, ze najprv rozdeli tito postupnost’ na dve rovnako vel'ké
casti a kazdu z nich utriedi. Nasledne uz len spoji tieto dve utriedené postup-
nosti do jednej. Samotné spajanie takychto dvoch utriedenych postupnosti
vyzaduje vykonanie iba ©(n) operécii. Lebo ak mame dve utridené postup-
nosti, a chceme ich spojit’ do jednej, tak staci dat’ ukazovatele na zaciatky
oboch postupnosti a v kazdom kroku porovname, ktory ukazovatel ukazuje
na nizsi prvok. A ten prvok potom pridame do novej postupnosti a pris-
ludny ukazovatel posunieme na nasledovny prvok (pozn. pre jednoduchost’
uvazujme, ze n je mocnina ¢isla 2).

Potom ak T'(n) vyjadruje cas potrebny na utriedenie celej postupnosti,
tak plati

n
T(n) = 2T <§> +0(n)

ked’ze k vyrieseniu ulohy na vstupe velkosti n sme riesili dva vstupy s

vel'kost'ou 5 a okrem toho sme vykonali este ©(n) d’alsich operacii.

3 Master metoda

Veta 3.1 (Aho et al.!).

Nech
ak n =0,

T(n) = 0
f(n)+aT(|n/b]), akneN,
kde a,b € [1,00) a f: N — R*

1. ak f(n) = O(n*) pre nejaké k < log, a, potom

T(n) = O(nler®)

LAho et al. [1], Cormen et al. [5] (str. 73)



2. ak f(n) = ©(n'°&?), potom
T(n) = O(n'&*logn)

3. ak f(n) = Q(n*) pre nejaké k > log, a a existuje ¢ < 1 také, 7e pre
vietky dostatocne vel'ké n plati af(|n/b]) < c¢f(n), potom

Dokaz:
Uvedieme len ideu dokazu. Pre n = b* plati

T(n) = f(n) +aT(n/b) = f(b*) + aT(b"/b)
= f(O") +aT(0"") = f(O") +a (fOO5 )+ aT (V""" /b))
= f(V") +af(V ) +a®T(V?) =
= f(0") +af (V") + ®(f(0"72) + aT (V"% /b)) =

= FOF) + af (5 + @ FF2) + aPT(F) =

= fOF) +af(B" ) + 2 f(V"2) + ..+ d"f(1)

Master metéda si vSima 3 Specifické pripady aku vlastnost’” moze mat’
tento stucet.

Prvy pripad hovori o situdcii, ked” asymptoticky najvécsi clen uvedeného
stiétu je a® f(1), kym ostatné cleny uvedeného stiétu v porovnani s nim klesaji
aspon geometrickym radom, ¢o znamend, ze ich pritomnost’ asymptoticky
nezvacsi hodnotu celkového stuctu a teda sucet bude len

Oa"(1) = B(a") = B(d™") = On'=)

Analogicky treti pripad hovori o opa¢nom extréme, ked’ najviacsi ¢len
je f(bF), kym d’alSie ¢leny v porovnani s nim klesaji aspont geometrickym
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radom. A teda celkovy sucet bude opét’ asymptoticky rovny len najvacsiemu
¢lenu postupnosti, teda

O(f(b")) = ©(f(n)).

Napokon medzi tymito dvoma extrémami sa uvadza este jeden Specidlny
pripad, kedy st vSetky ¢leny priblizne rovnako vel'ké, t.j. ked’

F0") = O(a* (1))

f(n) =6(a") = O(a*®") = O(n"=?)

a ked’ze vietkych k + 1 élenov md hodnotu ©(n'°®?), potom ich stcet
bude

O(n'°# k) = O(n'*er® logn)
[

Poznamka: Mozno si vS§imnut’, ze vo vSetkych 3 pripadoch Master metédy
je podstatné porovnavanie funkcie f s tzv. homogénnym rieSsenim uvednej
rekurencie, t.j. s takou funkciou h pre ktoru plati

h(n) = ah(n/b).

Od povodnej rekurencie sa lisi len tym, ze sme zanedbali ¢len f(n). Je to
teda dolny odhad riesenia a z tvah, ktoré sme uviedli k pripadu 2 badat’, ze
h(n) = ©(n'&2).

Ak si teda vsimneme uvedent rekurenciu

T(n) = f(n) +aT(n/b)

vidime, Ze pravé strana m4 dve casti: heterogénnu (funkcia f) a homogén-
nu (aT'(n/b)).

Master metéda hovori v podstate to, ze ak f je polynomialne mensia od
homogénneho riesenia, tak ju mozno v rekurencii zanedbat’, pretoze asymp-
toticky sa prejavi len homogénna cast’ rekurencie. Analogicky v pripade, ze f
rastie polynomialne rychlejsie nez homogénne riesenie, tak vtedy v uvedenom
rekurentnom vzt’ahu bude podstatna len ona, kym homogénnu ¢ast” mozme
zanedbat’. V oboch tychto trividlnych pripadoch bude platit’



T(n) = ©(f(n) + h(n))

A netrivialne pripady su teda len tie, ked’ sa homogénna a heterogénna
cast’ nelisia dostatocne vyrazne. A najSpecifickejsi taky pripad je prave pri-
pad 2, lebo on skima situaciu, kedy f a h si asymptoticky rovné, t.j. kazda
z nich je od tej druhej vécsia alebo mensia najviac o nejaky konstantny na-
sobok. To sa prejavi tym, ze vo vysledku pribudne faktor logn.

Priklad 1

Tn) — 0; akn =0
) =\ ar(n2)); akn <1

Ked'ze n je polynomialne mensia funkcia nez homogénne riesenie, ktoré
je ©(n'#24) = O(n?), tak vysledok je asymptoticky rovny homogénnemu
rieSeniu, t.j.

T(n) = ©(n?)
Priklad 2
Casova zlozitost’ vyssie popisaného algoritmu Merge sort splna vzt'ah
0; kn=20
T(n) = 4% ak n
O(n)+27(|n/2]); akn<1.

Teda heterogénna zlozka je asymptoticky rovnd homogénnemu rieSeniu
©(n), teda vo vysledku pribudne faktor logn, ¢ize

T(n) = O(nlogn).

Priklad 3
Hl'adanie k-teho najmensieho prvku postupnosti dlzky n metodou bisekcie
(vyuzivajuci fakt, ze medidn je mozné néjst’ v liedrnom ¢ase) mé zlozitost’:

0; akn =20
T(n) =
O(n)+T(|n/2]); akn<1.
Ked'ze heterogénna cast’ je O(n), ¢o rastie polynomidlne rychlejsie nez

homogénna O(1), tak plati T'(n) = O(n).
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Vynody a nedostatky Master metody:

V praxi je Master metdoda vel'mi uzitoéna, ked'ze v beznych pripadoch al-
goritmov spravidla stale nastava prave jeden z uvedenych 3 pripadov. Okrem
toho je tato metdda vel'mi 'ahko pouzitel'nd, ked'ze nevyzaduje Zziadne zvlastne
zrucnosti v matematickej ani v kombinatorickej analyze. Jej nevyhodou je,
ze predpoklada, ze vstup bol rozdeleny na tuseky rovnakej diZky. Dalsim jej
nedostatkom je, ze okrem dvoch trividlnych pripadov uvadza uz iba jeden
Specialy, takze I'ahko mozno vymysliet’ rekurenciu, pri ktorej bude Master
metdda nepouzitel'nd, obzvlast’ na akademickej pode, kde cielend snaha gen-
erovat’ tlohy takého typu mé svoje opodstatnenie.

Prave tieto nedostatky su scasti eliminované v nasledovnej metode.

4 Akra-Bazziho metdoda

Veta 4.1 (Akra-Bazzi?).

Ak pre T € RN f € (0,00)% k€N, a € (0,00)%, b € (1,00)* plati

0; ak n =0,
TO=1 fmy + iaiT(Ln/biJ); ak n € N, o
a1 )
(Ver > 1)(Fea > 0) (Vo > 1) (f(x) < f(z/c1) < eaf(x)) (3)

potom

kde p € R je rieSenie rovnice

k
> aib? =1. (5)
=1

2Cormen et al. [5] (str. 89), Akra-Bazzi [2] (str. 195)
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Poznamka: V beznej praxi sa CastejSie mozno stretnut’ s trochu inou for-
muldciou®, ktord sa lisi hlavne v podmienke (3) nasledovne

deeR: f'(x) = O(x°). (6)

Avsak uz takato modifikdcia, napriek svojej popularite, nie je korektna.
Uved'me trochu konkrétnejsiu podobu takého tvrdenia aj s naslednym kon-
traprikladom.

Hypotéza: 4.2.

Ak

0, akn =0
T(n) = {f(n)—l—T(L%J), ak n € N

pricom f je kladna neklesajica funkcia spiﬁajﬁca podmienku (6), potom

T(n):@(/ln@ dx) (1)

Kontrapriklad:
Uvazujme predpis
f(z) = zg(z)
kde g je kladna neklesajica funkcia taka, ze
9(x) € O(x) (8)
g'(x) € O(x) (9)

Potom podl'a Master metody plati

T(z) = O(f(z)), (10)
lebo

3Leighton [7] (str. 2), [8] (str. 14)

?
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Obrazok 1: funkcia w

pricom exponent 1 > 0 = log, 1
a tiez ] ]
x x x
- = | = — < — < — .
/ (bJ) LzJ g (sz) < grle) < 57
Su vsak splnené aj podmienky Hypotézy 4.2, lebo

f'(z) = (z9(2)) = g(z) + 2g'(z) = O(z + 2 - x) = O(z?)
a teda podl'a Hypotézy 4.2 by malo platit’

T(n) =0 (/1n @dzp) e (/j ng)dx> e ([Hg(x)dx) (11)

Staci teda uz len najst’ taku neklesajicu funkciu g spiﬁajﬁcu podmienky (8)
a (9), pre ktort vysledky (11) a (10) budu navzajom rozne.

Definujme si funkciu w (pozri obrézok 1) nasledovne

1 ak r < 2
w(m) = {QQLIgIgZJ ak > 2 (12)

Znamena to, ze pre vietky n € N a pre vietky x € [22",22"*1) plati
w(z) = 22",

Teda z je neklesajica, po ¢astiach konstantna funkcia, so zlomovymi bod-
mi v 22", kde n € Ny, v ktorych plati w(z) = z, kym v ostatnych bodoch
intervalu (1, 0o) plati w(x) < x. Aby sme vSak odstréanili nespojitost’ a hlavne

12
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Obrazok 2: funkcia g

nediferencovatel'nost’, tak pouzijeme goniometricky spline, ktory na intervale
(22",2%" 4 1) sposobi plynuly prechod od jednej hodnoty k druhej, kym na
inych miestach ostant pévodné hodnoty. Teda definujme (pozri obrézok 2)

si nasledovnu funkciu

g(x) = w(x — 1) cos®(zm/2) + w(x) sin®(z7/2) (13)

Pre 'ubovol'né n € N zrejme plati:

- na intervale [22"" +1,2%"), plati g(z) = 22"

- na intervale [22",22" + 1], hodnota g(z) hladko rastie z 22" na 22"

- na intervale (22" +1,22"7), plat{ g(z) = 22"
Teda funkcia je po castiach konstantna s vynimkou malych intervalov typu
[22",22" 4 1], kde prechédza z hodnoty 22" " na 22". Pre jej derivdciu plati

g (z) = %(w(x — 1) cos*(z7/2) + w(z) sin2(x7r/2)> =

= —w(r —1) Sin(.:wr)g + w(z) sin(:mr)g =

7 sin(xm) s

= (w(a:) w(x 1)) ) € [0,9(;2).
Pricom pri dpravach som vyuzil, ze w'(z — 1) = w'(x) = 0, ked’'ze w je po
castiach konstantna. Vynimkou s len zlomové body, avsak v nich je nulova
prislusna goniometricka funkcia, ktorou som tieto vyrazy nasobil. Naviac aj
g’ je tiez spojitd funkcia, ked'Ze na intervale (22", 22" +1) najprv vzrastd z nuly
a napokon opéat’ klesa k nule a mimo intervalov tohto typu je uz vsade nulova,
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ked'ze je na tych intervaloch konstantna, vd’aka ¢omu w(x) — w(x — 1) = 0.
Plati teda podmienka (8) a preto, ako sme ukazali, podl'a hypotézy 4.2 by
malo platit’ (11). Majme n € 22", kde m € N. Ukdzali sme, Ze pre z < n,
t.j. pre z < 22" plati g(z) < 227" = V22" = \/n, apre x € (n,n + 1], t.j.
pre x € (2%7,22" + 1], plati g(z) < 2*" = n, a tiez g(n + 1) = 22" = n.
Podl'a (11) by potom malo platit’

Tn+1) = /1n+1 g(x)dx = /ln g(x)dx + /nn+1 g(x)dx

n n+1
g/ \/ﬁda:+/ ndx < ny/n+n = O(ny/n)
1 n

T(n+1) = On*? (14)
Lenze podl'a vysledku (10) ziskaného Master metédou by malo platit’

Tn+1)=0(f(n) =0((n+1)g(n+1)) =O((n+ 1)n)

T(n+1) = 6(n?) (15)

Ocividne horny odhad (14) je asymptoticky nizsi nez tesny odhad (15),
teda nemozu sicastne platit’, ked'ze O(n*?) N O(n?) = 0.

Poznamka: Na tomto priklade zaroven vidime, ze Akra-Bazziho metoda
je pri niektorych typoch funkcii dokonca obmedzenejsia nez Master metoda,
ked'ze podmienky korektnej verzie Akra-Bazziho metody nemézu byt splnené
pre takéto typy funkcii.
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5 VsSeobecnejsie typy rekurencii

Niektori autori* uvazuji rekurentné vzt’ahy pre funkcie, ktorych defini¢ny

obor je R, teda nie len celé ¢isla, ako to byva obvykle. M4 to urcité vyhody,
napr. nemusime zabezpecovat’, aby argument bol celé ¢islo, takze castokrat
sa s takymito rekurenciami pracuje este jednoduchsie. Su tu vsak aj urcité
problémy, pretoze kym pri metode rozdel'uj a panuj postacovalo, aby dand
rekurencia platila az od nejakého dostatocne vel'kého n, a stale sa asymp-
toticky bude spravat’ rovnako, tuna to tak uz nemusi platit’, pretoze obyca-
jne mozme vymysliet’ funkciu, ktord hoci pre dostatocne vel'ké x spiﬁa dany
rekurentny vzt'ah, avsak jej hodnoty st vel'mi réznorodé, takze sa neda zhora
ohranic¢it’ ziadnou rasticou funkciou. Dokonca je mozné, ze jej hodnota je
nekonecnda. Naproti tomu, pri rekurenciach definovanych len pre prirodzené
¢isla uz takéto problémy nevznikniu. Ukazme nejaké typy rekurencii na redl-
nych cislach.

prex <1

I(z) = 0O(1) (16)

prex > 1

T(x) = f(x) +/0 T(xt)da(t) (17)

pricom je pouzity Lebegov integral, a f, a si nezaporné neklesajica
funkcie, pricom a je zl'ava spojitd, a(0) = 0, a(1) > 1, konstantnd na in-
tervale [1, 00).

Motivaciou k takejto rekurencii je urcovanie strednej hodnoty ¢asu nede-
terministickych algoritmov, ktorych ¢asova zlozitost” moze nadobtdat’ asyp-
toticky rozne hodnoty, pricom to zavisi od ndhodilosti. Tak napriklad rekuren-
cia (17) vyjadruje stredni hodnotu riesenia nasledovnej rekurencie

T(x) = f(x) + a(1)T (&) (18)

kde &, pre jednotlivé x si nezavislé ndhodné vybery ndhodnej premenne;j
¢, ktord nadobuda hodnoty z intervalu (0,1), pricom pre vsetky ¢ € [0,1]

4napr. Bazzi-Mitter
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plati
Pl¢ <t]=—+.

Tvrdenie: 5.1.

Ak T sp/l/ﬁa (16) a (17) a f spina predpoklad (3) z Akra-Bazziho vety,
potom T splna aj dosledok (4) tej vety, t.j.

1) =6 (o [ 10 )

tp+1

pricom opét’ analogicky berieme p ako realne rieSenie rovnice

/01 # da(t) = 1.

Poznamka: 7 podmienky a(1) > 1 vyplyva, ze p > 0. Bazzi-Mitter [3]
uvadzaju toto tvrdenie pre pripad p > 0, kym v pripade p = 0 pridavaju
este dodatoény predpoklad, ze intergral fol In(t)da(t) konverguje. Pokladaji
vsak za otvoreny problém?, ¢ tato dodatoénd podmienka uz nie je zbytoéna,
pretoze sa im nepodarilo najst’ ziadnu rekurenciu, ktorej riesenie by nebolo
v uvedenom odhade. Aj niektor{ ini autori® uvadzaji toto ako otvoreny
problém, pricom podl'a ich domnienok by uvedeny odhad mal platit’ vzdy,
teda aj v pripade p = 0, resp. a(1) = 1.

Uved'me teda kontrapriklad k tvrdeniu 5.1, ktory je prave takym pri-
padom, ked’ p = 0 a kedy uvedeny odhad funkcie T" neplati. Neplati vSak pren
ani to, ze integral fol In(t)da(t) konverguje, takze sa zda, ze tato dodatoéna
podmienka nie je zbytocna a otvoreny problém je tym vyrieSeny. Neskor vsak
ukazeme, ze ani tato podmienka este tiplne nezachrani tvrdenie 5.1, pricom
problém bude prave v tom, ze pracujeme na obore realnych c¢islel, kde uz
rieSenia rekurencii nemusia byt’ jednozancné.

Kontrapriklad k 5.1.
Uvazujme, ze f(xz) = 1 pre vSetky x € R, a(1) = 1. Potom podla
Tvrdenia 5.1 by malo platit’

T(z) = © (1 : /1 %) = O(In(x)) (19)

°Bazzi-Mitter [3] (str. 54)
napr. Roura [11] (str. 190)
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Nasou ulohou je najst’ vhodné a, T’ spiﬁajﬁce zadanie, avsak nespfﬁajﬁce
odhad (19).
Nech teda pre vsetky ¢ € (0, 1]

a(t) = 1/1In(e/t). (20)

Vtedy (17) po tprave nadobudne tvar

B U T (xt)dt

V rekurencii (18) s ndhodnymi premennymi by to znamenalo, ze faktor
¢ je spojitd ndhodnd premennd, ktord ma v bode ¢ hustotu 1/(t1n’(e/t)).
Ak by sme chceli uvazovat’ podobnu verziu, v ktorej £ by bola diskrétna
nahodnd premennd, tak staci vzt’ah (20), t.j. ze a(t) = 1/1n(e/t), nahradit’
nasledovnym

a(t) = 1/[In(e/t)]. (22)

Vtedy (18) po uprave bude

-1+l )

Co by vo verzii s ndhodnymi premennymi (18) znamenalo, ze faktor £ je
diskrétna ndhodnd premennd z mnoziny {e "|n € N}, pricom

1
n(n+1)
Vyriesit’ vSak uvedenu rekurenciu nie je az také trivialne.

Ak polozime ¢, = T'(¢") pre n € Ny, a inak ¢, = 0, potom z (23) dosta-
vame, ze pre vSetky n € Ny plati

VneN:Pl=e"]=

Cn Z
E 24
L+ z—l—l (24)

¢o je uz klasicky typ rekurencii a ma pomerne jednoduchu vytvarajicu
funkciu




a indukciou sa I'ahko presvedc¢ime, ze plati

o)

Podobne pre T potom plati

T(z) = O( .z ) . (25)

Inlnz

Avsak podl'a hypotézy nam vysiel odhad (19), ktory uvadza
T(z) = O(In(x)),
¢o je spor s (25).
L

Ako sme spominali, tvrdenie 5.1 ma aj d’alsi problém, ktory spoc¢iva v tom, ze
nakol'’ko definicnym oborom tychto funkcii nie st celé cisla, ale realne cisla, je
mozné vymysliet’ takd rekurenciu, ktora by pripist’ala viac rieseni, vratane
nekonecnych. Bazzi-Mitter totiz pri zdovodnovani tvrdenia 5.1 vychadzali z
nasledovnej hypotézy

Hypotéza: 5.2 (Bazzi-Mitter?).

Ak funkcia T spliia vzt’ahy

{T(:E) <0 ak r <1, (26)

T(z) < fol T(xt)da(t) ak x> 1,
kde a je neklesajuca funkcia spojita v bode 1, potom pre vsetky x € R plati

T(x) <0 (27)
Poznamka: Hoci napohl'ad sa zda, ze tato hypotéza by mala platit’, dokonca
trivialne, skutoc¢nost’ je znacne komplikovanejsia a dovodom je, ze uvedend
rekurencia je na realnych ¢islach, v ktorych uz neplati analogicky princip ako
v matematickej indukcii, kde by stacilo tvrdenie overit’ pre bazu a potom
staci vyrok pre x dokazat’ za predpokladu, ze uz plati pre vSetky argumenty

"Bazzi-Mitter [3] (str. 45)
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mensie od x. Nasledovny priklad demonstruje, ze pri realnych ¢islach naozaj
takato indukcia nemusi platit’

Kontrapriklad k 5.2.
Funkcia nesplnajica (27), t.j. nadobudajica aj kladné hodnoty, je napr.

T(x)_{n!(n—l)! ak = 1+ + pre nejaké n € N, (28)

~]o ak 7 # 1+ L pre kazdé n € N,
Zrejme pre x < 1 plat{ T(x) =0 <0, teda prvd podmienka z (26) plati.

Ukazeme vsak, ze T splna aj druhi podmienku, t.j. pre z > 1 uvazujeme
napriklad nasledovny pripad rekurencie

oSt (o))

Co je naozaj rekurencia typu (26), ked’ze z (23) vieme, ze plati

Mg

Z:1zz—|—1

Staci uz len z (28) ukézat’, ze plati (29).

St teda dve moznosti:
1. Ak pre kazdé prirodzené ¢islo n plati © # 1 + %, tak podla (28) plati
T(xz) = 0, ked’ze vsak podl'a (28) je T nezéporné, tak naozaj

—oggi(iiDT((l—ﬁ>w> (30)

2. Ak pre nejaké n € N plati x =1 + %, potom

“en” () (140)) -
“srn” () ) =

19



: : z’(z‘in (<1 ) ﬁ) x)

7

]

Poznamka: Ako badat’ z predoslého prikladu, nejednoznacnost’ mozno vy-
robit’ akondhle sa nedd urcit’ hodnota v nejakom bode na koneény pocet
krokov. Zjednoduseny priklad je nasledovny

Priklad:

T(x) = (31)

0, ak r < x,
T(r(z)), ak x> x,

pricom pre vsetky x plati
r(z) < z. (32)

Zrejme konstantné funkcia T'(z) = 0 spiia uvedeny vzt'ah. Akonahle
vsak existuje nejaké s € R také, ze

Vn € Ny : r""(s) > xo, (33)

potom aj pre I'ubovol'né kladné ¢ funkcia

T(2) = {c, ak In,m € Ny : r(s) = r"(z), (34)

0, inak.

splita rekurentny vzt'ah (31), ked’ze z definicie vidime, ze T nadobtda len
dve hodnoty {0, ¢}, pricom T'(z) = ¢ vtedy a len vtedy ak

dn,m € Ny : r"*(s) = r"(x).

Staci ukézat’, ze T'(z) = ¢ vtedy a len vtedy, ked’ T'(r(x)) = ¢, lebo potom aj
T'(x) = 0 vtedy a len vtedy ked’ T'(r(x)) = 0, a teda T'(z) = T'(r(x)) plati pre
vietky x, ¢o hovori uvedend rekurencia (ona mé naviac uz len podmienku,
aby T'(z) = 0 pre vSetky = < z, avSak to je trividlne splnené aj tu, lebo
ak T'(z) # 0, t.j. T(z) = ¢, tak pouzitim (32), (34), (33) dostavame = <
r™(z) = r"(z) > xp). Ukdzme teda, ze vsetky z plati

Tx)=c < T(r(x))=c
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,="1 Ak T(x) = ¢ znamend to, Ze existuje n,m € Ny také, ze plati
r"(s) = r™(z), potom vsak

i (s) = (" (s)) = r(r"(2)) = " (@) = r"(r(2))
a teda z (34) potom dostavame T'(r(z)) = c.

,<" Ak T'(r(z)) = ¢ znamena to, ze existuje In,m € Ny také, ze plati
r*(s) = r™(r(z)), teda r"(s) = r™*1(z), a z (34) potom mame T'(r(z)) = c.

Napokon este poznamenajme, ze pre n = m = 0 dostavame, ze T(s) = c,
teda existuje aspon jeden bod, v ktorom je 1" nenulové, ¢o znamena, ze takéto
rieSenie je iné nez pred tym zmienené trividlne riesenie, ktorym je funkcia
nadobidajica iba hodnotu 0. Tym sme ukazali, Zze (34) neurcuje funkciu 7'
jednoznacne.

]

Je dobré tiez pripomenut’, ze uvedeny priklad netrividlneho riesenia plati
aj pre ¢ = oo. Budeme sa totiz zaoberat’ mnozinou rozsirenych nezapornych
realnych cisel, teda obsahujticich aj oco. Mé to svoj prakticky dovod, lebo
napr. pri analyzovani casovej zlozitosti algoritmov castokrat este vopred
nevieme, ¢i taky algoritmus vzdy skonc¢i. Hlavne ak by sme nad redlnymi
¢islami uvazovali metédu ,rozdel'uj a panuj“, ktora nahodne rozdeli dany
interval na dve casti a potom sa rekurzivne spusti na oboch. Napr. klasicky
Quick-sort méa casovu zlozitost’

( ) = 7 " ' (35)
['(n) =
n—1+T(R,) +T(n—R,), akne{23,4,.},

kde R, € {1,2,..,n — 1} je néhodilé, pricom kazdi z uvedenych hod-
not moze nadobudnit’ s rovnakou pravdepodobnost’ou, t.j. s pravdepodob-
nost’ou ﬁ

Potom pre t(n) = E(T'(n)) stredni hodnotu ndhodnej funkcie T' plati, ze
t(1) = E(T(1)) = 0 a pre vsetky n > 1

t(n) =E(T(n)) =En—-1+T(R,) +T(n—R,))
t(n)=E(n—1)+ E(T(R,))+ E(T(n— Ry)))

21



tn)=n—1+ QZn — E(T(i))
t(n)=n—1+ p— 1275(2’)

Ako vieme, tato rekurentna rovnica ma jednoznaé¢né riesenie, a plati
t(n) € ©(nlogn).

Ak by sme vsak (40) rozsirili na redlne ¢isla, t.j. R, by bolo rovnomerné
ndhodné z intervalu (0,x), atd’., tak zrazu pri vhodnom vybere R, by uz
bola mozna aj udalost’, ze by sme takymto postupom nikdy neskoncili, te-
da cas behu programu by bol co. Samozrejme, takato moznost’ ma nulovi
pravdepodobnost’, to vSak este nevylucuje, ze strednd hodnota nemoze byt’
nekonec¢no. Nie je to totiz jednoznacné, a ani klasicka tedéria pravdepodob-
nosti sa takymito pripadmi nezaoberd, ale zaobera sa len nahodnymi pre-
mennymi, ktoré mozu nadobudat’ len realne hodnoty. V nasom pripade na
vypocet strednej hodnoty dostavame rekurentny vzt’a

() 0, ak z < (36)
Ha) = =
r+ 2 fo t(s)ds, akz>1

Kde sice existuje aj rieSenie z mnoziny O(zlogx), avsak predsa nie je
jediné, lebo funkcia

t(x) = (37)

0, akz<1
oo, akx>1

zrejme tiez splita podmienky (36), ked'ze pre x > 1 je

/:t(x):/lmt(x):(x—l)-oo:oo.

V nasledovnych tdvahach ukdzeme nejaké nutné a postacujice podmienky,
kedy ma rekurencia jedno a kedy viac rieSeni a tiez ukazeme, ze vo vSeobec-
nosti je zaujimavé skor hl'adat’ najmensie nezaporné riesenie, ktoré je vzdy
len jedno.
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6 Podmienky jednoznacnosti

Majme rekurenciu
Ve eR:T(x)= Y aTl(r) (38)
(a,r)eEWy

pricom pre vsetky (a,r) € W, plati a > 0, r < x a ak V, = (), tak
hodnotu sumy kladieme rovnu 0.

Definicia 6.1.

Hovorime, ze funkcia T'(z) = 0 je trividlne riesenie rekurencie (38).

Poznamka: Zrejme totiz pre vetky x plati 0 = > a -0, teda trividlne
(avr)EWI
rieSenie je vzdy rieSenim. Problém je, Ze toto rieSenie nemusi byt’ jediné.

Definicia 6.2.

Hovorime, ze hodnota v bode x priamo zavisi od hodnoty v bode r prave
vtedy, ak existuje a > 0 také, ze (a,r) € W,.

Poznamka: Nech
B={xeR | W,=0} (39)

t.j. B je mnozina tych prvkov, ktoré su priamo definované ako nulové. Na
tejto mnozine je teda hodnota 71" urcend jednoznacne. Taktiez je zrejmé, ze
hodnota v bode z je definovana jednoznacne prave vtedy, ak priamo zavisi
len od hodnot, ktoré su tiez urcené jednoznacéne. Napohl'ad by sa teda mohlo
zdat’, ze staci vytvorit’ postupnost’ mnozin Bi, By, B3, By, ..., kde B| = B a
pre vSetky ¢ > 1 mnozina B; obsahuje prave tie body, v ktorych hodnota
funkcie T" priamo z&avisi len od hodnoét z predoslych mnozin uvedenej postup-
nosti. A napokon by sme urobili zjednotenie tychto mnozin a vysledkom by
bola mnozina prave tych bodov, v ktorych je hodnota urcend jednoznacne.
To vsak nemusi byt’ pravda, lebo hoci jednozna¢nost’ bude aj na tomto zjed-
noteni, predsa vsak to nevylucuje jednoznac¢nost’” mimo nej. Napr. keby sme
mali vzt’ahy:

T(0) = 0
T(1— =7) =T(1 — ) pre vietky n € N

T(1)= ST}
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Vtedy by bolo B, = {1 — 1} a teda prvok 1 sa nenachddza nikde v pos-
tupnosti By, Bs, ..., predsa je vSak zrejmé, ze hodnota v bode 1 je tiez urcena
jednoznacne, ked’ze je len stictom jednoznacne uréenych hodnot. Takyto spo-
sob indukcie z dola nahor nam teda nepomoze k najdeniu nutnej podmienky
jednoznacnosti. Da sa to vsak docielit’ pri opacom smere.

Veta 6.1.

Rekurencia (38) ma jediné riesenie prave vtedy, ak nejestvuje klesajuca
nekonecnd postupnost’ (z;)5°, taka, ze z; priamo zavisi od ;.

Dokaz vety 6.1.

Dokazme obmenu vety, t.j. Ze rekurencia mé viac rieSeni vtedy a len
vtedy ak existuje nekonecénd postupnost’ (z;)52; v ktorej z; priamo zavisi od
Lit1-

»,<": Predpokladajme, Ze rekurentnd reldcia (38) ma aj nejaké netriv-
idlne riesenie T, t.j. také, ktoré nadobuda aj nenulové hodnoty. Nech x;
je Tubovol'ny taky prvok. Ked'ze vsak 0 # T'(z1) = Y. aT(r) tak musi

(a,m)EWq,
existovat’ aj nejaké (a,x9) € W,, také, ze T(x2) # 0, lebo keby pre vsetky
(a,x9) € W,, bolo T(x9) = 0, potom aj aT'(z3) = 0 a teda aj celd suma by
bola 0, ¢o je spor s tym, Ze je nenulova. Analogicky z toho, ze T'(z3) # 0 vy-
plyva, ze existuje aj nejaké nenulové T'(z3) od ktorého zavisi hodnota T'(xs),
a vSeobecne, z toho, Ze existuje nejaké T'(x;) # 0 vyplyva, ze existuje aj
nejaké i1, Lit+1 € WIZ také, ze T(.I'lqu) 75 0.

.= Predpokladajme, ze existuje taka nekonecna postupnost’. Z toho
vyplyva neprazdnost’” mnoziny B definovanej ako mnozina vSetkych prvkov
x takych, ze existuje nekone¢na postupnost’ (z;)2,, pricom z; = z a pre
vsetky ¢ € N x; priamo zavisi od x;11, t.j. Ze existuje a;41 > 0 také, ze
aiy1, Tit1 € W,,. Potom funkcia

T(z) = (40)

oo, ak x € B,
0, akzeR\B,

je netrividlnym riesenim rekurencie (38). To, Ze je netrividlne vyplyva z
toho, ze B # (). Ukdzme, ze je aj rieSenim uvedenej rekurencie. Ak x € B, to
znamend, ze existuje nekoneéna postupnost’ (x;):2, takd, ze hodnota v bode
x; priamo zavisi od hodnoty v bode z;,1 pre vSetky ¢ € N, pricom z; = z. Ak
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si vSak definujeme z, = x;,; potom postupnost’ (x})2; mé tiez vlsatnost’, ze
x; priamo zavisi od hodnoty v bode x;; pre vSetky ¢ € N. Teda aj =5 € B.
A naopak, ak hodnota v bode x priamo zavisi od hodnoty v nejakom bode
x' takom, ze ' € B, t.j. ze existuje (x})2,, kde pre kazdé i hodnota v
x; priamo zavisi od hodnoty v x;;1, potom pouzitim substiticie z; = zj,,
a x; = x dostdvame postupnost’ (x;)$2; opit’ s uvedenou vlastnost’ou, ¢o
znamend, ze x € B. Plati teda, ze x € B vtedy a len vtedy ak existuje
nejaké (a', x') € W, také, ze 2’ € B. Patricnost’ do B vSak mame indikovant
funkciou T'. Naozaj teda plati

T(x)= Y aT(r)

(a,r)EWy

lebo ak je l'ava strana 0 znamena to, ze x € B, potom vSak aj pre vSetky
(a,7) € W, plati T(r) = 0, a ked'ze sucet nil je nula, tak aj celd prava
strana rovnice je 0. Podobne ak I'ava strana je oo znamend to, ze © € B a
teda existuje nejaké (a',2') € W, také, ze T'(2') = oo teda aj a'T(z") = oo
a ked’ze sucet nezapornych prvkov s nekoneénom je nekonecno, tak aj celd
prava strana je oo.

7 NajmenSie nezaporné rieSenie

Uvazujme trochu vseobecnejsi typ rekurencie nez (38), ked’ do reldcie priddme
aj nejaku inu funkciu. Taktiez podmienku r < x zmenme na r < z. Teda
rekurencia nadobuda tvar

Vo eR:7(x)=7(x)+ Y  ar(r) (41)
(a,r)eWy
pricom pre vsetky (a,r) € W, plati a > 0, r < z. Dalej si mozme defino-
vat’ notdciu, ze vyrazy typu 3, o, a7(r) mozme zapisat’ ako A7(z), resp.
A,7, kde operator A transformuje funkciu 7 na funkciu A7, pricom zaklad-
na vlastnost’ tejto transformacie je jej linearita, t.j. pre kazdu postupnost’
nezapornych funkeii {o;}22, a nezdpornych redlnych konstant {c;}°, plati

Am(ClOél +cap +craq + ) = CleOél + CQAmO[Q + 03Amoz3 + ...
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V predoslej kapitole sme ukazali, ze rekurencie mozu mat’ aj viac rieSeni.
Teraz ukazeme, akym sposobom je mozné najst’ najmensie nezaporné rieSenie
a tiez dokazat’ jeho existenciu.

Chceme, aby platilo

T=p+ AT
Riesenie budeme hl'adat’ pomocou iteracie.
Nech
T0 — 0
a pre vSetky n € N nech
Th =@+ ATh1

Lema 7.1. Pre vsetky n € Ny plati

Tn =A% + Alp + A%p 4+ .. A"y

Dokaz matematickou indukciou:
1. pre n = 0 to plati priamo z definicie 7
2. ak pre nejaké n plati uvedend rovnost’, potom

Tag1 = @+ ATy = 0 + A(A% + Alp + A%p + .. A" 1Y)

Tap1 = @ + Ap + A% + Ap + . A"p

Lema 7.2.

Ak v je nejaké nezédporné riesenie rekurencie v = ¢ + A7y, potom pre
vietky n € Ny plati
Tn <7

Dokaz matematickou indukciou:
1. pre n = 0 mame 75 = 0, a ked’ze v je nezaporné, tak naozaj 7, <y
2. ak pre nejaké n plati 7, < v, potom

Tn+1:§0+ATn§§0+A’Y:fY
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Veta 7.1.

Funkcia
7= lim7, = A% + Alo + A%p + ...

n—oo

je najmensie nezaporné rieSenie rovnice

T=p+ AT

Dokaz Lahko sa presved¢ime o tom, ze uvedend funkcia je rieSenim danej
rekurencie. Staci dosadit’ do pravej strany a ukazeme, ze je rovna lavej
strane. Teda

o+ AT=p+Alp+Ap+ A0+ . )=p+Ap+ A2p + Alp+ ... =7

Dalej ukazme, Ze toto riesenie je spomedzi vietkych nezdpornych rieseni
najmensie. Sporom predpokladajme, ze existuje nejaké nezédporné riesenie
v také, ze pre nejaké z plati 7(z) > v(x). Podl'a lemy 7.2 vsak pre vsetky
n € N plati 7,(z) < v(z), teda najmensie horné ohranicenie 7, (z) pre n — oo
nemoze byt vicsie nez y(x). Avsak tym ohranic¢enim je 7(z), teda 7(z) <
v(z), ¢o je spor s tym, ze T(x) > v(z).

]

Poznamka:

Pokial' by sme teda hl'adali odhad pre takéto iteracie, tam uz trivialne
plati domnienka 5.2, a teda aj aj tvrdenie 5.1 Bazzi-Mittera bude platit’,
samozrejme s tou dodatocnou podmienkou pre p = 0, o ktorej sme ukazali,
Ze nie je zbytocna.
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8 Zaver

V tejto praci sme ukazali najznamejsie metdédy asymptotickych odhadov
rekurencii typu ,rozdel'uj a panuj“, porovnavajuc ich vyhody a nevyhody
oproti ostatnym metdédam a uviedli sme problémy, na ktoré tieto metody
narazaju. Zanalyzovali sme tiez viaceré extrémne pripady v tychto meto-
dach, kedy uz neplatia, pricom sme tiez uviedli niekol’ko kontraprikladov k
roznych tvrdeniam, s ktorymi sa mozno bezne stretnut’. Tym sme vyriesili
niekol’ko drobnych otvorenych problémov, hlavne ten, ¢i nie je zbytocné
dodatocnd podmienka v Bazzi-Mitterovej metdde, o com sme ukézali, Ze nie
je. Dokladne sme poukéazali hlavne na problém viacznacnosti, s ktorym sa
I'ahko mozno stretnut’ hlavne keby sme definiény obor rekurencii 'ubovol'ne
rozsirili na redlne ¢isla. Zaroven sme vysvetlili sposob, ako aj v takychto
pripadoch je stale mozné hl'adat’ nejaké kanonické rieSenie, ktoré je vzdy
len jedno a ktoré mozno vyratat’ ako limitu postupnych aproximécii. To
umoznuje matematickou indukciou robit’ odhady riesenia rekurencie, ked'ze
staci dokazat’ neostry pre vSetky iterdcie a potom bude platit’ aj pre limitu.
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