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Abstrakt

V tejto préaci sa zameriavame na Specialnu nadtriedu grafov nazyvanych signované grafy:.
Ide o grafy s kladnymi a zdpornymi znamienkami na hranch. Studujeme rozdiely medzi
nimi, skimame kedy st dva signované grafy ekvivalentné a kedy izomorfné. Napokon
navrhujeme a rozoberdme algoritmus, ktory hladd izomorfizmus danych signovanych

grafov.

Klticové slova: graf, signovany graf, izomorfizmus, algoritmus



Abstract

In this paper, we focus on a special superclass of the graphs called signed graphs. Signed
graphs are graphs with positive and negative signs on edges. We study the differences
between them, we investigate when the two signed graphs are equivalent or isomorphic.
Finally we discuss and propose an algorithm that is looking for isomorphism of the

signed graphs.

Keywords: graph, signed graph, isomorphism, algorithm
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Uvod

Pre riesenie problému z reality je vhodné vytvorit si isty teoreticky model, ktory pri-
rodzene reprezentuje dany problém. Tak ako pozname vo fyzike matematicky aparat
vektorov, tak v informatike méame silny aparat tedriu grafov. V tejto praci sa budeme
zaoberat zaujimavym typom grafov, takzvanymi signovanymi grafmi. Signované grafy
su vlastne grafy so znamienkami na hranach a grafu zodpoveda celo pozitivny signovany
graf. Signované grafy studujeme, pretoze sa objavuju v roznych oblastiach, napriklad v
oblasti psycholégie [8], kde st pouzité na modelovanie kladnych a zdpornych vztahov
v socidlnych sietach. Prica je clenend na tivod, pat kapitol a zaver.

V prvej kapitole sa nachadzaju bezné definicie z tedrie grafov, pojmy ktoré st naj-
viac potrebné pri definicii a d'alej praci so signovanymi grafmi. Vacsina veci v tedrii
grafov sa d4 definovat viacerymi sposobmi, snahou je podat tieto definicie ¢o najjed-
noduchsie.

Druhd kapitola sa venuje reprezentécii grafov v pocitaci. Ak chceme pracovat so
signovanymi grafmi, je k tomu potrebné vediet konkrétnym sposobom pracovat s jed-
noduchymi grafmi zakédovanymi v poc¢itaci a s tym stuvisiacimi datovymi Struktirami.

V tretej kapitole studujeme podobnost dvoch signovanych grafov, konkrétne ekviva-
lenciu a izomorfizmus. Zadefinujeme izomorfizmus jednoduchych grafov a izomorfizmus
signovanych grafov. Problém izomorfizmu jednoduchych grafov je vypoctovy problém.
Ulohou je urcit, ¢ st dva konecné grafy izomorfné. Nie je zname, ¢i je to P, alebo
NP-tplny problém alebo ani ani (pre viac detailov pozri [9]). V tejto kapitole prejdeme
postupne k existujicim algoritmom a poddme stru¢ny prehlad niektorych zndmych
algoritmov na ndajdenie izomorfizmu jednoduchych grafov.

Cielom prace je navrhnif algoritmus, ktory rozhodne, & st zadané dva signované
grafy izomorfné a preto v stvrtej kapitole uvedieme vlastny navrh niektorych algoritmov
pre signované grafy, ich implementdciu a ¢asovi zlozitost. V piatej kapitole ukdzeme
ako bonus graficku aplikaciu pre signované grafy, v ktorej okrem iného néjdeme funkciu,

ktora vypocita ¢i su alebo nie st graficky zadané dva signované grafy izomorfné.



Kapitola 1

1 Grafy

V tivode tejto kapitoly si uved'me niektoré fakty z histérie teérie grafov. Tedria grafov
ako samostatna matematicka disciplina vznikla v prvej polovici dvadsiateho storocia. Za
prvotnu pracu tedrie grafov sa povazuje problém siedmych mostov mesta Kaliningrad
[3], ktord v r. 1736 vyriesil genidlny matematik Leonhard Euler. O priblizne 100 rokov
neskor R. Kirchoff navrhol riesenie zlozitého elektrického obvodu s vyuzitim jeho pod-
schémy, dnes nazyvanu aj kostra grafu. V roku 1859 studoval frsky matematik R. W.
Hamilton problémy ,cestovania“ po vrcholoch a hranich pravidelného dvanaststenu.
Jednou z tloh, ktoré formuloval, bola aj tloha néjdenia okruznej cesty, ktora kazdy
vrchol dvanéststenu obsahuje prave raz. Této tloha sa stala predchodcom znidmeho
problému obchodného cestujiceho. V roku 1874 Cayley pri studiu strukturdlnych che-
mickych vzorcov pouzival grafické zobrazenie a v tejto sivislosti Sylvester v roku 1878
prvykrat pouzil termin graf v dnesnom zmysle tedrie grafov.

Definitivny vznik modernej tedrie grafov sa viaze na rok 1936, kedy madarsky
matematik D. Konig publikoval prvii monografiu z tedrie grafov. Odvtedy sa tedria
grafov rozvija v dvoch smeroch - teoretickom a algoritmickom. V tejto praci sa budeme
zaoberat aj teoretickym aj algoritmickym smerom.

V réamci algoritmického smeru existuji ,,dobré“ - polynomidlne algoritmy a algo-
ritmy ostatné - nepolynomidlne. V tejto praci sa pri hladani algoritmu, ktory najde izo-
morfizmy jednoduchych grafov stretneme s existujicim algoritmom s exponencialnou
casovou zlozitostou. V teoretickom rémeci nie je mozné uviest algoritmus bez rozboru
jeho zlozitosti, preto aj v tejto praci na zdver odhadneme ¢asovii zloZitost navrhnutych

algoritmov.



1.1 Jednoduché grafy

Na zaciatku si zadefinujeme niekolko dolezitych pojmov a definicif z tedrie grafov, ktoré
budeme v tejto praci pouzivat. K definicii signovanych grafov sa dostaneme v dalsej
¢asti, najskor si potrebujeme zadefinovat pojem jednoduchy graf. Viésina pojmov v

tejto kapitole je prebranych z knihy [1].

Jednoduchym grafom G nazveme usporiadani dvojicu G = (V) E), kde V je koneéna
mnozina vrcholov a E je neusporiadand mnozina hran, t.j. dvojic typu {u, v} takych,

zeu,v eV au#uv.

Rad grafu G je pocet jeho vrcholov, oznacuje sa |G|. Pocet hran grafu G oznacujeme

|G-
0 o 0
L 1
1 2 :
2 3 R
4 5 ’ ! 3.\.4

a) b) 0
Obr. 1: Tri jednoduché grafy

Na obrazku 1 vidime priklady troch jednoduchych grafov s ocislovanymi vrcholmi.
Napriklad graf G = (V| E') na obrazku 1.c) ma V = {0,1,2,3,4} a £ = {{0, 1}, {1, 2},
{0,2},{3,4}}.

Vrchol u je incidentny s hranou e, ak u € e. Dva vrcholy u a v su susedné, ak
{u,v} € E(G). Dve hrany e # f si susedné, ak majui spoloény vrchol, t.j. Jv € V(G)
taky, ze v € e a v € f. VSetky vrcholy, s ktorymi dany vrchol u susedi, st jeho susedia
alebo okolie O(u) = {v : {u,v} € E}.

Stupen, vrchola u € V' je rovny poc¢tu hran s nim incidentnych. Stupen vrchola u sa

oznacuje deg(u).



Graf G sa nazyva kompletny, ak vSetky jeho vrcholy si navzajom susedné. Kompletny
graf s n vrcholmi oznac¢ujeme K,. Na obrazku 1.b) vidime kompletny graf K s 5 vr-

cholmi.

Sled S v G nazveme striedavii postupnost vrcholov a hrdn vy, ey, vy, €2, Va, . . ., Up_1, €p, Up
takud, ze e; = {v;_1,v;}. Hovorime, ze sled zacina vo vy a konél vo v,. Ak vy = v,
sled nazyvame uzavrety. Sled S sa nazyva fah, ak hrany sledu su rozne. Sled S sa
nazyva cesta, ak vrcholy sledu su rozne. Cislo p sa nazyva dlZka sledu. Cestu niekedy

oznacujeme aj ako postupnost vrcholov vy vy ... vp.

Graf G je sivisly, ak medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi u,v € V existuje sled z vr-

chola u do vrchola v. Na obrazku 1.a) a 1.b) su priklady suvislych grafov.
Komponent G je suvisly podgraf grafu G, ktory je maximdlny vzhladom na inkliziu.

Hovorime, ze graf je nesuvisly, ak nie je suvisly. Takyto graf je tvoreny aspon dvoma
komponentami. Na obrazku 1.c) vidime priklad nestvislého grafu, ktory je tvoreny

dvoma komponentami.

Majme graf G a V(G) = {x¢, x1, %2, ..., Tpn_1,Tn}. Ak P = 2,241 ... 2j_17; je cesta a
(j —i+ 1) > 3, potom podgraf C' := P + z;x; nazyvame kruznica. Dizka kruznice je
pocet jej hran (alebo vrcholov). Kruznica diZky k sa nazyva k - kruZnica a oznacuje sa

Ch.

Obr. 2: Kruznice zvyraznené hrubymi ¢iarams.

Na obrézku 2.a) je vidno kruznice: 0,2,4,0 a 2,1,3,5,2, naopak kruznicou nie je uzavrety
sled 0,2,1,3,5,2,4,0, ani 0,2,5,3,1,2,4,0, lebo vrchol 2 sa v tychto dvoch postupnostiach
opakuje dvakrat.



Graf na obrézku 2.b) obsahuje kruznice: 0,2,5,0 a 3,1,4,6,3, naopak kruznicou nie je
napriklad postupnost vrcholov 0,2,3,1,4,6,3,2,5,0, lebo hrana {2,3} sa v tejto postup-

nosti opakuje.

1.2 Signované grafy

V predchadzajicej casti sme definovali graf ako mnozinu vrcholov, z ktorych niektoré
st spojené hranou. Vrcholy zvyéajne reprezentuji objekty alebo entity zatial ¢o hrany
urcujui vztah medzi vrcholmi. Napriklad, ak opisujeme medziludské vztahy, vrcholy

mozu reprezentovat jedincov a hrany vztfahy medzi jedincami.

V tejto kapitole definujeme novy objekt signovany graf, ako jednoduchy graf, kde
kazd4 hrana je bud kladnd alebo zdporna. Signované grafy st vhodné napriklad na re-
prezentaciu symetrickej bindrnej reldcie medzi entitami, respektive, ak je vztah medzi
kazdymi dvomi vrcholmi symetricky. So signovanymi grafmi mozeme modelovat napr.
osobné vztahy medzi ludmi. Konkrétne, signované grafy si vhodné na opis opaénych

medziludskych vztahov, ako st mat rdd - nemat rad, priatelstvo - nezndsanlivost atd.

Formélne je signovany graf G trojica (V,E,>), kde V je mnozina vrcholov, E je
mnozina hran a zobrazenie Y, definované predpisom ¥ : E(G) — {+1,—1} priradi
kazdej hrane grafu G kladné respektive zaporné znamienko [4].

Inak povedané, pre dany graf H = (V(H), E(H)), vieme zadefinovat signovany graf G
s podkladovym grafom H ako G = (V(H), E(H),X), alebo skratene G = (H, X).

g
N
N
.
.
.

c)

Obr. 3: Signované grafy nakreslené so zdpornymi hranami prerusovanou ciarou



Casto sa hrany signovanych grafov kreslia dvomi farbami, kde jedna farba je pre kladné
hrany, druha pre zaporné. V tejto praci budu zaporné hrany nakreslené prerusovanymi

¢iarami a kladné hrany plnymi ciarami.

Hovorime, ze kruznica C' v signovanom grafe GG je balansovand, ak obsahuje parny pocet
zapornych hran a nebalansovand, ak obsahuje neparny pocet zapornych hran. Signo-
vany graf, alebo podgraf je wyvdZeny, ak kazdd kruznica je balansovand. Zakladnou
charakteristikou signovanych grafov je mnozina balansovanych kruznic, oznacend ako
B(G). Dve zékladné otézky tykajice sa signovanych grafov zneju: Je signovany graf
vyvazeny? Aky je najvacsi podgraf signovaného grafu, ktory je vyvazeny? Odpoved
na prvi otdzku nie je zlozitd, druhd je vypoctovo neriesitelna, pretoze je to NP-tazkd
uloha [7].

Signované grafy boli poprvykrat predstavevé Hararym v roku 1956, ktory ich pouzil
na reprezentdciu problému v socidlnej psycholdgii (Cartwright, Harary [8]). Signované
grafy boli znovu objavené mnohokrat, pretoze sa prirodzene objavovali v nestvisiacich
oblastiach. Napriklad umoziiuji popisat a analyzovat geometriu podmnozin korefiovych
systémov. Balansované a nebalansované kruznice v signovanych grafoch predstavuju
prirodzeny ekvivalent k otdzke ohladom parnych a neparnych kruznic v grafoch. Obja-
vuju sa aj v topologickej tedrii grafov a tedrii grup, pri vypocte zakladného stavu ener-
gie v neferomagnetickom Isingovom modeli - kde je treba najst najvacsiu vyvazenu
mnozinu hran G. Signované grafy boli taktiez pouzité ku klasifikacii dat v korelacii

klastrov.

1.2.1 Prepinanie vrcholov

Dolezitou operaciou na signovanych grafoch je prepinanie vrcholov. Nech u je vrchol
signovaného grafu G. Prepnutie vrchola u je operécia, ktora zneguje znamienka na jeho
incidentnych hranéch. Teda na kazdej hrane incidentnej s vrcholom u zmeni znamienko

na opacné.

Definujme prepinanie vrcholov na mnozine vrcholov W signovaného grafu G tak, ze
kazdy vrchol z W prepneme préave raz. Je to ekvivalentné s tym, ze postupne prepneme

kazdy z vrcholov mnoziny W préave raz.



Obr. 4: Prepnutie vrchola u, resp. prepnutie vrcholov v a w

Na obrazku 4 hore vidime prepnutie zakruzkovaného vrchola u, dolny obrazok ukazuje
prepnutie dvoch zakrizkovanych vrcholov v a w. MoZno si vSimnit, Ze po prepnuti

susednych vrcholov v a w, zostala hrana {v,w} nezmenend.

Tvrdenie: Prepnutim k& = [WW| vrcholov na signovanom grafe G sa zmeni ¥ na ¥’
rovnako ako prepnutim komplementu, t.j. n — k vrcholov, n = V(G), k < n.
Dokaz: Nech G je signovany graf, V(G) = n a u je jeden pevny vrchol signovaného
grafu G a nech deg(u) = [. Prepnutim u sa znegujui znamienka na jeho [ incidentnych
hranéch, teda ¥ sa zmeni na X' tak, ze ¥ priradi vietkym incidentnym hrandm vrchola
u opacné znamienka ako X a pre ostatné hrany zostanu priradenia rovnaké ako v X.
Chceme, aby aj po prepnuti vrcholov mnoziny V(G) \ {u} sme dostali ¥'. Vieme,
ze ak prepneme dva susedné vrcholy, hrana ktoru tvoria zostane nezmenend. Preto
ak prepneme vsetky vrcholy mnoziny V(G) \ {u}, potom vsetky hrany okrem [ hran
incidentnych s u zostani nezmenené. Teda dostaneme presne X'

Uvazujeme teraz prepnutie k vrcholov na G, pricom k € {1,2,...,|W|}. Prepnutim
k vrcholov sa ¥ zmeni na %' takto: hrandm, ktoré nemaji koncové vrcholy v [W],
zostanu priradené rovnaké znamienka ako v ¥, hrandam, ktoré maja jeden koniec v W
budd mat v ¥’ priradené opaéné znamienka ako v ¥ a hrandm, ktoré maji obidva
konce v I, budi mat v ¥’ rovnaké znamienka ako v . Teraz ak uvazujeme prepnutie
n — k vrcholov grafu G, potom sa ¥ zmen{ na ¥’ takto: hrany, ktoré maji obidva konce
v mnozine V' \ W budii mat v ¥ priradené rovnaké znamienka ako v 3, hrany ktoré
nemaji ani jeden koniec v V' \ W budi mat priradené v ¥’ rovnaké znamienka ako v
) a hrany, ktoré maji prave jeden koniec v V' \ W budi mat v ¥’ opacné znamienka
ako v X. Hrany, ktoré maji jeden koniec v V' \ W musia mat druhy koniec v T a tie,
ktoré maji jeden koniec v W musia mat druhy koniec v V' \ W, teda sui to tie isté

, ’ . . ~ ’
hrany, ktorym sa v > zmenia znamienka na opacné. [



Prepnutim vrchola u kruznice C' v signovanom grafe GG sa zmenia znamienka na dvoch
hranach incidentnych s vrcholom u kruznice C, avsak parita zapornych hran C' zostane
rovnaka. Balansovana kruznica preto zostane balansovana a nebalansovand zostane ne-
balansované. Mnozina nebalansovanych kruznic je invariantom vzhladom na prepnutie

vo vrcholoch.

Obr. 5: Prepinanie vrcholov na kruznici

Pri lubovolnom prepnuti vrcholov na kruznici sa jej balansovanost nemeni. Na obrazku
5 hore vlavo je nebalansovand kruznica a po prepnuti vrchola u zostane opiat nebalan-

sovana. Vpravo vidime prepnutie vrchola v na balansovanej kruznici.



Kapitola 2

2 Reprezentacia grafov v pocitaci

Ak chceme pohodlne narédbat s grafmi, je vyhodné, aby boli nejakym konkrétnym
sposobom zakdédované a ulozené v nejakej datovej struktire. Pozname niekolko sposobov,
ako mozno udrziavat a nédsledne pracovat s grafmi t.j. grafovymi struktirami v poci-
tacoch. Pretoze graf je struktira vrcholov (bodov alebo uzlov) a hran (vztahov medzi

nimi), je dobré zvolit spravnu reprezentéciu takejto struktury.

2.1 Maticova reprezentacia

Jednym zo sposobov, ako vhodne reprezentovat jednoduchy graf v pocitaci je pomo-
cou matic. Maticu A médme ako dvojrozmerné pole typu m x n, kde kazdé polozka
vektora dfiky m je vektor dIZky n. Kazdy prvok matice A oznacime ako a;;, kde
i€{1,2,....,m}aje{1,2,...,n}. Pre maticovi reprezentéciu grafu méame niekolko

typov matic.

2.1.1 Matica susednosti

Alebo Matriz Adjacency je stvorcova matica typu n X n, kde n je pocet vrcholov grafu
G a vy,...,v, si jeho vrcholy [3]. Oznacuje sa A(G) = (a;;) a pre prvok a;; matice
A plati : a;; = 1 préve vtedy, ked vrcholy v; a v; st susedné v grafe G. V opacnom
pripade a;; = 0. Ak uvazujeme graf bez sluciek, tak A ma na diagonéle nuly. Cfm mé
graf menej hrdn, tym md tdto matica viac nil a teda mé vacsiu pamatovi narocnost

oproti inym typom déatovych struktur.

2.1.2 Matica susednosti pre signovany graf

Maticu susednosti A* pre signovany graf je vhodné vyplnit symbolmi 0/+ /- kde +/-
pouzijeme pre kladni/zaporni hranu medzi v; a v; a 0 podobne ako v matici susednosti
pre jednoduché grafy. Ak by sme mali kazdy prvok matice A typu boolean pre 0 a 1,
potom by kazdy prvok matice A zaberal v paméti 1 byte . KedZe symboly +/- si typu



char, potom kazdy prvok matice A® je typu char namiesto boolean u jednoduchych
grafov. Je zrejmé, Ze matica A* bude mat vacsiu paméatovi ndrocnost ako matica A,
pretoze jeden jej prvok aj; typu char zaberd 2 byte v paméti oproti jednému prvku

a; j typu boolean, ktory zabera 1 byte v pamaéti.

=
o
i
=
N

o

olo|o|o|w
o|l+]|o|®

o|o|eo]e

[ E=1 K= K=Y K=Y Re) o

BEEEEEEL
ol |o|lel+|t+]|ol@

olo|o|e|o|e|o|~

+|+]|o|lo|+]|o|+|o|ol+]|o|~

oo+ |ololo]
o
+

o|lo|o|o|o|o|o]|o|o]o|t+]|o|o|e
o|lt+|o|o|+|+]|o|t+]|o]o|o]o|o|e
o|lo|o|o|o|+]|o|o|o|o]o]|o]e

B e
NEoEBowmow~wousrwNnro
olololo|ol+]|+]|o]+]o]
o|lo|o|o|o|o|t]|o|o]o|o]
o|lo|o|o|o]e|e|o]:
o|o|o]o]:

olo|o|+]|o|o]
olololeo]o|+]e]of:
olo|o|t]|of

o
olo|o|+]|:
+ |

Obr. 6: Signovany graf a jeho matica susednosti

Na obrazku 6 mame signovany graf a maticu susednosti, v ktorej je tento signovany
graf zakédovany. Kladng hrana {i,j} ma v i-tom riadku a j-tom stipci, respektive v
j-tom riadku a ¢-tom stipci symbol +. Zaporna hrana {k,[} ma v k-tom riadku a [-tom
stipci, resp. v [-tom riadku a k-tom stipci symbol -. Je vidno, Ze tdto matica je podla
diagondly symetrickd a navyse obsahuje vela nil. Z tohoto hladiska je takéto kédovanie

signovanych grafov pamitovo naroéné.

2.1.3 Matica vzdialenosti

Obdobou matice susednosti je matica vzdialenosti A%, Prvky matice A = af; v tomto
pripade obsahuji ohodnotenia jednotlivych hréan (napr. kladné celé ¢isla) resp. priznak,
ze prislusnd hrana v grafe neexistuje (napr. 0 alebo ind dostato¢ne mald alebo do-
statocne velkd konstanta). Ak vrcholy u; a u; tvoria v grafe hranu, potom af-l’j = x, kde
x je valudcia hrany, teda ohodnotenie rozne od 0. Ak agj = 0, potom u; a u; netvoria

hranu.

Ak by mali signované grafy na hranach okrem znamienok aj iné atributy, potom
d

i?

by sa dali maticou vzdialenosti zadaf tak, Ze by sme maticu A? s prvkami a

d
1,5,k

; rozsirili
na 3-rozmerné pole s prvkami a kde prvé dve dimenzie 7,5 by urcovali hranu a
tretia dimenzia k by bolo pole dIZky [ s I atribitmi. Ak by signované grafy mali na
hranéch iba 2 atribity - znamienka a nezdporné ohodnotenia, potom by sme mohli

obidva atribiity zakédovat do jedného a vystacili by sme si s dvojrozmernym polom.

10



Ak by hrana {u;,u;} bola zdpornd a mala by valudciu 5, potom by v matici A? mal

prvok af’ ; hodnotu -5.

2.1.4 Matica prilahlosti

Znama ako Matriz Incidency je matica typu n X m, ktord sa oznacuje A’'(G) s prvkami
, . y . y , . . , .
(ai;), kde n je pocet vrcholov a m je pocet hrdn. Riadky matice A’ zodpovedajui

vrcholom grafu G a stipce matice A’ zodpovedajui hrandm. Pre prvok matice A’ plati:

a; ; = 1 prave vtedy, ked vrchol u; je incidentny s hranou e; v grafe G. V opaénom
pripade je ag’j = 0. Ak hrana existuje, potom je incidentnd s prave dvomi vrcholmi,
ktoré sa nachadzajui medzi n riadkami tejto matice. Z toho vyplyva, ze tato matica
obsahuje pocet priznakov roznych od nuly rovny dva krat poc¢tu hran. Pre neorientované
grafy st vSetky priznaky napr. 1 a orientované grafy mozu byt pomocou tejto matice
reprezentované +1 a -1 podla toho z ktorého vrcholu do ktorého vrcholu je hrana
orientovana. Specidlne pre signované grafy mozu byt ako priznaky iba znamienka + /-
podla toho aké mé hrana znamienko. Je zrejmé, ze pre kladnd hranu e, = {u;,u;} je
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Obr. 7: Signovany graf a jeho matica prilahlosti

Na obrazku 7 mame rovnaky signovany graf ako na obrazku 6, ale zakédovany v ma-
tici prilahlosti. Velkymi ¢fslami si oznacené vrcholy a malymi ¢islami hrany. Je vidno,
ze tato matica je vacsia, pretoze ma viac stipcov a rovnaky pocet riadkov v porov-
nani s maticou susednosti. Pocet nenulovych policok je maly v porovnani s nulovymi

polickami. Tdto matica ulah¢uje uréenie vrcholov, ktoré si incidentné s hranou.

2.2 Zoznamy susedov, zoznamy hran

Vd'aka priamemu pristupu k prvkom matice vieme napr. lahko zistit pritomnost hrany

v grafe prostrednictvom riadkovych a stfpcovych indexov. Takisto sa matice lahko pro-
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gramuju ako dvojrozmerné pole, kde kazdy prvok je rovnakého datového typu. Pri
grafoch s velkym poctom vrcholov a relativne malym poc¢tom hrdn moze maticové re-
prezentdcia znamenat zbyto¢né plytvanie paméite. Grafy s malym poc¢tom hrdn mozno

o, s ) /
ovela uspornejsie reprezentovat pomocou zoznamov susedov a zoznamov hran.

V takejto reprezentacii grafu si pre kazdy z n vrcholov pamatdame v jednosmernom
linearnom zozname vsetky jeho susedné vrcholy. Ak mame jednorozmerné pole s n prv-
kami, potom indexy uréuji vrcholy grafu a kazdy prvok tohoto pola obsahuje pointer
na zoznam susedov vrchola uréeného danym indexom.

Pre jeden vrchol ¢ signovaného grafu G mame jednosmerny linedrny zoznam vrcho-
lov s nim incidentnych. V takomto zozname pre kazdy vrchol incidentny s vrcholom ¢
mame zaznam obsahujici i¢d vrchola, znamienko a pointer na dalsi zdznam (dalSieho
suseda vrchola 7). Posledny zéznam v tomto jednosmernom linedrnom zozname obsa-
huje pointer nastaveny na null!, t.j. tu sa prehladdvanie susedov vrchola i koné.

Ak chceme zistit, ¢i sa v grafe G nachddza hrana {i,j}, potom staci prejst i-
ty zoznam susedov a skontrolovat, ¢ sa v niektorej polozke prehladdvaného zoznamu
nachédza vrchol j. Ak po prejdeni na posledny zdznam prehladavaného i-teho zoznamu
nendjde vrchol j, potom sa hrana {i,j} v grafe G nenachadza.

Podobne by sa dalo zistit pritomnost hrany {i,j} v grafe G aj pri prehladdvani
j-teho zoznamu, pretoze kazda hrana {i,j} je evidovana dvakrat (v i-tom aj j-tom
zozname susedov). Tato operacia vyzaduje ¢as max(O(deg(7)), O(deg(7)), kde deg(i)

je stupen ¢ - teho vrchola a deg(j) je stupen j-teho vrchola.

of+[»2] - 3]+ 4] -11
o[ -[4»{1] - H3[+[>{s1+1 ]
of - [4»{1[+ 2] +[>{6]+] ]
1[-[»{s[+[I>{e]+] ]
2[+[o{4]+[>6] - 1]

oOubs WNEO

Obr. 8: Signovany graf a jeho zoznam susedov

"Hovorfme, Ze pointer je nastaveny na null, ak neobsahuje ziadnu adresu v pamiti (nikam neuka-
zuje).
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Vytvorenie takejto struktiry signovaného grafu G nie je fazké na implementéciu,
ale d4 sa aj zjednodusit vynechanim préce s pointermi, ak pozndme A(G) - maximalny
stupen signovaného grafu G. Mali by sme maticu typu n x A(G) a o kazdom vrchole
zapamatany jeho stupen. Susedia vrchola u by boli ulozeni od zaciatku v u - tom riadku
a prehladdvanie zoznamu susedov vrchola u by sa realizovalo jednoduchym zvysovanim

indexu v stipci od 1 po deg(u).

Ak uvazujeme ako eSte jednoduchsie a tspornejsie uchovat signovany graf G v
pocitaci, mozeme pouzit zoznam hran uloZeny v jednoduchom poli. Toto jednorozmerné
linedrne pole dizky 3 -|E(G)| mé kazdd hranu urcéenti ako trojicu susednych prvkov v
urcujucom poradi, kde prvé dva prvky su id vrcholov incidentnych s touto hranou a
treti prvok je znamienko prislichajice tejto hrane. Prva hrana zaberd v tomto poli 1.,3.
polozku, druhd hrana 4.,6. polozku atd. Takto zakédovany signovany graf G zaberd
minimum miesta v paméti, ale za cenu vacsej ndmahy s vykondvanim prislusnych
operdcii na grafoch. Ak chceme napriklad zistit deg(u) pre nejaky vrchol u, treba
prejst celé pole a séitat poéet vyskytov vrchola u. Pritom v zozname susedov by sme v
zozname vrchola u presli na posledny zdznam a vedeli by sme kolko zdznamov zoznamu
susedov vrchola u sme navstivili a teda aky je deg(u).

Zoznam hran pre signované grafy sa d4 s rovnakou pamétovou naroc¢nostou zakédo-
vat do dvojrozmerného pola |E(G)| x 3. Tu mdme lahké néjst hranu podla id hrany,
kde id € {0,...,|F(G)| — 1} su indexy prvej dimenzie. Ak chceme zistit, ¢i si dva

vrcholy u; a uy incidentné, stacilo by v niektorej z |E(G)| trojic najst u; a stucasne us.
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2.3 Datovy typ igraph_t

Déatovy typ tgraph_t sa nachadza v kniznici iGraph, ktorej sa budeme podrobnejsie ve-
novat v nasledujicich kapitoldch, kde ju budeme potrebovat pre najdenie izomorfizmu
jednoduchych grafov [16]. Datovy typ igraph_t je internd, jednoduchd a u¢innéd datova
struktura pre ukladanie grafov. Ak mame v programe graf ako instanciu typu igraph_t,
nemusime robit Ziadne matice ani zoznamy a zdroven mame k dispozicii postacujice
mnozstvo funkcii z kniznice ¢Graph na rozne operacie na grafoch. Datovy typ igraph_t
je deklarovany v hlavickovom sibore igraph_datatype.h nachadzajicom sa v adresari

include kniznice iGraph nasledovne :

typedef struct igraph_s {
igraph_integer_t n; /*poZet vrcholovx*/
igraph_bool_t directed; /*&i je graf orientovany*/
igraph_vector_t from; /*prvj stipec zoznamu hran*/
igraph_vector_t to; /*druhj stipec zoznamu hran*/
igraph_vector_t oi;
igraph_vector_t 1ii;
igraph_vector_t os;
igraph_vector_t is;
void *attr; /*pointer pre d’alSie rozSirenie (napr. znamienka)*/

{ igraph_t;

Vektory o1, ii, 0s, is maju tieto vyznamy:

o0i - index zoznamu hran podla prvého stipca, teda prva hrana (id = 0) podla tohoto
poradia ide z from[oi[0]] do to[oi[0]],

i1 - index zoznamu hrdn podla druhého stipca, dizka tohoto vektora je rovnaka ako
dizka vektora ot, rovna poctu hran.

0s - obsahuje pointery do zoznamu hran from a to pre kazdy vrchol v. Prva hrana
vrchola v je hrana ¢islo fromfoifos[v]]] ak os[vj<os[v+1]. Ak os[v]=0s[v+1], potom z
vrchola v nevychadzaju ziadne hrany. Dizka vektora os je rovna poctu vrcholov + 1,
posledny element je pocet hran sliziaci iba pre jednoduchsiu orientéciu,

1s - analogicky ako os, ale pre vstupné hrany.
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Kapitola 3

3 Problém izomorfizmu grafov

V tejto kapitole sa budeme zaoberat rozdielom medzi izomorfizmom jednoduchych
grafov a izomorfizmom signovanych grafov. Potom si predstavime niektoré zname al-
goritmy na najdenie izomorfizmu jednoduchych grafov a struéne uvedieme ich hlavné
myslienky:.

Problém izomorfizmu jednoduchych grafov je navrhnit prakticky realizovatelny
vieobecny algoritmus, ktory by v rozumnom ¢ase pre lubovolné dva grafy rozhodol, &
st izomorfné alebo nie, respektive dokdzat, Ze Ziaden taky algoritmus neexistuje. Tento
problém, oznacovany ako GI problém je ,fazky* napriek nejdnoduchosti definicie. Patri
do triedy NP2, ale nebolo dokézané, 7e patri aj do triedy NP - tplnych problémov. Ak
by sa ukézalo, ze GI problém parti do triedy NP - tplnych problémov, viedlo by to k
zriteniu tejto klasifikdcie a velkym problémom sicasnej kryptografie (pozri [15]).

Problém izomorfizmu signovanych grafov je podobny ako pre jednoduché grafy,
navyse mame znamienka na hrandch, balansovanost kruznic pre cyklické podkladové

~ J z .
grafy a moznost prepinania vrcholov.

3.1 Izomorfizmus jednoduchych grafov

Jednoduché grafy G, = (Vi, Ey) a Gy = (V,, Ey) nazyvame izomorfné (oznacujeme
G1 = (), ak existuje bijekcia® ¢ : Vi — V3, kde {u,v} € E; < {¢(u), ¢(v)} € Fy pre
kazdé u,v € V; [6].

2NP - (nedeterministicky polynomidlny) je trieda problémov, ktoré sa daju riesit v polynomidlnom
obmedzenom ¢Ease na nedeterministickom poéitaci. Podobne mozno aj v polynomidlnom Ease overit
spravnost, obecne sa ale nedd najst riesenie v polynomidlnom ¢ase pomocou klasického Turingovho
stroja.

3Bijektivne zobrazenie priraduje kazdému prvku z vychodiskovej mnoziny prave jeden prvok z
cielovej mnoziny a na kazdy prvok cielovej mnoziny sa zobrazuje jeden prvok vychodiskovej mnoziny.

15



i
y

6 7 8

Obr. 9: Dva izomorfné grafy

Na obrézku 9 st dva izomorfné grafy a ¢, je izomorfizmus, kde : ¢1(0) =5, ¢1(1) = 4,
01(2) =2, ¢1(3) =1, ¢1(4) =6, 1(5) =3, 1(6) =7, 1(7) =8, ¥1(8) = 0.

Existuje aj iny izomorfizmus, napriklad ¢y, kde : p9(0) = 7, @o(1) = 4, va(2) = 2,
©2(3) =1, pa(4) = 6, p2(5) = 3, 2(6) =5, pa(7) =8, 2(8) = 0.

Automorfizmus grafu G je izomorfizmus G na seba samého. Inymi slovami je to
permutacia oznaceni vrcholov, pricom je zachovand mnozina hran. Mnozina vSetkych
automorfizmov grafu G uréuje grupu*, kde grupova operacia je kompozicia permutécii.
Této grupa permutécii sa nazyva grupa automorfizmov grafu G a oznacuje sa Aut(QG).
Mnozina generatorov pre Aut(G) je najmensia mnozina S C Aut(G), kde kazda per-
mutdcia okrem identity v Aut(G) sa ziska kompoziciou elementov z S. Vysledkom

aplikécii dvoch automorfizmov je tiez nejaky automorfizmus [19].

0 2 4 6 1 3 4 6
q b
(01)(23) < b

1 3 5 7 0 2 5 7

Obr. 10: Zamena oznaceni vrcholov pri zachovani hrdn

Na obrazku 10 sme zamenili oznacenie 0, 1 a 2, 3. Mnozina hran zostala zachovana,
pretoze po zamene napriklad zostal vrchol 2 susedny s vrcholom 5 a vrchol 0, ktory

nebol susedny s vrcholom 4 nie je s nim susedny ani po zdmene. To znamend, ze (0

4Grupa je mnozina G s bindrnou asociativnou operdciou o a neutralnym prvkom n takd, Ze pre
Iubovolny prvok g € G plati gon = nog = g a ku kazdému prvku g € G existuje jeho inverzny prvok
g ' € G taky, ze go g~ = g~ ! o g = n. Grupa sa zvycajne oznacuje (G, o).
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1)(2 3)° je automorfizmus. Grupa automorfizmov v grafe ne obréazku 10 obsahuje 8
automorfizmov: (1),(0 1)(2 3),(4 5)(6 7),(0 1)(23)(4 5)(6 7),(0 6)(1 7)(2 4)(35),(0 7)(2
5)(16)(34),(0617)(2435),(0716)(253 4).

Pretoze pocet automorfizmov moéze byt velmi vysoky, je lepSie pracovat s ge-
neratormi Aut(G). Pre graf na obrazku 10 mnozina generatorov Aut(G) je napriklad

S = {(45)(67), (06)(17)(24)(35)}.

3.2 Izomorfizmus signovanych grafov

Hovorime, ze dva signované grafy G| = (Hy, %) a Go = (Ha, Xo) sd izomorfné, ak exis-
tuje izomorfizmus podkladového grafu Hy; = (V4, E1) na podkladovy graf Hy = (V2, Es),
taky, ze obraz kazdej kruznice C' nachddzajicej sa v G je balansovana kruznica C v
G vtedy a len vtedy, ak C' je balansovana [5].

Signované grafy, ktoré maji podkladové grafy izomorfné nemusia byt izomorfné
v signovanom zmysle. Hladanie izomorfizmu signovanych grafov je to isté, ako keby
sme hladali vhodné prepnutie signovanych grafov a potom izomorfizmus podkladovych
grafov, ktory zobrazi kladni hranu na kladni hranu a zapornu hranu na zapornu hranu.

Plati to vdaka tomu, Ze prepnutie zachovéava mnozinu balansovanych kruznic [11].

\ LI LN

IR

H H"
Obr. 11: Izomorfizmus signovanych a jednoduchych grafov

Na obrdzku 11 mame signovany graf G’, ktory sa ned4 prepnit na signovany graf G”,
pretoze jedind kruznica v grafe G’ je nebalansovand a v grafe G” balansovana. Teda
signovany graf G’ nie je izomorfny so signovanym grafom G”. Pre ich podkladové grafy

H' a H" je izomorfizmus zrejmy.

5Ak uvazujeme permutdcie mnoziny {0,1,2,3,4,5,6,7}, potom automorfizmus ¢ = (0 1)(2 3)
oznacuje permutdciu s vlastnostou ¢(0) = 1, p(1) = 0, p(2) = 3, ¢(3) = 2, ktorad prvky 4, 5, 6, 7
nemeni (teda p(4) =4, p(5) =5, p(6) =6, p(7) = 7).
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Hovorime, ze dva signované grafy G, = (H,%;) a Gy = (H,Xs) si ekvivalentné, ak
existuja vrcholy, ktorych prepnutim sa GG; zmeni na G,. Inak povedané, dva signované
grafy su ekvivalentné, ak po prepnuti nejakej podmnoziny vrcholov dostaneme tie isté
signované grafy. Na ekvivalenciu sa d4 pozerat ako na §pecidlny pripad izomorfizmu,
kde zobrazenie, ktoré uvazujeme medzi vrcholovymi mnozinami je identita. Ak nie st

signované grafy ekvivalentné, mozu byt este izomorfné.
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Obr. 12: Ekvivalencia a izomorfizmus signovanych grafov

Na obrazku 12 hore su ekvivalentné signované grafy, pretoze ich podkladové grafy su
rovnaké a ak prepneme vrcholy 1 2 a 3 na signovanom grafe hore vlavo, dostaneme cely
zaporny graf. Ak su signované grafy ekvivalentné, si zaroven aj izomorfné. Signované
grafy na obrazku 12 dole st izomorfné, ale nie ekvivalentné - vrchol s oznac¢enim 1 nalavo
ma stupen 3 a vrchol s rovnakym ozna¢enim 1 napravo ma stupen 2. Ich podkladové
grafy si izomorfné a ak prepneme vrcholy 1 2 a 3 na signovanom grafe dole vlavo,

zmeni sa na cely zaporny ako je nakresleny dole vpravo.

3.2.1 Bazové cykly a cyklovy priestor

Pri definicii izomorfizmu signovanych grafov sme povedali, ze pre izomorfizmus podkla-
dovych grafov mus{ aj kazd4 kruznica na G; mat svoj obraz na Gy s rovnakou paritou
zapornych hran. Inak by neexistovalo prepnutie a signované grafy by neboli izomorfné.

Ak sa pre nejaky izomorfizmus ¢ podkladovych grafov H; a H, zobrazi nejaka
kruznica C' € Gy na kruznicu C' € G4 s nerovnakou paritou zapornych hran, nezmend
to, ze G1; a Gg nie st izomorfné. Pre iny izomorfizmus ¢ podkladovych grafov H; a
H, sa totiz moze kazdd kruznica C' € Gy zobrazovaf na kruznicu C' € G5 s rovnakou

paritou zdpornych hréan. Toto tvrdenie je lahké spozorovat na obrazku 13.
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Obr. 13: Obrazy kruznic a ich balansovanost

Na obrazku 13 st dva izomorfné signované grafy G, a G,, pricom medzi ich podkla-
dovymi grafmi H; a H, existuje 8 izomorfizmov. Ak by sa pre niektory izomorfizmus
f podkladovych grafov zobrazil vrchol 3 na vrchol 0, potom by sa nutne zobrazila
kruznica C' = 3 4 5 3 na kruznicu C" = 0 2 4 0. Kruznica C je nebalansovand a jej
obraz C' takisto nebalansovand. Druhd kruznica grafu G, ktord je balansovand sa
zobrazuje na balansovanu kruznicu grafu G,. Teda pre izomorfizmus ¢ podkladovych
grafov H; a Hs, kde ¢(0) = 3,¢(1) = 5,9(2) = 1,0(3) = 0,9(4) = 2,¢(5) = 4 st
signované grafy G; a GGy izomorfné. V tomto pripade, ak sa vrchol 3 zobrazuje na 0,
takéto priradenie maju 4 izomorfizmy podkladovych grafov a pre kazdy z nich su aj
signované grafy izomorfné.

Dalsie 4 izomorfizmy podkladovych grafov si tie, kde sa vrchol 3 zobrazi na vrchol 1
(zobrazenie g). Vtedy sa nebalansovand kruznica 3 4 5 3 zobrazi na balansovani 1 5 3 1.
Preto pre tieto 4 izomorfizmy podkladovych grafov, v ktorych sa vrchol 3 zobrazi na

vrchol 1, nie st signované grafy izomorfné.

Tvrdenie: Ak si dva signované grafy G; = (Hy, X1) a Gy = (Ha, X9) acyklické a existuje
medzi ich podkladovymi grafmi H; a Hy izomorfizmus ¢, potom G a G5 st izomorfné
a G sa dé& prepnut na Gs.

Dokaz: Nech G a Gy st dva suvislé acyklické signované grafy a ¢ je izomorfizmus ich
podkladovych grafov H; a Hy. Kedze G a Gy st acyklické, G; mé jedind kostru 7} a
G mé jedint kostru Ty, pricom T} = (V(H,), E(H,)) a To = (V(Hz), E(Hz)). Chceme
ndjst mnozinu vrcholov W C V(H;) takd, ze prepnutim vrcholov W sa 3; zmen{ na
Y. Vezmime a zafixujme Tubovolny vrchol u € V(H;) a nech u je koren Ti. Z u vedie
do kazdého listu v; prave jedna cesta P;. Pri prechdadzke po cestach P; z korena u do
listu v; algoritmus prejde a skontroluje vsetky hrany G, niektoré mozno viackrat. Ak

by v ceste P; objavil hranu e, ktorej obraz ¢’ podla ¢ by mal opaéné znamienko, prepol
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by vrchol hrany e, ktory je vo vécsej vzdialenosti od korena u. Ak by mala cesta P;
véetky hrany opacéné, postupne by prepinal vrcholy P;, pokial by sa nedostal k listu
vj. Takymto sposobom by algoritmus poprepinal vsetky vrcholy mnoziny W a vsetky
znamienka na hranach G; by boli rovnaké ako ich obrazy na G5, teda ¥; by bola iden-
ticka so Xs. I

Nech T je kostra G, pricom G je cyklicky signovany graf. Kazdd hrana e € G, ktora ne-
patri T je mimokostrova hrana. Po pridani jednej mimokostrovej hrany e do T" vznikne
prave jedna kruznica C' a hovorime, ze C' je fundamentdlna kruznica alebo tiez bdzovy
cyklus. Pocet bazovych cyklov je rovny poctu mimokostrovych hran. Vsetky bazové
cykly C1, Cs, . .., Cy, tvoria bézu cyklového priestoru C(G). Cyklovy priestor je mnozina

vietkych kruznic grafu a kazdd kruznicu vieme dostat ako symetrickyj rozdiel niekolkych

fundamentalnych kruznic. Symetricky rozdiel kruznic C;, Ciyq, ..., C; je kruznica C,
ktord vznikne symetrickou diferenciou kruznic Cj, Ciyq, ..., Cj, presnejsie ich mnozin
hranS.

Tvrdenie: Parita zapornych hran bazovych cyklov Cy,Cs, ..., Cy z ktorych vznikne
symetrickou diferenciou kruznica C' je rovnaka ako parita zapornych hran C.

Dokaz: Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou vzhladom na k.

Baza indukcie:

(k =1) : kruznica C' tvorend jedinym bazovym cyklom C; ma trividlne rovnaky pocet
zapornych hrén a C' = (.

(k = 2) : kruznica C je tvorend dvomi bdzovymi cyklami C;, Cy. Kedze C tvoria
dva bézové cykly, potom C; N Cy # () a maji spolocni aspon jednu hranu. Ak by C)
bola balansovana a C, nebalansovand, potom nech by ich prienik mal Iubovolnd paritu
zapornych hran, C' by bola nebalansovana. Ak by boli C, C5 obidve balansované alebo
obidve nebalansované a ich prienik by mal Tubovolnu paritu zdpornych hrdn, C' by bola
balansovana. Je to tym, ze ak od dvoch ¢isel a, b roznej parity odratame rovnaké ¢islo
¢ (nech ¢ m4 Tubovolnt paritu), potom ¢isla a, b budii mat opét rozne parity. Podobne
ak st a, b rovnakej parity a odratame od nich ¢, tak a, b budd mat opat rovnakud
paritu.

Indukcny predpoklad:

Predpokladajme tvrdenie pre k bazovych cyklov, z ktorych symetrickou diferenciou
dostaneme C'. Teda ak pocet zdpornych hran bazovych cyklov je parny, potom je C

balansovand a ak je pocet zapornych hran bazovych cyklov neparny, potom je C' neba-

6Symetricky rozdiel (symetricka diferencia) n-mnozin Ay, As, ..., A, je mnozina M takych prvkov,
ze z kazdej mnoziny A; obsahuje tie prvky, ktoré sa nachadzaji iba v A; a v ziadnej inej mnozine A4;,
i # 7. Symetricku diferenciu dvoch mnozin A;,A5 oznacujeme A; A As.
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lansovana.

Indukény krok:

Dokazeme tvrdenie pre k 4+ 1 béazovych cyklov, pricom tvrdenie dokazeme pre dve
mnoziny s aplikovanim indukéného predpokladu na k bazovych cyklov. Nech teda
C' dostaneme ako symetricky rozdiel bazovych cyklov Cy, Cs, ..., Cy, Cryii. Podla in-
dukéného predpokladu symetrickou diferenciou bazovych cyklov Cy, Cy, ... C) dosta-
neme kruznicu C', ktora bude balansovand, ak pocet zépornych hran C; je parny re-
spektive C" bude nebalansovana, ak pocet zdpornych hrén C; je nepéarny, pre i €
{1,2,...,k}. Potom C bude C" A Cj1 a bez ohladu na to aki paritu zapornych hran
mé C' N Cpy1, kruznica C bude balansovand, ak st obidve C aj Cjy1 sicasne alebo

balansované alebo nebalansované a C' bude nebalansovana naopak. [J

Obr. 14: Balansovanost nebdzovej kruznice

Na obrazku 14.a) je signovany graf G, 14.b) je podkladovy graf H signovaného grafu G
a na 14.c) je kostra signovaného grafu G zvyraznena plnymi ¢iarami a mimokostrové
hrany su vyznacené bodkociarkovanymi ciarami. Vidime, ze kruznica C' =013 4 0 m&a
neparny pocet zapornych hran a preto je nebalansované. Ak sa pozrieme na obrazok c),
vidime, ze C' tvoria 3 mimokostrové hrany {0, 1}, {1, 3}, {3,4} a jedna kostrové hrana
{0,4}, teda C je tvorend tromi bazovymi cyklami 0 120,123 1,02 3 4 0. Kazd4 z

nich je nabalansovana a vysledna kruznica C' je takisto nebalansovana.

Tvrdenie: Predpokladajme, ze méame dva signované grafy G a G, ktoré si izomorfné
(t.j. medzi ich podkladovymi grafmi H; a H, existuje izomorfizmus ¢ a kazda kruznica
C mé& svoj obraz ¢(C) rovnakej balansovanosti). Potom pre akikolvek kostru G; a
fundamentdlnu kruznicu C, bude aj ¢(C') mat rovnakud paritu zdpornych hran ako C.
Dokaz: Nech T je Tubovolnd kostra Gy. Kedze Hy a Hy st izomorfné, potom obraz o(T)

je kostra Go. Uvazujme mimokostrovi hranu e € GG;. Vieme, ze e urcuje bazovy cyklus
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C' v Gy a obrazom C je bazovy cyklus ¢(C') s mimokostrovou hranou ¢(e). Pretoze vo ¢
sa balansovana kruznica zobrazuje na balansovanu a nebalansovana na nebalansovant,
tak ¢(C') ma rovnaki paritu zdpornych hran ako C. Kedze sme uvazovali lubovolnu

kostru 7', tvrdenie sme dokéazali pre kazdua kostru signovaného grafu G;. U

Opacné Tvrdenie: Nech ¢ je zobrazenie G na Gy také, ze ¢ je izomorfizmus podkla-

dovych grafov Hy, Hy a navyse existuje kostra T’ grafu Gy a kostra 7" grafu Gs, pricom
¢ zobrazi kazdu fundamentalnu kruznicu C' € G na C' € Gy rovnakej balansovanosti,
potom ¢ je izomorfizmus G a Gs.

Dokaz: KedZe ¢ je izomorfizmus H,, Hy, staci ukdzat, Ze obrazom kazdej kruznice C &
G je kruznica C" € G5 s rovnakou paritou zdpornych hran. Kazdd kruznicu C' vieme
dostat ako symetricky rozdiel A niekolkych fundamentélnych kruznic. Nech C' je teda
kruznica, ktora vznikne ako symetricky rozdiel fundamentalnych kruznic Ci, ..., Cy,
ktoré maji znamienko Zi, ..., Z, pricom C' mé znamienko Z”. (Teda Z urcuje, ¢i je C
balansovand alebo nie.) Potom C' = C1 A--- ACy a o(C) = p(Cy A --- ACy). Pretoze
¢ je izomorfizmus grafov, potom ¢(C) = o(Cy) A --- A p(Cy), kde ¢(C;) ma rovnaké

znamienko Z; ako C;, pre kazdé i a teda ¢(C') mé rovnaké znamienko Z ako C. [

Po predchédzajicich tvahach sme dospeli k navrhu algoritmu, ktory rozhodne, ¢i st
alebo nie si signované grafy izomorfné. Algoritmus bude teda pracovat iba s izomor-
fizmom podkladovych grafov a bazovymi cyklami. Ked'Ze jeden izomorfizmus podkla-
dovych grafov nestaci, je potrebné vediet ndjst postupne vsetky izomorfizmy. K tomu

pouzijeme existujuci algoritmus, ktory nam ich najde.

3.3 Niektoré algoritmy na najdenie izomorfizmu

jednoduchych grafov

Jeden sposob ako najst izomorfizmus jednoduchych grafov je permutovat oznacenie
vrcholov na jednom z nich. Tento algoritmus na néjdenie izomorfizmu ma ¢asovi
zlozitost O(n!), pretoze pre pevné oznacenie vrcholov na Gp spermutuje (funkcia )
oznac¢enia vrcholov na Gy a kontroluje, ¢i obraz kazdej hrany {u,v} € E(G}) je hrana
(1), 2(0)} € E(Ga) pre [V(Gy)| = [V(Ga)| a |E(GY)| = |E(Gy)]. Ak by Gy a Gs
boli izomorfné, v najhorsom pripade by sa mohlo stat, Ze by nasiel prvy izomorfizmus
az niekde medzi poslednymi moznostami zo vsetkych n! oznaceni a ak by neboli izo-
morfné, musel by prejst dokonca vsetky z n! moznosti. Takyto algoritmus pre vAcsi

pocet vrcholov by pocital prilis dlho a preto je nepouzitelny. Lepsi algoritmus, ktory

"Znamienko kruznice hovori, ¢ je kruznica balansovans + alebo nebalansovand -.
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nemozno nespomenut je Ullmamov algoritmus [14]. Ullmanov algorimus pouziva pro-
cedtiru pre obmedzenie prehladdvacieho stavového priestoru zaloZent na jednoduchom
predpoklade. Ak si v grafe G dva vrcholy spojené hranou, potom mozu byt tieto dva
vrcholy namapované opit na dva vrcholy spojené hranou.

Ako uz bolo spomenuté, mame k dispozicii algoritmy s lepSou - exponencialnou

¢asovou zlozitostou ako napriklad Bliss implementovany v kniznici iGraph.

3.3.1 Nauty

Program Nauty je povazovany za najlepsi pouzivany algoritmus na néajdenie izomorfi-
zmu jednoduchych grafov. Program Nauty je open source projekt napisany vo velmi
portabilnej podmnozine jazyka C' a moderné kompilatory jazyka C' pre vacsinu typov
pocitacov by nemali mat nijaké problémy s prekladom [18].

Nauty je sada procedir hladajicich grupu automorfizmov Aut(G), vrcholovo® za-
farbeného grafu G. Prvkami Aut(G) st vsetky automorfizmy G vratane trividlneho,
ktory nechava vSetky oznacenia na mieste - identita. Pretoze pocet automorfizmov

moze byt prilis velky, algoritmus pracuje so sadou generdtorov S C Aut(G).

Druhou vyznamnou funkciou Nauty je kanonické oznacenie. Je to operacia oznacenia
vrcholov sposobom, ktory nezavisi na tom, ako boli vrcholy oznacené predtym. Grafy,
ktoré su izomorfné (rovnaké okrem oznacenia vrcholov) sa stanu identické (presne
rovnaké) po kanonickom oznaceni. Ucelom kanonického oznacenia je otestovaf izomor-
fizmus: dva izomorfné grafy sa stant identické, ak si kanonicky oznacené.

Vrcholy grafov su v Nauty zafarbené a definicia automorfizmu pre zafarbenie hovori,
7e kazdy vrchol v € G moze byt namapovany iba na vrchol v € Gy rovnakej farby.
Farby sa aplikuji v uréitom poradi, t.j. prva farba, druhd farba, atd. Pri kanonickom
oznac¢eni, oznacenie nového vrchola sa realizuje podla poradia farieb. Vrcholy prvej
farby st oznacované skor ako vrcholy druhej farby atd. Toto pravidlo znamens, Ze
kanonické oznacenie moze byt pouzité pre urcenie, ¢i dva vrcholovo zafarbené grafy si
izomorfné cez izomorfizmus, ktory mapuje kazdy vrchol prvého grafu na vrchol rovnakej
farby druhého grafu.

Nauty vie pracovat s orientovanymi grafmi a aj s grafmi so sluckami®. Autormi
Nauty su Brendan D. McKay a Adolfo Piperno. Ich posledna verzia programu Nauty

je v sucasnosti 2.5.

8Vrcholovo zafarbeny graf m4 zafarbené vrcholy tak, Ze ziadne dva susedné vrcholy nemaji rovnaki
farbu.
9Slucka je hrana e taka, Ze jej koncové vrcholy st jeden a ten isty vrchol.
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3.3.2 Bliss

Bliss je povazovany za nastupcu Nauty s lepSimi heuristikami a datovymi struktirami.
Je to open source projekt napisany v jazyku C++4. Pocita kanonické oznacenie grafov
a grupu automorfizmov Aut(G) vrcholovo zafarbeného grafu G = (V, E, ¢), kde ¢ :
V — N je funkcia, ktord priraduje kazdému vrcholu nezdporné celé cislo (farbu).
Automorfizmus vrcholovo zafarbeného grafu je izomorfizmus vrcholovo zafarbeného
grafu samého na seba [20].

Autori vo svojej dokumentacii uvadzaji myslienku algoritmu nasledovnymi tvr-
deniami: nech v : V. — V je permutdcia V. Obrazom vrchola v € V podla 7 sa
oznacuje v”. Pre zafarbeny graf G = (V| E, ¢) sa potom definuje zafarbeny graf G7 =
(V, {{v",w'}{v,w} € E}, "), kde funkcia ¢ : V' — N je definovana pre vsetky vr-
choly v € V ako ¢”(v?) = ¢(v). Dva zafarbené grafy Gy = (V, E1,¢1) a Gy = (V, Es, )
st izomorfné, ak existuje permutdcia v : V' — V takd, ze G] = G5. Permutdcia v sa
nazyva izomorfizmus GG na Gs.

Autormi Bliss su Tommi Junttila a Petteri Kaski. Bliss pracuje aj s orientovanymi
grafmi. Aktudlna verzia Bliss je 0.72 pod licenciou GNU GPL [20].

Obr. 15: Vrcholovo zafarbené grafy

Na obrazku 15 vidime dva izomorfné vrcholovo zafarbené grafy tromi farbami, kde jeden
vrchol vyznaceny Ciernou vypliou ma prva farbu, dva vrcholy vyznacené bez vyplne

maji druhi farbu a jeden vrchol, ktory je vyplneny kriZikom je zafarbeny tretou farbou.

A aky je v sucasnosti ,state-of-art“? Okrem nauty a bliss pozname aj program VFUib,
ktory je volne $ireny ako néstroj pre efektivne zistovanie izomorfizmu. Desiatky d'alsich
volne &fritelnych programov a kniZnic mozno vyhladat a stiahnuf na internete. My

pouzijeme kniznicu iGraph, ktord nam pontka aj bliss aj VFlib.
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3.4 1Graph

Kniznica iGraph je open source projekt distribuovany pod licenciou GNU GPL a je
stale vo vyvoji [16]. Kniznica iGraph je kolekcia algoritmov, ktord obsahuje dostatoéne
velké mnozZstvo grafovych algoritmov vratane Bliss a funkcii pre operdcie na grafoch,
ako napriklad prehlad4dvanie grafu do hfbky, zistovanie strukturdlnych vlastnosti grafov,
atd.

V dokumentdcii udévaji ¢asovi zlozitost pre kazdd funkciu, napriklad pre funk-
ciu igraph_isomorphic_bliss udavaji exponencidlnu ¢asovi zlozitost [17]. Okrem al-
goritmov obsahuje mnozstvo uc¢innych datovych struktir pre reprezentaciu grafov a
iné datové struktiry ako vektory dynamicky meniace velkost, zdsobniky, obojsmerne
linedrne fronty, haldy atd. Asi najbeznejsimi pouzivanymi ddtovymi struktirami si
wgraph_t a igraph_vector_t. iGraph poskytuje platformu pre vyvoj a implementaciu gra-
fovych algoritmov pre developerov. Vyznamnou vlastnostou tejto kniZnice je t¢innd
manipuldcia s velkymi grafmi, s obmedzenim velkosti fyzickej pamiti pocitaca, to zna-
mend v sticasnosti niekolko miliénov vrcholov a/alebo hran. Autormi kniznice st Gdbor
Csdardi a Tamds Nepusz. Kniznicu iGraph vyvijaji od roku 2005 a aktualna verzia je

stara asi 3 mesiace a ma oznacenie 0.6.3.

V programovej casti k tejto praci sme implementovali signované grafy do kniznice
iGraph ako jednoduché grafy so znamienkovymi atribitmi na hrandch podla nizvu
Lsignature®. Pre signované grafy sme implementovali algoritmy na zistenie, ¢i s signo-
vané grafy izomorfné, alebo ekvivalentné a izomorfné alebo ani ani, na¢itanie a ulozenie
signovanych grafov zo stiboru/do siboru. Obidva algoritmy na ekvivalenciu aj izo-
morfizmus signovanych grafov volaji dalsie dve implementované funkcie na kontrolu

balansovanosti kruznic a prepinaci algoritmus.

3.4.1 Balicek v jazyku R

Kniznica iGraph ma vazbu aj na jazyk R. Jazyk R je prostredie pre statistické vypocty
a grafiku, pricom vie aj vykreslit jednoduché grafy. Je to GNU projekt, ktory je po-
dobny jazyku S. V ramci programovej ¢asti k tejto praci sme robili aj pokusy s iGraph-
om Vv jazyku R.

Préca s iGraph-om je jednoduchsia v R ako v C/C++ . Zvlastnou novinkou v R
je celkové riesenie s datovymi Struktirami. Datova struktira n-rozmerny vektor je tu
implemenovand ako vSeobecny priestor pre ukladanie dat. Napriklad graf je ulozeny v

jednorozmernom vektore, kde kazdy prvok je id nejakého vrchola a hrany su zakédované
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ako disjunktné!® dvojice susednych prvkov, pricom prva hrana zaéina ako prvy a druhy
prvok. Kazdy izomorfizmus je reprezentovany ako vektor diiky n a viac izomorfizmov
je tu ulozenych vo vektore, ktorého kazdy prvok je vektor s izomorfizmom.

Pre pricu v jazyku R sluzi prostredie Rstudio, v ktorom je velmi jednoduché pra-
covat. V prostredi Rstudio je kniznica iGraph priamo podporovand ako ,balik“, ktory
sa d4 Tahko doinstalovat priamo v Rstudiu cez internet. Po pridani ,balika“ iGraph
je mozné ihned pouzivat funkcie iGraph-u a zaroven je k dispozicii dokumentdcia na
vietky funkcie priamo v programe Rstudio. Tieto iGraph-ové funkcie st velmi prirod-
zene navrhnuté, ich kombindciou mozno vykonavat s grafmi najroznejsie operdcie, ¢i
uz zistovanie vlastnosti grafu alebo ich modifikdciami. Najprv treba vytvorit objekt -
graf, ktory sa d4 jednoducho vytvorit zakladnou metédou graph.empty alebo je mozné
pouzitim inej metédy read.graph nechat nacitat graf ako zoznam hrén z externych
textovych siborov. Je praktickejsie zadavat grafy z externych stiborov, ako upravovat
zdrojovy kéd, v ktorom by bol graf ulozeny vo vektore napevno. V prostredi Rstudio
je implementované aj jednoduché grafické zobrazenie grafov.

Tento rozsirujici modul iGraph-u do jazyka R je momentédlne vo vyvoji, rovnako
tak aj pre Python a Ruby. Pre implementaciu algoritmov pre signované grafy sa bolo

treba vratit k zdkladnej verzii iGraph-u v jazyku C.

3.4.2 Kniznica v jazyku C

Cel4 kniznica ¢Graph je napisand v jazyku C. Je to GNU projekt, ktory sa kompiluje
cez znamy GNU GCC kompilator. iGraph je ale vacsi projekt a preto vyuziva program
GNU make. Najprv je potrebné si kniznicu stiahnut [16] zo stranky iGraph-u a ,roz-
tarovat® prikazom napriklad: tar zzf igraph-0.6.5.tar.gz a nédsledne prejst do zlozky
igraph-0.6.3 prikazom: cd igraph-0.6.3.

Trojicou prikazov ./configure, make a make install sa nainstaluje kompletnd C
kniznica. Prvym prikazom ./configure sa nakonfiguruje a pripravi instaldcia kniznice a
okrem inych stiborov sa vygeneruje Makefile. Druhym prikazom make program GNU
make precita vygenerovany Makefile a ,zbuilduje“ iGraph, to znamena skompiluje a
zlinkuje mnozstvo zdrojovych suborov a vytvori staticki kniznicu libigraph.a a dyna-
micku kniznicu libigraph.so.0. Treti prikaz make install prekopiruje statickd aj dyna-
mickd kniznicu do systémového adreséra /usr/local/lib.

Pre zacatie pouzivania funkcii kniznice iGraph, sta¢i vo svojom programe pridat
prikaz #include < igraph.h > na zaciatku programu a povedat kompildtoru GCC, kde

mé hladat kniZnice a hlavickové stibory, alebo si nastavit systémové premenné. Potom

10 mnozin je disjunktnych, ak neexistuje ani jeden taky prvok, ktory by sa nachidzal vo viac ako

jednej z n mnozin.
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st uz k dispozicii vSetky funkcie a datové typy kniznice iGraph. Je velmi ndpomocné
si vytvorit k svojmu programu vlastny jednoduchy Makefile a pomocou prikazu make
prekladat program. Teda pri kazdom preklade svojho programu staci zadaf jediny
prikaz make a netreba vypisovat dlhé prikazy pre kompildtor GCC, kde mé hladat
hlavickové subory a podobne, pretoze to vsetko je obsiahnuté v Makefile. Nasledujuci

kratky program demonstruje zakladné pouzitie kniznice iGraph:

#include <igraph.h>

int main(void)

{
igraph_t graph;
igraph_empty(&graph, 5, IGRAPH_UNDIRECTED) ;
igraph_destroy(&graph) ;
return O;
b

Tento trividlny program vytvori neorientovany jednoduchy graf s 5 izolovanymi vr-
cholmi pomocou konstruktora igraph_empty, kde prvy parameter je pointer na zatial
neinicializovany grafovy objekt, druhy parameter je pocet vrcholov a treti parameter
je zrejmy. Kazdy inicializovany grafovy objekt je potrebné na konci vymazat z pamate

pomocou destruktora igraph_destroy.
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Kapitola 4

4 Vlastny navrh a programova realizacia

K tejto praci sme navrhli algoritmus, ktory riesi problém izomorfizmu signovanych gra-
fov G = (H.,%1) a Gy = (H,,Y5) za pomoci kniznice iGraph, vdaka ktorej mame
k dispozicii izomorfizmy podkladovych grafov H, a H, a sticasne mnozstvo dalsich
uzitoénych funkcii ako napriklad igraph_bfs, ktora prejde graf do sirky. Zadefinovali
sme, ¢o je to izomorfizmus signovanych grafov tak, Ze musia byt splnené dve podmien-

ky:

1. podkladové grafy H, a H, musia byt izomorfné,
2. pre kazdi kruznicu C' € G7 musi byt aj jej obraz - kruznica C' € G5 rovnakej ba-

. . . /! , % , s~ 7
lansovanosti, t.j. C' aj C' st stucasne balansované alebo suicasne nebalansované.

V nasom programe berieme izomorfizmus podkladovych grafov H; a Hs ako ,nejaki
bijekciu mnozin vrcholov V; do V5, nad ktorou pracuje nas algoritmus na overenie ba-

lansovanosti.

4.1 Hlavny program

Myslienka programu, ktory rozhodne, ¢i st alebo nie st dva lubovolné zadané signo-
vané grafy Gi = (Hy, Y1) a Go = (Ha, 3y) izomorfné je nasledovna: Postupne pre kazdy
izomorfizmus ¢; podkladovych grafov H; a H, je treba overit podla nejakej kostry, ¢i
kazda fundamentédlna kruznica méa svoj obraz rovnakej balansovanosti. Ak pre nejaké
©; a nejaki kostru 7" bude mat kazds fundamentdlna kruZnica svoj obraz rovnakej ba-
lansovanosti, potom su signované grafy izomorfné. Ak pre Ziadne o; nebudd mat podla
nejakej kostry vsetky fundamentalne kruznice svoje obrazy rovnakej balansovanosti,
potom signované grafy nie si izomorfné. Po zisteni, Ze si signované grafy izomorfné
sa zavola funkcia, ktora poprepina vrcholy na prvom grafe a vrati informéaciu o tom,

ktoré vrcholy na prvom grafe treba prepnit aby sa G zmenil na G5 pre dané .
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V hlavnom programe main volame funkcie pre signované grafy, ktoré su zabalené v
module signed.c, ktory sme implementovali do kniznice ¢Graph. Program main ¢ita na
vstupe signované grafy ulozené v textovych suboroch a vystupom s vypisy na obra-
zovku alebo pri spusteni s parametrom 1 ulozi vysledok vypoctu do stiboru. Program je
prilozeny v prilohe k praci a na jeho spustenie je potrebné mat nainstalovantd kniznicu

iGraph.

4.2 Implementacia signovanych grafov do kniznice 1Graph

Na to aby bolo mozné pracovat so signovanymi grafmi s kniznicou iGraph, bolo po-
trebné najprv implementovat signované grafy. Kniznica iGraph umoziuje pridat jed-
noduchym grafom rozne celoéiselné alebo retazcové atribiity na vrcholy, hrany alebo
aj na cely graf.

Signované grafy sme do kniznice :Graph implementovali tak, ze si to jednoduché
grafové objekty typu igraph_t so znamienkovymi atribitmi podla ndzvu ,signature®,
teda kazd4 hrana mé podla svojho id hrany priradené znamienko. Zdporné hrany majui
priradené atribity 1 a kladné hrany maju priradené atributy 0. Je prirodzené mat takto
zakdédované znamienka, pretoze pri pocitani balansovanosti fundamentalnej kruznice
staci s¢itat 0 a 1 na jej hrandch a ak je vysledok péarne ¢islo, potom je kruznica balan-
sovana.

Signované grafy by mohli mat aj iné atribity na hranach, napriklad by boli hranovo
ohodnotené nejakymi vahami, avSak k atribitom sa pristupuje cez nazov atribitov.
Znamienka maji ndzov ,signature® a pretoze iGraph dovoluje mat aj viac druhov
atribtitov rozliSiteInych podla ndzvu, takouto implementdciou signovanych grafov sme
neubrali moznost rozsirenia o d'alsie atribity na hrany. Teda signované grafy st imple-
mentované velmi konzervativnym sposobom.

Pre implementéciu signovanych grafov bolo samozrejme potrebné vytvorit funkciu,
ktord ich takto inicializuje a d'alsie funkcie, ktoré vedia pracovat s takto implemen-
tovanymi signovanymi grafmi, pretoze iGraph nepozné signované grafy. Vsetky tieto
funkcie su zabalené v implementovanom module pre signované grafy, ktory je vysvet-

leny v nasledujicej casti.

4.3 Modul pre signované grafy do kniznice :Graph

Vytvorili sme modul signed.c pre signované grafy do kniznice iGraph tak, aby kniznica
iGraph nebola tymto modulom nijako modifikovand. Teda je mozné modul prilinko-
vat s kniZznicou bez toho, aby boli vykonané nejaké zmeny v niektorom zdrojovom

stibore kniznice iGraph. Tento modul obsahuje niekolko funkecii pre signované grafy, z
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ktorych je najdolezitejsia funkcia igraph_signed_graph_isomorphic, ktora rozhodne, ¢i

st Tubovolné dva zadané signované grafy izomorfné.

Rozhrania funkcii implementovaného modulu signed.c st deklarované v hlavicko-vom

stubore signed.h a vyzeraju nasledovne:

int igraph_signed_initialize();

int igraph_signed_deinitialize();

int igraph_load_signed_graph(igraph_t *g, FILE *f);
int igraph_save_signed_graph(igraph_t *g, FILE *f);

int igraph_signed_graph_equivalent(igraph_t *gl, igraph_t *g2,
igraph_vector_t *sw, igraph_bool_t *iso);
int igraph_signed_graph_isomorphic(igraph_t *gl, igraph_t *g2,

igraph_vector_t *img, igraph_vector_t *sw, igraph_bool_t *iso);

int igraph_signed_graph_fundamental_circles(igraph_t *gl, igraph_t *g2,
igraph_vector_t *bij, igraph_bool_t *iso);
int igraph_signed_graph_switch(igraph_t *gl, igraph_t *g2,

igraph_vector_t *bij, igraph_vector_t *sw, igraph_bool_t *iso);
Presny popis hlaviciek implementovanych funkecii:
int igraph_signed_initialize()

- Funkcia bez parametrov, je prerekvizitou pre vetky d'alsie implementované funkcie.
Zapina vsetky atribity pre jednoduché grafy - na vrcholy, na hrany, na graf (ktoré s v

kniznici iGraph ,defaultne* vypnuté), aby bolo mozné rozsirenie pre signované grafy.
int igraph_signed_deinitialize()

- Funkcia bez parametrov, ktora nema ziadnu funkciu a jej vyznam je provizorny ako

komplement ku igraph_signed_initialize()
int igraph_load_signed_graph(igraph_t *g, FILE xf)

- Nacita signovany graf priamo zo siboru, inicializuje grafovy objekt a vytvori z neho
signovany graf pridanim znamienok ako atribity na hrany podla mena ,signature®.
M4, dva parametre: *g - pointer na zatial neinicializovany grafovy objekt typu igraph_t,

*f - pointer na stream typu subor otvoreny na citanie. Prerekvizity tejto funkcie su:
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existujuci sibor so spravnym formatom signovaného grafu, obidva parametre musia
byt korektné, teda pointre nastavené na prislusne adresy objektov. Predpisany format

signovaného grafu v subore:

7
010
021
211
340

V prvom riadku je jedno celé nezaporné ¢islo udavajice pocet vrcholov z dovodu,
7e signovany graf moze byt aj nesivisly a mat izolované vrcholy. V kazdom dalsom
riadku je jedna hrana ako trojica celych nezapornych ¢isel, pricom prvé dve ¢isla sa
id vrcholov tvoriacich hranu, tretie ¢islo je 0 alebo 1 pre kladni, respektive zapornui

hranu. Predchadzajici graf takto zakodovany v stibore vyzera nasledovne:

Obr. 16: Nesuvisly signovany graf

int igraph_save_signed_graph(igraph_t *g, FILE *f)

- Ulozi existujuci signovany graf do siboru podla predpisaného formatu. M4 dva para-
metre: *g - pointer na inicializovany signovany graf, *f - pointer na stream typu stbor
otvoreny iba na zapis. Ak siubor neexistuje, vytvori ho a zapise do neho signovany graf,

ak existuje, vymaze ho a zapise do neho signovany graf.

int igraph_signed_graph_equivalent(igraph_t *gl, igraph_t *g2,

igraph_vector_t *sw, igraph_bool_t *iso)

- T4to funkcia rozhodne, ¢i st lubovolné dva zadané signované grafy ekvivalentné. Prvé
dva parametre *gl a *g2 st pointre na dva inicializované signované grafy, tret{ para-

meter *sw je pointer na inicializovany nulovy vektor sw dizky n = [V(Gy)| = [V(Gs)],
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do ktorého funkcia ulozi informéciu o prepnutych vrcholoch G;. Ak na prislusnom in-
dexe 7 vektora sw sa po skonceni nachadza hodnota 1, znamena to, ze bol prepnuty
vrchol u € Gy, pricom id vrchola u je i. Posledny parameter *iso je pointer na logicku
premennt typu igraph_bool_t, ktora nadobuda hodnotu 1 (True) vtedy a iba vtedy, ak

su G a Gy ekvivalentné.

int igraph_signed_graph_isomorphic(igraph_t *gl, igraph_t *g2,

igraph_vector_t *img, igraph_vector_t *sw, igraph_bool_t *iso)

- Hlavnd funkcia implementovaného modulu, rozhodne ¢ st Tubovolné dva zadané
signované grafy izomorfné. Prvé dva parametre *gl a *g2 st pointre na inicializované
signované grafy. Treti parameter *img je pointer na inicializovany nulovy vektor diZky
n, ktory bude obsahovat izomorfizmus podkladovych grafov, ak si signované grafy izo-
morfné, inak zostane nulovy. Izomorfizmus podkladovych grafov je zakédovany jedno-
duchym sposobom tak, ze id vrcholov GG st indexy vektora img a hodnoty si ich obrazy.
Stvrty parameter *sw je pointer na inicializovany nulovy vektor dIZky n, do ktorého
funkcia ulozi informaciu o prepnutych vrcholoch podobne ako v predchadzajicej funk-
cii. Posledny parameter je podobne ako v predchddzajicej funkcii pointer na logicku
premennt, ktord je nastavend na hodnotu 1 (True) vtedy a iba vtedy, ak su Gy a G

izomorfné.

int igraph_signed_graph_fundamental_circles(igraph_t *gl, igraph_t *g2,
igraph_vector_t *bij, igraph_bool_t *iso)

- Toto je funkcia, ktord pre kazdid fundamentélnu kruznicu C' na G overi, ¢i ona aj
jej obraz C" na Gy maji rovnaki paritu zapornych hran. Tato funkcia je voland z
oboch funkcii igraph_signed_graph_equivalence a igraph_signed_graph_isomorphic. Prvé
dva parametre *gl a *g2 si pointre na inicializované signované grafy, d'als{ vstupny pa-
rameter *bij je pointer na vektor bij, ktory obsahuje alebo identitu, alebo izomorfizmus
podkladovych grafov, podla toho ¢i je tato funkcia voland z funkcie ekvivalencie alebo
izomorfizmu signovanych grafov. Poslednym parametrom je pointer *iso na logicku pre-
menni iso, ktord po skoncen{ funkcie bude obsahovat 1 (True) vtedy a iba vtedy, ak
pre ziadnu fundamentalnu kruznicu C' na G nezisti nerovnakid paritu zapornych hran

s jej obrazom C" na Gj.

int igraph_signed_graph_switch(igraph_t *gl, igraph_t *g2,

igraph_vector_t *bij, igraph_vector_t *sw, igraph_bool_t *iso)

- Funkcia, ktora poprepina vrcholy na G;. Tato funkcia je volana z oboch funkcii

wgraph_signed_graph_equivalence a igraph_signed_graph_isomorphic a je voland vtedy a
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iba vtedy, ak funkcia igraph_signed_graph_fundamental_circles vracia True cez parame-
ter iso. Prvé dva parametre *gl a *g2 si pointre na inicializované signované grafy.
Tret{ parameter *bij je pointer na vektor bij obsahujici opit alebo izomorfizmus pod-
kladovych grafov, alebo identitu v zavislosti na tom, z akej funkcie bola tato funkcia
volana. Posledné dva parametre si vystupné a pointer *sw ukazuje na inicializovany
nulovy vektor diZky n, v ktorom bude informécia o prepnutych vrcholoch. Teda vrchol
u € V(Gy) s id i bol prepnuty vtedy a iba vtedy, ak na indexe i vektora sw sa nachddza
1. Posledny parameter *iso ukazuje na logicki premennt iso, ktord nadobudne hodnotu

0 (False) iba ak neexistuje prepnutie.

4.4 Funkcia igraph_signed_graph_isomorphic

Funkcia igraph_signed_graph_isomorphic implementovaného modulu signed.c zodpovie
na hlavnu otéazku tejto prace, teda izomorfizmu signovanych grafov. Popis parametrov,
vstupy, vystupy su popisané v predchadzajicej podkapitole. Funkcia ocakava korektny

vstup. Uvedieme pseudokdd a popiSeme zaujimavé casti.

Pseudoalgoritmus:

(1) nastav vystupnd logicki premenni iso na O (False)
(2) zavolaj iGrafovd funkciu igraph_get_isomorphisms_vf2,
ktord vrati v8etky izomorfizmy podkladovych grafov
- ak nenijde ani jeden izomorfizmus podkladovych grafov,
koniec hlavnej funkcie, vektory img, sw zostani nulové a
logickd premennd iso zostane nastavend na 0 (False)
(3) pre kazdy izomorfizmus podkladovych grafov vykonaj:
(8.1) zavolaj funkciu igraph_signed_graph_fundamental_circles
- ak igraph_signed_graph_fundamental_circles vrati
(False), pokratuj krokom (3) nasledujicou iterdciou
- ak igraph_signed_graph_fundamental_circles vrati
(True), pokractuj
(3.1.1) zavolaj funkciu igraph_signed_graph_switch,

- do vektora img uloZ izomorfizmus podkladovych grafov
pre ktory igraph_signed_graph_fundamental_circles
vratila (True),

- do vektora sw uloZz informdciu o prepnutjch vrcholoch
ktord vrati funkcia igraph_signed_graph_switch

- logickd premenni iso nastav na 1 (True)
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- koniec hlavnej funkcie.
(4) ak pre ziadny izomorfizmus funkcia
igraph_signed_graph_fundamental_circles nevrati 1 (True),
koniec hlavnej funkcie, vektory img, sw zostani nulové a

logicka premennd iso zostane nastavend na O (False).

(1) Casovo najnarocnejsiu tlohu v tejto funkecif robi iGrafova funkcia igraph_get_iso-
morphisms_vf2, pretoze nam néajde vsetky izomorfizmy podkladovych grafov. V doku-
mentdcii je uvedand casova zloZitost exponencidlna. Ostatné operacie vyzaduji menej
¢asu na vypocet a dalsie dve implementované funkcie igraph_signed_graph_fundamental_
circles a 1graph_signed_graph_switch potrebuji menej casu na vypocet ako igraph_get_iso-
morphisms_vf2. Teda hlavna funkcia igraph_signed_graph_isomorphic ma exponencidlnu

¢asovi zlozitost.

4.5 Algoritmus balansovanosti

Algoritmus je implementovany vo funkci igraph_signed_graph_fundamental_circles. Je to
dolezita overovacia funkcia, ktora vrati True ak nenajde v GG kruznicu C, ktoréa by bola
balansované a jej obraz C' v G nebalansovand alebo naopak (podla bijekcie vrcholov

ulozenej na vstupe vo vektore bij nad ktorym funkcia pracuje).

4.5.1 Cinnost algoritmu balansovanosti

Funkcia igraph_signed_graph_fundamental_circles ma asi 100 riadkov koédu a preto uve-

dieme iba stru¢ny pseudokdd a popiSeme hlavné, resp. zaujimavé casti kodu.

/*deklardcia a inicializ&dcia premennjch*/
/*deklaracia a inicializdcia vektorov*/

(1) zavolaj iGrafovd funkciu igraph_dfs, ktord prejde graf gi (1)
do hibky, vrati postupnost’ objavenjch vrcholov a pre kazdy
vrchol informaciu o tom, z ktorého vrchola bol objaveny

(2) pre kazdd hranu e grafu gl urob nasledovné:

(2.1) zisti id koncovych vrcholov e
(2.2) zisti ¢i e je mimokostrovd hrana
- ak nie je mimokostrova, pokracuj nasledujicou

iteraciou v bode (2)
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- ak je mimokostrova, pokracuj:

(2.2.1) zisti, ktory vrchol hrany e = {u,v} bol objaveny neskor,
nech je to vrchol u

(2.2.2) prejdi spdtne z vrchola u do vrchola v (2)
po kruznici C, s€itaj jej znamienka a sulasne
znamienka C’ na g2 podTa bijekcie vrcholov
uloZenej vo vektore bij

(2.2.3) prititaj k potitadlam znamienka na hrane e

(2.2.4) ak pocet zdpornych hrdn na C je parny a pocet
zdpornjch hran na C’ neparny (alebo naopak),
- nastav logickd premennd iso na False
- koniec hlavnej funkcie

inak pokratuj d’alSou iterdciou v bode (2).

/*ak sa po ukonZeni hlavného cyklu v bode (2) dostane sem,
znamend to, Ze neobjavil Ziadnu fundamentdlnu kruZnicu C,

ktorej obraz by bol inej balansovanosti.x*/

/*deinicializacia vektorovx*/
(3) nastav logickid premennd iso hlavnej funkcie na True

(4) koniec funkcie

(1) - iGraph-ové funkcia igraph_dfs prehlada graf g1 do hibky podla nejakej kostry T a
to hlavna funkcia vyuzije k najdeniu mimokostrovych hran. Funkcia igraph_dfs ma 11
parametrov a nas hlavne zaujima 5. a 7. parameter - vektory order a father. Vektor
order obsahuje poradie objavenych vrcholov a vektor father obsahuje informéciu o tom,
ktory vrchol bol z ktorého vrchola objaveny. Zaujmavy je 2. a 4. parameter. Druhy
parameter je 0 - prehladdvanie sa zacina v ,koreni“ - vrchol s id 0. Stvrty parameter

1 - zapina prehladdvanie pre nesivislé grafy.

(2) - Ak mame mimokostrovi hranu e = {u,v} znamend to, ze u nebol objaveny z v
a sucasne v nebol objaveny z u. Ked'ze jeden z nich bol objaveny neskor povedzme wu,
potom z neho existuje tzv. spiatnd cesta do v podla vektora father. NemoZe sa totiZ
stat, ze by sa z u nedostal do v po spatnej ceste. Aby toto nastalo, musel by mat korei
stupeii aspon 2 a musel by sa vratif z jednej svojej najhbsej vetvy do koreiia, z neho
ist do druhej svojej vetvy a z nej najst mimokostrovi hranu, ktord siaha do vetvy, z
ktorej sa uz raz vratil. Toto nenastane, pretoze ak sa z jednej vetvy vrati do korena a

prejde do inej vetvy, potom by prienik tychto vetiev bol iba koren.

35



3[17]

17[16] 14[18]

7013]

16[14]

10[7] 9[10]
Obr. 17: Prechddzka grafu do hl/bky

Na obrazku 17 je jednoduchy graf na 18 vrcholoch (oznacenych od 0 po 17) a 26
hranéch. Devitf mimokostrovych hrén je vyznacenych bodkoc¢iarkovanymi éiarami. Sipka
na plne vyznacenej hrane naznacuje, ktory vrchol hrany bol objaveny z ktorého. Vr-
choly st oznacené éislami nalavo od hranatych zatvoriek a éfsla v hranatych zatvorkach
hovoria o poradi objavenia. Algoritmus ndjde mimokostorvii hranu e = {u,v} podla
toho, Ze hrana e nemd Sipku. Fundamentalnu kruznicu prejde po hrandch podla sipiek
spatne z vrchola s vacésim cislom v zatvorke do vrchola s mensim cislom v zatvorke

vratane hrany {u,v}.

Vektor order vyzera nasledovne: 0 6 8 11 1 5101529 12 13 7 16 4 17 3 14 - tato
postupnost znamend, Ze prvy bol objaveny vrchol s oznacenim 0, druhy bol objaveny
vrchol s oznacenim 6, ..., posledny bol objaveny vrchol s oznacenim 14. Vektor father
vrati: -1 1115171110136 258 212 17 5 13 8 - indexy vektora father su vrcholy
prehladdvaného grafu a tato postupnost znamend, Ze koreii (index 0 = oznacenie 0)
nebol objaveny zo ziadneho vrchola, preto ma -1. Vrchol 1 bol objaveny z vrchola 11,

vrchol 2 bol objaveny z vrchola 15, ..., az vrchol 17 bol objaveny z vrchola 8.

4.5.2 Casova zlozitost algoritmu balansovanosti

Na zaciatku je inicializovanych niekolko vektorov konstruktorom igraph_vector_init jeho
casovd zlozitost O(|V]) je uddvand v zdvislosti na operacnom systéme podla toho aky
,cas“ potrebuje na alokdciu n elementov. Funkcia igraph_dfs ma podla dokumentacie
casovu zlozitost O(|V| + |E|) - linedrnu podla poctu vrcholov a hran. Zistenie kon-
covych vrcholov sa vykond funkciou igraph_edge v ¢ase O(1) a v rovnakom case aj ¢i
je, respektive nie je, mimokostrova. Pre kazdi mimokostrovi hranu zisti, ktory vrchol
bol objaveny z ktorého, najviac v ¢ase O(|E|.|V]). Pri spétnej prechddzke po funda-

mentalnej kruznici dvakrat zistuje id hrany po ktorej ide a dvakrat znamienko na hrane
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po ktorej ide. Zistenie id hrany sa realizuje v ¢ase O(log(dy) + log(ds)), kde d; a ds st
stupne vrcholov hrany. Znamienko precita z grafového objektu funkciou EAN v case
O(|E|). Ostatné operacie bezia v podobnych ¢asoch. Celkovy ¢as funkcie je linedrny
O(|V] + |E|) vzhladom na pocet hran, az kvadraticky vzhladom na pocet vrcholov,

lebo pocet hran moze byt radovo az |V|2.

4.6 Prepinaci algoritmus

Prepinaci algoritmus implementovany vo funkcii igraph_signed_graph_switch poprepina

vrcholy na 1 a vrati informéciu o tom, ktoré vrcholy boli prepnuté na Gj.

4.6.1 Cinnost prepinacieho algoritmu

Tato funkcia je dlhé priblizne 100 riadkov kédu a preto uvedieme jej struény pseudokod
a zaujimavé Casti su ocislované v zatvorkach napravo a detailnejSie rozobrané pod

textom.

/*deklardcia a inicializacia premennychx/
/*inicializdcia vektorov*/

(1) skopiruj znamienka z gl do vektora signs - v ktorom
sa pri prepinani budd menit’ hodnoty
(2) zavolaj funkciu igraph_bfs - prehlada gl do sirky (1)
(3) pre kazdy prvok vektora order,
okrem prvého prvku vykonaj nasledovné:
(3.1) do premennej u uloZz prvok vektora order -
id vrchola podla poradia objavenia od korefia,
zaCinajic druhym prvkom
(3.2) prejdi kazdy vrchol v, ktory bol skdr objaveny ako
vrchol u a skontroluj, ¢i tvoria hranu e (2)
- ak {u,v} je hrana e, porovnaj znamienko na e
v gl a znamienko na obraze e’ v g2
- ak {u,v} a {u’,v’} maju rovnaké znamienka,
zvys pocitadlo P1 pre rovnaké hrany o 1
- ak {u,v} a {u’,v’} majdi iné znamienka,
zvys8 pofitadlo P2 pre iné hrany o 1

- ak {u,v} nie je hrana e, pokraZuj d’alsim
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vrcholom v kroku (3.2)
(3.3) ak P1 = 0 a P2 > O prepni vrchol u (3)
(3.4) ak P1 > 0 a P2 > 0 koniec - neexistuje prepnutie (4)
- nastav iso na False
- koniec hlavnej funkcie
(4) ak prejde vSetky prvky vektora order - vrcholy gl
niektoré mohli aj nemuseli byt prepnuté,
- uloz do parametra sw hlavnej funkcie informaciu o
prepnutych vrcholoch
- nastav iso na True

- koniec hlavnej funkcie

(1) - Prehladévanie do §irky pomocou iGraph-ovej funkcie igraph_bfs, kora ma 14 para-
metrov nam vrati opat vektor order - poradie objavenych vrcholov. V tomto vektore
mame zaroven zakoédovanu informéciu o vzdialenosti vrcholov od korena, z ktorého sa

zacina prehladdvanie. TaktieZ sme povolili prehladdvanie aj pre nestivislé grafy.

(2) - Pre kazdy vrchol u vektora order skontroluje, ¢i vrchol v, ktory je skor v poradi
vektora order ako u tvori hranu e = {u,v}. Kazdy vrchol je v nejakej vzdialenosti
od koretia. Okrem korefia ide vyberat postupne vrcholy podla poradia order, lebo pri
prehlad4vani do $irky objavi najprv vrcholy vo vzdialenosti 1 od koreia, potom vrcholy
vo vzdialenosti 2 od korena atd. Ak je vrchol u vo vzdialenosti k od korena, skontroluje
iba hrany s nim incidentné, ktoré koncia vo vrcholoch vo vzdialenosti £ alebo k£ — 1 a

stucasne boli objavené skor ako wu.

(3) - Vrchol u vo vzdialenosti k moze byt prepnuty iba vtedy, ak su vsetky hrany
(konciace vo vzdialenosti k a k — 1, vo vrcholoch skor objavenych) s nim incidentné
medzi g1 a g2 opacné. Ak by bola hrana e napr. kladna a jej obraz € tiez kladna a
ostatné opacné, potom by prepnutim u na gl bola hrana e zdpornd a na g2 by zostala

e’ kladnd a ostatné by boli v poriadku.
(4) - Ak ide z u (vo vzdialenosti k) [ hrén do [ vrcholov vo vzdialenosti k a k — 1, musia

medzi g1 a ¢2 mat vsetky opacné znamienka, aby bolo mozné vrchol u prepniit. Teda

ak i-ta hrana {u,v} je kladna (zdpornd), tak {¢(u), p(v)} je zdporna (kladnd).
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Obr. 18: Signované grafy zavesené na korensi

Na obrazku 18 mame ten isty graf ako je na obrazku 17 ale nakresleny tak, ze je
zaveseny na koreni (vzdialenost 0) a ostatné vrcholy st vo vzdialenosti od korena 1,2,3
a 4. Nalavo je gl a napravo ¢2, prepinaci algoritmus prepina vrcholy na g1 podla
izomorfizmu ¢, kde ¢(0) = 3,(,0(1) = 16,¢(2) = 11,p(3) = 17,0(4) = 0,¢(5) =
12,0(6) = 14,¢(7) =5 90( ) =2,9(9) = 10,9(10) = 8,¢(11) = 13,¢9(12) = 7,¢(13) =
6,p(14) = 1,0(15) = 9,¢(1 ) 15,¢(17) = 4. Na gl maju vrcholy v hranatych
zatvorkach poradie, v akom boli objavené pri BF'S.

Ak by u bol zakriizkovany vrchol, nebolo by ho mozné prepnit, pretoze prepnutim
by hrany {12,6}, {12,8} a {12,11} na g1 boli rovnaké ako ich obrazy {7,14}, {7,2},
{7,13} na ¢2, ale hrana {12, 0} na g1 by nebola rovnaké ako jej obraz {7, 3} na ¢g2. Toto
ale nenastane, pretoze funkcia igraph_signed_graph_switch bola voland po overovacej

funkcii igraph_signed_graph_fundamental_circles.

4.6.2 Casova zlozitost prepinacieho algoritmu

Na zaciatku sa inicializuju vektory, kazdy v case zavisejucom od operacného systému
na alokaciu O(|V]) elementov. Na prekopirovanie znamienok do vektora pre prepinanie
je potrebny ¢as O(|E|). Funkcia igraph_bfs ma tiez casovu zlozitost O(|V| + |E|) ako
igraph_dfs. Dva vnorené cykly bezia v case O(|V|-(]V|—1)). V nich prebiehaju operécie,
ktoré si vyzaduju ¢as O(log(dl) + log(d2)), kde d1 a d2 su stupne koncovych vrcholov
nejakej hrany. Zvysné operdcie si vyzaduju ¢as O(1). Celkova zlozitost bude O(|V|?).

Funkcie, ktoré sme naprogramovali pracuji v polynomidlnom case a ak by existoval

polynomialny algoritmus na izomorfizmus jednoduchych grafov, potom by aj nas algo-

ritmus pre signované grafy pracoval v polynomialnom case.
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Kapitola 5

5 Portovanie do Windows

Hlavny program main, ktory vyuziva modul signed.c implementovany do kniznice
1Graph sme urobili na linuxovej distribticii Ubuntu 12.04 LTS. Neskor bolo potrebné
mat program main aj pre operacny systémy Windows. Ked'Ze program main je napisany
v jazyku C a skompilovany pre unix, bolo potrebné ho skompilovat pre Windows inym
sposobom.

Ked'Ze pri kompildcif programu main sa linkuje modul signed.c s unixovou verziou
iGraph-ovej dynamickej kniznice libigraph.so.0, bolo potrebné mat aj Windowsovi
verziu iGraph-ovej dynamickej kniznice. iGraph je GNU projekt a na to, aby sme
dostali jeho ,zbuildovanim® windowsovi dynamicku kniznicu libigraph-0.dll, pouzili
sme na to open source nastroj MinGW?.

Po nainstalovani MinGW [21], sme cez program MSYS'? ktory sa instaluje spolu s
MinGW, trojicou prikazov ./con figure, make CFLAGS = —DWin32 a make install
yzbuildovali“ iGraph, coho produktom sme ziskali dynamickt kniznicu ako stibor libigraph-
0.dll - verziu pre Windows. Teraz sme uZ mohli jednoducho skompilovat program main
pre Windows tak, ze sme si upravili Makefile ku main a prikazom make v prostredi
MSYS zlinkovali libigraph-0.dll s modulom signed.c a vysledkom sme dostali stbor
main.exe. Je to hlavny program, ktory cita na vstupe signované grafy zo siborov a

vysledok vypoctu (¢i st izomorfné) vypise na obrazovku.

5.1 Aplikacia pre grafické zadavanie signovanych grafov

K hlavnému programu main.exe, ktory nacitava signované grafy zo siborov a vys-

tupom je vypis na obrazovku sme urobili ako ,nadstavbu® - GUI'® - oknovi aplikdciu

HUMinimalist GNU for Windows - port GNU néstrojov GCC, make, assembler, linker, ... pre
operacny systém Windows.

12Minimal SYStem - je to shell prikazovy riadok a interpréter, je to alternativa ku windowsovému
cmd.exe

IBGQUI - graphics user interface je program, ktory mé uzivatelsky prijemné grafické vstupno -
vystupné rozhranie.
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pre operacny systém Windows. Signované grafy sa v nom zadavaju graficky pomocou
mysi a vystupom su textové vypisy, ako napriklad, ¢i su takto zadané dva signované

grafy izomorfné.

5.2 Popis, casti okna aplikacie

Na obrazku 19 vidime ukazku aplikacie.

!Signed Graph Application = l,
1.st signed graph 1 2.nd signed graph
/'\ signed graphs are equivalent :  NO 6. qguide
witching vertices ~ W signed graphs are isomorphic :  YES
clear | 2. clear |
switched vertices on 1.st signed graph: 7.~
369111213 *718. 9. 10. 11.
save | load deletel save load delete go'r;\cgphn: Mapping ¢ |
1->7
258 about
3->9
3 4-310 | =

Obr. 19: GUI aplikacia pre signované grafy

Jednotlivé ¢asti okna su:

1. Vyber operéacie pre prvy (druhy) signovany graf. Je to vysivacie menu so 7 polozkami,
pricom vybrana je vzdy len jedna polozka - operécia:

- adding vertices - klikanim do plochy sa vytvarajui nové vrcholy

- adding positive edges - pridé kladni hranu kliknutim na dva rézne vrcholy

- adding negative edges - prida zapornu hranu kliknutim na dva rézne vrcholy

- deleting vertices - klikanim na vrcholy ich vymaze spolu s incidentnymi hranami

- deleting edges - vymaze hranu kliknutim na jej incidentné vrcholy

- moving vertices - postvanie vrcholov, uprava
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- switching vertices - klikanim na vrcholy ich prepina

2. Tlacidlo clear pre prvy (druhy) signovany graf, vymaze aktuélny signovany graf z

obrazovky a datovej struktiry v programe.

3. Tri tlacidla (jedna trojica pre prvy, druhd trojica pre druhy signovany graf):

- save - Ulozenie signovaného grafu do databdzy podla ndzvu. Po kliknut{ na toto
tlacidlo sa objavi malé okno so vstupnym textovym polom do ktorého pouzivatel zada
nazov z kldvesnice. Potvrdenim (kliknutim na tlacidlo OK) sa ulozi aktuélne vykresleny
signovany graf. Pri pridani nového grafu do databdzy sa skontroluje spravnost nového
nazvu (iny ako predoslé ulozené, pocet znakov aspon 5 a najviac 25, bez medzier).

- load - Nagcitanie signovaného grafu z databdzy podla nazvu. Po kliknuti na toto
tlac¢idlo sa objavi malé okno, v ktorom budi zobrazené polozky s nazvami ulozenych
grafov. Po vybrati (kliknutim na polozku) a potvrdeni tlacidlom OK sa z databazy
nacita vybrany signovany graf do datovej struktiry a vykresli sa presne tak, ako bol
vykresleny pri ukladani.

- delete - Vymazanie ulozeného signovaného grafu z databazy. Po kliknuti na toto
tlacidlo sa objavi malé okno, v ktorom budud zobrazené polozky s nazvami ulozenych
grafov. Po vybrati (kliknutim na polozku) a potvrdeni tla¢idlo OK sa vymaze z da-

tabdzy vybrany signovany graf.
4. a 5. Vstupné a zobrazovacie plochy prvého (druhého) signovaného grafu, do ktorych
sa klikanim (kliknutim a tahanim) mySou podla vyberu operécie z 1. zaddvajii, modi-

fikuji, upravuju signované grafy.

6. a 7. Textové plochy, vypisujui sa v nej komentare (napriklad ak pouzivatel ulozi prvy

(druhy) signovany graf do databdzy pod zadanym nézvom).

8. Tla¢idlo guide - podrobnejsia pouzivatelska prirucka o funkcidch aplikdcie.

9. Tlacidlo calculate - vypocita, ¢i si signované grafy ekvivalentné a izomorfné alebo
izomorfné alebo ani ani a vysledok vypise do textovej plochy 6, informaciu o prepnutych
vrcholoch a izomorfizmus podkladovych grafov do textovej plochy 7.

10. Tlac¢idlo about - info o programe (na ¢o program slizi, autor, rok, ...).

11. Tlac¢idlo exit - ukoncenie aplikacie.
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Zaver

V tejto praci sme sa zoznamili so signovanymi grafmi tak, ze sme si najprv zadefinovali
jednoduché grafy a potom sme ich rozsirili na signované grafy pridanim znamienok na
hrany. Pre signované grafy sme potom definovali prepinanie vrcholov a balansovanost
kruznic. Dalej sme riesili otdzku, akou datovou Struktirou mozno vyhodne uchovat
signované grafy v pocitaci a dospeli sme k rieseniu - datového typu igraph_t kniznice
1Graph.

V tretej kapitole sme definovali izomorfizmus jednoduchych grafov a izomorfizmus
signovanych grafov. Povedali sme, ze izomorfizmus signovanych grafov je zavisly na izo-
morfizme jednoduchych (podkladovych) grafov a jeden izomorfizmus podkladovych gra-
fov nestaci. K ndjdeniu izomorfizmu podkladovych grafov sme pouzili kniznicu ¢Graph
a pridali do nej svoj modul s funkciami pre signované grafy. Hlavné funkcia implemen-
tovaného modulu rozhoduje, ¢i si dva zadané signované grafy izomorfné.

Popisali sme rozhrania funkcii implementovaného modulu, vstupy, vystupy jednot-
livych funkeif a ¢innost hlavnych implementovanych algoritmov. Ku kazdému dolezitému
algoritmu sme odhadli ¢asovi zloZitost. Nakoniec sme k hlavnému programu, ktory
vyuziva funkcie z implementovaného modulu, vytvorili graficki aplikaciu pre signo-
vané grafy. Moze slizit ako demonstracnd aplikdcia, v ktorej si pouzivatel graficky
zada signované grafy a potom si ich napriklad poprepina.

Ciele préce sme splnili. Nagu GUI aplikdciu by este bolo dobré rozsirit o dalsie
funkcionality a moznosti. Do modulu pre signované grafy by bolo mozné pridat d’alsie
algoritmy ako napriklad algoritmus, ktory zisti, ¢i je signovany graf vyvazeny respektive
¢l je kazda kruznica balansovana. Okrem priddvania novych algoritmov by bolo mozné
vylepsit zloZitost navrhnutych algoritmov, napriklad efektivnejsim hladanim béazovych

cyklov.
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