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Abstrakt

Praca sa zaobera hladanim iminnych podgrafov v systémoch s vacsi-
novym hlasovanim. Okrem uvedenia do problematiky a prehladu
najdoélezitejsich vysledkov praca poskytuje névrhy riesenia daného

problému, ich diskusiu a program, ktory riesenia implementuje.

KTacové slova: vicsinové hlasovanie, imiinne podgrafy

Abstract

This paper talks about searching for immune subgraphs in systems
with majority voting. Apart from the introduction to the problem-
atics and overview of the most important results, this paper also
proposes solutions of the given problem, the related discussion and

a computer program which implements the solutions.
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Uvod

Prvotnym podnetom na tvorbu tejto bakalarskej prace bol problém s ekonomickym podténom,
ktory ma sivis so sirenim informacii po grafe a s tedriou grafov. Ide najméa o oblast vacsi-
nového hlasovania a hladania miniméalnych iminnych podgrafov v grafoch, ¢o je problém
NP-uplného charakteru.

Véacésinové hlasovanie je princip, ktory sa vyskytuje v spolo¢nosti vsade tam, kde je
rozhodovanie jednotlivca ovplyviiované mienkou okolia. Ako priklad moéze posluzit situa-
cia na burze, kde “nikto nekupuje to, ¢o nikto nechce”; ¢i rozhodovanie sa koho ist volit
pri pomerne jednostrannej politickej mienke okolia. V distribuovanych systémoch sa zase
hlasovanie pouziva na zachovanie konzistencie a validity dat.

Uvedené pripady mozno zovseobecnif na model, v ktorom sa pociato¢na pluralita nazorov
(resp. stavov) postupne v zavislosti od struktiry prepojenia v systéme meni na jednostranné
zmyslanie celku. K hlavnym otazkam, ktoré sa pontkaju patri ta, ¢i sa da zamedzit prevlad-
nutiu jedného nazoru vhodnou pociatocnou konfigurdciou modelu - teda takou, ktora bude
voci takémuto neziadicemu spravaniu imunna.

V préaci som sa najskor zaoberal teoretickou strankou problému, uvedeny je dokaz NP-
uplnosti. Nasledne som uvazoval mozné pristupy k rieseniu - od hrubej sily, cez redukciu
problému na linearne programovanie a riesenie cez dostupné solvery az po praktické heuris-
tiky. VSetky pristupy som nakoniec porovnal v roznych testoch zameranych na rychlost

vypoctu a presnost vysledku.



1 TUvod do problematiky

Majme neorientovany graf G s mnozinou vrcholov V' a mnozinou hran F (t.j. G = (V, E)).
Vrcholy tohto grafu st zafarbené bud na ¢ierno, alebo na bielo. Zafarbeniu vrcholov hovorime
konfiguracia. Uvazujme teraz nasledovnu simuléciu na tomto grafe: V kazdom diskrétnom
kroku sa kazdy vrchol prefarbi/poneché si farbu podla toho, ako je zafarbend vécsina jeho
susedov. Vyuzije pri tom nejaké pravidlo, napr. “seba nepocitam, v pripade zhody preferujem

¢iernu farbu”. Rozhodovanie o prefarbeni pritom robia v danom kroku vsetky vrcholy stcasne.

Obr. 1.0.1: Pociato¢na konfiguracia grafu

Obr. 1.0.2: Konfiguracia grafu po kroku simulécie

Uvedeny typ simulécie (resp. vypoctu) sa vold Vacésinové hlasovanie E| a spominané pravidlo

sa vola Jednoducha vacsina . Cierna farba v podstate symbolizuje, Ze vrchol vykazuje zlé

! Ang. Majority voting
2 Ang. Simple majority, alebo tiez PB/SN (prefer black, self not including) [F]



(chybné) sprévanie, zatial ¢o biela naopak.

Takato simuldcia méze skoncit (ked sa zopakuje ta istd konfiguracia dva krat po sebe),
alebo sa zacyklit (konfiguracie sa budu periodicky opakovat). V pripade Ze skond¢i, zaujima
nas vysledna konfiguracia. Presnejsie, zaujima nas, ¢i na vystupe nemame graf zafarbeny
kompletne na cierno E| V takom pripade hovorime o katastrofickej poc¢iatocnej konfiguracii
Ml a o katastrofickom vypocte ] Samotnd katastrofickd konfigurdcia vsak katastrofu este

neznamena. Znamena len tolko, ze sme v pociatoc¢nej konfiguracii zle zvolili biele vrcholy.

Obr. 1.0.3: Ukazka zle zvolenych bielych vrcholov. Je ich sice véc¢Sina, no Cierne vrcholy maji
dominantnejsie postavenie a po 3 krokoch simulécie Majority voting PB/SN déjde ku celociernej

konfiguracii. Poc¢iatocnda konfiguracia je teda katastroficka

Otéazka vsak je, ¢i v danom grafe vobec mozno zvolit taku konfiguraciu, aby sa vypocet

skoncil a aby sme sa vyhli katastrofickému vypoctu. Pokial ano, hovorime, ze v grafe G

existuje imunny podgraf G’, ktory je tvoreny prave na bielo zafarbenymi vrcholmi G.
Samozrejme, kazdy graf obsahuje iminny podgraf, kedze vzdy vieme zafarbit na bielo

cely graf. No je vSak ziadice pocet vrcholov minimalizovaf.

1.1 Motivacia

Problém, ktory som doposial strucne popisal sa vyskytuje na pozadi viacerych praktickych

aplikécii. Samozrejme, my sa budeme zaoberat zovseobecnenym teoretickym modelom, no

3 Ang. all-black configuration [KR]

4Ang. catastrophic configuration

v ang. terminolégii complete computation



stoji za to si spomenuf aspon niektoré priklady realnych situacii, ktoré si motivaciou pre

hladanie minimalnych imdinnych podgrafov.

1.1.1 Distribuované systémy

Uvazujme sief databaz v distribuovanom systéme. Systém si mozeme predstavif ako graf -
databazy budu vrcholy, susedstvo v ramci siete bude reprezentované hranou. Kedze databazy
eviduju data dolezité pre vykonanie vypoctu v distribuovanom systéme, o validite svojich
dat hlasuju v diskrétnych casovych intervaloch. Kazda databaza sa pyta susednych databaz,
aké data obsahuje a podla vacsiny sa rozhodne pozmenif tie svoje.

Zrejmym problémom je, ze chybné data sa mozu lahko rozsirit do celého systému (podobne
ako ndkaza), pokial maji v systéme dominantné postavenie. Je teda snaha o najdenie
mnoziny databdz (resp. vrcholov grafu), ktord zabezpedi, Ze systém neskolabuje tplne v
dosledku rozsirenia chybnych dat do celého systému. Po pridani poziadavky na minimalnost

takejto mnoziny je vidno tzky stuvis s problémom hladania minimalneho iminneho podgrafu.

1.1.2 Futbalovy tim

Predstavme si klasicky futbalovy (alebo kludne aj iny) tim. Tréneri ¢asto rozmyslaji, ako
hracov dostato¢ne dobre pripravit na zapas. Jedna sa pritom o dvojaké hladisko - priprava
fyzicka a psychicka. Ovela problematickejsia byva ta druhda cast. Ako spravne vytvorif at-
mosféru v Satni? Ako zabezpecit, aby tym neprestal myslief pozitivne?

Tim si mozme predstavit ako graf - jednotlivi hraci buda vrcholy a ich vzajomné vztahy
budt predstavovat hrany. Kazdému hracovi by sme mohli tiez priradit farbu podla toho, ¢i
je jeho zmyslanie pozitivne, alebo negativne. To zalezi nie len na jeho vlastnej povahe, ale
tiez na jeho vztahoch s rodinou, kamaratmi a pod. Tieto vztahy s okolitym svetom vSak na
teraz zanedbame a budeme uvazovat len situaciu v time.

Naskyta sa teraz otazka, ako sa v Case vyvinie zmyslanie timu. Ak zostava pozitivne,
je zrejmé, Ze v nami definovanom grafe existuje skupina pozitivne farbenych (zmyslajicich)
vrcholov (hracov), ktoré maju dostatoény vplyv na zvysok grafu (timu) a nedovolia tak pre-
vladnutie negativnej farby (nélady) v grafe (time). Inymi slovami, uvedena skupina vrcholov

v grafe vytvara iminny podgraf. Ak by sa zmyslanie timu vyvinulo negativnym smerom,



tréner by sa mal zrejme zamyslief nad struktirou vztahov v time a nad jej pozmenenim - ¢i
uz obmenou zostavy, alebo inym sposobom tak, aby sa v time v podstate vytvoril imtanny

podgraf.

1.1.3 Sirenie infekcie, poplasnej spravy...

Je pravda, 7ze na Sirenie infekcie, ¢i poplasnej spravy zvéicsa netreba, aby ich sirila vacsina
okolia, no aj tieto praktické problémy maju s problematikou iminnych podgrafov tzky suvis.
Napr. aj v pripade Sirenia poplasnej spravy je dolezité, aby sa vytvorila vécsia skupina Tudi

¢o poplasnej sprave odolava a nenechala sa ovplyvnit okolim.

1.2 Zakladné definicie

Definicia 1.1. Konfigurdcia na grafe G [ je funkcia priradujiica kazdému vrcholu farbu

z mnoziny {biela, c¢ierna}.

Definicia 1.2. Véacésinové hlasovanid'| je nasledujiici vijpocet na grafe G s nejakou poci-
atocnou konfigurdciou: V kazdom kroku vypoctu sa kazdy vrchol prefarbi na farbu, aki md

vicsina jeho susedov. V pripade zhody preferuje ciernu farbu. [

Poznamka 1.1. UvaZujme este iné pravidla vijpoctu [F]. V pripade zhody mdze vrchol prefer-
ovat jeho sucasni farbu (PC/SNET[), alebo mozZeme do hlasovania zapocitavat aj samotny vr-
chol. Tak vznikaji nové pravidlda - PB/SI[Y, PC/SIH]. Vicsinové hlasovanie s inym pravid-
lom ako so $tandardngm PB/SN budeme explicitne oznacovat, napr. Vacsinové hlasovanie

PC/SI

Definicia 1.3. Katastrofickym vypoctom budeme oznacovat vypocet vicsinového hlaso-

vania, ktory sa skonci v konfigurdcii kde su vsetky vrcholy zafarbené na cierno.

SVigsina definicii je prevzatych z [KR] a z [F].

" Ang. Majority voting

8 Anglicky sa pravidlo vol4 Simple majority, alebo tiez PB/SN (prefer black, self not including)
9Ang. Prefer current, self not including

10 Ang. Prefer black, self including

1 Ang. Prefer current, self including



Nasledovat budi 3 definicie iminneho podgrafu (IP), odstupriované od “najmenej prisnej”
po “najprisnejsiu”.

Definicia 1.4. Imidnny podgraf (1) I grafu G je podgraf, ktory md nasledujicu vlastnost:
Ak vrcholy I zafarbime na bielo, ostatné vrcholy G zafarbime na cierno a spustime na tejto

konfigurdcii vypocet vicsinového hlasovania, vypocet neskonci katastrofickym vypoctom.

Definicia 1.5. Imidnny podgraf (2) I grafu G je podgraf, ktory md nasledujicu vlastnost:
Ak vrcholy I zafarbime na bielo, ostatné vrcholy G zafarbime na cierno a spustime na tejto
konfigurdcii vijpocet vicsinového hlasovania, vypocet skonci a zaroven neskonci katastrofickym

vypoctom.
Definicia 1.6. Iminny podgraf (3) I(V’, E’) grafu G(V, E) je taky podgraf, pre
ktory plati:

Vo € V' : |Neigh(v) (V'] > |Neigh(v) [V \ V'] (1.2.1)
kde Neigh(v) je mnozina susedov vrcholu v v grafe G.

Takyto podgraf grafu G budeme volat stabilny imiunny podgraf.

Podmienka imunity hovori, Ze vrcholy v imdnnom podgrafe maji nadpoloviéni
vacsinu susedov v samotnom podgrafe. Znamena to teda, ze pri zafarbeni vrcholov imun-
neho podgrafu na bielo sa pocas vypoctu vacsinového hlasovania vrcholy iminneho podgrafu
neprefarbia na ¢ierno.

Celkom zrejme definicia IP (2) implikuje definiciu IP (1) (t.j. podgraf spliiajici definiciu
IP (2) spliia aj definiciu IP (1)). Ako je to s implikdciou (3) == (2) ? Ak zafarbime vrcholy

stabilného IP na bielo (ostatné na ¢ierno), mézu v prvom kroku vypoctu nastat dve moznosti:
1. Vypocet skonci

2. Na bielo sa zafarbia dalsie vrcholy. Tie sa vSak uz nikdy neprefarbia spét na c¢ierno,
lebo maju nadpoloviéni vacésinu susedov zo stabilného IP (teda “vecne biele vrcholy™).

Tym padom tieto vrcholy mdézme pridat do stabilného IP a urobit dalsi krok vypoctu.

Vidime, ze pri druhej moznosti sa musi pridat aspon jeden vrchol do mnoziny (stabilne)
bielych vrcholov. V konec¢nom case sa teda vyskytne aj prva moznost, t.j. skoncenie vypoctu

pri zopakovani konfigurdcie. Teda plati implikacia definicia IP (3) = definicia IP (2).



Opacné implikacie vsak platit nemusia. [lustruju to nasledujtce priklady:

Obr. 1.2.1: Podgraf (na bielo zafarbené vrcholy) spliiajici definiciu IP (1). Vipocet sa viak nezas-

tavi, nie je teda splnend definicia IP (2)

Obr. 1.2.3: Podgraf spifia definiciu stabilného IP. Jeho vypocet skonci v prvom kroku.

Definicia 1.7. Budeme hovorit, Ze vrchol v v podgrafe P(V', E') grafu G(V, E) nemd imu-
nitu, resp. je chybny ak pren plati

|Neigh(v) (V| < |Neigh(v) (Y V \ V| (1.2.2)



2 Dolezité vysledky

2.1 NP-uplnost

Definicia 2.1. Trieda P problémov je takd trieda problémov, ktoré sa dajiu riesit deter-

manistickym algoritmom v polynomidlnom case.

Definicia 2.2. Trieda NP problémov je takd trieda problémov, ktoré sa daji riesit nede-

terministickym algoritmom v polynomidlnom case.

Z uvedeného celkom zrejme vyplyva inklizia P C N P. To, ¢ plati opacna inkluzia je vsak

otvorenym problémom uz desiatky rokov.

Definicia 2.3. Problém L je NP-tazky problém ak vieme lubovolny problém M z triedy
NP polynomidlne redukovat na L. Polynomidlna redukcia znamend, Ze existuje algoritmus
pracujici v polynomidlnom case, ktory vie kazZdy vstup problému M transformovat na vstup
problému L tak, Ze ked wvyriesime problém L na danom wvstupe, dostaneme riesenie, ktoré

vieme opdt polynomidalnym algoritmom transformovat spat na riesenie problému M.

Je teda jasné, ze riesenie akéhokolvek NP-tazkého problému v polynomidlnom case by zna-

menalo, ze vieme v polynomialnom case riesit fubovolny problém z triedy NP.
Definicia 2.4. Problém L je NP-uplny problém, ak je z triedy NP a je NP-tazky.

Najjednoduchsi spdsob, ako o nejakom probléme L ukézat, ze je NP-uplny je dokazat, ze
nejaky iny NP-uplny problém M vieme polynomialne redukovat na L. Potom Tubovolny NP

problém vieme redukovat nielen na M, ale tranzitivne aj na L. [12]

Definicia 2.5. Problém EC3S (Ezact cover by 3—5615@ je nasledujici rozhodovaci problém:

Majme mnoZinu A = {a1,as, ..., a3} a mnozinu S = {S1,52,...,S,} taki, Ze S; C A a
|S;| = 3 pre Vj € {1,2,...,n}. Ezistuje mnoZina C = {C4,...,Cy,} takd, Ze C; € S a
mCi=A7

2hohatsiu diskusiu o vztahoch P a NP mozno najst v [[IR04]
13dokonalé pokrytie mnozinami mohutnosti 3



Obr. 2.1.1: Diagram znézornujuici vztahy tried P a NP

Intuitivne sa problém dokonalého pokrytia tyka otazky: Mame ¢isla od 1 po 3m a mnozinu
obsahujicu trojice tychto ¢isel. Vieme vybrat presne m tychto trojic tak, aby obsahovali
vietky ¢isla od 1 po 3m? Ak dno, mnozinu {1, ..., 3m} vieme pokryt dokonale (odtial ndzov
problému).

Napr. ak A ={1,2,3,4,5,6} a S = {{2,3,6}{1,3,5}{2,4,5}{1,4,5}}, vieme za C zvolit
C =1{{2,3,6}{1,4,5}} pricom vidno, ze kazdé ¢islo z A ndjdeme v 3-prvkovych mnozinich
C.

Tento problém je NP-uplny. Jeho zovseobecnenim dostaneme zndmy problém Dokonalého

pokrytia ]

Definicia 2.6. m-p-stop-stromom nazveme graf, ktory sa sklada z korena a 6m + p listov.

Veta 2.1. Nasledujici rozhodovaci problém je NP-iuplny pre vsetky 3 definicie IP: Existuje

pre dany graf G a dané c¢islo k imiunny podgraf grafu G velkosti mazximdlne k?
InSpirdciu pre tento dékaz som hladal v [KR].

Dokaz. Dokaz je robeny redukciou problému EC3S na problém hladania imtnneho podgrafu.

Majme instanciu problému EC3S, teda A = {ay,aq9,...,a3,} a S = {51,S52,...,S.}.
Pripad, ked n < m je trividlny, kedze v takom pripade EC3S nemdze mat rieSenie (mnozin
v S nie je dost aby pokryli A). Uvazujme teda n > m. Podla tychto mnozin zostrojime

nasledovny graf G:

14 Ang. Exact cover



Obr.

2.1.2: 2-3-stop-strom. Sklad4 sa z korena a 6m + p listov (v nasom pripade m = 2 a p = 3)

. Pre kazdt mnozinu S; vytvorime 3 vrcholy s;; také, ze a;, € S;. Tieto 3 vrcholy

navzajom pospajame hranami a mnozinu S; budeme chépaf ako mnozinu tychto troch

vrcholov. MnoZinu vSetkych vrcholov s;; budeme oznacovat ako S.

. Pre kazdy prvok a; mnoziny A vytvorime vrchol a;. Tento vrchol spojime so vSetkymi

vrcholmi s;, takymi, ze k =1ia j € {1,...,n}. Mnozinu vrcholov a; ozna¢ime ako A.

. Nech ¢islo MAXEDGE oznacuje maximum z poc¢tu susedov, ktorych maji vrcholy z

A v S. Vytvorime kompletny graf o MAXEDGE vrcholoch. Vrcholy (oznac¢ime si ich

bi,...,byaxepcr) 7 tohto grafu budu tvorit mnozinu B.

. Kazdy vrchol a; spojime s tolkymi vrcholmi z B (je jedno s ktorymi), kolko ma dany

vrchol susedov v S.

. Ku kazdému vrcholu z B a z S pripojime k - 1 m-MAXEDGE-stop-stromov, kde k je

stupen daného vrchola.

Plati, ze graf G ma iminny podgraf velkosti 6m + MAXEDGE prave vtedy, ked dana

instancia problému EC3S je pozitivna. Podme sa presvedcit o platnosti oboch implikacii.

=
G mé iminny podgraf velkosti 6m + MAXEDGE podla definicie IP (1) (t.j. najslabsia

podmienka). Ukazeme, ze struktira iminneho podgrafu zaroven predstavuje riesenie EC3S.

10



stop stromy

Obr. 2.1.3: Priklad zostrojeného grafu G pre instanciu EC3S A = {1,2,3,4,5,6} a S =
{{2,3,6}{1,3,5}{2,4,5}{1,4,5}}. Pre prehladnost boli zndzornené len korene stop-stromov (aj
to len niektorych). Na bielo zafarbené vrcholy tvoria iminny podgraf velkosti 6m + MAXEDGE,
kde v tomto pripade m = 2 a MAXEDGE = 3.

Kedze v G existuje iminny podgraf velkosti 6m + MAXEDGE, existuje tam aj minimalny
imunny podgraf velkosti < 6m + MAXEDGE. Ozna¢me ho M. M urcite neobsahuje ziaden
z vrcholov m-MAXEDGE-stop-stromov, nakolko takéto vrcholy by sa hned v nasledujiicom
kroku vypoctu prefarbili na ¢ierno a ¢ierne by uz ostali (teda by existoval minimalnejsi
iminny podgraf). Do dvahy teda prichddzajt len vrcholy z A, B a S.

Uvazujme situaciu, ked nejaky vrchol a; nepatri do M. V takom pripade sa vsak hned v
dalSom kroku vsetky vrcholy z B prefarbia na ¢ierno. Vrchol a; sa totiz prida vo vac¢sinovom
hlasovani na “ciernu stranu” spolu so stop-stromami, s ktorymi vrchol susedi, ¢im sa uz nutne
vytvori vacsina. Po prefarbeni vrcholov z B vsak bude mat kazdy vrchol z A aspon polovicu
susedov Ciernych, ¢im sa prefarbia na cCierno aj vSetky vrcholy z A. Nasledovat budi vrcholy
z S a vypocet sa teda skonéi katastroficky.

Vieme teda, ze vsetky vrcholy z A musia patrif do M. Podobne st na tom vrcholy z B.

Tam opét stadi prefarbit jeden na ¢erno, a v nasledujicom tahu uz budd &erne vsetky. Dalej
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by nasledovali vrcholy z A a vypocet by sa skoncil rovnako ako je popisané vyssie.

Kedze |A| + |B| = 3m + MAXEDGE, z mnoziny S mozme vybrat eSte maximalne 3m
vrcholov do M tak, aby bol iminny. Celkom zrejme treba braf vrcholy po trojiciach, v ramci
jednej mnoziny S;. Ak by sme z nejakej mnoziny S; do M vybrali len 1 (alebo 2) vrchol,
zvysné 2 (alebo 1) by sa postarali v nasledujicom kroku o prefarbenie vybratého vrchola
(vrcholov) na Cierno a existoval by mensi iminny podgraf M. Zaroven vsak treba vybrat
vrcholy z S do M tak, aby kazdy vrchol z A susedil aspon s jednym vybranym vrcholom v S.
V opacnom pripade by mal nejaky vrchol a; aspon polovicu susedov (smerom do S) ¢iernu,
t.j. prefarbil by sa na ¢ierno aj on sam a nastal by vyssie spominany pripad. Kedze kazdy
vrchol z S mé iba jedného suseda v A, treba vybrat presne 3m vrcholov z S do M, t.j. presne
m mnozin S;. Vyber tychto mnozin tvori riesenie instancie EC3S, kedZe tieto mnoziny musia
pokryvat A.

=

Za vrcholy iminneho podgrafu zvolime vsSetky vrcholy z B, z A a z C; € C, kde C je
rieSenie EC3S instancie (vid obrazok). Vysledny imtinny podgraf je stabilny, t.j. spliia vietky
tri definicie IP. ]

Poznamka 2.1. V pripade vgpoctu vicsinového hlasovania PC/SN by sme vedeli dokaz
jednoducho upravit. K vrcholom z B a S by sme pripojili o jeden stop strom viac nez sa Ziada
v bode ¢. 5 zostrojovania grafu G a kazdy vrchol z A by sme spojili s este jednym vrcholom z
B. Situdcia pri pravidle PB/SI by bola analogicka (i ked tieto pravidld nie si iplne totozné).
Podobne by sa riesil pripad s pravidlom PC/SI. Rozdiely oproti klasickému pravidlu PB/SN
by boli tiez v definicii stabilného imunneho podgrafu. Napr. na stabilitu imiunneho podgrafu

pri vypocte s pravidlom PC/SN by stacilo
Vv € V' 1 |Neigh(v) (V'] > |Neigh(v)(\V \ V'| (2.1.1)

Problém hladania minimalneho iminneho podgrafu (MIP) je teda NP tdplny pre vSetky tri
definicie imuinneho podgrafu, ktoré boli uvedené. V dalSsom sa vsak budeme zaoberat, ak
nebude uvedené inac, iba stabilnymi iminnymi podgrafmi. Zaroven budeme uvazovat iba
spojité grafy, nakolko nespojité grafy mozeme rozbit na komponenty, zistit na kazdom MIP

a tento IP vratif ako vystup.
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3 Pristupy k rieseniu

Z predoslej kapitoly vyplyva, ze riesit efektivne a presne problém MIP je vopred prehraty
siboj minimalne dokial by sa neukazala platnost P=NP. V pripade NP-tuplnych problémov
sa preto uvazuju alternativne formy hladania rieseni - aproximacné algoritmy, ktoré vedia
zarucit odchylku od optima do nejakej hodnoty, heuristiky ktoré volbou vhodnej stratégie
hladaju v priestore rieseni to najvhodnejsie a niekedy aj pravdepodobnostné algoritmy vyuzi-
vajuce opakovanie vypoc¢tov pre upresnenie riesenia [HR04].

Riesit problém MIP exaktne je samozrejme mozné, no len pre malé grafy. Uvadzam vsak aj
takyto pristup, najma kvoli porovnaniu rychlosti vypoctov a presnosti vysledkov na malych
grafoch.

V tejto sekcii budem postupne prezentovat jednotlivé moznosti, ako pristupovat k riese-
niu problému MIP. Vsetky tieto pristupy st zaroven implementované v programe Immune
Subgraph Analyzer (ISA), ktory popisujem v poslednej kapitole [5| a ktory je stcastou tejto

bakalarskej prace.

3.1 Standardna sada testov

Aby som mohol jednotlivé algoritmy navzajom porovnéavat, na kazdom som spustal stan-
dardni sadu testov pozostavajicu z asi 30 grafov. Ak to nestacilo (napr. na urcenie horne;
hranice velkosti grafu, na ktorom vypocet este trva prijatelny cas), pustal som pre dany
algoritmus dalsie testy.

Problém je, ze pre velké nahodné grafy (rddovo stovky vrcholov) nemame moznost zistit
presnu velkost minimalneho IP, aby sme mohli porovnat ako velmi sa vypocitana hodnota lisi
od optima. Do testovacej sady som preto zaradil aj niekolko grafov Specialnych typov, ktorych
optimalna hodnota bola teoreticky zistend, alebo aspon ohranicend zhora [KR]. Skér nez si

teda predstavime testovaciu sadu, aspon neformalne nacrtnem, ako vyzeraju tieto Specialne

grafy.
Torus dimenzie d; a d, je graf, ktory vyzera ako kolac¢ s dierou v strede. Jedna dimenzia
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udéava pocet horizontalnych cyklov, druhéd pocet vertikalnych cyklov. E

Obr. 3.1.1: Torus

Hypercube (hyperkocka) dimenzie d je graf, ktory vznikne naklonovanim dvoch hy-
perkociek dimenzie d — 1 a ich spojenim cez dvojice naklonovanych vrcholov. Hyperkocka
dimenzie 0 je bod, dimenzie 1 tisecka, dimenzie 2 Stvorec, dimenzie 3 kocka a dimenzie 4

kocka s “vnorenou” podkockou, atd. H

Obr. 3.1.2: Proces tvorby hyperkocky

Butterfly (motyl) dimenzie d je graf, ktory vznikne naklonovanim dvoch motylov dimen-
zie d — 1, pridanim 2¢ vrcholov a $pecidlnym spojenim tjchto motylov cez pridané vrcholy.

Moty! dimenzie 0 je bod. Princip spajania by mal byt zrejmy z nasledujucich obrazkov. E

5 presnejsiu definiciu mozno najst v [WTR]
presnti definiciu mozno najst v [WHYT] a [WHY2]
" presnejsiu definiciu mozno najst v [WBE]
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(a) Butterfly dimenzie 1 (b) Butterfly dimenzie 2 (c) Butterfly dimenzie 3

Obr. 3.1.3: Spéjanie mensich motylov do motyla viac¢sej dimenzie. Cervenou si zvyraznené spajajice

hrany, bielou pridané vrcholy

Cube connected cycle (CCC) dimenzie d je hyperkocka dimenzie d, ktorej vrcholy

nahradime cyklom velkosti d. Pre ilustraciu uvadzam obrazok. E

19] ]

20] | 74 Y23

12]
71 0l

8] 1]

5]

3]

409 8 7]

13] 16]

Obr. 3.1.4: CCC dimenzie 3

18presnejsiu definiciu mozno najst v [WCC]
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Star (hviezda) dimenzie d je graf ktorého vrcholy st vSetky moZzné permutécie d prvkov
a hrana z jednej permutacie ide do kazdej, ktori moézeme ziskat tak, ze prehodime prvy

prvok s lubovolnym inym. E

Obr. 3.1.5: Star dimenzie 4. Autor: Anthony Labarre <http://homepages.ulb.ac.be/ alabar-

re/home.html>

Veta 3.1. Na jednotlivych typoch grafov boli teoreticky zistené nasledujice velkosti minimal-

neho IP. B

Torus dimenzie di, dy |minlIP|=2-min(dy,ds)

Butterfly dimenzie d |minlP| <2 - [41]

Hypercube dimenzie d |minl P| = 3 - 2L(@+D/2](4 — gdmod2) _ g

Cube Connected Cycle dimenzie d |minIP|=8 d > 38

e Star dimenzie d |minlP| < [412]]

9presnti definiciu mozno najst v [WST]
20dskaz je uvedeny v [KR]
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Standardné sada testov potom vyzeréd takto.

Tabulka 3.1.1: Standardn4 sada testov

Testovany graf

Typ grafu Velkost | Hustota hran
tori, butterfly, random... | - perc.
tori (5, 10) 50 8
tori (7, 15) 135 3
tori (14, 20) 280 1
tori (20, 40) 800 <1
tori (30, 50) 1500 <1
tori (60, 80) 4800 <1
butterfly (4) 80 4
butterfly (6) 448 <1
butterfly (9) 5120 <1
cee (5) 160 1
cee (7) 896 <1
cee (9) 4608 <1
hypercube (5) 32 16
hypercube (7) 128 5
hypercube (9) 512 1
hypercube (12) 4096 <1
star (3) 6 40
star (5) 120 3
star (7) 5040 <1
random 20 20
random 30 80
random 50 40
random 80 90
random 140 30
random 350 50
random 550 60
random 800 40
random 1300 70
random 2000 80

3.2 Riesenie hrubou silou

Za backtrack sa zvicSa oznacuje algoritmus, ktory prehlada postupne a systematicky cely
priestor rieseni a vyberie najlepsie rieSenie. Podobne to funguje aj v tomto pripade. Backtrack
hladajici minimalny (stabilny) iminny podgraf jednoducho preskusa vsetky podmnoziny vr-
cholov daného grafu a overi, ¢i je podgraf tvoreny tymito vrcholmi imunny, teda skontroluje

pren podmienku imunity (1.2.1]). Backtrack potom vrati minimalny takyto podgraf. V pseu-
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dokéde 1] by algoritmus vyzeral takto.

Algorithm 1 Backtrack

Vstup: graf G
I1=G

while ((P = dalsiaPodmnozina(G)) # () do
if ((jePodgraflmmuinny(P, G)) A (|| > |P|)) then

I=P
end if
end while

Vystup: |

V nasledujicej tabulke uvddzam vysledky Backtracku - z pohladu rychlosti aj presnosti.

Tabulka 3.2.1: Vysledky Backtracku

Testovany graf Vysledky
Typ grafu Velkost | Hustota hran | Velkost Cas Uspesnost
tori, butterfly, random... | - perc. - h:m:s skutocne imiunny?
star (3) 6 40 6 00:00:00 OK
random 20 20 8 00:00:01.2950000 OK

Detailnejsie som preskusal grafy velkosti od 21 po 28 a bol badatelny exponencidlny narast

casu vypoctu. Kedze pocet podmnozin grafu sa s rastiicim poc¢tom vrcholov zdvojnasobuje

a algoritmus preskimava vsetky podmnoziny, je hlavny faktor vo funkcii ¢asu vypoctu 2".

Samotné presktsanie imunity podmnoziny je rddovo aZ n?. Celkovo sa da ¢as Backtraku

odhadnit O(2" - n?).

Tabulka 3.2.2: Detaily vysledkov - exponencidlny narast

Velkost grafu

Cas

21
22
23
24
25
26
27
28

00:00:02.7340000
00:00:06.9710000
00:00:18.9550000
00:00:33.8520000
00:01:23.2940000
00:02:37.4940000
00:04:12.5520000
00:08:22.2800000

21Vo vypisoch algoritmov, ktoré v tejto praci uvadzam je ako jazyk pouzitd matematika a niektoré zakladné riadiace

struktary. Aby vSak algoritmy neboli prili§ komplikované, vybrané casti algoritmov st schované do funkcii, ktorych

obsah by si citatel isto vedel sdm predstavif.
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Kedze Backtrack stravil uz pri poc¢itani iminneho podgrafu grafu velkosti 28 takmer 8 a pol
minity a v teste sa vyskytovali este vicsie grafy, nemalo zmysel stracat hodiny vypoctového
¢asu ratania IP hrubou silou. Vhodnou technikou (napr. a — 3 — osekavanie) by sme vedeli
Backtrack vylepsit tak, aby zvladal aj vacsie vstupy. Ak vSak mame pouzit hrubt silu,
lepsou volbou sa javi byt konverzia problému do systému linearnych rovnic a jeho riesenie

cez dostupné a prepracované solvery a heuristiky.

3.3 Riesenie cez linearne programovanie

NP-tplné problémy maji (uz z definicie) vlastnost, ktora hovori, Ze vieme jeden NP-tiplny
problém redukovat na iny. Ide o ten isty princip, ktory sme vyuzili napr. pri dokaze NP-
Gplnosti problému iminnych podgrafov (vt. 2.1). Niektoré NP-tplné problémy vystupuji
do popredia viac nez ostatné. V informatickych kruhoch sa najde len minimum Tudi, ktori
este nepoculi o probléme obchodného cestujiceho, alebo o probléme SAT. Zname sa pre-
dovSetkym preto, ze sa daji na ne redukovat mnohé iné problémy (alebo sa, naopak, opacna
redukcia pouziva pri dékazoch NP-tiplnosti). Nie kazda redukcia medzi dvoma NP-tiplnymi
problémami je vsak jednoducha.

Ako vhodny kandidat pre transforméciu problému MIP je linedrne programovanie (LP).
V linedrnom programovani, struéne povedané, ide o maximalizaciu (dudlne minimalizaciu)
daného ciela za predpokladu istych obmedzeni. Forméalne sa vstup linearneho programovania

skladé z dvoch casti:

e vyraz, ktory mame optimalizovat, napr. Minimalizuj c¢;x1 4 coxo

a1, 11 + aipxrs > by
. , . , A2,1%1 + G222 > by
e obmedzenia v tvare systému linearnych nerovnic, napr. :
as 1T, + azar2 > bs
r, > 0 Vie{l,2}

Ide teda o to zvolit tzv. rozhodovacie premenné x; ¢o najvhodnejsie tak, aby sme neporusili
obmedzenia a sucasne dosiahli maximum/minimum. Cely proces sa da taktiez chapat ako

hladanie extrémalneho bodu v priestore ohrani¢enom danym systémom linearnych nerovnic.
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Pokial ako doménu pre premenné uvazujeme realne ¢isla, vieme dokonca riesenie dostat
v polynomialnom c¢ase. Problém nastane ak chceme uvazovat iba celociselné riesenia. Vtedy
sa problém stava tazsi a dé sa riesit uz len pre malé hodnoty n (pocet premennych). Kedze
je vsak tento problém velmi znamy a zovSeobecnuji sa nanho mnohé iné problémy, boli pren
urobené vykonné solvery. Pokusime sa teda riesit problém MIP prostrednictvom redukcie na

celoc¢iselné LP a jeho nasledné riesenie cez vhodny dostupny solver.

3.3.1 Prepis do systému linearnych nerovnic

Majme graf G(V, E) kde V' = {1,2,...,n}. Pre kazdy vrchol i zavedme rozhodovaciu pre-
mennu ;. Kazdy podgraf P v G potom mézeme chépat ako priradenie hodnoty 0 (vrchol
nepatri do P) alebo 1 (vrchol patri do P) premennym ;. Kedze ndm ide o minimdalny podgraf,

chceme minimalizovat:
o (3.3.1)
pricom obmedzenia zatial ¢inia:
0<z;<1Vie{l, .. n} (3.3.2)
Treba vsak este zabezpecit imunitu:
o> > (I—ay) Vie{l,..,n} (3.3.3)
jENeigh(i) jENeigh(i)

Takato podmienka by vsak pozadovala aj imunitu vo vrcholoch mimo iminny podgraf. Up-
ravime ju teda na nasledovnu
xi(( Z z;) — 1) > x;( Z (1—=xj)) Vie{l,..,n} (3.3.4)
JENeigh(i) JENeigh(i)
Stale tu vsak mame jeden problém. Takouto podmienkou totiz nentitime pritomnost akéhokolvek
podgrafu. Minimalizovat by znamenalo nepouZit do IP ani jeden vrchol. Musime teda
este pridat
Szl (3.3.5)
i=1

Pre kazdy graf (vstup problému miniméalneho IP) teda vieme zostrojit adekvatny systém

linedrnych nerovnic s rozhodovacimi premennymi x; ktoré prislichaju jednotlivym vrcholom
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(vstup pre linedrne programovanie). Cisto matematicky zapis vSak este treba previest do

syntaxe, ktorej bude rozumiet pocitacovy solver.

3.3.2 Prepis do syntaxe AMPL

Volne dostupny na stiahnutie je AMPL/CPLEX solver v Studentskej edicii, ktory je limito-
vany na 300 rozhodovacich premennych. Pre nase potreby to celkom staci. Zadanie problému

linedrneho programovania v AMPL sa deli na dve casti

1. model - je spoloény pre vsetky vstupy a Specificky pre rieseny problém. V nasom

pripade model zabezpecuje imunitu grafu G. To, aky je graf G vsak model neuvadza.
2. data - je sSpecificky pre dany vstup, v nasom pripade teda opisuje graf.

AMPL sam o sebe je len jazyk, v ktorom sa napise model a datovy subor. C-PLEX je potom
solver, ktory rozumie syntaxi AMPL a hlada riesenie. O syntaxi AMPL sa tu nebudem
zmienovat, jej popis ako aj praktické ukézky pouzitia mozno najst v [F4+02]. Uvediem vsak,

ako v nasom pripade vyzera model, a ako vyzeraji data:

set VERTICES;

param neigh {VERTICES, VERTICES};
param needed deg {VERTICES};

var Used {VERTICES} integer >= 0, <= 1;
minimize Number Vertices: sum {v in VERTICES} Used[v];

subject to Immunity {v in VERTICES}:
sum {n in VERTICES} Used[n] * neigh[v, n] >= needed_deg[v]*xUsed|[v];

subject to AtLeastOne:
sum {v in VERTICES} Used[v] >= 1;

Listing 1: Model pre celoc¢iselné riesenie problému MIP v LP
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Obr. 3.3.1: Graf, ktorého datovy subor je na nasledujicom vypise kodu

set VERTICES := 1 2 3 4 5

I

param neigh: 1 2 3 4 5 :=
1 00101
2 00011
3 10001
4 01000
5 11100

bl

param: needed_deg :=

UL R W N
NN = NN

El

Listing 2: Data grafu z obrazku

Dvojrozmerné pole neigh urcuje, ktoré dva vrcholy grafu st prepojené hranami. Pole needed _deg

zase Specifikuje pre kazdy vrchol pocet susedov, ktoré musia byt zafarbené na bielo aby bol
dany vrchol imunny. Zapis obmedzeni cez linedrne nerovnice v syntaxi AMPL teda vyzera
trochu inac¢ ako v matematickej notacii, no vyjadruje to isté.

Vsimnite si v definicii premennych Used kltucové slovo integer. Prave vdaka tomuto slovu
sa cely problém stava vypoctovo tak narocnym. Jeho odstranenim dostavame problém, ktory
sa riesi rychlo, v polynomialnom case. Dostavame tzv. relaxované riesenie, kde premenné
Used (analogicky z; v matematickej notécii) mézu nadobtudat Tubovolnii hodnotu od 0 po
1. Naskytuje sa teda otazka, ¢o takéto riesenie predstavuje, a ¢i aspon z cCasti aproximuje

skuto¢né riesenie.
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KedZze ma prostredie riesiace problémy v jazyku AMPL rozhranie prikazového riadku,
nebolo zlozité cely proces vytvorenia dat pre dany graf, spustenia vypoctu a extrakcie vysled-

kov zautomatizovat a integrovat ho tak ako kompaktny algoritmus do programu ISA (sek-

cia [5).

3.3.3 AMPL Integral

Ako AMPL Integral som nazval pripad, ked uvazujeme iba celoc¢iselné riesenie, teda ked
je problém NP-uplny. Ako uz bolo povedané, ide o pristup, ked sa snazime riesit problém
miniméalneho IP akoby nepriamo; Najprv ho transformujeme na vseobecnejsi problém. Tym
vsak stracame moznost vyuzit Specifické ¢rty problému MIP a vybudovat podla nich presny
a rychly algoritmus (aj tak by sme vsak samozrejme nasli hranicu, za ktorou by uz vypocet
trval neunosne dlho). Na druhej strane, nakolko sa na vseobecnejsi problém redukuje mnoho
inych, je ziadtuce vediet ho dobre riesif. Preto st nan zname vykonné solvery, ktoré vedia
tato stratu sposobent transforméaciou problému dostatocne vykompenzovat.

Solver C-PLEX povazujeme za ¢iernu skrinku, preto je néasledovny algoritmus skor zoz-

namom krokov, ktoré treba spravit pre rieSenie miniméalneho IP cez linearne programovanie.

Algorithm 2 AMPL Integral
Vstup: graf G

vytvor z grafu G datovy sibor
spusti proces AMPL-CML (command line)
nacitaj model pre celociselné riesenie miniméalneho IP a data grafu G
spusti vypocet solveru C-PLEX na danom modeli a datach
preparsuj vysledky a zisti iminny podgraf 1
Vystup: |

No a ako na testovacich vstupoch obstal AMPL Integral?
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Tabulka 3.3.1: Vysledky AMPL Integral

Testovany graf Vysledky

Typ grafu Velkost | Hustota hran | Velkost Cas Uspesnost
tori, butterfly, random... | - perc. - h:m:s skutocne tminny?
tori (5, 10) 50 8 10 00:00:00.0970000 OK
tori (7, 15) 135 3 14 00:00:00.2640000 OK
tori (14, 20) 280 1 28 00:00:00.8780000 OK
butterfly (4) 80 4 28 00:00:00.1940000 OK

cee (5) 160 1 5 00:00:00.0860000 OK
hypercube (5) 32 16 8 00:00:00.0580000 OK
hypercube (7) 128 5 16 00:00:00.1590000 OK
star (3) 6 40 6 00:00:00.0940000 OK
star (5) 120 3 24 00:00:00.2740000 OK
random 20 20 8 00:00:00.1660000 OK
random 30 80 15 00:00:00.9260000 OK
random 50 40 22 00:00:05.1500000 OK

Algoritmus som testoval aj detailnejsie, no grafy s vacsim poc¢tom vrcholov ako 55 som uz

neskusal, nakolko by vypocet trval prilis dlho. Pri grafe velkosti 55 sa bola doba vypoctu

takmer minitu a 41 sekind. Napriek tomu je vsak AMPL Integral obrovskym zlepsenim

oproti Backtracku, ktory podobne dlho pocital IP grafu velkosti pod 30 vrcholov. Uvedme

si pre nazornost vysledky pre grafy s velkostami do 55.

Tabulka 3.3.2: Detaily vysledkov AMPL Integral pre grafy do 55 s hustotou hran 20 - 80 %

Velkost grafu

Cas

49
50
o1
52
53
54
95

00:00:11.5380000
00:00:32.5000000
00:00:16.8730000
00:00:44.1060000
00:00:32.1690000
00:01:00.0700000
00:01:40.4910000

Rovnako ako v pripade Backtracku je mozné badat exponencidlny rast, no nie tplne pri-

amociary - heuristiky v C-PLEX solveri mézu pre niektoré vécsie grafy najst riesenie skor

ako u mensieho grafu.

Co je vsak zaujimavé je, ze AMPL Integral bez problémov rychlo vypoéital hodnotu

optima pre torus dimenzii 14/20, ¢o je graf velkosti 280 s velmi nizkou hustotou hran. Skusil

som teda uskutocnit este jeden test s grafmi s 10 % hustotou hrén, tu st jeho vysledky.
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Tabulka 3.3.3: Detaily vysledkov AMPL Integral pre grafy do 85 s hustotou hran 10 %

Velkost grafu Cas

45 00:00:00.0920000
50 00:00:00.1840000
55 00:00:00.2690000
60 00:00:00.3630000
65 00:00:01.3810000
70 00:00:04.0670000
75 00:00:06.4890000
80 00:00:17.4090000
85 00:01:32.9570000

Ak by sme hustotu hran drzali blizko pri nule, je mozné, ze by AMPL Integral pocital
minimalny IP celkom rychlo aj pre vacsie hodnoty. Pre aké vsak nezistime, kvoli obmedzeniu

danému studentskou verziou solvera C-PLEX.

3.3.4 AMPL Relaxed

V AMPL relaxed neddvame poziadavku na celoCiselné riesenie. To znamen4, Ze vrcholy do
IP sa akoby vyberali s uré¢itou mierou, ktora sa moéze menit z vrchola na vrchol. Celkovo sa
potom AMPL Relaxed algoritmu vzdy podarilo minimalizovat podmienku ([3.3.1]) na hodnotu
1. To vsak neznamend, ze bol vybraty do IP iba jeden vrchol. Za vybraté budeme povazovat

vsetky, ktorych prislichajica premenna je nenulova. Uvazujme nasledovny graf G.

i
—

3]

Obr. 3.3.2: Graf G

Jeho minimélny iminny podgraf je tvoreny hornym stvoruholnikom.
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Obr. 3.3.3: Iminny podgraf grafu G

Imunny podgraf, ktory nidjde AMPL Relaxed je vSak nasledovny.

Obr. 3.3.4: Iminny podgraf grafu G, vypocitany AMPL Relaxed algoritmom

Tento podgraf vznikol preparsovanim vystupu zo solvera C-PLEX a najdenim vrcholov, ktoré

maji nenulovid hodnotu.

ampl: reset; option solver cplex; model ../Models/immune_subgraphs.mod; data ../Data
/JAMPL_ALGORITHM_DAT. dat; solve;

CPLEX 11.2.0: optimal solution; objective 1

4 dual simplex iterations (0 in phase I)

ampl: display Used;

Used [*] :=
1 0.111111
2 0
3 0.333333
4 0.333333
5 0
6 0.222222
7 0
8 0

Listing 3: Relaxované riesenie za pouzitia C-PLEXu
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Ocividnym problémom vsak je, Ze graf nie je iminny. Imunitu porusuje vrchol s ¢islom 1.
Je toto pravidelny jav? Je algoritmus aspon rychly? Odpoved na tito otdzku mozno najst v

nasledujicej tabulke.

Tabulka 3.3.4: Vysledky AMPL Relaxed

Testovany graf Vysledky

Typ grafu Velkost | Hustota hran | Velkost Cas Uspesnost
tori, butterfly, random... | - perc. - h:m:s skutocne imunny?
tori (5, 10) 50 8 12 00:00:00.0490000 FAIL
tori (7, 15) 135 3 12 00:00:00.0700000 FAIL
tori (14, 20) 280 1 12 00:00:00.1270000 FAIL
butterfly (4) 80 4 11 00:00:00.0520000 FAIL
cee (5) 160 1 6 00:00:00.1140000 FAIL
hypercube (5) 32 16 8 00:00:00.0470000 OK
hypercube (7) 128 5 16 00:00:00.0650000 OK
star (3) 6 40 6 00:00:00.0860000 OK
star (5) 120 3 29 00:00:00.0720000 OK
random 20 20 10 00:00:00.0520000 FAIL
random 30 80 15 00:00:00.0640000 FAIL
random 50 40 24 00:00:00.0530000 FAIL
random 80 90 40 00:00:00.0670000 FAIL
random 140 30 64 00:00:00.1330000 FAIL

Ako mozno vidiet, algoritmus je rychly, no neda sa povedat, ze by bol presny. Na druhej
strane, napriklad podgraf, ktory nasiel algoritmus na obrazku nema od imunity daleko.
Vrcholy st pokope, vaésina ma imunitu no jeden vrchol je chybny.

Pontika sa teda otézka, ¢i nie je mozné mnozinu najdeni algoritmom AMPL Relaxed
jednoducho doplnit o niekolko dalsich vrcholov, ktoré osetria chybné vrcholy tak, aby bol
podgraf imunny. Napr. podgraf z obrazku obsahuje jeden chybny vrchol, ktory by sme

mohli osetrit pridanim vrcholov ¢. 2 a 5 do IP.

Obr. 3.3.5: Doplneny podgraf z algoritmu AMPL Relaxed, ktory uz je imtinny
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Po hrubej sile a rieseni cez LP sa teda dostavame k tretiemu pristupu k rieSeniu problému
MIP - urcenie pociatoénej mnoziny vrcholov, ktort heuristicky doplnime na IP. Jednou
moznostou bude doplnovanie mnoziny najdenej AMPL Relaxed algoritmom. Najprv sa vsak

pozrieme na dopliovacie heuristiky.

3.4 Heuristiky doplnovania IP

Uvazujme nasledovny graf G.

Obr. 3.4.1: Graf G. Na zlto je zafarbeny vystup AMPL Relaxed pre tento graf

Na zlto je v grafe G zafarbeny vystup AMPL Relaxed. Tento podgraf vsak nie je imdnny.
Obsahuje totiz hned dva vrcholy, ktoré nemaji imunitu (¢isla 3 a 9). Na tomto grafe si
ukézeme tri stratégie doplitania vrcholov do existujticej mnoziny s cielom vyslednej imu-
nity. Podla kvality vysledku boli jednotlivé stratégie oznacené, podobne ako stupen vybavy

automobilov, ako Standard, Premium a Superb.

3.4.1 Complete Standard

Complete Standard (CS) funguje na principe dopliiania vrcholov po jednom, az kym nie
je podgraf imunny. Cela stratégia sa teda redukuje na vyber ¢o najvhodnejsieho kandidata
na novy vrchol do podgrafu. V prvom rade treba zistif, ktory vrchol z aktudlne vybraného

podgrafu nem4 imunitu. Nemad totiz zmysel dopliiat do IP vrcholy, ktoré nesusedia s chybnym
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vrcholom. V pripade vacsieho poétu chybnych vrcholov sa vsak treba rozhodnit ktory z nich

pojdeme osetrit. Tu sa CS rozhoduje na zaklade tzv. iminnej diferencie vrcholov.

Definicia 3.1. Imidnna diferencia vrchola v I1D(v) v grafe G(V, E) s konfigurdciou K je

rozdiel
|Neigh(v) N {w € V|K(w) = biela}| — |Neigh(v) N{w € V|K(w) = ¢ierna}|  (3.4.1)
teda rozdiel poctu bielych a ciernych susedov.

Pri vybere chybného vrchola z aktualneho podgrafu preferuje CS vrchol, ktorého imunna
diferencia je ¢o najvacsia, ale zaroven mensia ako 1 (ind¢ by vrchol nebol chybny). Dévod je,
neformalne povedané, “osetri to ¢o ide najlahsie, mozno pri tom osetris aj nieco iné”. No a
ako oSetrit chybny vrchol? Vrchol nemé imunitu preto, lebo vacsina (alebo presne polovica)
jeho susedov zatial nie su v IP. Treba teda opéf vybrat jedného zo susedov a prefarbit ho na
bielo. Pri vybere suseda treba opéaf dbat na iminnu diferenciu, aby bola ¢o najvacsia. Novy
vrchol by mal totiz so sebou priniest ¢o najmenej problémov. Po pridani nového vrchola do
IP treba este aktualizovat hodnoty ID pre jeho susedov - ich ID sa totiz zvysi o 2.
Neformélne povedané, snazime sa imunizovat (zafarbit na bielo) vrcholy, ktoré by mohli
nakazit (prefarbit na ¢ierno) uz vyliecené (patriace do IP) vrcholy. Vrchol, ktory sa rozhod-
neme imunizovat by mal vSak mat ¢o najmenej “stykov” (hran) s nakazenymi (¢iernymi) vr-
cholmi. Iminny podgraf, ktory nakoniec dostaneme tak bude predstavovat skupinu vyliecenych

vrcholov, ktora sa uz neneché lahko nakazit okolim.
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Algorithm 3 Complete Standard
Vstup: graf G(V, E), konfiguricia K
for all (ve V) do
computeld(v, G, K)
end for
while (maChybnyVrchol(G, K)) do
w = chybnyVrcholSMaxId(G, K)
n = susedSMaxId(w, G, K)
K(n) = biela
for all (v € Neigh(n)) do
ID(v) +=2
end for
end while
I ={v e V|K(v) = biela}
Vystup: |

Ilustrovat si tento proces moézeme na grafe G z obrazku [3.4] Nasledujica tabulka udava

imunne diferencie vrcholov grafu G.

Tabulka 3.4.1: Imtnne diferencie vrcholov grafu G. Cervenou st oznacené chybné vrcholy, zelenou
imdnne vrcholy

Vrchol | ID
1 -1
2 -2
3 0
4 -3

3
6 -1
7 0
8 -2
9 -1

1
11 -1
12 -1

V tabulke st cervenou oznacené chybné vrcholy. Z nich treba vybrat chybny vrchol s ¢o
najvacsim ID. To je v tomto pripade vrchol 3. K tomuto vrcholu chceme néjst suseda s c¢o

najvacsim ID.
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Tabulka 3.4.2: Susedia vrcholu 3. Farebne st zvyraznené vrcholy ¢o uz v IP st

Obr. 3.4.2: Graf G po jednej iteracii Complete Standard

Po pridani vrchola do IP este treba aktualizovat idaje v ID tabulke.

Tabulka 3.4.3: Imtnne diferencie vrcholov grafu G po jednej iteracii CS. Cervenou st oznacdené
chybné vrcholy, zelenou imtnne vrcholy, modrou aktualizované vrcholy mimo IP

Vrchol | ID
1 -1
2 -2

2
4 -3

3
6 1
7 2
8 0
9 -1

1
11 -1
12 -1

Opakovanim tohto postupu by sme sa dostali az vyslednému iminnemu podgrafu.
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Obr. 3.4.3: Graf G po dokonceni Complete Standard

Algoritmus na doplnenie IP vzdy musi skoncit - v kazdom kroku totiz do IP pridava jeden
vrchol a overuje, ¢i uz nie je IP po tomto pridani iminny. V najhorsom pripade skon¢i tak,
ze IP bude tvorit cely graf. Pocet krokov CS teda mozeme zhora odhadnut ako n, ked n je
pocet vrcholov G. Overenie imunity aktualneho IP, ako aj aktualizacia ID tabulky su tiez

operdcie linedrne zavislé od n, preto ¢asovi zlozitost CS moZzeme zhora odhadniit ako O(n?).

3.4.2 Complete Premium

Uvazujme este raz graf G z obrazku [3.3.4] Vrchol 4 mé sice mensiu imtinnu diferenciu ako
ktorykolvek iny vrchol v grafe, no jeho pridanim do IP by sme vylepsili ID hned dvoch
chybnych vrcholov. Poniika sa teda otazka, ¢i nie je takyto postup vyhodnejsi a nemame
uprednostnovat opravujice vrcholy na zéklade toho, kolkym chybnym vrcholom pomozu.
V Complete Premium (CP) teda postupujeme trochu ind¢. Opéat priddvame do IP vrcholy
az kym skutocne nie je iminny, no tento krat v kazdom kroku vyberame hned z celej mnoziny

kandidatov na novy vrchol do IP, a to podla vlastnosti, ktori som vyssie spomenul.

Definicia 3.2. Fiz Gain®™| vrchola v FG(v) v grafe G(V, E) s konfigurdciou K je

{w € Neigh(v)|K(w) = biela A ID(w) < 0} (3.4.2)

22preklad znamend, “kolko ziskame opravou”, v tomto pripade zaradenim vrchola do IP
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Teda neformalne povedané - kolko susedov vrchola v z IP by tazZilo z pridania v do IP.

Tabulku ID vsak musime nadalej pocitat, prave kvoli tomu, ze na zaklade nej budeme poci-
tat Fix Gain tabulku. V kazdom kroku algoritmu najskor overime, ¢i uz nie je podgraf
iminny. Nasledne vyberieme z ¢iernych vrcholov ten s najvyssim FG, pridame ho do IP a
aktualizujeme tabulku ID a FG.

Intuitivna predstava za tymto algoritmom je jasna - snazime sa akoby imunizovat vrchol,

ktory méa vela spojeni s uz imunizovanimi vrcholmi nachylnymi na opétovné nakazenie.

Algorithm 4 Complete Premium
Vstup: graf G(V, E), konfiguricia K
for all (ve V) do
computeld(v, G, K)
end for
for all (ve V) do
computeFg(v, G, K)
end for
while (maChybnyVrchol(G, K)) do
w = ¢ierny VrcholSMaxFg(G, K)
K(w) = biela
for all (v € Neigh(w)) do
ID(v) +=2
end for
aktualizujFgOkoloVrchola(w, K, G)
end while
I ={veV|K(v) = biela}
Vystup: |

Detaily aktualizovania FG som skryl do funkcie aktualizujFgOkoloVrchola, nakolko je tato
aktualizacia pomerne zlozita. Pridanie nového vrchola totiz moéze sposobit zmenu FG az
u jeho “susedov z druhého kolena”, teda susedov susedov. Znazornené to bude na jednom
kroku simulécie algoritmu. Tabulka ID je na zaciatku dopliiania rovnaka ako pri Complete

Standard. Tabulka FG vyzera takto.
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Tabulka 3.4.4: Fix Gains pre vrcholy z grafu G. Cervenou st ozna¢ené chybné vrcholy, zelenou
imanne vrcholy

Vrchol | FG
1 0
2 1
3 1
4 2

2
6 1
7 1
8 0
9 1

0
11 0
12 0

Pre vrcholy z IP sice nemé zmysel pocitat Fix Gain, kedze sa uz v IP nachadzaju, algoritmu
to vsak nijak neuskodi. Ako kandidati na prirastok do IP sa ponukaja vrcholy 2, 4, 6 a 7. Z

nich mé najvacsi Fix Gain vrchol ¢islo 4. Rovno ho teda priddme do IP.

Obr. 3.4.4: Graf G po jednej iteracii Complete Premium

Po pridani treba opéat aktualizovat tabulku ID.
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Tabulka 3.4.5: Imtnne diferencie vrcholov grafu G po jednej iteracii CP. Cervenou st oznacené
chybné vrcholy, zelenou imtnne vrcholy, modrou aktualizované vrcholy mimo IP
Vrchol

1
2

EN

11
12

)—‘HH)—‘OOHCOQI.QM[I\D)—‘E

Fix Gain najprv aktualizujeme pre susedov vrchola 4. Kedze je tento vrchol chybny, vSetkym

jeho susedom inkrementujeme hodnotu FG.

Tabulka 3.4.6: Inkrementécia Fix Gains susedov vrchola ¢islo 4. Farebne st oznac¢ené vrcholy z IP

Vrchol FG
1 0+1

1+1

6 141

8 0+1

1+1

11 0+1

12 0+1

Pridanim vrchola 4 do IP sme vSak osSetrili oba vrcholy - 3 aj 9 - tak, Ze uz nie st chybné.

Preto teda susedom oboch vrcholov musime (za kazdy vrchol) dekrementovat Fix Gain.
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Tabulka 3.4.7: Aktualizicia Fix Gains susedov vrcholov 3 a 9. Farebne st oznacené vrcholy z IP

Vrchol FG
1 0 +1 =1
2 1 -1 =
1 +1 -1 =1
4 2 -2 =0
2 -2 =
6 1 +1 -1 =
7 1 -1 =
8 0 +1 =1
1 +1 -1 =
0 =0
11 0 +1 =
12 0 +1 =1

Po istom pocte iteracii opat dostavame imtnny podgraf.

Obr. 3.4.5: Graf G po dokonceni Complete Premium

Zamyslime sa teraz nad casovou zlozitostou algoritmu CP. Jedinym rozdielom oproti CS
(Co sa zlozitosti tyka) je, Ze po pridani nového vrcholu sa musi prepocitavat aj Fix Gain
niektorych vrcholov. Okrem priamych susedov vrchola, ¢o sme pridali do IP st to aj susedia
vrcholov, ktoré sme pridanim nového vrchola do IP prave zimunizovali. Naraz vsak mozeme
imunizovat aj viac vrcholov, ¢o by znamenalo potencidlne aZ n? operacii pri prepoc¢itavani
FG. Mame teda celkovi ¢asovi zlozZitost odhadntit zhora ako O(n?)? Opoved je nie. Kazdy

vrchol totiz imunizujeme len raz, a tak sa n? ako ohranicenie pre prepocitavanie Fix Gain
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hodn6t vztahuje skor na celi dobu algoritmu ako na jednu jeho iterdciu. Casovii zloZitost

Complete Premium teda mozno odhadnit O(n?)

3.4.3 Complete Superb

.....

zapornu iminnu diferenciu. To znamend, ze takyto vrchol bude treba opravovat este mnohymi
dal$imi vrcholmi (teda pridavat do IP jeho susedov). Complete Superb (CSUP) sa preto
snazi vyberat vrchol s vacSou rozvahou - kombinuje stratégiu CS a CP a ako dalsi vrchol
do IP vyberd ten, ktorého sucet FG + min(1,1D) je ¢o najvacsi. Minimum je v stucte
zakomponované preto, lebo nemé zmysel vybraf vrchol len kvoli vysokej kladnej ID. ID
vacsie ako 0 totiz znamend, ze vrchol uz nemusime v budicnosti osetrovat a to stac¢i. Napr.
ak vyberame z dvoch vrcholov v a w ked FG(v) = 4, ID(v) = -1, FG(w) = 2 a ID(w) = 6,
je lepsie vybrat vrchol v, lebo vysoka iminna diferencia pri vrchole w je zbytocna.

Druhym nedostatkom CS a CP je fakt, ze pridany vrchol uz z podgrafu nikto neodstrani.
CSUP preto po dokonceni doplnovania IP prepina do druhej fazy, v ktorej sa snazi z podgrafu
vyhodit ¢o najviac nepotrebnych vrcholov. Pri tomto odstranovani uprednostnujeme vrcholy
s ¢o najmensim poc¢tom susedov v IP, aby sme ¢o najmenej vrcholom z IP znizili iminnu

diferenciu a mohli tak dalej IP zmensovat.

Definicia 3.3. IPN vrchola v IPN(v) v grafe G(V, E) s konfigurdciou K je
{w € Neigh(v)|K(w) = biela}| (3.4.3)

Teda neformdlne povedané - kolko susedov vrchola v je z IP.
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Algorithm 5 Complete Superb
Vstup: graf G(V, E), konfiguricia K
Prvd fdza - doplriiovanie
for all (ve V) do
computeld(v, G, K)
end for
for all (ve V) do
computeFg(v, G, K)
end for
while (maChybnyVrchol(G, K)) do
w = mazyey (FG(v) + min(1, 1D(v))
K(w) = biela
for all (v € Neigh(w)) do
ID(v) +=2
end for
aktualizujFgOkoloVrchola(w, K, G)
end while
Druhd fdza - vyhadzovanie
while (méZbytocnyVrchol(G, K)) do
w = minlpnZbytoény Vrchol()
K(w) = ¢ierna
for all (v € Neigh(w)) do

ID(v) -= 2
end for
aktualizujIpnOkoloVrchola(w, K, G)
end while
I ={v e V|K(v) = biela}
Vystup: |

Zaciname teda s rovnakymi tabulkami ID (tabulka [3.4.1) a FG (tabulka [3.4.2)) ako v al-
goritme Complete Premium. Uvedme si este tabulku sictov FG + min(1, ID), kedze to je

hodnota, na zéklade ktorej sa algoritmus rozhoduje.
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Tabulka 3.4.8: Tabulka sic¢tu FG(v) + min(1,ID(v)) pre v € V v grafe G(V, E) (obr. [3.3.4).
Cervenou st ozna¢ené chybné vrcholy, zelenou imtnne vrcholy

Vrchol v | FG(v) 4+ min(1,ID(v))
1 0 -1 =-1
2 1 -2 =-1
3 1 +0 =1
4 2 -3 =-1

2 +1 =3
6 1 -1 =0
7 1 +0 =
8 0 -2 =-2
9 1 -1 =

0 +1 =1
11 0 -1 =-1
12 0 -1 =-1

Najlepsim kandiddtom na novy vrchol do IP je teda vrchol ¢. 7. Nésledne sa aktualizuje
tabulka ID a FG - rovnako ako to bolo v CP algoritme. Opakovanim tohto postupu by sme

sa dopracovali az k iminnemu podgrafu.

Obr. 3.4.6: Graf G po dokonceni prvej fazy algoritmu CSUP
V druhej faze algoritmu chceme z IP vyhodit ¢o najviac nepotrebnych vrcholov. V nasom

grafe je taky vrchol iba jeden - ¢islo 10. Preto ho z IP odstranime a dostavame konec¢nu

verziu IP, aka vracia Complete Superb.
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Obr. 3.4.7: Graf G po dokonceni algoritmu CSUP

Co sa tyka vypoctovej zlozitosti, je prva faza algoritmu (doplitovanie) rovnako narocnd, ako
dopliiovanie v CP. Vypocet v druhej faze (vyhadzovanie) opaf nemoze trvat vacsi pocet
krokov ako n. A kedze aktualizacia IPN hodnot je casovo rovnako narocna ako aktualizacia
ID hodnot, mdzeme Casovi zlozitost druhej fazy ohranicit rovnako O(n?). Tym padom je

celkova Casovd zlozitost O(n?).

3.5 Riesenie cez heuristiky doplnovania

Na zaklade doplnovacich heuristik Complete Standard, Premium a Superb som testoval este
celkom tri trojice algoritmov na hladanie minimalneho IP. Po trojiciach sa lisia mnozinou
vrcholov, ktoré skisaju ako zéklad pre doplnovanie, v ramci trojice sa zase lisia dopliovacou

heuristikou. Algoritmy maju teda tu isti jednoduchu struktiru a princip.

Algorithm 6 Select Mnozina Complete Heuristika
Vstup: graf G(V, E)

K(v) = biela Yv € Mnozina

I = completeHeuristika(G, K)
Vystup: 1

Predstavme si ich teda, a uvedme si ich vysledky.
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3.5.1 Select Median Complete (SMC)

Tento algoritmus jednoducho za zaklad pre doplnovanie vyberie vrchol, ktorého stupen
je medidnom (strednou hodnotou) v postupnosti stupriov vrcholov. Nésledne tento vrchol
dopliia doplitovacou heuristikou.

7 vysledkov v tabulke [3.5.4] je vidief, Ze algoritmus je velmi rychly. Aj grafy velkosti 2000
vrcholov a viac zvladol do par sekiind. Jeho casova zlozitost je rovnaka ako som uvadzal pre

dopliiovacie heuristiky, teda O(n?).

3.5.2 Select All Complete (SAC)

Tento algoritmus postupne skusa ako zéklad pre doplnovanie vSetky vrcholy grafu a na
kazdom spusti dopliiovanie. Vracia najlepsiu hodnotu (najmensi z najdenych IP).
Casova zlozitost algoritmov je n krat ¢asova zlozitost jednotlivych dopliiovacich heuristik,

¢im sa dostavame k ¢asovej zlozitosti O(n?) a asom vypoctov aj nad 10 mintt, vid tabulka m

3.5.3 AMPL Relaxed Complete (ARC)

Tento algoritmus berie za zdklad pre dopliovanie podgraf vrateny algoritmom AMPL Re-
laxed. Bohuzial, kvoli obmedzeniu danému Studentskou verziou C-PLEX som nemohol otesto-

vat vécsie grafy ako s 300 vrcholmi. Vysledky st v tabulke [3.5.4

3.5.4 Vysledky Select-Complete algoritmov

Nasledovat budu tri tabulky s vysledkami algoritmov SMC, SAC a ARC. Z tabuliek som
vypustil stipec Uspesnost, nakolko vietky algoritmy vzdy nasli podgraf, ktory bol skutoéne

imunny
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4 Dalsie testy a porovnanie algoritmov

V tejto sekcii by sa eSte detailnejsie pozrieme na jednotlivé algoritmy a porovname ich

navzajom.

4.1 Uspesnost AMPL Relaxed

Tabulka 4.1.1: Uspesnost AMPL Relaxed

Test Vysledky AMPL Relaxed
Grafov Velkost Hustota hran | Velkost IP Cas Uspesnost
pocet od - do od - do priemer priemer, h:m:s percent
85 2-20 50 % 7.047 00:00:00.0851176 23 %
50 200 50 % 91.1 00:00:00.1650600 0%
99 5 - 297 20 - 80 % 69.636 00:00:00.1475555 2%

Z uvedenych vysledkov jasne vyplyva, ze na AMPL Relaxed sa nemozno spolahniit, a to ani

pre malé grafy.

4.2 AMPL Relaxed vs. ARC Standard

Tabulka 4.2.1: AMPL Relaxed vs. ARC Standard

Testovacia sada Vysledky AMPL Relaxed Vysledky ARC Standard
Grafov Velkost Hustota | Velkost IP Cas Uspesnost | Velkost IP Cas
pocet od - do od - do priemer priemer, h:m:s percent priemer priemer, h:m:s
34 20 20 % 6.941 00:00:00.0828235 0% 12.765 00:00:00.0798823
50 20 70 % 10.38 00:00:00.0855000 0% 11.94 00:00:00.0830600
50 50 20 % 17.84 00:00:00.0867800 0% 30.96 00:00:00.0833400
50 50 70 % 24.4 00:00:00.0932400 0% 27.8 00:00:00.0861800
50 250 20 % 105.54 00:00:00.1785400 0% 136.7 00:00:00.1767600
50 250 70 % 120.64 00:00:00.2453600 0% 135.2 00:00:00.2507800

Pre vacsie grafy je percentualna odchylka velkosti IP AMPL Relaxed od skuto¢ne iminneho

podgrafu coraz mensia. ARC Standard ma vo vysledkoch tiez este rezervu - AMPL Integral

pre grafy velkosti 50 s hustotou hran 20 % (¢omu odpoved4 treti test) nasiel v priemere IP

s velkostou 19,3.
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4.3 ARC Superb vs. AMPL Integral

Tabulka 4.3.1: ARC Superb vs. AMPL Integral

Test Vysledky ARC Superb AMPL Integral

Velkost Poé&. hran Typ Velkost IP Cas Velkost IP Cas

- - tori.. - h:m:s - h:m:s

5 7 random 4 00:00:00.0780000 4 00:00:00.1710000
7 10 random ) 00:00:00.0790000 ) 00:00:00.0830000
9 12 random 3 00:00:00.0790000 3 00:00:00.0810000
12 33 random 8 00:00:00.0800000 6 00:00:00.0910000
14 69 random 8 00:00:00.0830000 8 00:00:00.1100000
16 88 random 10 00:00:00.0780000 9 00:00:00.1100000
19 117 random 11 00:00:00.0790000 9 00:00:00.1140000
21 130 random 12 00:00:00.0790000 11 00:00:00.1240000
23 131 random 14 00:00:00.0780000 10 00:00:00.1260000
26 185 random 14 00:00:00.0800000 12 00:00:00.1390000
28 241 random 15 00:00:00.0850000 13 00:00:00.1340000
31 339 random 17 00:00:00.0960000 16 00:00:00.6670000
33 364 random 18 00:00:00.0800000 16 00:00:00.6140000
35 243 random 19 00:00:00.0820000 15 00:00:00.4970000
38 414 random 21 00:00:00.1010000 18 00:00:01.0910000
40 319 random 22 00:00:00.0850000 18 00:00:01.4490000
42 421 random 23 00:00:00.0830000 20 00:00:02.9970000
45 485 random 26 00:00:00.0820000 20 00:00:03.5470000
47 313 random 26 00:00:00.0810000 20 00:00:02.1870000
50 784 random 27 00:00:00.0860000 24 00:00:42.6000000
27,05 235,25 random 155,115 00:00:00.0827000 12,85 00:00:02.8466000

Best: 20 % Best: 95 % Best: 100 % Best: 5 %

Na konci tabulky je zhrnutie vysledkov - priemerné hodnoty v danej testovacej sade. V
druhom riadku st potom percentualne hodnoty pre ¢as a velkost IP, ktoré udavaju v kolkych
testoch bol konkrétny algoritmus najlepsi. Tieto hodnoty sa v predoslom teste (AMPL Re-
laxed vs. ARC Standard) nevyskytovali, nakolko AMPL Relaxed ani raz nenasiel iminny
podgraf a tieto hodnoty by tak boli zavadzajice. Hustota hran grafov sa pohybovala v rozpéati

20 - 80 %.
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4.4 Rychlostny test SMC pre nahodné grafy

Tabulka 4.4.1: Rychlostny test SMC, ndhodné grafy

Test SMC Standard SMC Premium SMC Superb
Velkost Poé. hran | Velkost IP Cas Velkost IP Cas Velkost IP Cas
= = = m:s = m:s = m:s
100 1633 54 00:00.21800 53 00:00.04400 51 00:00.01400
363 16425 200 00:00.01300 206 00:00.01300 187 00:00.01400
627 109900 333 00:00.07600 329 00:00.09200 320 00:00.50400
890 241319 461 00:00.83900 475 00:00.66500 454 00:00.53400
1154 518919 594 00:00.78500 596 00:00.79800 586 00:01.11500
1418 502326 746 00:01.11200 733 00:01.13900 718 00:01.26100
1681 1101391 855 00:01.85800 865 00:02.38000 849 00:02.19000
1945 567162 1024 00:01.61400 1020 00:01.35800 988 00:01.35200
2209 877944 1162 00:01.68600 1146 00:01.87200 1120 00:02.09900
2472 1588161 1270 00:02.90400 1296 00:03.98000 1250 00:03.35000
2736 1721080 1415 00:03.36400 1429 00:03.34900 1388 00:04.00100
3000 2519160 1552 00:04.55000 1535 00:04.87900 1517 00:04.39800
1549,583 2703118 805.,5 00:01.58491 | 806,91666  00:01.71408 | 785,66666  00:01.73600
Best 0 % Best 58 % Best 0 % Best 16 % Best 100 % Best 33 %

Rychlostne st teda na tom vsetky algoritmy dobre, najlepsie asi SMC Standard. Najmensi
IP nasiel vo vsetkych pripadoch podla oc¢akavani algoritmus SMC Superb. Naopak, SMC
Premium v priamom porovnani velkosti [P s SMC Standard dosiahol skére 6:6. Hustota

hran grafov sa pohybovala v rozpéti 30 - 70 %.

4.5 Porovnanie SAC algoritmov na ndhodnych grafoch

Tabulka 4.5.1: SAC algoritmy na ndhodnych grafoch

Testovacia sada SAC Standard SAC Premium SAC Superb
Grafov Velkost Hustota P Cas P Cas P Cas
pocet od - do od - do priemer  priem. sek | priemer  priem. sek | priemer  priem. sek

best % best % best % best % best % best %
49 20 20 - 80 % 10,449 00.0005306 10,306 00.0005510 10,082 00.0007959
59 % 61 % 71 % 48 % 85 % 44 %
50 150 20 - 80 % 78,3 00.0859200 75,4 00.1272400 75 00.1538000
4 % 100 % 50 % 0% 72 % 0%
50 400 20 - 80 207,5 01.5588600 | 202,98  02.2834200 | 201,12  02.6162800
0 % 100 % 20 % 0 % 96 % 0 %
10 750 20 - 80 % 388,3 09.8341000 380,4 14.4614000 377,9 16.6949000
0% 100 % 0% 0% 100 % 0%
5 1000 50 % 515,6 25.8684000 507,8 37.3370000 504,2 43.2578000
0% 100 % 0% 0% 100 % 0%
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Z uvedenych vysledkov je vidno, ze kvalita i dizka vypodtu mé vzrastajicu tendenciu od

SAC Standard po SAC Superb.

4.6 SAC vs. SMC pre nidhodné grafy od 300 do 700 vrcholov

Grafy v teste mali hustotu od 30 do 70 %. Vysledky (tabulka[4.7) si uvedené na samostatne;
strane. Na tridsiatich vstupoch sa ukazalo, ze SAC algoritmy davaji vo vSeobecnosti lepsie
vysledky ako SMC, a ze Superb verzie algoritmov st presnejsie ako Premium a Standard.
Zaroven islo o grafy s pomerne velkou hustotou, a tak rozdiely medzi SAC a SMC algoritmami

neboli az tak velké (medidn stupnov vrcholov bol vhodny ako zdklad pre dopliovanie).

4.7 SMC a SAC algoritmy na sSpecialnych grafoch

V oboch pripadoch je vidno zaujimavy nérast velkosti IP pre Butterfly od Standard po
Superb. SAC algoritmy davali presné hodnoty pre torusy, hyperkocky a hviezdy, SMC uspeli
viac menej len pri hviezdach. Vysledky SMC (tabulka a SAC (tabulka st uvedené

na samostatnych stranach.
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5 Program

Sucastou tejto bakalarskej prace je aj program, nazvany Immune Subgraph Analyzer. V tejto
sekcii by som ho chcel aspon strucne predstavit a priblizit jeho funkcionalitu.

Program som zhotovil predovsetkym s cielom testovat jednotlivé heuristiky a algoritmy.
V rannych stadidch mojej bakalarskej prace som vSak potreboval nastroj na vytvaranie a
editovanie zafarbenych grafov, na skisanie imunity podgrafov ¢i na simulaciu vypoctu vacsi-
nového hlasovania. Zakladom programu ISA je teda prostredie, kde si moze ¢lovek vytvorit
graf, zafarbit jeho podgraf a analyzovat ho z hladiska imunity.

Nadstavbou je potom uz samotné testovacie prostredie v samostatnom okne, ktoré okrem
vytvorenia a spustenia roznych typov testov vie aj inteligentne podat namerané vysledky, ¢o
mi v neskorsich fazach pisania bakalarky nesmierne usetrilo robotu.

Program ma GUI rozhranie v anglic¢tine.

5.1 Immune Subgraph Analyzer

V hlavnom okne (obr. mozete vytvarat novy graf, editovat a transformovat graf nacitany
zo suboru, spustat vacsinové hlasovanie, alebo na danom grafe vyskuasat jednu z heuristik.
Zaroven je podla tychto vymenovanych aktivit aj rozdeleny bo¢ny panel na jednotlivé oblasti.
V spodnej Casti okna je logovaci mechanizmus, ktory sprostredkuje komunikaciu informacii

uzivatelovi.

5.2 Testovacie prostredie

Po kliknuti na “run tests” sa otvori testovacie prostredie (obr. [5.3). Je moiné ich mat
otvorenych niekolko naraz a vykonavat tak paralelne viacero testov. V hornej liste nalavo si
mozete vytvorif novi testovaciu sadu - nastavite, ¢i chcete nahodné grafy, alebo Specialne,
ich velkosti, pripadne dimenzie, pocet grafov, hustotu hran... Nova testovacia sada sa vytvori
na disku ako priec¢inok s nazvom testu v podadresari Graphs adresara spustitelného stiboru.
Testovacie sady tak mozte vytvarat aj manualne v hlavnom okne ISA tak, ze budete vytvorené

grafy ukladat do nejakého priecinka v spominanom adresari Graphs.
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Po vybere algoritmov a dat staci spustit test a postupne zacnu v tabulke naskakovat
vysledky. Test sa da zastavit tlac¢idlom “Stop”. ktory nechd dobehniit aktualne testovany graf
alebo tlacidlom “Kill”, ktoré zastavi test okamzite H, ale nezobrazi potom sthrn vysledkov
testu. Vysledky mozno v tabulke usporiadat podla konkrétneho stlpca, ¢ si zobrazit testovaci
vstup v hlavnom okne (dvojklik na riadok tabulky). Po dobehnuti testu sa este zobrazia

priemerné hodnoty.

5.3 Rozsiritelnost

Program je pisany v objektovo orientovanom C# a dbal som na to, aby bol lahko rozsiritelny.
Pridanie nového algoritmu je jednoduchd zalezitost tvorby novej triedy ktora spliia §pecifické

rozhranie.

23V pripade algoritmov AMPL Integral a Relaxed je spusteny samostatny proces cplex, ktory treba zastavit rucne

cez task-manager. Tento neduh sa budem snazit vyriesit v dohladnej dobe.
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Zaver

NP-tuplny charakter problému hladania minimalneho iminneho podgrafu sposobuje, ze ho
vieme riesif presne a rychlo len pre malé grafy. Potvrdila to aj implementacia a testovanie
Backtracku, ktory s rastiicou velkostou vstupu exponencidlne zvysoval ¢as vypoctu. Pre grafy
s po¢tom vrcholov okolo 30 sa uz doba vypoctu priblizovala hodine.

Druhym pristupom k rieseniu bolo skusit problém prepisat do systému linearnych nerovnic,
a riesit ho volne dostupnymi solvermi pre linedrne programovanie. S vyuzitim AMPL/C-
PLEX solveru bolo mozné najst minimalny iminny podgraf v relativne kratkej dobe az pre
dvojnasobne véacsie vstupy, ako v pripade Backtracku. Ak sa vSak uvazovalo necelociselné
linedrne programovanie, algoritmus sa vyrazne urychlil, no danou boli chybné vysledky -
podgrafy, ktoré neboli iminne.

Tretim pristupom teda bolo najst heuristiky, ktoré by vedeli doplnit podgraf ¢o najmensim
poc¢tom vrcholov tak, aby bol iminny. Celkovo tri typy heuristik odstupnované podla kvality
vysledku (Complete Standard, Premium a Superb) boli implementované v troch algoritmoch
lisiacich sa podgrafom, ktory heuristiky dopliovali: ARC (pociatoény podgraf je vystup
z necelociselného linedrneho programovania), SMC (pociatocny podgraf je vrchol, ktorého
stupen vrchola je medidanom stupriov vrcholov), SAC (za podiatoény podgraf st vyskisané
vSetky vrcholy, vratend je najlepsia hodnota).

Aj pre velké grafy daval relativne presné vysledky SAC s doplitanim Superb. Najrych-
lejsi bol zase algoritmus SMC Standard. Doplnenie vystupu z necelociselného linearneho
programovania malo dobry pomer presnost /rychlost.

Kazda heuristika ma este priestor na zlepsSenie, pripadne by sa dali uvazovat dalsie
stratégie hladania minimalneho iminneho podgrafu. Obohatit by sa dal aj samotny problém
aby presnejsie modeloval realitu - napriklad tak, ze by sa vo vac¢sinovom hlasovani zacal
uvazovat aj nazor jednotlivca, alebo akasi ndhodna zlozka. Preto sa aj tato préaca stava

vhodnou na pripadné budice rozsirenie do diplomovej prace.
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