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Abstrakt

Je zname, Ze vo vSeobecnosti pre dany nedeterministicky kone¢ny automat je pre zo-
strojenie ekvivalentného deterministického kone¢ného automatu potrebnych a posta-
¢ujucich exponencialne vela stavov. V tejto praci ukdzeme, Ze pre vybrané podtriedy
regularnych jazykov je tento néarast stavovej zlozitosti mensi.

Pre nedeterministické konecné automaty overujtce iba vyskyt daného podslova nie
je potrebny ziadny narast poc¢tu stavov. Pre jazyky nad unarnou abecedou ukazeme,
7e tento nérast suvisi s vetvenim grafu silne suvislych komponentov pre dany nede-
terministicky kone¢ny automat. Napokon ukazeme, Ze pre ohranic¢ené jazyky je néarast
stavovej zlozitosti deterministického konec¢ného automatu k nedeterministickému vacsi,

ako tomu bolo pri jazykoch nad unarnou abecedou napriek ich dokazateInému suvisu.

Krlaéové slova: nedeterministicky koneé¢ny automat, deterministicky koneény auto-
)

mat, jazyky definované podslovom, jazyky nad unarnou abecedou, ohrani¢ené jazyky



Abstract

It is well known that in general for a simulation of a given nondeterministic finite auto-
maton by a deterministic finite automaton an exponential state complexity is sufficient
and needed. In this thesis, we shall prove that for some subclasses of regular languages
the growth of state complexity is smaller.

For nondeterministic finite automata which just check whether the input contains a
given subword no state complexity growth is needed. For languages over unary alphabet
we shall show that state complexity of a deterministic finite automaton is related to
branching in a graph of strongly connected components of a given nondeterministic
finite automaton. At last, we shall prove that for bounded languages the growth of state
complexity of a deterministic finite automaton equivalent to a given nondeterministic
finite automaton is larger than it is for languages over unary alphabet, despite of

demonstrated relation between these two subclasses.

Keywords: nondeterministic finite automata, deterministic finite automata, subword

languages, languages over unary alphabet, bounded languages
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Uvod

Tedria formélnych jazykov a automatov je jednou zo zakladnych a zaroven najstarsich
oblasti teoretickej informatiky. Dodnes je predmetom aktivneho vyskumu, nakolko vy-
sledky skiimania tejto oblasti maju rozsiahle vyuzitie v roznych odvetviach informatiky,
bioinformatiky, ale aj lingvistiky. Konkrétnymi prikladmi su lexikalna, ¢i syntakticka
analyza pri tvorbe kompilatorov, alebo hladanie vzoru v texte, ¢ v retazcoch DNA.

Teoria automatov sa zaobera skiimanim roéznych modelov, ktoré si schopné roz-
poznavat formélne jazyky. Pre rozne triedy formalnych jazykov st definované rézne
modely automatov, o ktorych je dokdzané, ze si schopné rozpoznat prave danu triedu
jazykov. Napriklad pre triedu regularnych jazykov sii to koneéné automaty. Najznamej-
Smi a najpouzivanejsimi koneénymi automatmi st deterministické a nedeterministické
konecné automaty, ktorymi sa budeme v tejto préci zaoberat.

Jednou zo zakladnych otazok v teérii automatov je meranie ich zlozitosti. Tuto
zlozitost mozno definovat viacerymi sposobmi, napriklad po¢tom krokov, ktoré automat
vykoné pri vypocte, velkostou paméte, ktora pri vypocte pouzije, alebo tieZ poctom
stavov, ktory je potrebny na jeho zostrojenie. Nakolko konecné automaty pri vypocte
nepouzivaju pracovnii paméat a pocet krokov vypoctu je pri nich linedrny od velkosti
vstupu, ako najlepsie kritérium merania zlozitosti koneé¢nych automatov sa ukazuje ich
stavova zlozitost.

Pre dany regularny jazyk je jednoduchsie skonstruovat prislusny nedeterministicky
kone¢ny automat, ako deterministicky. Naproti tomu s deterministickymi kone¢nymi
automatmi sa prijemnejsie pracuje (napriklad pri dokazovani). Je zname, 7Ze tak deter-
ministické, ako aj nedeterministické konecné automaty rozpoznéavaji prave triedu re-
gularnych jazykov. Teda ku kazdému nedeterministickému koneé¢nému automatu vieme
zostrojit deterministicky konecny automat rozpoznavajici rovnaky jazyk. Preto je po-
merne zaujimava otazka ohladom vztahu stavovej zloZitosti medzi tymito dvoma mo-
delmi. Ukazuje sa, Ze vo vSeobecnosti mdze byt potrebny exponencialny pocet stavov
deterministického kone¢ného automatu oproti nedeterministickému|3]. V tejto praci
sa budeme venovat vztahu stavovej zlozitosti deterministického a nedeterministického
kone¢ného automatu pre vybrané podtriedy regularnych jazykov.

Prvou podtriedou regularnych jazykov, ktorej sa budeme v tejto praci venovat su

jazyky definované podslovom. Ako ukazeme, pre tieto jazyky je stavova zlozitost deter-
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ministickych a nedeterministickych kone¢nych automatov rovnaka, teda nedochadza k
ziadnemu narastu.

f)alej sa budeme zaoberat regularnymi jazykmi nad unarnou abecedou. Vdaka svo-
jej jednoduchej strukture uz boli z pohladu porovnania stavovej zloZitosti determinis-
tickych a nedeterministickych kone¢nych automatov v minulosti predmetom vyskumu.
Nadviazeme na pracu Mareka Chrobéka, ktory dokéazal odhad narastu tejto stavovej

nlog(n) otavov deterministického konec-

zlozitosti vo vSeobecnom pripade, ktorym je e
ného automatu k n-stavovému nedeterministickému|2|. UkaZeme, Ze za istych podmie-
nok moze byt spominany nérast poctu stavov polynomialny.

Napokon sa budeme venovat triede ohrani¢enych regularnych jazykov, ktoré su
nadtriedou spominanych jazykov nad unarnou abecedou. Budeme preto vychadzat z
dosiahnutych vysledkov pre tito podtriedu regularnych jazykov. UkéZeme, ze vo vSe-
obecnosti moze byt narast stavovej zlozitosti deterministického koneéného automatu
oproti danému nedeterministickému horsi, ako tomu bolo v pripade jazykov nad unér-

nou abecedou.



Kapitola 1
Uvod do problematiky

V tejto kapitole obozndmime ¢itatela so zakladnymi pojmami, ¢ vetami, ktorych zna-
lost je nevyhnutna pre ¢itanie a pochopenie celej prace. Viacero tvrdeni a viet uvedieme
bez dokazu, nakolko cielom tejto kapitoly nie je prepisovat dokazy znamych tvrdeni,
ale oboznamit ¢itatela s neskor pouZivanymi tvrdeniami. Dalsie pojmy a tvrdenia z

oblasti formalnych jazykov sa daju néajst napriklad v [5][3].

1.1 Zakladné pojmy a definicie

V nasledujicej cCasti zadefinujeme zakladné pojmy formalnych jazykov, operéacie na
jazykoch a slovach, ktoré budeme neskor pouzivat, ako aj samotné definicie determi-

nistického a nedeterministického kone¢ného automatu.
Definicia. Abeceda je konecnd neprizdna mnoZina symbolov (pismen). Oznacuje sa 3.

Definicia. Slovo nad abecedou X je konecnd postupnost symbolov z X. Prdzdne slovo

oznacujeme €.

Definicia. DiZka slova je diZka postupnosti, ktord ho vytvdra. DiZku slova w budeme

oznacovat |w|.

Definicia. Podslovo slova w = ajas...a, je suvisld podpostupnost a;a;iq...a;, pricom
plati 1 < i < j < mn. Specidlne podslovd si prefix a sufix, pre prefix plati i = 1 a pre
sufix plati j = n.

Definicia. Jazyk nad abecedou X je lubovolnd mnozina slov nad abecedou 3.

Definicia. Majme slovd v = ay...a,,v = by...b,,, kde Vi, a;,b; € 3, potom ich zretaze-

nim (oznacujeme u - v, alebo uv) je slovo aj...anby...by,.

Definicia. Nech Ly, Ly su jazyky, potom ich zrefazenim (oznacujeme Ly - Lo, alebo
LLy) je jazyk L = {uv|u € Li,v € Ly}.
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Definicia. Nech w je slovo. Mocninu slova w (oznacujeme w' pre i € N) definujeme
induktivne takto:
w® =€,
w'=w-w™! prei > 0.
Definicia. Nech L je jazyk. Mocninu jazyka L (oznacujeme L' pre i € N) definujeme
induktivne takto:

L = {e},
L'=L-L"7 prei > 0.
Definicia. [lterdciu jazyka L definujeme ako L* = Ejo L
Kladni iterdciu jazyka L definujeme ako Lt = Ej L.

=1

Definicia. Nech w = a,as...a,, potom reverz slova w je slovo wf = apa,_1...a;.

Nech L je jazyk, potom reverz jazyka L je jazyk L® = {wf|lw € L}.

Automaty vo v8eobecnosti pracuju tak, ze na vstupe dostant slovo, nad ktorym na-
sledne pracuju, pricom prechadzaju stavmi. Ak vypocet skonéi v akceptacnom stave,
vstupné slovo akceptuji. V tejto préaci sa budeme zaoberat vztahom medzi determinis-
tickymi a nedeterministickymi kone¢nymi automatmi, preto ich teraz formalne zadefi-
nujeme. VyuZzijeme na to Stvorice definicii o automate, konfigurécii, kroku vypoctu a

jazyku akceptovanom automatom:

Definicia. Deterministicky koneény automat (budeme oznacovat aj DKA) je 5-tica
(K,%,0,q0, F), kde K je konecnd mnoZina stavov, ¥ je abeceda, 6 : K x ¥ — K je

prechodovd funkcia, qo je pociatocny stav a ' C K je mnoZina akceptacniyjch stavou.

Definicia. Konfiguricia DKA je prvok (q,w) € K x ¥*, kde q je stav automatu a w

je este nespracovany sufix vstupného slova.

Definicia. Krok vypoctu DKA A je reldcia -4 na konfigurdciach definovand takto:

(¢, aw) Fa (p,w) & p =4d(q,a).

Krok vypoctu budeme oznacovat aj =, pokial bude z kontextu zrejmé, na aky DKA sa

vztahuge.

Definicia. Jazyk akceptovany DKA A je mnoZina

L(A) ={w|3q € F: (qo,w) " (q,€)}.
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Pozndmka. = je reflexivno-tranzitivny uzaver relacie -, teda oznacenie ()1 F% Q2
znamend, ze automat A prejde z konfiguracie ()1 do konfiguracie ()3 na nejaky pocet
krokov.

Nasleduje definicia nedeterministického kone¢ného automatu, ktord pozostava po-
dobne ako pri deterministickom zo Styroch ¢asti. Definiciu konfiguricie a jazyka ak-
ceptovaného nedeterministickym koneénym automatom si vSak dovolujeme vynechat,

nakol'ko st formalne rovnaké, ako pre DKA.

Definicia. Nedeterministicky konecny automat (budeme oznacovat aj NKA) je 5-tica
(K,X,6,q0, F), kde K je konecnd mnoZina stavov, Y je abeceda, § : K x (X U{e}) — 2K

je prechodovd funkcia, qo je pociatoény stav a F C K je mnozZina akceptacnijch stavov.

Definicia. Krok vypoctu NKA A je reldcia &4 na konfigurdciach definovand takto:

(¢,aw) Fa (p,w) & p € d(q,a)

Poznamka. Hlavny rozdiel medzi deterministickym a nedeterministickym kone¢nym
automatom spociva v tom, Ze nedeterministicky automat sa moze rozhodovat, do kto-
rého zo stavov danych prechodovou funkciou (tato mnozina moze byt aj prazdna) sa
automat po nasledujucom kroku vypoctu dostane. Tato vlastnost moze viest k vyraz-
nému rozdielu v pocte stavov NKA oproti DKA akceptujicich rovnaky jazyk. NKA
sa od DKA 1i8i aj tym, Ze moze urobit tzv. prechod na e, teda urobit krok vypoétu
bez precitania dalsieho pismena zo vstupu. Ako neskor ukdzeme, bez tejto vlastnosti
by NKA nielenze nestratil na sile, ale nebol by ani potrebny narast po¢tu stavov, pre

zostrojenie ekvivalentného NKA bez e-prechodov.

1.2 Charakterizacia kone¢nych automatov

V predchadzajucej ¢asti sme zadefinovali dva podobné modely automatov, naskyta sa
preto prirodzena otazka, aky je vztah medzi ich silou, teda medzi mnozinami jazykov,
ktoré su schopné akceptovat. Zjavne ku kazdému DKA vieme zostrojit ekvivalentny
NKA. Ukazuje sa, ze to plati aj opacne a teda modely st rovnako silné. MnoZine

jazykov, ktoré su schopné akceptovat hovorime trieda regulédrnych jazykov.

Veta 1.1. K lubovolnému NKA A existuje NKA A’ bez e-prechodov taky, Ze L(A) =
L(A") a pocet stavov A a A’ je rovnaky.

Nacrtneme iba ideu dokazu: A’ zostrojime z A tak, Ze prechody na e zlacime do

jedného kroku vypoctu s predoslym krokom vypoctu na pismeno.

Veta 1.2. K lubovolnému NKA A existuje DKA A’ taky, Ze L(A) = L(A").
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Dékaz. Nebudeme robit cely dokaz, ukazeme vsak Standardni konstrukciu, ktora sa v
nom pouziva, pretoze zhora ohranicuje pocet stavov potrebny na konstrukciu DKA pre
dany NKA.

Bez Gjmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze A neobsahuje e-prechody. Zostrojme
A = (K", X8, q, F') takto:

K! — 2K
=3,
90 = {qo0},

F ={X|XNF#0) a
5(Q.0) = Uyeg d(a.a).
A’ pracuje tak, Ze akoby robi paralelne v8etky vypocty na A’ a akceptuje vtedy, ked as-
pon jeden vypocet skoné¢i v akceptacnom stave. Dokaz, ze L(A) = L(A’) prenechavame

na &itatela. 0

V tomto odseku sa budeme zaoberat vetou, ktora nam bude neskor velmi uZitocna,
pretoze okrem toho, Ze charakterizuje regularne jazyky, hovori o pocte stavov miniméal-

neho DKA akceptujuceho dany regularny jazyk. Najskor vSak zadefinujme potrebné
pojmy:

Definicia. Bindrna reldicia O na ¥* sa nazjva sprava invariantnd (vzhladom na ope-
raciu zretazenia), ak plati:

Uy = Vw : zwlyw.

Definicia. Pocet tried reldcie ekvivalencie nazijvame index. Ak je tento pocet konecnyj,

hovorime, Ze reldcia je konecného indexu.
Veta 1.3. (Myhill-Nerode) Majme jazyk L C ¥*. Nasledugjice turdenia si ekvivalentné:
1. L je regularny jazyk

2. L je zjednotenim niekolkych tried ekvivalencie nejakej sprava invariantnej reldcie

ekvivalencie konecného indexu

3. Reldcia Ry, definovand uRpv <= (Vx : ux € L <= vz € L) je relaciou ekviva-

lencie konecného indexu.

Nebudeme robit dokaz vety, spomenieme iba tvahy veduce k dokazu implikacie
3 = 1, pretoze z nich vyplyva, Ze minimélny DKA pre dany regularny jazyk musi
obsahovat tolko stavov, kolko mé relacia R;, tried ekvivalencie.
Snazime sa vytvorit na zédklade R, DKA A pre jazyk L. Uvazujme slova u, v, ktoré
si v relacii Ry. Ked polozime x = ¢, dostdvame v € L <= v € L. Potom je L
zjednotenim niekol'kych tried ekvivalencie R;. Uvazujme teraz u,v také, Ze nie su v

R;. To znamené, Ze existuje x také, ze bez Ujmy na vSeobecnosti ux € L a vr ¢
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L. Pre Tubovolny DKA akceptujuci L potom plati, Ze po pre¢itani slov u a v musi
skonc¢it v roznych stavoch, inak by skonéil v rovnakych stavoch aj pre slova uz a vx. Z
toho vyplyva, ze DKA musi mat aspon tolko stavov, kolko ma R;, tried ekvivalencie.
Automat A teda zostrojime tak, Ze si bude pri vypocte v stave pamétat, do ktorej triedy
ekvivalencie zatial prec¢itanéd cast slova patri. Na konci skontroluje, ¢ sa nachadza v

triede ekvivalencie, ktora je podmnozinou L.

1.3 Ciele prace

V dokaze tvrdenia o ekvivalencii deterministickych a nedeterministickych koneénych
automatov sme pouzili §tandardnt konstrukciu pre zostrojenie DKA, ktorej stavmi
boli podmnoziny stavov prislusného NKA. Teda pre | K| stavov NKA nam bude stacit
2Kl stavov pre zostrojenie ekvivalentného DKA. Naskyta sa prirodzena otazka, & je
tento exponencidlny narast stavov nutny. Ukazeme priklad jazyka, v ktorom exponen-
cidlny nérast potrebny je: L = {w € {0, 1}*|n-té pismeno od konca je 1 }|3|. Pre L
polahky zostrojime NKA s n+1 stavmi. Na vytvorenie ekvivalentného DKA vsak bude
potrebnych 2" stavov, pretoze v Ry bude samostatné trieda ekvivalencie pre kazdy n-
bitovy suffix.

Dalsou otazkou, ktort si mézme polozit je, ¢i existuju regularne jazyky, pre ktoré je
stavova zlozitost DKA pre NKA “dobra”; teda radovo lepsia ako exponencialna. Jedno-
duchym prikladom takého jazyka je {€}. Otazka, ktoru si teda budeme klast a na ktora
sa budeme snazit v tejto praci hladat odpovede znie, pre aké regularne jazyky je narast

stavovej zlozitosti zostrojeného DKA k danému NKA radovo lepsi ako exponencialny.



Kapitola 2
Jazyky definované podslovom

Uvazujme jazyky, ktoré si tvorené prave takymi slovami w, ktoré obsahuju nejaké
dané nepréazdne podslovo x. Ak konStruujeme konecény automat A akceptujuci takyto
jazyk, staci, ak A pri vypocte overi, ¢ vstupné slovo obsahuje pozadované podslovo a
zvySok vstupu moze byt Tubovolny. UkaZzeme, Ze nedeterministicky automat potrebuje
na overenie podslova aspon |z| 4+ 1 stavov a deterministickému na to postac¢i rovnako

vela stavov.

Oznacenie. Nech je dand lubovolnd konecnd abeceda X, nech je dané lubovolné n > 1
a slovo © = ajas...a,; ai,as, ...,a, € %. Jazyk L = {uzv|u,v € ¥*} budeme oznacoval
L.

Lema 2.1. Nech je dané lubovolné neprdizdne slovo x, nech A = (K,%,0,q, F) je
nedeterministicky konecny automat taky, Ze L(A) = L., potom pocet stavov A je aspor

|z| + 1.

Dékaz. Sporom nech pocet stavov A je najviac |z|. Oznaéme qo, q1, ..., gm, m < |z| stavy
automatu A. Uvazujme slovo v = x = ajas...a,,n € N, ay,as,...,a, € X. Skimajme
vypocet A pre vstupné slovo v. Plati v = x, teda v € L,, teda existuje taky vypocet, ze
A docita celé slovo v a skonci v nejakom akceptac¢nom stave g € F. V kazdom kroku
vypoctu pritom prec¢ita najviac jedno pismeno zo vstupu, teda vypocet obsahuje aspon
|v| = n bez-e krokov. Kedze |v| = |z| > |K —{qo}|, z dirichletovho principu dostéavame,

ze musia existovat stavy g;,q;,,7 € N, 7,7 < m také, ze
(90,v) F* (i, @r@riq...an) ¥ (g, asasii...an) F* (qr, €),
pricom ¢; = ¢; a r < s. Nech w = a1az...a,—1a50541...a,,. Potom existuje vypocet
(g0, w) F* (s, asass1...an) F* (g, €)

Dostéavame w € L(A) a zaroven w ¢ L, pretoze |w| < |z|, ¢o je spor s predpokladom.
[
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Lema 2.2. Nech je dané lubovolné neprdzdne slovo x, potom existuje deterministicky

koneény automat A taky, Ze L(A) = L, a A md |x| + 1 stavov.

Dékaz. V dokaze zostrojime DKA s pozadovanymi vlastnostami. Ten si bude v stavoch

pamatat najdlhsi prefix daného slova x z naposledy pre¢itanych pismen (pre jednoduch-

Sie ¢itanie ozna¢me tento prefix u). Po prec¢itani dalsieho pismena zo vstupu (oznacme

ho ¢) bude hladat aktualne najdlhsi prefix (teda nasledujuci stav) tak, Ze overi ¢i je

v = uc prefix slova z. Ak 4no, musi byt toto najdlhsi aktualny prefix, kedZe nim bolo

u. Ak nie, overi, ¢ je v bez prvého pismena takym prefixom, teda ¢i je v’ prefix slova x,

pricom av’ = v pre nejaké pismeno a. Tento proces sa opakuje az kym automat najde

prefix slova z (ten musi byt pri tomto postupe najdlhsi, kedZe vSetky potencialne dlh-

Sie uz automat overil). V krajnom pripade takto po jednom pismene skracuje pévodné

slovo, az kym ostane overit prazdne slovo, ktoré je prefixom kazdého slova, teda aj x.

Ak sa raz automat dostane do stavu, v ktorom najdlhsi prefix je rovny slovu x, bude

sa cyklit uz len v tomto stave, kedZe vstup obsahuje celé pozadované podslovo.
Formélne, pre dané x = aas...a,,n € N,ay, as, ..., a, € ¥ zostrojme deterministicky

kone¢ny automat A pre L, takto:

A= (K,%,0,q, F)

K ={q0,q1, - qn}

F= {QH}

3(qn, ) = qn; Pre c € 3

0(gi,c) = q;; pre c€ X,i € {0,1,...,n — 1}, kde j je maximalne ¢islo takeé, ze

dk e {1,....i + 1} : apapt1...a;c = a1as...a;, ak také j neexistuje, polozime j = 0.
Pripad ked j = 0 reprezentuje, Ze sme nenasli dlhsi prefix x ako préazdne slovo,

k reprezentuje vynechévanie zaciato¢nych pismen pri hladani aktualne najdlhsieho

prefixu x, pre k = 1 dostavame povodné, neskratené slovo, pre k = ¢ + 1 dostavame

c=ay)

Poznamenavame, 7Ze zo stavu ¢; # ¢, sa po precitani pismena a;,; dostaneme do stavu

gi+1, kedZze maximélne j dostaneme pre k = 1 : ajas...a;a;11 = ay...a;41. Formalny

dokaz, ze A akceptuje prave pozadovany jazyk prenechéavame na Citatela. O

Veta 2.3. Nech je dané lubovolné slovo x, nech Ay = (K1,X1, 01,401, F1) je nedetermi-
nisticky konecny automat taky, Ze L(Ay) = L,, potom ezistuje deterministicky konecnyj
automat Ay = (Ko, ¥, 02, qo.2, o) taky, Ze L(As) = L, a sucasne |Ky| = | K.

Doékaz. Dosledok predchadzajicich dvoch liem. O



Kapitola 3
Jazyky nad unarnou abecedou

Pri jazykoch nad unarnou abecedou je Struktira slova zrejmé, kone¢nému automatu
teda staci overovat, ¢ ma slovo na vstupe spravnu dizku. Ukazuje sa, Ze pri konstrukeii
deterministického kone¢ného automatu k danému n-stavovému nedeterministickému
konefnému automatu na to vo vieobecnosti potrebujeme O(eV"1°8™) stavov [2]. Je
to spbésobené potrebou simulovat viacero réznych cyklov cq, ..., ¢, v roznych vetvach
vypoétu, na &o je potrebny cyklus dlzky lem(cy, ..., cx). V tejto kapitole ukazeme, Ze
za urcitych podmienok je potrebny narast stavov DKA konstruovaného k NKA nad

unarnou abecedou radovo mensi, ako vo vSeobecnom pripade.

Definicia. Postupnost stavov konecného automatu qq, ..., q, taki, Ze zo stavu q;,1 <n
existuje jediny prechod a to do stavu g1 a stucasne do stavu gj,1 < j < n vedie jediny

prechod a to zo stavu gj_1, budeme nazyvat retaz.

Oznacenie. Oznacme |K.y,(A)| pocet stavov koneéného automatu A, ktoré si sucastou

nejakého cyklu.

Nech st dané prirodzené &isla x4, ..., z,, také, ze gcd(xy, ..., x,) = 1. Funkcia G (1, ..., x,,)
nadobuda hodnotu najvacsieho ¢isla y takého, Ze rovnica x1ky + ... + x,k, = y neméa
rieSenie v prirodzenych ¢islach. Problém hladania G(xy, ..., x,,) je znamy ako Frobéniov
problém. Uvedieme znamy vysledok skiimania tohto problému [1][4]. Nie je najpresnejsi,

ale pre nase potreby bude postacujici.

Lema 3.1. Nech st dané prirodzené ¢isla 1 < xy < ... < x, také, Ze ged(xq, ..., z,) =1,

pricom n > 2. Potom
G(z1, ey xn) < (x7 — D) (2, — 1) — 1.
7 uvedenej lemy vyplyva désledok, ktory pouzijeme v neskorsom dokaze:
Désledok 3.1.1. Nech siu dané prirodzené cisla 1 < xq < ... < x, < m. Nech
Y ={y|3ky, ...k, € N: 21k + ... + 2,k =y}

10
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Potom mnozina Y' = {yly € Y,y > m?} tvori aritmeticki postupnost s periddou

ged(xy, .oy xy,).

Veta 3.2. Nech je dany nedeterministicky koneény automat A = (K,%,0,q0, F) s n
stavmi, pricom ¥ = {a}. Zostrojme orientovany graf G4 = (V,E) takto: V = K,
E = {(p,q|q € 6(p,a)}. Dalej zostrojme G’y tak, Ze nahradime kazZdy silne sivisly

komponent v G4 jednym vrcholom. Nech plati
7 kazdého vrchola v G’y vedie najviac jedna hrana, (3.1)

Potom ezistuje deterministicky koneény automat A" = (K', 3,0, ¢4, F') taky, Ze L(A") =
L(A) a |K'| <n?%+ 2n.

Dokaz. V dokaze vety o normalnom tvare NKA bez prechodov na e sme pouzili kon-
strukciu, ktora zachovavala pocet stavov. Mézeme teda bez Gjmy na vSeobecnosti pred-
pokladat, ze A neobsahuje prechody na e. Deterministicky automat moéze obsahovat
maximélne jeden cyklus, naproti tomu nedeterministicky automat ich moéze obsahovat
viacero. KIa¢ovym problémom dokazu preto bude simulacia tychto cyklov v jednom
deterministickom cykle za pouzitia dokazatelne malo stavov. Pre jednoduchsie pocho-
penie struktiry automatu A, ho rozdelime na silne stvislé komponenty a ukazeme, ze
predpoklad (3.1) zarucuje, Ze nebude potrebné simulovat viacero nesudelitelnych cyk-
lov v roznych vetvach vypoctu. Na zaklade Dosledku 3.1.1 najdeme cyklus postacujici
na simulaciu v8etkych cyklov v A aj odhadneme narast stavov, ktoré nie st sucastou
ziadneho cyklu v A’.

Graf G'; je acyklicky, lebo v opa¢nom pripade by sme mohli nejaky silno stavisly
komponent zvacsit a dostali by sme spor s definiciou silne sivislého komponentu. Pod-
mienka (3.1) zarucuje, Ze vetvenie je mozné len vramci jedného silne siavislého kompo-
nentu. Preto je postupnost silne stvislych komponentov, ktorymi pri vypocte automat
A prechadza jednoznaéne dané az na dlzku v zavislosti od toho, v ktorom stave vypocet
skonéi.

Kazdy silne suvisly komponent bud obsahuje asponi jeden cyklus, alebo je to je-
diny vrchol (stav). Cubovolny akceptaény vypocet, ktory prechadza silno suvislymi
komponentami K7, ..., K; mézeme zapisat ako postupnost stavov! M;...M;, kde M; je
podpostupnost stavov patriacich komponentu K;. Z acyklickosti grafu G4 vyplyva, ze
ak automat A vo vypocte opustil nejaky silno stvisly komponent, uz sa don v tomto
vypocte nevratil. Vramci jedného silne siivislého komponentu moze vypocet prejst nie-
kolkymi cyklami a tieZ prejst niekolkymi stavmi bez ukoncenia cyklu. Pre silne stvisly

komponent K; obsahujuci cykly C; 4, ..., C;,, teda mozme pocet stavov podpostupnosti

1Vypodet sme definovali ako postupnost konfiguracii. V tomto pripade vSak uvazujeme automat
bez prechodov na € nad unérnou abecedou, preto je vypocet jednozna¢ne dany postupnostou stavov,

ktorymi prechédza.
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M, rozpisat nasledovne |M;| = ;042 1|Ci1|+...+ i s, |Cirs

ukonceného cyklu C; ; a ;o je pocet stavov ktoré ostant v M; po vynechani ukonce-

, kde z; ; je pocet vyskytov

nych cyklov. Pre rozne vypocty automatu A sa moze z; menit, ale nikdy nepresiahne
pocet stavov daného silne stavislého komponentu. Dizku celého vypoétu teda mozme
vyjadrit ako |M;|+ ...+ | M| = xo+211|Cia| + ... + 21, |Cip |, kde o = 210+ ... + 210.
Hodnota z, ako ani hodnoty |Cy4],...,|C,,| pritom nepresiahne n. Podla Désledku
3.1.1 dostavame | M| + ... + | M| = p+y - ged(|C14|...|Ciy|) Pre nejaké y a pre

p<n®+n. (3.2)

Takymto sposobom moézme (pre rozne velké xy aj rozne silne stuvislé komponenty)
vyjadrit dizku kazdého akceptacného vypoctu a teda aj kazdého w € L(A). Pocet roz-
nych postupnosti silne savislych komponentov, ktorymi pri vypocte A prechddza je
konecny, lebo graf G'; je acyklicky, podobne aj pocet hodnot, ktoré méze nadobudnut
xo je nanajvys n, teda konecny. Z toho vyplyva, Ze vieme zostrojit automat A" ekvi-
valentny k A, ktory sa rozvetvi do niekol'kych retazi dizky najviac p a na konci kazdej
retaze je prechod do cyklu. Ak zaratame rovnako dlhé cykly z A” ako jeden cyklus,
potom plati, ze | Ky, (A")| < |Keyi(A)|. Vyplyva to zo sposobu tvorby cyklov v A”.

Ku automatu A” moéZeme zostrojit ekvivalentny automat A”, ktory bude mat len
jednu retaz. Posta¢i nam najdlhsia retaz a patri¢na uprava akceptacnych stavov. Pomo-
zeme si technikou vyuZitou pri Standardnej konstrukcii DKA k NKA, teda prehlada-
vanim do $irky. Na konci retaze bude prechod do kazdého z cyklov. Samozrejme treba
upravit aj akceptacné stavy v cykloch, to si mdézeme predstavit ako cyklicky posun
akceptacného stavu (stavov).

Deterministicky automat moZze obsahovat najviac jeden cyklus, teda v A’ potre-
bujeme simulovat niekol'ko stavovo disjunktnych cyklov z A” v jednom cykle. Analy-
zujme dlzky cyklov v A”. Dlzka kazdého cyklu je dana na zaklade spomenutych tivah
Dosledkom 3.1.1 ako najvicsi spolo¢ny delitel vSetkych cyklov obsiahnutych v silne
suvislych komponentoch, ktorymi A pri vypocte preSiel. Pre rozne postupnosti silne
stvislych komponentov teda mézeme dostat rézne dizky cyklov. Ozna¢me Kp,, ..., K o
rozne silne stvislé komponenty obsahujice akceptacné stavy. Potom existuje k roznych
postupnosti silne suvislych komponentov, pre ktoré existuje akceptacny vypocet v A.
Bez 1jmy na vSeobecnosti predpokladajme, Ze najdlhsia takato postupnost prechédza
komponentami v poradi K, ..., Kp, Koy, ..., Kp,, ..., K, . Teda je potrebné simulovat
stcasne k roznych cyklov Ci, ..., Cy, pricom plati |C;| = ged(K p, ..., KF,), kde gcd(K,)
znamend najvacsi spolo¢ny delitel vSetkych cyklov v komponente K. Teda plati, Ze
|C;| deli |C}| pre i > j. Kazdy cyklus mozno simulovat v nasobne dlhom cykle. Vsetky
cykly z A” teda mézme simulovat v cykle dlzky

lcm(\Cll, ceey |Ck|) = lcm(gcd(KLo, '-'7KF1)7 ---7ng<Kl,O; 7KFk)) = |Cl|
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Obr. 3.1: Automat s viacerymi retazami A”, automat s jednou retazou A” a determi-

nisticky automat A’

Na obréazku 3.1 mozme vidiet priklad opisaného postupu konstrukcie automatu s jed-
nou retazou a naslednej konstrukcie deterministického koneéného automatu. Ku kaz-
dému akceptacnému stavu z A” st rovnakou farbou zvyraznené stavy z A” a A’, ktoré
st na zéklade neho v mnozine akceptac¢nych stavov A” a A’. Poznamenavame, Ze pri
tomto postupe pocet stavov A” ani A’ nepresiahne pocet stavov A”.

Analyzujme pocet stavov A’ vzhladom k n. Najskor sme vytvorili automat A",
ktory obsahoval niekolko retazi a cyklov, pricom platilo, Ze najdlhSia retaz nemala
viac ako p stavov. Potom sme zostrojili automat A”, ktory obsahoval jednu retaz dlzky
p a rozne dlhé cykly z A", pricom platilo, ze |K.y,(A”)| < |Kqi(A)|. Napokon sme
zostrojili deterministicky koneény automat A’ obsahujici rovnaku rataz ako A” a naj-
dlhsi cyklus z A”. Z nerovnosti 3.2 potom dostavame, Ze pocet stavov A’ je nanajvys
n? 4+ n+ |Keqr(A)| < n®+2n. O

V predoslom doékaze sme zostrojili automat A” s pomerne jednoduchou a prehlad-
nou Struktarou. Zavedieme pre tito Strukturu normalny tvar, ktory vyuzijeme v ne-

skorsom dodkaze.
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Definicia. Nedeterministicky konecny automat A = (K, {a},d,qo, F) je v normdlnom

tvare, ak obsahuje iba retaz qo,...,q a stavovo disjunktné cykly C4,...,C;, kde C; =
{40, -+ G2, }» pricom 6(qr, a) = {qu,0, -, @0}

Lema 3.3. /2] K lubovolnému nedeterministickému konecnému automatu A = (K, {a},?d, qo, F)
nad undrnou abecedou existuje nedeterministicky konecny automat A" = (K',{a}, ', q}, F")
v normdlnom tvare taky, Ze |K'| < |K|* + 2|K].

Dokaz tejto lemy nebudeme uvadzat, nakolko je velmi podobny prvej casti dokazu
Vety 3.2 a je obsiahnuty aj v dokumente [2].

V nasledujicej vete ukdzeme, ze narast stavovej zlozitosti DKA oproti ekvivalent-
nému NKA je pre jazyky nad unarnou abecedou zévisly od "rozvetvenosti” daného
NKA.

Veta 3.4. Nech je dany nedeterministicky konecny automat A = (K,{a},d,qo, F) s
n stavmi. Zostrojme orientovany graf Ga = (V, E) takto: V = K, E = {(p,q)|q €
d(p,a)}. Dalej zostrojme G’y tak, Ze nahradime kaZdy silne siuvisly komponent v G
jedngm vrcholom. Nech k je pocet roznych neprediZitelngich ciest v G',. Potom eristuje
deterministicky koneény automat A" = (K',{a},d', qp, F') taky, Ze L(A") = L(A) a

zdroveni plati, Ze |K'| <n* +n?+ 2n.

Dokaz. 7 Lemy 3.3 vieme, ze k A existuje ekvivalentny nedeterministicky konecény
automat A” v normélnom tvare s najviac n* + n stavmi. Ozna¢me vy vrchol v G/,
ktorému zodpovedd v G4 silne suvisly komponent obsahujici gg. Odhadnime pocet
cyklov v A”. Tieto cykly st dané na zéklade vySsie spomenutych tvah silne stavislymi
komponentami, ktorymi A pri vypocte prechiddza. Teda budd nas zaujimat rozne cesty
v Gy, ktoré za¢inaju vo vy. Z Vety 3.2 a jej dokazu vyplyva, ze pre dve cesty P, Py v
grafe G, kde P; je predizenim P; staci v A” simulovat cyklus dany cestou P;. Teda ak
graf G'; obsahuje k roznych nepredlzitelnych ciest?, potom A” neobsahuje viac ako k
roznych cyklov, ozna¢me ich Ci, ..., C, kde [ < k. Pritom plati, ze |Cy| + ... + |C}| < n.
Cykly C4, ..., C; mézme simulovat v nasobne dlhgom cykle, teda pre dlzku cyklu Cy v

deterministickom A’ dostavame
|Cr| = lem(|Cyl, ..., |Ci]) < |Cy] - ... - |C)| < b < nF.

Pocet stavov A’, ktoré nie s sticastou cyklu podobne ako v A” nepresiahne n? + 2n,
teda |K'| <n* +n?+ 2n. O

Pozndmka. Lahko nahliadneme, Ze ¢islo k z uvedenej vety moze presiahnut n, kedze

moZe byt exponenciilne velké vzhladom k poctu silne suvislych komponentov v grafe

2Podotykame, Ze bez ijmy na vieobecnosti mézme predpokladat, 7ze vietky stavy v A s dosiahnu-

telné z qo, teda vietky nepredizitelné cesty v G, zadinaju vo v
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G 4. Teda cielom tejto vety zjavne nebolo zlepSit odhad stavovej zlozitosti DKA k NKA
pre jazyky nad unarnou abecedou?, ale ukéazat, ze pre dostatoéne malé k je tento narast

poctu stavov v zasade polynomialny.

3 Je dokazané, Ze pre jazyky nad unarnou abecedou je eV™1°8(") tesnym odhadom stavovej zlozitosti
DKA k danému n-stavovému NKA[2] .



Kapitola 4
Ohranicené jazyky

V tejto kapitole budeme skumat ohrani¢ené jazyky, kotré su nadtriedou jazykov nad
unarnou abecedou skiimanych v predoslej kapitole. Tieto dve triedy jazykov majua vy-
znamny suvis, pretoZze na ohranic¢eny jazyk mozme nahliadat ako na zretazenie niekol-
kych jazykov nad unarnymi abecedami. Ako ukazeme, tejto predstave zodpovedaju aj
konec¢né automaty akceptujice ohrani¢ené jazyky. Preto sa budeme opierat o vysledky
z predoslej kapitoly, ako aj o uz spominané vysledky skiimania tejto oblasti [2]. Na

uvod zavedieme niekolko pojmov a predpokladov doélezitych pre tato kapitolu.
Definicia. Jazyk L nazgvame ohraniceny, ak L C wi...w} pre nejaké slovd wy, ..., wy,.

Pozndmka. 7 pohladu porovnania stavovej zloZitosti deterministickych a nedeter-
ministickych kone¢nych automatov neméa dlzka slov wy, ..., w, Ziadny vyznam (ako sme
dokézali v kapitole 2), preto budeme pre jednoduchost v tejto kapitole predpokladat
|lwi| = ... = |w,| = 1, teda st to pismena.

V tejto kapitole budeme uvazovat automaty bez nedosiahnutelnych stavov, teda
pre kazdy stav ¢ plati, Ze existuje akceptacny vypocet prechadzajtci stavom ¢. Lahko
mozme nahliadnut, Ze odstranenim nedosiahnutelnych stavov z Tubovolného nedeter-
ministického kone¢ného automatu sa nezmeni jazyk akceptovany tymto automatom.

Uvazujme NKA A = (K, {ay,...,an},0,q0, F) a A" = (K',{d},...,a}, &, q, F') také,
ze L(A) C aj...al a L(A") C af...alf. Zaroven plati K = K'.F = F',q0 = ¢} a
d(q,a;) = 0'(q, al). Teda jediné, ¢im sa tieto automaty mozu lisit, je vstupnéa abeceda.
Predpokladajme, Ze ay, ..., a, st navzajom rozne pismena. Lahko nahliadneme, Ze ak
zostrojime deterministicky konecny automat B ekvivalentny s A, potom vieme zostro-
jit aj deterministicky kone¢ny automat B’ ekvivalentny s A’, ktory sa bude s B liSit
len vstupnou abecedou, podobne ako A a A’. MéZme teda bez tjmy na vSeobecnosti
predpokladat, ze pre [ubovolny ohrani¢eny jazyk L(A) C af...a) dany nedeterminis-
tickym koneénym automatom A sa pismena ai, ..., a, navzajom rozne. Vdaka tomuto

predpokladu sa budeme méct vyhniut niektorym technikalitam v dokazoch.

16
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Ako sme uz v ivode nacrtli, k ohrani¢enym jazykom budeme pristupovat ako k zre-
tazeniu niekol’kych jazykov nad unérnou abecedou. V. NKA akceptujicom ohranic¢eny
jazyk nés teda budu zaujimat stavy, do ktorych sa dé dostat v jednom kroku na dany
prvok abecedy. Na zaklade tejto vlastnosti rozdelime stavy do niekolkych particii. Do
jedného stavu moze viest aj niekol'ko prechodov na roézne pismena. Aby bolo rozdelenie

do particii jednozna¢né, definujeme ju nasledovne:

Definicia. Nech je dany nedeterministicky konecny automat A(K, 3,0, qo, F') taky, Ze
L(A) C aj...al. MnoZinu

P, ={qlq € K,i je maximdlne cislo také, Ze q € 0(p, a;) pre nejaké p € K}
budeme nazyvat particia, alebo aj particia pismena a;.

Pre takto definovant particiu sa vetky stavy! nedeterministického kone¢ného au-
tomatu akceptujuceho ohrani¢eny jazyk daju jednoznacne rozdelit do niekolkych po
dvoch disjunktnych particii. V nasledujtcej leme ukazeme, Ze automat pri vypocte
prechadza particiami akoby jednym smerom, teda nevracia sa spat do particii, ktoré
presiel. Podobnym spdsobom pracuju aj ohranic¢ené zasobnikové automaty, o ktorych

je dokazané, ze akceptuju prave triedu ohrani¢enych jazykov [7]

Lema 4.1. Uvazujme reguldrny ohraniceny jazyk L C af...a a NKA A = (K, X%, 6, qo, F)
taky, Ze L(A) = L. Potom pre lubovolni jeho particiu P; a stav q € P; plati, Ze
d(q,a;) =0 pre j <.

Dékaz. Predpokladajme sporom, Ze by pre nejaké ¢ € P, existoval® stav p taky, Ze
p € 6(q,a;), kde j < i. Potom by existoval aj vypocet na nejakom vstupe w = wa,a;y,
kde z,y € {ay,...,a,}* taky, ze (qo,w) F* (¢, a;a;y) F% (¢, a;y) F% (p,y) F* (P €),
pre pociatony stav qq, akceptacny stav p’ a nejaky stav ¢’. Teda pre slovo w plati, Ze

w € L(A), potom ale dostavame spor, pretoze L(A) C aj...aj}...a;...a;,. O

Ako sme ukézali, na ohrani¢ené jazyky mozme nahliadat ako na zretazenie jazykov
nad unarnymi abecedami. Mohlo by sa teda zdat, Zze pre NKA akceptujici ohrani¢eny
jazyk bude pri konstrukeii ekvivalentného DKA stacit simulovat kazda particiu zvlast
ako samostatny NKA nad unarnou abecedou. Problém je vSak v tom, Zze medzi jednot-
livymi particiami méze viest viacero prechodov z réznych stavov, ¢o moze sposobit, ze
tuto particiu bude potrebné simulovat akoby viac krat. Nasledujucim kontraprikladom
ukazeme, ze tato vlastnost mé za nasledok Ze pre ohranicené jazyky je potrebné vécsia

stavova zlozitost DKA k NKA ako tomu bolo pri jazykoch nad unérnou abecedou.

! Jedinou vynimkou méze byt stav qq, do ktorého nevedie Ziadny prechod. Tato vynimka nam viak
pri dalgich ivahéch nebude prekazat.
2Existencia takéhoto vypoétu je zarudena predpokladom dosiahnutelnosti vietkych stavov



KAPITOLA 4. OHRANICENE JAZYKY 18

Veta 4.2. Existuje NKA A = (K, %,0,qo, F) taky, Ze L(A) C a*b*, pre ktory neezistuje
ekvivalentny DKA A" = (K', X', 8, q,, F'), pre ktory by platilo | K| < ceV (K og(IKD) e

nejaki konstantu c.

Dokaz. Ohrani¢ené jazyky si vdaka Leme 4.1 mozme predstavit ako na seba nadvi-
zujice automaty nad unarnou abecedou. Napriek tomu je narast stavov DKA k NKA
vacsi, ako tomu bolo pri unarnych jazykoch. Je to spésobené tym, Ze z jednej particie do
druhej moéze nedeterministicky automat prejst z viacerych stavov, pricom sa moze eSte
nedeterministicky rozhodovat, do ktorého stavu z dalSej particie prejde. Teda dalsiu
particiu mézme vnimat ako NKA nad unarnou abecedou s viacerymi alternativnymi
vstupnymi stavmi. Moéze sa stat, Zze bude potrebné vytvorit samostatni kopiu tohto
"automatu” (particie) pre kazdy z alternativnych "pociato¢nych stavov”. Najskor spo-
menieme dve jednoduché tvahy, ktoré ukazu spdsob, ako vytvorit potrebu simulovat
jeden cyklus viac krat v osobitnom cykle, ¢o je hlavna myslienka konstrukcie automatu
A.

Nech p je nejaké prvoéislo. Analyzujme, kolko roznych? cyklov dlzky p vieme vytvo-
rit zmenami mnoziny akceptac¢nych stavov. Ak nie je v cykle ziadny akceptac¢ny stav,
alebo st akceptané vietky stavy, potom ho mozeme nahradit cyklom dlzky jeden, teda
tieto moznosti vyla¢ime. Lahko vidno, Ze pre rozny pocet akceptacnych stavov dosta-
vame rozne cykly. Tych moze byt p — 1. Po¢inajuc ¢islom 5 mozno pre kazdé prvocislo
vytvorit dva rézne cykly obsahujice dva akceptacné stavy. Teda pre prvocislo p > 5
existuje aspoil p roznych cyklov dlzky p.

Uvazujme cyklus C' prvoéiselnej dlzky s jednym akceptacnym stavom. f)alej uva-
zujme stav ¢ ¢ C, z ktorého vedie niekolko prechodov do réznych, no nie vsetkych
stavov cyklu C. Deterministicky vieme tuto situaciu simulovat pomocou Standardnej
konsStrukcie viacerymi akcepta¢nymi stavmi, ako je to znazornené na Obrazku 4.1.
Kedze existuje p' € C taky, ze p' ¢ (q,a) pre lubovolné pismeno a a kedze C' ma
prvociselni dlzku, akceptaéné stavy v takto zostrojenej deterministickej konstrukeii sa
neopakuji s periodou mensou ako je dizka C'. Teda nevieme tito situdciu determinis-
ticky simulovat lepsie ako spomenutym spésobom. Uvazujme dalej stav ¢’ pre ktory
st definované prechody do niekolkych stavov C' tak, Ze nie st len cyklickym posunom
oproti prechodom z ¢. Ked chceme simulovat tato novo vzniknutt situéciu determinis-
ticky, nemame lepsiu moznost ako pre kazdy zo stavov ¢, ¢’ vytvorit cyklus dizky C s
prislusnymi akceptac¢nymi stavmi, podobne ako na Obrazku 4.1.

Uvazujme prvocisla py,...,pr > 5 takeé, ze p; + ... + pr = n. Zostrojme nedetermi-
nisticky kone¢ny automat A = (K, ¥, 9, qo, F) takto:

K ={q0} U{q1,05 > Quprs > Q05 s Qe S U {Q105 s Qpys s Qoos -5 Qhopy S

3Pod roznymi cyklami mame na mysli cykly s réznym rozloZenim akcepta¢énych stavov. Teda také

rozlozenie akceptacnych stavov, ktoré nebude iba cyklickym posunutim.
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Obr. 4.1: Pre deterministicki simuléciu cyklu s niekolkymi vstupnymi stavmi moze byt

potrebny samostatny cyklus pre kazdy zo vstupnych stavov

Y ={a,b}
5((]07 6) = {Q1,07 sy Qk’,O}a
5(%‘,]'7 a) = {Qi,(j+1)mod(Pi)} pre vSetky q; ;
5(Qi,j7 6) - {qg,(]a ) qz,]} pre ] <pi— 1
(93,5, €) = {dip: a2} Pre j =pi— 1
o(q; ;- 0) = {qé,(j+1)m0d(pi)}
F=A{qip—1s - Qopp-1}
V tomto pripade a; = a,as = b. Plati, Ze do P, patria vSetky ¢; ; a do P, patria

o2

vietky ¢; ;, pricom |Pi| = |P,| = n. Tiez plati, ze L(A) C a*b*. Automat pracuje tak,
Ze v pociato¢nom stave sa nedeterministicky rozhodne, do ktorého z k cyklov prejde,
pricom i-ty cyklus ma dlzku p;. V tomto cykle sa cykli, kym st na vstupe pismena a.
Ked sa na vstupe objavi pismeno b, prejde do druhej particie opéat do cyklu rovnake;
dlzky. Pre kazdy stav cyklu z P, ma pritom na vyber int mnozinu stavov z cyklu z P,
do ktorych moze prejst. Pre kazdy stav z P, bude teda potrebné vytvorit novy cyklus
s prislusnymi akcepta¢nymi stavmi, podobne ako na Obrazku 4.1. Priklad takéhoto
automatu pre cykly dlzky 5 a 7 je znazorneny na obrazku 4.2. Neoznaené prechody
na tomto obrazku si prechodmi na €, ¢o sme v obrazku neznacili kvoli prehladnosti. Z

toho, ako automat A pracuje vidno, Ze

L(A) = {a"0"[3p € {p1, ..., px} :
y>p—1—2x(mod(p)), pre x < p— 1(mod(p));
y =p—Il(mod(p)), kde [ € {1,3}, pre x = p — 1(mod(p))}.

Analyzujme index relacie ekvivalencie Ry, definovanej vo Vete 1.3. Ukédzeme, Ze pre
Tubovolné rozne u = a™ ¥, v = a®2b¥?, pricom x1, Ta,y1,Y2 < lem(py, ..., pr) neplati
uRv. Teda budeme hladat slovo b* také, ze prave jedno zo slov ub®, vb* patri do jazyka
L(A). Dokaz rozdelime na tri pripady.

Pripad 1: 21 = 22,91 # yo. KedZe y; a y, st rozne, musi existovat p; € {p1, ..., px}
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také, ze y; # ya(mod(p;)). Polozme

z; = pi — y1(mod(p;)), pre i # j.

Dalej hladame z; také, aby platilo:

z; < pj — 1 —x1 —yi(mod(p;))

a sucasne z; > p;j — 1 —x1 — ya(mod(pj))
pre ¥y = x3 < p; — 1(mod(p;)), v pripade x; = p; — 1 polozime z;, aby platilo:

zj #pj — 1 — y1(mod(p;))

a sucasne 2 =pj—1— yg(mod(pj))

pre [ € {1,3}. Existencia takého z; vyplyva z toho, Ze y;,y» st rozne a z toho, ze
P1, .-, Pr > D st navzajom nesudelitelné. KedZze py, ..., pr s navzajom nesudelitelné,
podla Cinskej vety o zvyskoch existuje prave jedno z < py-...-p, také, zepret =1, ..., k
plati, Ze z = z;(mod(p;)). Z toho, ako sme definovali z; pre vietky i potom dostéavame,
ze ub® ¢ L(A), ale z definicie z; vyplyva, ze vb* € L(A).

Pripad 2: x1 # x2,y1 = y2. Opét budeme hl'adat slovo b* tak, aby platilo ub* ¢ L(A)
a stcasne vb* € L(A). Podobne ako v predoslom pripade existuje p; € {p1, ..., pr} také,

ze 11 # x2(mod(p;)). Polozme

2 =i — yl(mOd(pi>>7 pre i # j.

Najskor analyzujme pripad z1, 22 < p; — 1(mod(p;)). Bez Gjmy na vSeobecnosti pred-

pokladajme, ze x; < xa(mod(p;)). Polozme

zj = pj — 1 — 33 — y2(mod(p;)).

Opét podla éinskej vety o zvySkoch existuje prave jedno z také, ze z = z; pre vSetky
i. Analyzujme prislusnost slov ub*, vb* do jazyka L(A). Pre i # j dostavame 3, + z; =
0(mod(p;)) a pre ¢ = j dostavame y; + z; = p; — 1 — 22 < p; — 1 — x1(mod(p;)). Teda
ub® ¢ L(A). Naproti tomu vdaka y» + z; = p; — 1 — x2(mod(p;)) plati vb* € L(A).
Pripad ked jedno z ¢isel x1,x2 je rovné p; — 1 modulo p; rozdelime na dva pripady,
v ktorych budeme bez jmy na vseobecnosti predpokladat?, ¢ z; = p; — 1(mod(p;)),
alebo xo = p; — 1(mod(p;)). Prvy pripad je 1 = p; — 1(mod(p;)), z2 > 2(mod(p;)).

Polozime

zj = pj — 2 — y2(mod(p;)).

4Ak by nastal opa¢ny pripad, staci dokazovat rovnakym sposobom ub* € L(A) A vb* & L(A)
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Znovu najdeme z podla éinskej vety o zvySkoch. Dostévame y; + 2 = yo + 2 =
p; — 2(mod(p;)), teda ub® ¢ L(A), naopak vb® € L(A). Druhym pripadom je z; =
1(mod(p;)), 2 = p; — 1(mod(p;)). Polozime

zj = pj — 3 — y2(mod(p;)).

Potom pre podobne najdené z plati y3 + 2z = y2 + 2 = p; — 3(mod(p,)), teda opét
ub® & L(A) ANob® € L(A).

Pripad 3: z1 # x2,y1 # y2. Ak pre nejaké p; € {p1,...,px} plati y1 = ya2(mod(p;))
resp. 1 = xa(mod(p;)), potom mozme postupovat podobne, ako v pripade 1, resp. 2.
V opacnom pripade budeme opét najskor uvazovat pripad z;,z2 < p; — 1(mod(p;))
pre nejaké p; € {p1, ..., pr}, pricom BUNV z; < z5(mod(p;)). Z toho ako je definovany
jazyk L(A) vyplyva, ze ak na A neexistuje akceptacny vypocet prechadzajuci cyklami
dlzky p; pre vstup w = a®b¥, kde x < p; —1(mod(p,)), potom takyto vipocet neexistuje
ani pre vstup w' = a™b¥, kde z; < z(mod(p;)). Teda v tomto pripade modzme opét
uspesne pouzit rovnaky postup ako v pripade 1. Pre zvys$né pripady budeme podobne
ako v pripade 2 BUNV predpodkladat, & z; = p; — 1(mod(p,)) alebo x5 = p; —
1(mod(p;)). Najskor nech 1 = p; — 1(mod(p;)), z2 > 2(mod(p;)). Potom pre

zj = pj — 1 = ya(mod(p;))
alebo zj = pj — 2 — ya(mod(p;))

plati, ze y; + z; # p; — L(mod(p;)), v1 + z; #Z p; — 3(mod(p;)) a sucasne ys + 2z; >
p; —2(mod(p;)). Teda pre takto zvolené z; a pre z;,4 # j zvolené rovnako ako v pripade
1 dostavame pre z = z;(mod(p;)),i = 1, ...,k znova ub®* ¢ L(A) a zaroven vb* € L(A).

Napokon nech z; = 1(mod(p;)), z2 = p; — 1(mod(p,)). Pre

zj = pj — 1 = ya(mod(p;))
alebo 2; = pj — 3 — ya(mod(p;))

plati, ze y1 + z; # p; — 1(mod(p;)) a zaroven y, + z; = p; — l(mod(p;)), kde I € {1, 3}.
Teda existuje z pre ktoré ub® ¢ L(A) ale vb* € L(A).
Ukazali sme, Ze pre vSetky rozne x,y < lem(py, ..., pr) existuje pre vstupné slovo

a®b¥ v Ry samostatna trieda ekvivalencie. Pre funkciu
f(z) = max{lem(cy,...,cm)|c1 + ... + ¢ = x}

plati, ze
lim —f(x)

00 /T log(x)

=1 [6].
Teda index relacie R je najmenej radovo

Qlem(pr, ..., pk) - lem(py, ..., p)) = 9(62\/"10g(n))_



KAPITOLA 4. OHRANICENE JAZYKY 22

Pocet stavov automatu A je 2n + 1. Plati

' 62\/nlog(n)
lim = 0.

n—=o0 o/ (2n+1) log(2n+1)

]

Veta 4.3. Pre lubovolny n-stavovy nedeterministicky konecny automat A = (K, %, 9, qo, F')
taky, Ze L(A) C af...a) existuje ekvivalentny deterministicky konecny automat A’ =
(K,7275,7Q6,F, taky’, Se ’K" < kek’\/nlog(n).

Doékaz. 7 Lemy 4.1 vyplyva, Ze na jednotlivé particie mézme nahliadat ako na auto-
maty nad unarnou abecedou s viacerymi alternativnymi vstupnymi stavmy (stavy z
predoglych particii). V najhorsom pripade je potrebné simulovat tito particiu pre kazdy
vstupny stav osobitne. Kedze L(A) C af ...a; particie nemozno vo vypocte "preskocit”,
ale vypocet musi prejst vSetkymi particiami postupne. Tiez vieme, Ze m-stavovy unarny
nedeterministicky automat (particiu) mozno simulovat deterministickym automatom s

O(eV™ee(m)) stavmi. Pre particie P, ...P;, teda v najhorsom pripade dostavame

k 7 k
Z H eV I Fillog(|F;1) <k H eV |Fillog(1F:]) < kel nlog(n)
=1

i=1 j=1

stavov potrebnych na konstrukciu ekvivalentného deterministického konecného auto-

matu. OJ

Pozndmka. Podarilo sa nam ukazat, Ze vo v8eobecnosti stac¢i na konstrukciu DKA
k NKA akceptujucemu ohranic¢eny jazyk exponencialne vela stavov vzhladom k poc¢tu
particii NKA. Moze sa zdat, Ze tento narast je privelky. Treba si vSak uvedomit, Ze
na to, aby bolo n-stavovt particiu potrebné simulovat eV™°8( stavmi, je potrebné
dosiahnut dostato¢ne velké n. Pocet particii je v takomto pripade vyrazne nizsi, ako
celkovy pocet stavov nedeterministického automatu.

Ukéazali sme, Ze vo vSeobecnosti moze byt narast stavovej zlozitosti potrebny na zo-
strojenie DKA k NKA nad reguldrnymi ohrani¢enymi jazykmi radovo vicsi, ako tomu
bolo pri jazykoch nad unarnou abecedou. Teraz ukidZeme, Ze ak dostatoc¢ne obmedzime
prechody medzi jednotlivymi particiami, bude tento narast pre obe podtriedy regulér-

nych jazykov podobny.

Veta 4.4. Nech je dany n-stavovy nedeterministicky konecny automat A = (K, 3,9, qo, F')
taky, Ze L(A) C aj...a;. Nech Py, ..., Py su particie automatu A, pricom P; je particiou
pismena a;. Nech pre kaZdé P; plati, Ze pre kaZdé P;,j > 1 existuje najviac jeden stav
q € P, taky, Ze p € 6(q,a), kde p € P;, a € ¥. Potom existuje deterministicky konecny

automat A" = (K/7 27 5/7 qo, F) tak?ﬂ ze L(A) = L(A,) a platZ' ’K,| < M.
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Dékaz. Na zaklade vysSie spomenutych tivah mézeme automat A simulovat po parti-
ciach. Pocet stavov postacujiici na simulovanie jednej particie zavisi od poc¢tu stavov,
z ktorych sme sa do particie mohli dostat. Pre jeden takyto stav dostavame najviac
eV IPille(IPi) gtavov potrebnych na simulaciu particie | P;| deterministicky. Z prepokladu
vety vyplyva, Ze pre particiu P; existuje najviac jeden stav pre kazdua particiu F;, j < ¢,
z ktorého existuje prechod do particie P;. Do kazdej particie eSte moze existovat prechod

z qo. Teda Tubovolna particiu P, vieme deterministicky simulovat najviac ieV 17:/1os(17))

m(m+1
2

stavmi. Pre Iubovolné m > 0 plati > " i = ). Teda pocet stavov potrebny na

zostrojenie deterministického A’ ekvivalentného k A je najviac

nlog(n)

k

3 iV AT < k(k +1)e
= 2

=1
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Obr. 4.2: Automat A z Vety 4.2 pre p1 =5, po =7



Zaver

V tejto praci sme skimali stavovii zlozitost deterministickych kone¢nych automatov
konstruovanych k nedeterministickym konec¢nym automatom pre vybrané podtriedy
regularnych jazykov. Nadviazali sme pritom na uz zname vysledky sktimania tejto
oblasti. Vo vSeobecnom pripade je potrebnych 2" stavov DKA oproti ekvivalentnému
n-stavovému NKA. Pre vSetky zo skumanych podtried vSak postacuje radovo mensi
narast.

Pre jazyky definované podslovom sme dokéazali, Ze stavova zlozitost ekvivalentného
DKA a NKA nad tymito jazykmi je rovnaka, pretoze oba musia overit, ¢i vstup obsahuje
dané podslovo. Nedeterminizmus neumoziuje toto overovanie "skratit” bez toho, aby
sposobil ze NKA akceptuje aj vstup, ktory neobsahuje dané podslovo.

V kapitole o jazykoch nad unarnou abecedou sme prezentovali znamy vysledok
vztahu stavovej zlozitosti DKA a NKA akceptujucich tieto jazyky. Ukazali sme, Ze na-
rast stavovej zlozitosti pre DKA k NKA suvisi s rozvetvenostou grafu silne stvislych
komponentov daného nedeterministickym koneénym automatom. Pre graf silne stuvis-
Iych komponentov G dany n-stavovym nedeterministickym kone¢nym automatom plati,
7e pocet stavov ekvivalentného DKA nepresiahne n* +n? + 2n, kde k je pocet roznych
nepredlzitelnych ciest v G. To pre malé k znamena prakticky polynomialny nérast.

V predoslej kapitole sme skumali vztah stavovej zlozitosti DKA k NKA akceptu-
juce ohranic¢ené jazyky. InSpirujic sa ideou ohrani¢eného zasobnikového automatu sme
rozdelili stavy NKA na particie, v ktorych automat spractva zretazenie niekolkych
rovnakych pismen. Dokazali sme, Zze tymito particiami prechadza NKA pri vypocte po-
stupne a do ziadnej z uz prejdenych particii sa uz nevracia. Napriek tomuto zjavnému
suvisu s NKA akceptujucimi jazyky nad unarnou abecedou je vsak stavova zlozitost
DKA konstruovaného k NKA akceptujicemu ohraniceny jazyk radovo vicsia, ako tomu
bolo pri jazykoch nad unédrnou abecedou. To sme demonstrovali kontraprikladom, kto-
rému stacila dvojpismenova abeceda a teda aj dve particie na to, aby bol narast poc¢tu
stavov potrebny na konstrukciu DKA k NKA vagsi, ako v najhorSom pripade pre jazyky
nad unarnou abecedou.

Dalej sme ukazali, Ze pre ohranicené jazyky moze byt stavova zlozitost DKA k ekvi-
valentnému NKA exponencidlna vzhladom na pocet particii, ktoré dany NKA obsahuje.

Tiez sme ukazali, Ze ak povolime z kazdej particie daného NKA len jeden prechod do
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kazdej z nasledujicich particii, narast stavovej zlozitosti ekvivalentného DKA k NKA
s k particiami nepresiahne @ nésobok narastu poctu stavov DKA konstruovanému
k NKA akceptujicemu jazyk nad unarnou abecedou.

Ak by mal autor tejto prace viac ¢asu a lepsie matematické zaklady, venoval by sa v
zavere kapitoly o ohrani¢enych jazykoch vztahu poc¢tu particii k celkovému poctu stavov
v NKA. Videli sme totiz, ze pre dosiahnutie maximalneho nérastu stavovej zlozitosti
pre DKA k NKA nad unarnymi jazykmi bol potrebny dostatocne velky pocet stavov
NKA. Podobna zévislost potom plati aj pre jednotlivé particie v NKA akceptujiucom
ohranic¢eny jazyk. Teda hladali by sme pomer po¢tu stavov v particiach k celkovému
poctu particii, pre ktory je narast stavovej zlozitosti DKA k NKA akceptujucemu

ohraniceny jazyk maximalny.
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