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Abstrakt

Objektom skiimania nasej prace boli nové konstrukcie regularnych vyrazov, ktoré
vznikli vyvojom programovacich jazykov. Zamerali sme sa na operacie lookahead a
lookbehind zvlast v ich pozitivnej a negativnej forme. Sktimali sme uzavretost tried
Chomského hierarchie na tieto operacie. Dalej sme skiimali lookaround skombinovany
s rOznymi mnozinami operacii regularnych vyrazov. Zistili sme, ze zakladna mnozina s
lookaroundom pokryla iba triedu regularnych jazykov. V mnozine rozsirenej o spéatné
referencie a pozitivny lookaround sme vytvorili nové zlozitejSie jazyky, pre ktoré
nebolo mozné dokazat pumpovaciu lemu. Pridanie lookaroundu prinieslo uzavretost

na prienik a jeho negativna verzia uzavretost na komplement.

KIcéové slova: regularne vyraz ozitivny a negativny lookaround, spatné re-
b b

ferencie, regex.



Abstract

In this study we analyse new contructions in regular expressions, which were created
in programing languages. We focus on lookaround separately in its positive and
negative form. We study closure properties of classes of Chomsky hierarchy under
these operations. Furthermore we explore lookaround combined with different sets
of operations of regular expressions. We prove that basic set with lookaround covers
only the class of regular languages. We create new complex languages that cannot be
pumped by pumping lema in set expanded by backreferences and positive lookaround.
Addition of lookaround ensures closure under intersection and its negative form

provides closure under complement.

Key words: regular expressions, positive and negative lookaround, backreference,

regex.
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Uvod

Regularne vyrazy vznikli ako dalsi teoreticky model popisujtci triedu reguldrnych
jazykov. Pre jednoduchy zapis sa ho v sedemdesiatych rokoch 20. storo¢ia medzi prvymi
ujal Ken Thomson a implementoval ho do textového editora. Myslienka sa uchytila a
rozsirila do Unixu — editor ed a filter grep — a odtial neskdér do programovacich jazykov
ako Perl, Python, Ruby, atd. [Cox07]

S rozvojom jazykov sa vyvijali aj regularne vyrazy a ziskavali oproti teoretickému
modelu nové konstrukcie. Mnohé z nich maju dlhsi ekvivalent pouzivajuici tradiéni
syntax. Na druhej strane vytfcaju napriklad spétné referencie, ktorymi sme schopni
popisat az kontextovy jazyk.

Nés budu zaujimat prave tieto nové konstrukcie, primarne lookahead a lookbehind.
Spominané spatné referencie uz boli skimané, teda uvedieme dosiahnuté vysledky a
budeme s nimi pracovat. Bude nés zaujimat, aku triedu jazykov model s pridanou
novou konstrukciou popisuje v rdmci Chomského hierarchie a aké uzaverové vlastnosti
sa podarilo dosiahnuf.

Skiimanim novych konstrukcii z teoretického hladiska umoznime programatorom
lepsi nahlad na to, ¢o skuto¢ne dokazu a aky zlozity algoritmus bude treba pouzif na
ich implementaciu. Trieda regularnych jazykov vystaci s lahko naprogramovatelnymi
konecnymi automatmi, avsak vyssie triedy vyzaduji backtracking, ktory samozrejme

znamena vacsiu casovu zlozitost.



Pouzivané pojmy a skratky

nsn — najmensi spolo¢ny nasobok

Ly Ly — zretazenie jazykov Ly a Lo

L* — Kleeneho iterdcia (L* = U2 L', kde L° = {e}, L' = L a L' = L'L)
R — trieda regularnych jazykov, zaroven trieda jazykov tvorena regexami
Zor — trieda bezkontextovych jazykov

Zos — trieda bezkontextovych jazykov

DKA/NKA — deterministicky/nedeterministicky koneény automat

LBA — linedrne ohrani¢eny Turingov stroj

TS — Turingov stroj

matchovat — ked regex matchuje slovo/vyhlasi zhodu, znamend to, Ze patri do jeho

jazyka

regex —regularny vyraz, ktory méze vytvorit najviac regularny jazyk (zédkladné defini-
cia)

e-regex — regex so spatnymi referenciami

le-regex — e-regex s operaciami lookahead a lookbehind

nle-regex — le-regex s operaciami negativny lookahead a negativny lookbehind

Eregex — trieda jazykov tvorend e-regexami

LEregex — trieda jazykov tvorena le-regexami

nLEregex — trieda jazykov tvorena nle-regexami

lookaround — spolo¢ny nazov pre lookahead a lookbehind



1 Definicie a zname vysledky

Regularny vyraz (angl. reqular expression) je postupnost znakov a metaznakov, ktory
definuje mnozinu retazcov — jazyk. Znaky zastupuju samé seba — jednopismenkovy
jazyk. Metaznaky maji symbolicky vyznam — popisuji, ¢o sa so znakmi/jazykmi pred
alebo za nimi v postupnosti deje. Byva to konkrétny algoritmus, preto ich nazyvame
aj operacie. Zacinajuc jednopismenkovymi jazykmi, pridavanim znakov, metaznakov a
uz vystavanych jazykov vieme poskladat zlozitejsie jazyky.

Ci slovo patri do takto popisaného jazyka zistime tak, Ze si sicasne prezerdame re-
gularny vyraz a slovo zlava doprava, pricom ak narazime na operaciu, vykoname ju.
Chceme, aby sa slovo a regularny vyraz zhodovali v znakoch. Ak v oboch prideme na
koniec, slovo do jazyka patri. Moze sa stat, ze pri prezerani budeme maft na vyber, ako
dant operaciu pouzit, teda bude viacero 'roznych prezerani’. Nam postaci, ak takéto
'prezeranie’; kde skonci slovo zaroven s regularnym vyrazom, existuje. Formélne hovo-
rime, e ak urcité slovo patri do popisaného jazyka, reguldrny vyraz matchujd| dané
slovo, resp. zhoduje sa s nim alebo slovo pasuje.

Tieto postupnosti slizia na vyhladavanie slov?] v r6znych textoch pre ich dalsie spra-
covanie ako napriklad prepisanie, vyznacenie pozicie alebo informovani o ich pocte.

Kedze implementované regularne vyrazy sa uz natolko lisia od pociatoc¢ného teore-
tického modelu — nielen syntaxou ale aj triedou jazykov, ktord popisuji — zauzival sa
pre ne nazov regexy. Budeme ho pouzivat aj my a pripadnymi predponami budeme

rozlisovat, ktori mnozinu operacii prave myslime.

1Bohuzial, slovensky ekvivalent tohto slova nie je taky vystizny, preto zostaneme pri anglickej verzii.
2Lepsie by sa hodilo retazcov, pretoze myslime Iubovolny retazec znakov definovany nejakym regu-

larnym vyrazom. Slovo v texte vsak vic¢sinou evokuje retazec pismen s konkrétnym vyznamom,

slovo z jazykovedného hladiska, ¢o momentélne nie je to, ¢o chceme.



1.1. ZAKL. DEFINICIA KAPITOLA 1. DEFINICIE A ZNAME VYSLEDKY

1.1 Zakladna definicia regularnych vyrazov

Samotny pojem regex bude sluzif na pomenovanie regularnych vyrazov, ktoré pokry-
vaju triedu reguldrnych jazykov. Z tohto dévodu nebudeme vytvarat zvlast pomeno-
vanie pre tito triedu, bolo by to zbytoc¢né. Pre ozrejmenie uvedieme zakladni definiciu
regexu z ¢lanku [CSY03]. Niektoré konstrukcie st oproti teoretickému modelu nové, ale
dokaz toho, ze pokryva stdle rovnaku triedu jazykov, je trivialny.

Zékladna forma regexov

(1) Pre kazdé a € X, a je regex a L(a) = {a}. Poznamenajme, ze pre kazdé = €
{G)LOHLLS LN 7% 4} \e € X a je regexom a L(\x) = {z}. Naviac aj \n a
\t patria do 3 a oba st regexami. L(\n) a L(\t) popisuju jazyky skladajice sa z
nového riadku a tabulatora.
(2) Pre regexy e; a ey
(e1)(eq) (zretazenie),
(e1)|(ez) (alternécia), a

(e1)x (Kleeneho uzaver)

st regexy, kde L((e1)(e2)) = L(e1)L(ez2), L((e1)|(e2)) = L(e1)UL(e2) a L((e1)*) =
(L(eq))*. Okrthle zatvorky mozu byt vynechané. Ak si vynechané, alternécia,

zretazenie a Kleeneho uzaver maju vyssiu prioritu.
(3) Regex je tvoreny koneénym poctom prvkov z (1) a (2).

Skratnend forma

(1) Pre kazdy regex e: (e)+ je regex a (e)+ = e(e)*.
(2) Znak .’ znamend lubovolny znak okrem \n.

Triedy znakov

(1) Pre aj,, iy, ... a;, €5, t > 1, [aai,...a;] = a;|ay,| ... |a;,.

(2) Pre a;,a; € ¥ také, ze a; < a;, [a; — aj] je regex a [a; — a;] = a;|a;4q]|. .. |a;.



1.1. ZAKL. DEFINICIA KAPITOLA 1. DEFINICIE A ZNAME VYSLEDKY

(3) Pre Qjyy Wiy -+ - Ajy, € Z, t> 1, [Aailah .. .ait] = bzl|b12| . |bis,kde {b11|b12| R |bl§} =
E—{ail,aiz,...,ait}.

(4) Pre ai, @; € také, ze a; < aj, [Cli — Clj] je regex a [Aai — aj] = blllblzl . |bis, kde
{00 ]bi |- - b3, } = 2 = {ag]aisa] . . - fa;}

(5) Zmes (1) a (2) alebo (3) a (4).
Ukotvenie

(1) Znak pre zaciatok riadku “.
(2) Znak pre koniec riadku $.

Vo formélnom texte bude prirodzené pomenovavat lubovolny model regexov pomo-
cou pismen gréckej abecedy.

Radi by sme spomenuli aj iné konstrukcie, ktoré v definicii chybaju. V koneénom
dosledku sice modelu silu nepridaji, ale budeme s nimi pocitat v dalSom vyskume,
nakolko sa bavime o modernych regularnych vyrazoch.

Nech e je regex, potom

o cx e+7,¢e?? je definované ako ex,e+,e?, ale snazia sa matchovat ¢o najmenej

znakov (x,+, 7 su greedy)

e e{m} =ee...e —m € N je konstanta; matchuje prave m kopii daného regexu

m
e e{fm,n} =c¢e...elee...e|...|ee...ec —m,n € N su konstanty; matchuje aspon

n n—1 m
m a najviac n képii predoslého regexu, matchuje ¢o najviac

e e{m,n}?=¢ce...elee...e|...|ee...e— Cize ako {m,n}, ale snazi sa matchovat
m m+1 n

¢o najmencj
e c¢(7#...) = e — komentar, pri matchovani sa obsah ignoruje

Pre Tahsi dokaz uvedieme formalnu definiciu pre prvi operaciu a operéciu, ktorej

algoritmus sa pouziva na simulovanie Kleeneho x.



1.2. SPATNE REFERENCIE KAPITOLA 1. DEFINICIE A ZNAME VYSLEDKY

Definicia 1.1.1 (Minimalistick4 iteracia).

Ly#7Ly = {uv | v e LT Av € Ly ANu je najkratsie také}
Definicia 1.1.2 (Greedy iteracia).

Liy®Ly={uv | ue L] ANv € Ly ANu je najdlhsie také}

V sekciif2.1|dokazeme, Ze tieto iteracie pokryvaju rovnaku triedu jazykov ako Kleeneho
uzaver. Vidime, ze ostatné operacie sa lahko prepisu na uz definované regexy, preto
triedu jazykov nad regexami nerozsiria o ziaden novy jazyk. Podme sa teda venovat

tym zlozitejsim a zaujimavejSim operaciam.

1.2 Spatné referencie

Spatna referencia (angl. backreference) je oznacovana ako \m, kde m € IN je konstan-
ta, a predstavuje retazec, ktory bol matchovany obsahom m—tych okruhlych zatvoriek.
Okrihle zatvorky cislujeme zlava doprava podla poradia lavej zatvorky. Samozrejme,
\m mdze ukazovat na zatvorky, ktoré obsahuji regex s inymi spatnymi referenciami.
Vzdy vsak budeme predpokladat, Ze spéatna referencia s ¢islom m sa bude nachadzat
az za pravou zatvorkou s ¢islom m.

Poznamenajme, ze ak sa m-té zatvorky nachadzaji vnutri Kleeneho % a \m nie je
vnutri tejto Kleeneho , potom \m bude matchovat slovo z poslednej iteracie. Zaroven
ak tato Kleeneho % matchuje s nula iteraciami (t.j. m—té zatvorky sa k matchovaniu ani
nedostant), \m bude prazdny retazec. To plati pre vsetky pripady, kedy m-té zatvorky
ni¢ nematchuju.

Regexy rozsirené o spiatné referencie (t.j. do abecedy regexov pribudne \m, kde
m € IN) budeme nazyvat e-regex. Triedu jazykov nad e-regexami budeme nazyvat
Eregexﬂ presné definicia sa pochddza z ¢lanku [CSY03]. Naraba s regexami uvedenymi
iba v tvodnej definicii, ale myslime, Ze je zrejmé, ze nové operacie nepridaji modelu
silu, preto mézeme pracovat s touto rozsirenou mnozinou.

Ozna¢ime mnozinu podvyrazov vyskytujicich sa v e-regexe a ako SUB(«a). Rozne

vyskyty identickych podvyrazov st povazované za rozne prvky SUB(«).

3 Autori ju poévodne nazvali extended regex resp. EREG, avSak pre lepsiu prehladnost v tejto préci

sme nazov upravili.



1.2. SPATNE REFERENCIE KAPITOLA 1. DEFINICIE A ZNAME VYSLEDKY

Definicia 1.2.1. Zhoda (angl. match) e-regexu o je konecny (orientovany, usporia-
dany) strom T,. Vrcholy T, si usporiadané podla prvkov zo ¥* x SUB(«) a T, je

skonstruovany podla nasledujucich pravidiel.
(i) Koren T, je oznaceny (w,a), w € X*.

(ii) Predpokladajme, Ze wvrchol w stromu T, je oznaceny ako (w,f), kde f =
(81)(B2) € SUB(«). Potom u md dvoch synov, ktori si oznaceny ako (wy, 5;), i =

1,2 (v poradi), kde wy,ws € ¥* a plati w = wyws.

(iii) Predpokladajme, Ze vrchol w stromu T, je oznaceny ako (w, (), kde f =
(81)](B2) € SUB(«t). Potom u md jedného syna, ktory je jeden z prokov (wy, 3;), i €

(1,2},

(iv) Predpokladajme, Ze vrchol u stromu T, je oznaceny ako (w,f), kde B =
(B1)x € SUB(«). Potom mézu nastat dva pripady: w # € alebo w = e. Ak

w# e, umdk>1 synov oznacenych ako

(w1, B1), .., (Wk, B1)

kde wy---wp = w, w; # ¢, i = 1,...,k. Ak w = ¢, u md jedného syna u,

oznaceného (e, ) a uy je list Ty.

(v) Ak sa (w,a), a € 3 vyskytuje ako oznacenie nejakého vrchola u, potom nutne

u je list a w = a.

(vi) Ak sa (w,\m) vyskytuje ako oznacenie nejakého vrchola u, potom w je list
aw € X* je urcené nasledovne. Nech [3,, je podvyraz o uzavrety m—tym pdrom
okrihlych zdatvoriek a nech ug,, je taky predchddzajici vrchol T, v standardnom
usporiadani zlava-doprava, ktory je oznaceny prvkom, kde druhy komponent je
Bm- Tento vrchol predchddza w v uspriadani vrcholov zlava-doprava. (Pozname-
najme, Ze vsetky vrcholy, ktorych oznacenie obsahuje B, su nutne nezdvislé, kedze
st linedrne usporiadané zlava doprava.) Potom zvolime w ako prvy komponent
oznacenia ug,, . Nakoniec, ak sa (3, nevyskytuje v Ziadnom oznaceni vrchola T,

tak zaddame w = €.



1.3. LOOKAROUND KAPITOLA 1. DEFINICIE A ZNAME VYSLEDKY

Definicia 1.2.2. Jazyk rozpozndvany e-regexom « je definovany ako

L(a) ={w € X" | (w, ) oznacuje koren nejakej zhody T, }

Dospelo sa k nasledujicim vysledkom:

e V ramci Chomského hierarchie je trieda Eregex vlastnou podmnozinou Zgg.

Existuju jazyky z ZLor aj Zes, ktoré do nej nepatria.

e Co sa tyka uzaverovych vlastnosti, trieda je uzavreta na homomorfizmus a nie je
uzavreta na komplement, inverzny homomorfizmus, kone¢ni substiticiu, shuffle

s regularnym jazykom. Neuzavretost na prienik sa podarilo dokazat az v ¢lanku
[CNO09].

e Nekonecné jazyky z Eregex sa daji pumpovat, dokazali sa uz 2 verzie pumpovacej
lemy (JCSY03, Lemma 1], [CN09, Lemma 3]).

1.3 Lookaround

Lookaround je spolo¢ny nazov pre dve operacie — lookahead a lookbehind. Tieto
operacie nas v praci budu zaujimaft. Je to nieco nové a malo skimané. Teraz si uvedieme
ich popis a definicie. Ako funguju?

Zoberme si lookahead. Uz nadzov naznacuje, ze to bude nazeranie dopredu. Myslienka
spociva v tom, ze si chceme povedat, ¢o ma za nejakym hladanym slovom nasledovat.
Teda najdeme slovo a potom nazrieme dopredu a overime, ¢i je tam prave to, ¢o chceme.
Téato operacia 'mevyjeda’ pismenka, cize ked lookahead skonci a uspeje, pokracuje sa
v dalsom matchovani akokeby tam nebol — presne od toho miesta v slove, kde on
zacal pracovat. Presnejsie: slovo sa matchuje podla regexu. Ked narazime na look-
ahead, zapamétame si toto miesto. Matchujeme podla lookaheadu. Ak uspeje, potom
sa v slove vratime na zapamatané miesto a pokracujeme v matchovani regexom za
lookaheadom [Foul2].

Lookbehind pracuje analogicky, ale pozera sa dozadu — teda chceme vedief, co

hladanému slovu predchadza.



1.3. LOOKAROUND KAPITOLA 1. DEFINICIE A ZNAME VYSLEDKY

Definicia 1.3.1 (Pozitivny lookahead).

Ly(?7=Lo)Ly = {wvw | u € Ly ANv € Ly Nvw € Lz}
Operdciu (7 = ...) nazgvame pozitivny lookahead alebo len lookahead.
Definicia 1.3.2 (Pozitivny lookbehind).

Ly(? <= Lo)Ls = {wvw | wv € Ly ANv € Ly Nw € L3}
Operdciu (7 <= ...) nazyvame pozitivny lookbehind alebo len lookbehind.

Negativna verzia funguje rovnako, ale otaca akceptaéni poziadavku — namiesto toho,
aby sme pisali, ¢o nasleduje, definujeme prave to, ¢o nechceme aby nasledovalo. Teda

negativny lookaround 'zbehne’, ak nie je schopny matchovat vstup.

Definicia 1.3.3 (Negativny lookahead).
Ly(MLy) L3 = {uv | u € Ly ANv € Ly A neexistuje také x,y, 7e v==xy a v € Lo}

Operdciu (7. ..) nazgvame negativny lookahead.

Definicia 1.3.4 (Negativny lookbehind).
Li(? <'Lo)Ls = {uv | u € L1 ANv € L3 A neexituje také x,y, ze u=1xy a y € Ly}

Operdciu (7 <!...) nazyvame negativny lookbehind.

Este si definujme nazvoslovie, aby sme vedeli pomenovat triedy a operacie, o ktorych

budeme hovorit.

Definicia 1.3.5. MnoZinu e-regexov rozsirenii o pozitivny lookahead a pozitivny look-

behind budeme nazyvat le-regex, triedu nad le-regexami LEregex.

Definicia 1.3.6. MnoZzinu le-regexov rozsirent o negativny lookahead a negativny look-

behind budeme nazjvat nle-regex, triedu nad nle-regexami nLEregex.



1.4. PRAX KAPITOLA 1. DEFINICIE A ZNAME VYSLEDKY

1.4 Regularne vyrazy v praxi

UZ na zaciatku sme spominali, ze tato praca je inSpirovana novymi konstrukciami,
ktoré v praxi pribudli do modelu regularnych vyrazov. Pracovat s praktickym modelom
vsak nie je také jednoduché. Povodna teoretickd myslienka narazi na prekazky imple-
mentacie a programator sa musi rozhodniit medzi tym, ¢i ju splni do bodky alebo si ju
niekde zjednodusi a zaruci tym rychlejsi algoritmus. V tejto podkapitole spomenieme
obmedzenia, ktoré st naimplementované a uzivatelia reguldrnych vyrazov sa s nimi

musia vysporiadat.

10 s
S —-—--peregrep 4.1 / PCRE 6.4
------ Ruby 1.3.4
ls — — — Python 2.4.4cl
Perl 5.8.7
100 ms
10 ms
o
E
8  awk 20050424
I ms = Tcl84
/  GNUgrep2s5.1
- Thompson NFA
100 us _—— GNU awk 3.1.5
10 us

1 us T T T T 1 T 1 v 4
0 20 40 . 60 80 100
regular expression and text size n

a?"a" matching a”

Obr. 1.1: Graf ukazuje cas potrebny na skontrolovanie, ¢i a?"a™ matchuje a”

Za zmienku stoji fakt, ze sice prvé implementacie pouzivaji prevod na NKA a tak
funguju v linedrnom case vzhladom na velkost vstupu, ale v osemdesiatych rokoch tieto
algoritmy usli pozornosti Hernyho Spencera pri reimplementovani a zverejneni 6smej
verzie Unixu, kam pre regularne vyrazy napisal algoritmus s exponencidlnou ¢asovou
zlozitostou vyuzivajuci backtraking. Prave ten sa dostal do programovacich jazykov
ako Perl, PCRE, Python, PHP, Ruby atd. Z neznamych dévodov je tam dodnes a trapi
uzivatelov na kritickych vstupoch (napr. match a?"a”™ pre n > 29 trva viac ako 10

sekund, vid Obr. , pricom, hoci uz existuji spéatné referencie a skutocne vyzaduju
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backtracking, by stacilo skontrolovat pouziti syntax a podla toho zvolif algoritmus.
Na druhej strane rychly algoritmus sa nestratil tiplne — Unix a jeho aplikacie ho znova
vyuzivaju.
Regexy pokryvajice triedu regularnych jazykov

Trieda reguldrnych jazykov je popisand aj modelom konecnych automatov. Tie st
lahko implementovatelné, preto sa regexy simuluji pomocou nich. Ukazme si, ako fun-
guje prevod medzi tymito dvoma modelmi.

Thompsonov prevod regexu na nedeterministicky koneény automat [Cox07]

Mame regex « vystavany z mnoziny operacii. My definujeme c¢iastocné NKA s volnymi
sipkami pre jednotlivé operdcie a tie sa potom podla stavby « spoja do NKA pre L(«).
Nakoniec voIné sipky z poslednych operécii pripojime na akceptacny stav. Ukédzme si

jednotlivé konstrukcie pre operacie, e vzdy bude oznacovat regex, ktory nas zaujima.

e ¢ =a, a € X — matchovanie oby¢ajného znaku (t.j. nie metaznaku)

e ¢ = eq]ey alterndcia — zo stavu sa nedeterministicky rozhodneme ist bud vetvou

e alebo ey

I:-(:_-) EI 1‘:’2

e cx iterdcia — na e je urobeny cyklus. Nedeterministicky sa rozhodneme, kolkokrat

ho absolvujeme. Samozrejme, mozeme iterovat aj nulakrat.

11
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e c+ plus — opét cyklus na e, ale samotné e musi matchovat aspon jedenkrat

HI-;’_ )

= e === e+

e ¢? otaznik — nedeterministicky sa rozhodujeme, ¢i ist vetvou e alebo ¢

€ =
= e7
e ==

e zvysSok syntaxe je mozné prepisat pomocou predoslych znakov a metaznakov

Kazdy znak a metaznak (okrem okrihlych zatvoriek) priddva NKA jeden stav, teda
pocet stavov je najviac rovny dizke prevadzaného regexu.

Vidime, ze v praxi v tejto oblasti problém nie je. Opisané prevedenie na nedeter-
ministicky koneény automat je rychle — staci jeden prechod celého regexu. Potom niek-
toré implementacie pokracuji prevodom na deterministicky automat, pripadne uro-
bia Gpravy na nieco medzi (napr. odepsilonovanie). Néslednd simulacia koneéného au-
tomatu m4 linearnu ¢asovii zlozitost vzhladom na dizku prehladévaného textu[CSY03].
Nanestastie nie vSetky prostredia s regularnymi vyrazmi vyuzivaja tento algorimus. No
aj ked pracujua s backtrackingom, neokliestuju regularne vyrazy o ziadnu funkcionalitu.
Jedinou zmenou je prevedenie Kleeneho * (teda aj + a 7), kedy sa pouziva greedy

verzia — snazi sa matchovat ¢o najdlsi refazec, ale ako sme spomenuli v |1.1], nevadi to.

Spatné referencie

Maji v praxi povolené najviac trojciferné ¢isla[Foul2], aby bolo Tahsie rozlisitelné,
¢o este referencia je a Co uz nie, a celkovo z hladiska casovej a pamafovej zlozitosti
algoritmu. Na druhej strane teoreticky model sa takymito problémami nemusi zaoberat,

preto povolime vsSetky mozné konstanty.
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Lookaround

Ako prvé si vSimnime vyznamny rozdiel medzi definiciou a readlnym modelom. Re-
gularne vyrazy sa zacali vyuzivat na vyhladavanie v texte a v tomto kontexte ma
lookaround iny vyznam ako v teoretickom prostredi. Vyuziva sa to, ze nevyjedd pis-
menka a preto sa da pouzit v takych pripadoch, kedy si chceme oznacit slovo w, ale
vieme, ze hladdme slovo v, pricom w je podslovo v. Teda v takom pripade moze look-
ahead daleko presahovat slovo, na ktoré sme vyhlasili zhodu. Z toho vyplyva, ze my
by sme na vstup nechceli dostat w, ale v. V teoretickom prostredi nas vSak zaujima
slovo, ktoré do jazyka patri a na jeho okolie sa nepozerame, v podstate ho ani nemame
k dispozicii. Preto sa zd4, ze budeme na vstupe ocakavat w a lookahead ¢i lookbehind
nebudi moéct presahovat za hranice slova. Tato uprava vsak neuskodi, nakolko vieme
z daného w spravit v jednoduchym pridanim (.*) na spravne miesta.

DalSou ¢rtou praktického prevedenia je, ze programétori si definovali lookahead
a lookbehind ako atomické operacie|Goyl0]. To znamend, Ze matchovanie regexu
vnutri lookaroundu prebieha normalne, ale akondhle splni matchujicu podmienku, cely
vypocet aj s medzivysledkami upadne do zabudnutia a ziaden backtracking zvonku uz
nebude schopny menit ich vnutorny vypocet. Na prvy pohlad sa zd4, Ze to nemdze az
tak prekazat, no opak je pravdou. Predstavme si lookaround, ktory obsahuje okruhle
zatvorky, na ktoré sa odvolavaju spéatné referencie niekde vonku dalej v regexe. Z ¢oho
vyplyva, Ze iné matchovanie v lookarounde (s rovnakym vysledkom) by mohlo ovplyvnit
matchovanie regexu ako celku.

Napriklad le-regex (? = ([0 — 9]+))[+ — */]\1 by mal matchovat retazce typu cislo—
operacia—c¢islo, ale my vieme, ze nebude matchovat slovo 123 4 12. Vyplyva to z toho,

ze + je greedy a lookahead je atomicky. S backtrackingom by toto nenastalo.

Lookbehind

Simulacia lookaheadu je jednoduché — vieme, kde zac¢ina, teda ho spustime od tohto
miesta a ¢cakame na vysledok. Taky lookbehind sa vSak pozera dozadu, teda potrebu-
jeme urcit, kde zacat. V praxi by sa toto riesilo backtrackingom, lebo nevieme vopred
ako daleko dozadu sa budeme potrebovat pozriet. Najprv by sme vyskusali jeden znak
a pri neuspechu by sme testovany retazec predlzovali. Backtracking je vsak drahy na

cas a kedze autori programovacich jazykov nechceli prili§ spomalovat vypocty a asi
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nepovazovali lookbehind za taky dolezity, urcili si, Ze moze obsahovat iba také regexy,
z ktorych je jasne urcitelné aky dlhy retazec bude lookbehind potrebovat na vypocet
este predtym ako sa spusti (takze sa backtrackingu vyhli)|Goy10].

Na zaver

Jednym dychom s tymito obmedzeniami dodavame, ze my sa nachiddzame v teore-
tickom prostredi, preto nas implementacné prekazky trapit nemusia. Budeme pracovat
s plnym (Cize silnejsim) modelom, aky je popisany v definicidch. Z ¢oho je jasné, zZe
ten realny bude akousi jeho podmnozinou. Preto dokazané vysledky budu tvorit hornti
hranicu toho, ¢o sme v praxi schopni dokazat a keby niekto inovativny implementoval

operacie v ich plnej sile, tento model stale dobre poslizi.
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2 Nase vysledky

2.1 Minimalisticka iteracia
Veta 2.1.1. L1 ® L2 = Ll*?LQ = LTLQ

Doékaz. C: Nech w € Ly ® Lo. Potom z definicie w = uv vieme, ze u € L] a v € Lo,
teda uv € L] Ly. Analogicky ak x = yz € L1*7 Lo, potom yz € LjLs.

D: Majme w € L Ly a rozdelme ho na podslova u, v tak, ze u € L}, v € Ly a w = uv.
Takéto rozdelenie musi byt aspon jedno. Ak je ich viac, vezmime to, kde je u najdlhsie.

Potom wv € Ly ® Ly. Ak zvolime u najkratsie, tak zasa uv € Li*7Lo. ]
Désledok 2.1.2. Trieda R je uzavretd na operdcie ® a *?.

Kleeneho * uvedena v definicii regexov je prilis nedeterministicka na lahké prevede-
nie do praxe, preto redlny model pouziva v pripade operécie * algoritmus pre greedy
iteraciu. Vidime vsak, Ze to nevadi, lebo pokryvame stdle t1 istu triedu jazykov. Takisto
po pridani minimalistickej iteracie. Z teoretického hladiska je existencia dvoch opera-
cif s rovnakou funkcionalitou zbyto¢na. Ak zhoda existuje, regex matchuje s pouzitim
Tubovolnej z nich. Ale rieSenie (rozdelenie slova) vyzera inak, ¢o mé v praxi zmysel pri

jeho dalsom pouziti. Preto je existencia oboch operacii opodstatnena.

2.2 Lookaround

Sktusme si najprv definovat model na reprezentaciu le-regexov. Bude nadvazovat na

definiciu e-regexov, kedze je to ich rozsirenie.

Definicia 2.2.1. Nech « je le-regex. Nech o je rovnaky ako o, akurdt bez operdcii

lookahead a lookbehind. Potom zhoda na o € Eregex je reprezentovand stromom T,
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podla definicie triedy Eregex. Pre zhodu na o zostrojme konecény (orientovany, uspori-
adany) strom S, z T, tak, Ze priddme lookahead/lookbehind do vrcholu, kam zapadne

podla o pri postupnom rozkladani regexu od korena a urobime s nim nasledovné:

e a obsahuje lookahead, teda S, md niekde vrchol (u,(? = [31)B2). Potom tento
vrchol bude mat dvoch synov - vrchol (u, B2), ktory pokracuje ako v T, a virtudlny

vrchol (u, B1(.x)), ktory sa dalej rozloZi podla definicie.

e «a obsahuje lookbehind, teda S, md niekde vrchol (u, f1(? <= B2)). Potom tento
vrchol bude mat dvoch synov - vrchol (u, 51), ktory pokracuje ako v Ty, a virtudlny

vrchol (u, (.x)B2), ktory sa dalej rozlozi podla definicie.

o vsetky ostatné vrcholy si rovnaké ako v T,

Virtudlne vrcholy reprezentuji zhodu od istého bodu (resp. do istého bodu) slova pre
lookahead (resp. lookbehind). Ak zhoda na nejaky lookaround v o nie je realizovatelnd,

potom neexistuje ani celkovd zhoda le-regexu.

Definicia 2.2.2. Jazyk popisany le-regezom « je definovany nasledovne:
L(a) ={w € X* | (w, ) je koreriom nejakého vipoctového stromu Sy}

Tento model nie je taky intuitivny ako verzia pre e-regexy. Rozmyslat o regexe a
zaroven o nejakom prieniku s lookaroundom vnutri nie je priamociare ako napriklad
jednoduché prechody stavov Turingovho stroja. Preto sa nebudeme snazif pracovat s
modelom v dokazoch a zvolime radsej podvedomu predstavu o mnozine operacii le-

regexov.

2.2.1 Chomského hierarchia

Operéacie mame zadefinovné, podme sa pozriet, ¢o urobia s jazykmi z tried Chom-

ského hierarchie.
Lema 2.2.3. Trieda R je uzavretd na lookahead.

Dékaz. Nech Ly, Lo, Ly € R, chceme ukazat, ze L = L1(? = Ly)L3 € R.
Kedze Ll, LQ, L3 st reguléu"ne, eXiStU_jfl DKA Az = (KZ, ZZ‘7 5i7 qoi, E) také, ze L(Al) =
L;,i€{1,2,3}.
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2.2. LOOKAROUND KAPITOLA 2. NASE VYSLEDKY

Zostrojime NKA A pre L. Myslienka spociva v tom, ze najprv budeme simulovat A
a ked akceptuje, simulujeme naraz A, a As. Konstrukcia je podond ako prienik dvoch
regularnych jazykov (kartezidnsky sicin stavov) s tym rozdielom, ze As moze skoncit
skor ako As.

Konstrukcia. A = (K,%,6,q, F), kde K = K1 U Ky x K3U K3 (predp. K1 N K3 =
0), X=X, UXUX3, qo=qo, F=F3UF, x F3, —funkciu definujeme nasledovne:

Vge K1 UKs3, YaeX : 6(qa) 3 di(q,a)
Vge Fi ¢ 4(g.€) > [qo2, qos]
Vp € Ky,Vqg € K3,Va e ¥onXs = 0([p,ql,a) > [0(p,a),d(q,a)]
Vpe Ve Ky : 6([p,q],a) 30(q,a)

L(A) = L.

D: Mame w € L a chceme pren najst vypocet na A. Z definicie L vyplyva w = xyz,
kde x € L1,y € Ly a yz € L3, teda existuju akceptacné vypocty pre x,y,yz na DKA
Ay, Ay, Az. Z toho vyskladdme vypocet pre w na A nasledovne. Vypocet pre x bude
rovnaky ako na A;. Z akceptacné stavu A; vieme na e prejst do stavu [qoz, gos], kde
zacne vypocet pre y. Ten vyskladame z A; a As tak, ze si ich vypocty napiseme pod
seba a stavy nad sebou budu tvorit kartezidnsky siucin stavov v A (kedze As aj As
st deterministické, tieto vypocty na y budd rovnako dlhé). y € Lo, teda Ay skonéi v
akceptacnom stave. Podla é—funkcie v A vieme pokracovat len vo vypocte na Az, teda
doplnime zvys$ni postupnost stavov pre vypocet z. Kedze yz € L3 a F3 C F (resp.
Fy x F3 C F pre z =€), automat A akceptuje.

C: Nech w € L(A), potom existuje akceptac¢ny vypocet na A. Z toho vieme w rozdelit
na x,y a z tak, ze x je slovo spracovavené od zaciatku po prvy prichod do stavu
[902, qos], vy odtialto po posledny stav reprezentovany kartezidnskym stcinom stavov a
zvysSok bude z. Nevynechali sme ziadne znaky a nezmenili poradie, teda w = xyz. Do
[q02, qos] sa A mozZe prvykrat dostat len vtedy, ak bol v akceptacnom stave A;. Prechod
do [qoz, qos] je na e, takze x € Ly. Prave tento stav je pociatocny pre A, aj Az. Ak
2z = ¢, tak akceptacny stav A jez Fy X F3ay € Lo,y € Ly a aj yz € L3. Z toho podla
definicie vyplyva, ze xyz = w € L. Ak z # ¢, potom je akceptacny stav A z F3. Podla
o0—funkcie sa z kartezianskeho sucinu stavov do norméalneho stavu da prejst len tak, ze

A,y akceptuje, teda y € Lo. Az akceptuje na konci, ¢o znamena yz € L. Znova podla
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definicie operacie lookahead zyz = w € L. O]
Lema 2.2.4. Trieda R je uzavreta na lookbehind.

Dékaz. Opat chceme ukazat, ze L = Ly (? <= Ly)L3 € R pre Ly, Lo, Ly € R. Postupu-
jeme podobne ako pri lookahead. Urobime karteziansky sicin stavov A; a A, tak, ze Ay
moze zacat vypocet v lubovolnom stave A; - celkovy NKA si potom nedeterministicky
zvoli jeden moment tohto napojenia. A; a A, musia naraz akceptovat, potom sa zacne

simulacia As. O
Veta 2.2.5. Reguldarne jazyky si uzavreté na lookaround.

Veta 2.2.6. Zor nie je uzavretd na operdcie lookahead a lookbehind.

Dokaz. Nech L17 LQ,L37L4 € gCF' L1 = {a”b” ’ n Z 1}, L2 = {G, * b | n 2 1}, L3 =
{a"b"cx | n> 1}, Ly = {ab"c" | n > 1}. Potom d(? = Ly)Ly = {da™b"c" | n > 1} a
L3(? <= Ly)d = {a"b"c"d | n > 1}, ¢o nie st bezkontextové jazyky. O

Veta 2.2.7. ZLcs je uzavretd na operdciu lookahead a lookbehind.

Dokaz. Uzavretost na lookahead:

Nech Ly, Ly, Ly € ZLos. Pre L = L1(?7 = Ly) L3 zostrojime LBA A z LBA Ay, Ay, A
pre dané kontextové jazyky. Najprv sa pozrime na Struktiru vstupu — prvé je slovo z
Ly a za nim nasleduje slovo z L3, pricom jeho prefix patri do Ly. Preto, aby A mohol
simulovat dané linedrne ohranicené automaty, je potrebné oznacit hranice jednotlivych
slov.

Na zaciatku vypoctu A prejde pasku a nedeterministicky oznaci 2 miesta — koniec slov
pre A; a A,. Nasledne sa vrati na zaciatok a simuluje A;. Ak akceptuje, A pokracuje
a presunie sa za oznaceny koniec vstupu pre A;. Inak sa zasekne. V tomto bode sa
zacCina vstup pre A, aj As, teda slovo az do konca prepise na 2 stopy. Najprv na hornej
simuluje A,. Pokial A, neskonéi v akceptacnom stave, A sa zasekne. Inak sa vrati na
oznacené miesto a simuluje A3 na spodnej stope az do konca vstupu. Akceptacny stav
As znamend akceptaciu celého vstupného slova.

Uzavretost na lookbehind sa dokaze analogicky:. O]

18



2.2. LOOKAROUND KAPITOLA 2. NASE VYSLEDKY

2.2.2 Regexy

Ked uz sme lepsie zoznameni s lookaroundom, mali by sme posudit ako zapada medzi
regexy. Nebude to také jednoduché, kedze cely model regexov je mnozina operacii
a jednopismenkovych jazykov (konecénd abeceda), z ktorych postupne vyskladdvame
zlozitejsie jazyky. V Chomského hierarchii sme pracovali iba s akousi findlnou formou
jazyka, o ktorom sme vedeli zopar vlastnosti. Teraz zoberieme mnozinu operacii a
pridame k nim dalSie dve. Otazkou je, ¢o spdsobi ich kombinovanie. Najzaujimavej-
Sie vyzeraju tie, ktoré vedia ovplyvnit samotné vlastnosti lookaroundu, nakolko sme

ukazali, ze regularne jazyky st nan uzavreté.
Lema 2.2.8. Nech Ll, LQ, L3, L4 € R, o = (L1 (? = LQ) Lg) * L4. Potom L(Oé) ER.

Dokaz. Kedze Ly, Lo, L3, Ly € R, tak pre ne existuju DKA A;, Ay, A3, Ay, kde A; =
(K, %4, 04, qoi, F;) pre Vi. Z nich zostrojime NKA A pre L. Vypocet bez lookaheadov
by vyzeral tak, ze by sme simulovali A;, potom po jeho akceptacii Az a odtial by sa
islo v rdmci iteracie naspat na A;. Zaroven z A; by sa dalo na e prejst na Ay, ¢o by
znamenalo koniec iteracie (oSetruje aj nulovu iterdciu). Pozrime sa na to, ako a kam
vsunuf lookahead. Problém je, Ze pri kazdej dalsej iteracii pribida novy, teda dalsi As.
Vieme ich vSak simulovat vSetky naraz, ked vezmeme do ivahy, ze vzdy pracujeme nad
konecnou abecedou a K5 je kone¢né. Z toho vyplyva, ze aj P(K3) je koneénd, a teda
vieme zostrojif automat, ktory si bude simulovat prechody medzi mnozinami stavov
As.

Konstrukcia. A = (K,%,9,q, F) : K = (KiUK3UK,) xP(K3), kde KiNK3NKy =
@ (mnoziny v stavoch mozno reprezentovat napr. 0-1 retazcom dizky |Ks|, kde 1 na
i—tom mieste symbolizuje, ze nejakd instancia As je v i—tom stave), ¥ = 3, U3y UX3U
Y4, qo = (qo1,0), F = Fy x 0, 5—funkcia:

e Ve K;i=1,3,4, YU € P(K3),Va € X:0((q;,U),a) > (6;(gi,a), V),
kde Vg e U : d3(q,a) e V' aV =V"\ F,

® Vgu € F1,YU € P(K3) : 6((g4,U),€) > (o3, U U {qo2})

o Vga € F3,VU € P(K2) : 6((¢4,U),€) 3 (g1, U)

o VU € P(K>3) : 6((qo01,U), €) 2 (qos, U)
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Automat A akceptuje az ked akceptuje Ay. Je zrejmé, ze ak v simulacii A; pride
pismenko, ktoré do ¥; nepatri, automat sa zasekne.

L(A) = L(«).

C: Nech w € L(A), potom pren existuje akceptacny vypocet na A. Podla stavov
vieme urcit pocet iteracii, podslova z Li, L3, L4 a takisto vznikajice a akceptujice
vypocty na Ay — kazdy takyto vypocet totiz zac¢ina s vypoctom na As a kedze A, je
deterministicky, existuje prave jeden vypocet, ktory musi byt akceptacny. Teda vieme
povedaf, ze w = x1y1x2Ys ... Tpynz, kde n je pocet iteracii, Vi = 1,2,....n : x; €
Ly,y; € Lyaz € Ly. Zaroven vieme, ze v mieste, kde zacina y; takisto zac¢ina podretazec
slova w, ktory patri do Ly. Z toho vidime ako vyzera matchovanie regexu «.

O:Majme v € L(«), teda vieme néjst zhody podslov v pre vsetky L; (rovnaka dekom-
pozicia slova ako v predoslej inkluzii). Kedze poradie jazykov je rovnaké ako e—ové pre-
pojenie A; v A (akceptacny—pociatoény, pociatoény—pociatoény pri Ly), vieme spravne

poprepajat akceptacné vypocty jednotlivych A; do celkového vypoctu automatu A. [
Lema 2.2.9. Nech Ll, LQ, L37 Ly € R, a=1, (L1 (? <= Lg) L3) *. Potom L(CY) eR.

Doékaz. Opét dokaz pre lookbehind vyzera podobne ako pre lookahead, A simuluje naj-
prv Ay, potom Ay, Az, Ay, As, ... az po koniec slova. Ale musime zmenit simulovanie A,.
Stale potrebujeme mnozinu jeho stavov, kedze kazdou iteraciou mé jeden pribudnit,
ale pridanie pociatoéného stavu nie je viazané na konkrétny krok — ten moze teraz
pribudnit hocikedy (nedeterministicky). To, ¢o je fixné je akceptacny stav. Ten zase
musi prist zarovno s akceptaciou A;.

Cely vypocet upravime tak, ze A4 sa bude simulovat ako prvy (kedze sa pozmenil
cely jazyk L), kedykolvek moZe pribudnit pociatoény stav Ay a vzdy ked akceptuje Ay,
aspon jeden Ay musi akceptovat. Aspon jeden preto, ze to nemusi byt prave jeden. V
akceptacnom stave sa mozu naraz nachadzat hoci aj 2 instancie A, ale v tom pripade
nechceme z mnoziny stavov vymazavat jeho akceptacny stav. Preto tento krok nechame
na nedeterminizmus. V pripade, ze by sme sa nedeterministicky rozhodli pre viacero
vypoctov lookbehindov ako je iterovani a automat akceptuje, pretoze sa vSetkym A,
podarilo v spravnom kroku skon¢it (t.j. viaceré skonéili naraz), nevadi nam to. Samotny
lookbehind totiz moze vedief matchovat viaceré podslova konciace v jednom bode, ¢o
sa vie prejavit prave takto.

o—funkcia by vyzerala takto:
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VYU € P(K3) : 6((qos,U),€) 2 (g1, U)

Vge K;i=1,3,4, YU € P(K,y),Va € ¥:6((q;,U),a) 3 (6;(¢g;,a),V),
kde Vg € U : d5(q,a) €V

Vaa € F1:0((qa,U),€) 3 (qo3, U), (qo3, U’)
pre vSetky také U € P(K3),ze dga € Fraqa e U ; U =U \ qa

VqA c Fj,VU € P(Kg) : (5((qA, U),a’f) > (qu, U)

F =F3 x 0. L(A) = L(«) dokdZeme podobne ako v leme O
Veta 2.2.10. Trieda nad regexami s lookaheadom je R.

Dokaz. Samotné regexy pokryvaju triedu regularnych jazykov a té je na lookaround
uzavretd [2.2.5] KedZe pracujeme s mnozinou operécii, treba overit, ¢i nejakd ich kom-
binacia nie je nahodou silnejsia. Ak regex umiestnime do lookaroundu, ¢i pred alebo
za neho, vzdy to bude regularny jazyk a cely regex bude tiez definovat regularny
jazyk. Teda nas zaujima vlozenie lookaroundu dovnutra inej operacie. V tomto pripade
prichadza do tvahy *,+ a 7, ktoré menia pocet lookaroundov a vynutia ich simulaciu
na roznych castiach slova.

? vela nespravi — lookaround tam bud bude 1x alebo nebude vobec. + je pripad * s
jednym lookaroundom istym. No a podla liem a vieme, ze ani kombin&cia

s * nestaci na zlozitejsi jazyk. ]

2.2.3 Vlastnosti lookaroundu

Tu ukazeme, ze davat do lookaheadu prefixovy jazyk nema zmysel. Vytvorme cisto
jazyk vsetkych réznych prefixov, aké obsahuje. Do lookaheadu staci vlozit regex pre
tento jazyk a celkovy matchovany jazyk to nezmeni. Samozrejme, to isté plati aj pre

lookbehind a sufixové jazyky.

Veta 2.2.11. Nech L je lubovolny jazyk a L, = LU{uv | w € L}. Nech a je lubovolny
requldrny vjraz taky, Ze obsahuje (? = L,). Potom ak prepiseme tento lookahead na

(? = L) (nazvime to o’ ), bude platit L(a') = L(c). Analogicky to plati aj pre lookbehind.

Dokaz. C: trividlne, L C L,,.
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DO: Majme w € L(a) a nech x je také podslovo w, ktoré sa zhodovalo prave s danym
lookaheadom. Potom = € L, teda = uv, kde u € L. Ak v = ¢, € L a mame Co sme
cheeli. Takze v # €. Ale celd zhoda lookaheadu sa moze zuzit len na u, kedze u € L,,

a bude to platnd zhoda s w. Co znamen4, ze w € L(c). O

Dosledok 2.2.12. Nech « je requldrny vyraz, ktory obsahuje nejaky taky lookahead
(? = L) (lookbehind (? <= L)), Ze € € L. Nech je &' reguldrny vyraz bez tohto looka-
headu (lookbehindu). Potom L(a') = L(«).

Dékaz. Uvedomme si, Ze lookaround nie je fixovany na dlzku vstupu - musi sa zhodovat
s nejakym podslovom zacinajucim sa (konciacim sa) na konkrétnom mieste. Tym pé-
dom akondhle si moze regularny vyraz vnutri tejto operacie vybrat e, bude hlésit zhodu
vzdy. O

2.2.4 Spatné referencie

Skusme teraz zlozitejsi model. Priddme k e-regexom pozitivny lookaround. Tuto

mnozinu nazyvame le-regex, triede jazykov nad le-regexami hovorime LEregex.
Veta 2.2.13. Eregex C LEregex

Dokaz. C vyplyva z definicie.
Jazyk L = {a'ba’™ba* | k = i(i + 1)K’ pre nejaké k' > 0,i > 0} nepatri do triedy
Eregex [CNQ9, Lemma 2|, ale patri do LEregex:

o = (ax)b(\a)b(? = (\1) = $)(\2) + 4]

Veta 2.2.14. LEregex C Zcs

Dékaz. Vieme, ze Eregex € Zcs [CSY03, Theorem 1], teda Iubovolny e-regex vieme
simulovat pomocou LBA. UkéZeme, ze ak priddme operédciu lookahead/lookbehind,

vieme to simulovat tiez.

INie je nutné dévat $ na koniec le-regexu, nakolko pracujeme v teoretickom prostredi a nehladdme
slovo v texte. Na vstup dostédvame vzdy len samotné slovo a teda vieme povedat, Ze na jeho konci
bude isto aj koniec riadku ($). Znak sme uviedli pre lahSie pochopenie a budeme ho uvddzat aj vo

vSetkych dalsich pripadoch.
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Nech a je le-regex. Potom A je LBA pre a, ktory ignoruje lookaround (t.j. vyrabame
LBA pre e-regex). Teraz vytvorime LBA B pre e-regex vnutri lookaroundu. Z nich
vytvorime LBA C pre uplny le-regex « tak, ze bude simulovat A a ked pride na rad
lookaround zaznadi si, v akom stave je A a na ktorom policku skonc¢il, skopiruje slovo
na dalSiu stopu a na nej simuluje od/do toho miesta B (lokahead/lookbehind). Pokial
B akceptoval, vrati sa naspat k vypoctu na A. C akceptuje prave vtedy, ked A.

Vsimnime si, ze samotny lookaround moze obsahovat le-regex, t.j. vnoreny lookaround.
Tych vsak moze byt iba konec¢ne vela, kedze kazdy le-regex musi mat koneény zéapis.
Co znamend, ze aj stop bude konecéne vela a naznacenym postupom si vieme postupne

vybudovat LBA, ktory bude simulovat «. O
Veta 2.2.15. LFEregex je uzavretd na prienik.

Dékaz. Nech Ly, Ly € LEregex, potom Ly N Ly = (7 = L1$) Lo$. O
Veta 2.2.16. Jazyk vsetkych platnych viypoctov Turingovho stroja patri do LEregex.

Dékaz. Mame Turingov stroj A = (K, %, qo, d, F'). Zostrojime le-regex «, ktory bude
matchovat vsetky jeho platné vypocty. Vieme, ze kazdy TS pracuje nad konecnou
abecedou, ma konecne vela stavov a konecne definovani d—funkciu. Kedze to vsetko
treba zahrnit do le-regexu, vdaka konecnosti mame potrebné predpoklady na jeho
vytvorenie. Stav bude ukazovat poziciu hlavy a # bude oddelovat jednotlivé konfigu-
racie (bude sa nachdadzat aj na zaciatku a na konci celého slova/vypoctu).

Prejdime k samotnému vypoctu. Na to, aby po sebe nasledovali len prijatelné konfi-
guracie vyuzijeme lookahead a spatné referencie. To zabezpeci, aby sa v kazdom kroku
vypoctu menilo len malé okolie stavu (spatné referencie zvySok okopiruji) a aby sa
menilo prave podla d—funkcie. Ked mame zarucent spravnu postupnost konfiguracii,
vieme pouzit * a matchovat tak Tubovolne dlhy vypocet. Netreba zabudnut, ze prva
konfiguracia je pociatocna a poslednd akceptacna. Toto si Specidlne pripady, preto ich
osetrime zvlast, a takisto pripad, kedy je pociatoény stav zaroven aj akceptacnym.

Konstrukcia. a = () * n, kde:

e v=ml7%l%
*y = ((.x)zqy (.x ) #)(? = &#) plati pre Vg € K, Vy € ¥ a kde
koo Okl k4L

k
E=& | & | ... | & Ak
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o (p,2,0) € 6(q,y), potom & = (\kxpz\k + 1) pre nejaké i
o (p,2,1) € §(q,y), potom & = (\kzzp\k + 1) pre nejaké i
o (p,z,—1) € §(q,y), potom & = (\kpzz\k + 1) pre nejaké i
*x vo = (qu(.*)#)(? = £F#) plati pre Vg € K, Yy € LU {B}ff|a kde £ =
& | & | k | 2’” Teda hlava ukazuje na zaciatok slova. Dodefinovanie &; je
podobné. Ak
o (p,2,0) € §(q,y), potom & = (pz\k) pre nejaké i
o (p,z,1) € d(q,y), potom & = (zp\k) pre nejaké i
o (p,z,—1) € §(q,y), potom & = (pBz\k) pre nejaké i
* 3 = ((. % )xqy#)(? = £F#) plati pre Vg € K, Yy € XU {B} a kde £ =
& | & ]k . k\ .. Teda hlava je na konci slova, opét je treba oSetrit blankovy
pripad. Ak

o (p,2,0) € d(q,y), potom & = (\kxpz) pre nejaké i
o (p,z,1) € §(q,y), potom & = (\kxzpB) pre nejaké
o (p,z,—1) € d(q,y), potom & = (\kpzz) pre nejaké i

= (#qox (. * ) #)(? = 0#) je definované rovnako ako 9, ale iba pre qo.
k
o 1= ((.x)qa(.x)#) plati pre Vgu € F
Ak je poCiato¢ny stav akceptacnym, priddme na koniec a regex ’|(#qo. * #)’ . O

Poznamka. Prave sme si ukazali, akd silna je kombinacia lookaroundu a spatnych
referencii. Jazyk platnych vypoctov TS je celkom zlozity vdaka zavislostiam z d—funkcie
a neda sa pumpovat. Vidime to, ked si predstavime DTS, ktory akceptuje nekonecny
jazyk. Tym, ze existuju akceptacné vypocty na tychto slovach, ziskavame nekonecny
jazyk platngch vipoctov. Nevieme vSak nadlzit ani slovo — pokazilo by to vipocet, ani
vypocet — vdaka determinizmu vieme, ze ak sa TS zacykli, tak sa z toho uz nedostane.

Tento poznatok nielenze zvyraznuje rozdiely medzi triedami Eregex a LEregex, ale
zaroven nam komplikuje situdciu, pretoze dokaz, ze nejaky jazyk nepatri do triedy
LEregex je bez pumpovacej lemy velmi zlozity. Preto sme sa skusili pozriet na unarne

jazyky, ¢i by aspon na nich pumpovanie fungovalo.

2B oznacuje blank — prazdne poli¢ko na paske. Z definicie TS B ¢ 3.
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Vyslovime vetu, ktord je velmi blizko pumpovacej leme, ale niou nie je, nakolko sme
nevedeli dokazat pumpovanie pre jeden pripad. A to ked sa lookahead, obsahujici na
konci znak $ (lookbehind so znakom " na zacdiatku je analogicky pripad), objavi vnutri
iteracie. Nenasli sme argument ako zarucit, ze pri pumpovani vznika slovo z daného
jazyka. Problém tkvie v tom, Ze pri kazdej pridanej iteracii sa prida aj dalsi lookahead

a my musime zarucif, ze matchuje slovo za nim az do konca.

Veta 2.2.17. Nech « taky je le-regex nad undrnou abecedou > = {a}, Ze neobsahuje
lookahead s $ ani lookbehind s ~ vnitri iterdcie. Ewxistuje konstanta N takd, Ze ak w €

L(a) a |w| > N, potom existuje dekompozicia w = xy s nasledujicimi vlastnostami:
1yl =1
2.3k eN, k#£0; Vji=1,2,...: 2y € L(a)

Dékaz. Pokial a € Eregex, tak pre a plati pumpovacia lema [CSY03, Lemma 1], t.j.
w = agbab. . .a, prenejaké ma apb’a1’ . .. a,, € L(a) Vj. My pracujeme nad unarnym
jazykom, teda na poradi nezdlezi: © = agay ...an, y =b0"k=1axy € L(a) Vj.

Zaoberajme sa le-regexami, ktoré obsahuju aspon jeden lookaround. Ale este predtym
si povedzme, aké je to dostatoc¢ne dlhé slovo. Chceme, aby sme s urcitostou vedeli, ¢i
nejaka */+ iteruje aspoii 2x. Zoberieme dlzku le-regexu |a|. Skreslovat ju mézu 3 ope-
rdcie — spitné referencie, {n} a {n,m}. Nech teda d je stcet dlzok le-regexov vnitri
[ty ch zatvoriek pre vSetky \[, ktoré v « st a st pripoc¢itané tolkokrat, kolkokrat sa tam
jednotlivé \I nachddzaji. Dalej k d pripo¢itame za kazdé {n} n-krat dizku le-regexu,
ktory ma kopirovat, a takisto za kazda operdciu {n,m} pripoc¢itame takyto le-regex
m—krat. Pre N = |a| + d vieme povedat, ze ak |w| > N, potom jedind operacia, ktora
ho vie predizit do takejto dizky, moZe byt iba Kleencho #, pripadne +. + je viak v
podstate pripad *, preto budeme pracovat s touto operaciou.

Mame dostatocne dlhé slovo, rozoberieme si teraz pripady, ktoré mozu nastat.

1. Ziadny lookaround nezasahuje do *, ktord iteruje. V tom pripade iteruje nor-
maélne, bez obmedzeni, nejaké a®, s < |a| < N < |w|. Potom ak w = d’, tak
r=a"*y=a’'k=1axy € L(a)Vj.

2. Lookaround zasahujuci do iterujicej * nie je ohraniceny, t.j. ak je to lookahead,

neobsahuje na konci $, a ak je to lookbehind, neobsahuje na zaciatku “. Po-
tom ho podla vety [2.2.11| vieme prepisat tak, ze bude matchovat len najkratsie
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slovo z jeho jazyka. Kedze sme nad unarnou abecedou, ziskame tak jednoslovny
jazyk prefixov/sufixov, ktory sice ovplyviuje dizku matchovanych slov, ale iba t

minimalnu. Teda * iteruje bez obmedzeni, ¢o je predosly pripad.

3. Nasli sme iterujicu * a zasahuje do nej lookaround matchujici az po koniec resp.
zaciatok slova. Bud je to lookbehind (nachddzajici sa za *), za ktorym uz v « nie
je ziadne iterovanie, alebo je to lookahead (nachddzajici sa pred ), pripadne oba,
alebo ich moze byt viac. Kazdopadne, kedze je slovo dostatocne dlhé, aj samotny
lookaround musi nieco pumpovat. VyrieSme to pre pripad jedného lookaroundu
a potom uvidime, zZe tie ostatné z toho vyplyvaju.

Méame w = a®. V lookarounde sa pumpuje nejaké a/, v * mimo neho a9 (ak je na
vyber viac moznosti, sta¢i vybrat jednu, napr. ti najkratsiu). Potom lookaround
matchuje a7/ a * mimo neho a®**9, pre lubovolné h, i € Ny. Nech b = nsn(f, g),
prienik tychto slov je a*t*J € L(a), Vj € Ny. Tvrdime b < e. A naozaj, kedze
a® € L(«) a zéroven lookaround aj * uréite nieco pumpovali, ich najmensia mozna
zhoda je prave b.

Pracujeme s le-regexami, takze sa niekde musia objavit aj spatné referencidﬂ
Uvedomme si, ze lookaroundy sa moézu vyskytovat niekde medzi nimi, takze ked
napriklad * pumpuje a™, celkovo sa v slove pumpuje a1 kde n je pocet

referencii ukazujicich na tito x. Tym, zZe sa lookaroundy budu nachadzat medzi

niy.m ng.m

nimi, moze nastat, ze pre jeden sa dalej v slove pumpuje a a pre druhy a"2™,
kde n; # ne. Ak * vie pumpovat a™, tak vie aj a™™, ¢o by vyriesilo vsetky
mozné nasobky, ktoré ovplyvnuju rozne lookaroundy. Podla toho k& = n!, pre n
ako najvyssi pocet spatnych referencii na nejakt iteraciu, ktoru vyuzivame.

Celkovo méme x = a¢~®

.,y =a’ak =nl ak je uréené, inak k = 1. Z toho
Yt = a*ta® = ot € L(a) Vj €N, j' =kj — 1.

V pripade viacerych lookaroundov riesime postupne — vzdy vyratané b bude
v dalsom kole novym ¢. Podobne riesime vnorené lookaroundy — postupujeme
zvnitra von (musi ich byt konefne vela a ten najvnitornejsi z nich isto bude

obsahovat uz len Eregex).

[]

3Keby sa v o nenachidzali, podla vety mame regularny jazyk, pre ktory pumpovacia lema

existuje.
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Poznamka 1. Spominany pripad, pre ktory je problematické tito vetu dokazat ma
problém aj s definovanim dostatocne velkého slova. Pozrime sa napriklad na le-regex

B=((?=(a™)*$)a™) xa{l,m — 1}$, aké slova obsahuje?

° am+1+(m71)

° a2m+2+(m72)

o g(m—1(m+1)+1

avsak a™™+1) ¢ L(3), lebo ndm chyba zvysok 0. Teda vidime, 7e le-regex vyuziva

iterdciu (m — 1)-krat a napriek tomu je konecny.

Poznamka 2. Zoberme si triedu jazykov nad takymito le-regexami. Veta nam hovori
¢osi o zlozitosti jej jazykov. Napriklad L = {a™ | m je prvocislo} do nej nepatri, lebo
sa neda vobec pumpovat — medzi prvocislami nenajdeme ziadne nasobky. Z toho uz
vyplyva, ze je vlastnou podmnozinou Zrs a nie je uzavretd na komplement (L¢ =
(aaax)\1(\1)* € Ereger).

2.3 Negativny lookaround

Pripomenme si, Ze le-regexy obohatené o negativny lookaround sme nazvali nle-
regexy a triedu nad nimi nLEregex.

Opét pribudli nové operacie a mozeme sa pokusif ich pridat do modelu pre le-regexy.
Kedze pracujeme s lookaroundom, znova to budu virtualne vrcholy. V jeho negativne;j
forme vsak vrchol (w, (?!51)B2) bude mat virtudlneho syna (w, 51(.*)), pod ktorym
nesmie existovat ziaden podstrom pre zhodu. Takyto model je este tazkopadnejsi,
nakolko je netrivialne predstavit si, nieto este dokazat, ze ziadne riesenie neexistuje. A

k tomu bez pomocky akou je pumpovacia lema.

Veta 2.3.1. Trieda nLFEregexr je uzavretd na prienik.

Dékaz. Podobne ako veta 2.2.15] O
Veta 2.3.2. Trieda nLFEregex je uzavretd na komplement.

Dékaz. Nech Ly € nLEregex, potom L{ = (?1L13) . $. O
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Poznamka 1. Vdaka uzavretosti na komplement vidime, ze pre nle-regexy neexistuje
ziadna pumpovacia lema. Pozerajic na unarne jazyky, L = {a™ | m je prvocislo} €

nLEregex sa neda pumpovat.

Poznamka 2. Vsimnime si, ze vdaka lookaroundu sa nam skomplikovala pre regexy
inak prirodzena vec — zretazenie. Prave tato operacia ovplynuje presahy lookaheadu a
lookbehindu. V niektorych pripadoch L(a)L(3) # L(«f3). Ale spravne zretazenie uréite

dosiahneme takto:

(7=(a)(8)8)(7 =a\29\15'$

1 12
Kde o/ je o upravena tak, ze kazdy lookahead ma na konci pridané (.x)\2, a pokial
ten lookahead obsahuje $, tak sa iba pred $ pridd \2. Rovnako ' je upravena (3 tak,
ze kazdy lookbehind méa na zaciatku pridané \1(.x). Ak obsahuje na zaciatku znak ~,
potom sa hned za * pridd \1. Samozrejme ostatné spétné referencie v o a  treba
korektne precislovat.

Tymto si vynutime korektny priestor pre pracu lookaheadov v o a lookbehindov v
B. Otazna je vsak iteracia, kde nie je mozné spravit takuto konstrukciu uz len kvoli
premenlivému, v podstate nekonec¢nému poctu zretazovanych jazykov. Tento problém

zostava otvoreny.
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Ukazali sme, Ze reguldrne vyrazy s mnohymi novymi konstrukciami stéle pokryvaju
triedu regularnych jazykov. Patria medzi ne aj ?7,+7,%7 a lookaround. Z toho vyplyva,
ze regexy vyuzivajlice operacie z pomerne velkej mnoziny vieme vykonavat algoritmom
s linedrnou casovou zlozitostou.

Zistili sme, Ze regularne a kontextové jazyky s uzavreté na lookaround, ale bezkon-
textové nie sti. Co sa tyka regexov s touto operdciou navyse, trieda jazykov sa nez-
menila. Museli sme sa vSak popasovat s postavenim lookaroundu vnutri Kleeneho x,
pretoze kazda iteracia jeden lookaround pridala. Ako vidime, aj toto konecné automaty
zvladli.

Zaujimavejsie to zacalo byt pri modeli so spatnymi referenciami, ktory sam dokaze
popisat kontextovy jazyk. Lookahead a lookbehind ho posunuli este dalej. Sprostred-
kovali uzavretost na prienik a pomohli popisat jazyky, ktoré nie je mozné pumpovat
a teda zacinaju byt sami o sebe zlozité — napriklad jazyk vsSetkych platnych vypoctov
Turingovho stroja. O unarnych jazykoch sa ndm pumpovaciu lemu takmer podarilo
ukazat, lenze situaciu opéf skomplikovala kombinécia lookaroundu a Kleeneho *. Pre
tento pripad sme pumpovanie najst nedokazali a problém zostal otvoreny.

Negativna verzia lookaheadu a lookbehindu pridala uzavretost na komplement.

Kedze v nasom arzenali chybala pumpovacia lema, dokazat o nejakom jazyku, ze
do triedy nepatri, sa stalo naroc¢nou zalezitostou. Myslime si vsak, ze trieda nLEregex
stale nepokryva celé kontextové jazyky a problémom by mohol byt napriklad jazyk
a™b", nakolko stale nemame k dispozicii pocitadlo alebo nieco tomu podobné. Otazkou
je tiez vymazavajici homomorfizmus, ktory by mohol ovplyvnit lookaround. Keby sme
napriklad vymazali mriezky z jazyka platnych vypoctov TS, lookaround nevie ako
daleko sa ma pozerat — mriezky ho v podstate navigovali. Tato vlastnost podobne

ovplynuje aj zretazenie a iteraciu. Je otazne, ¢i vieme takuto navigaciu nie¢im nahradit
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alebo strata vyznamnych znakov vedie k jazyku mimo triedy.

Inspiraciou pre pokracovanie nasho vyskumu by mohli byt vyssie uvedené otvorené
problémy. Spatné referencie a lookaround dokopy posobia zlozito, preto by sa dalo za-
mysliet nad vhodnym modelom pre lahSie uchopenie tohto arzenalu. Takisto by mohlo
byt zaujimavé najst operaciu, ktora rozsiri triedu nLEregex dalej, za hranicu kontex-
tovych jazykov alebo sa snazit dosiahnut uplné pokrytie tried Chomského hierarchie,

¢i uz kontextové respektive bezkontextové jazyky.

30



Literatura

[CNOY]

[Cox07]

[CSY03]

[Foul2]

[Goy10]

[wik13a]

Benjamin Carle and Paliath Nadendran. On extended regular expressions.
In Language and Automata Theory and Applications, volume 3, pages
279-289. Springer, April 2009.
http://www.cs.albany.edu/~dran/my_research/papers/LATA_
version.pdf| [Online; accessed 19-March-2013].

Russ Cox. Regular expression matching can be simple and fast (but is slow
in Java, Perl, PHP, Python, Ruby, ...), 2007.
http://swtch.com/~rsc/regexp/regexpl.html [Online; accessed 30-
December-2012].

Cezar Campeanu, Kai Salomaa, and Sheng Yu. A formal study of practical
regular expressions. International Journal of Foundations of Computer
Science, 14(06):1007-1018, 2003.
http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/
S012905410300214X [Online; accessed 19-March-2013].

Python Software Foundation. Regular expressions operations, 2012.
http://docs.python.org/3.1/library/re.html [Online; accessed 26-
May-2013].

Jan Goyvaerts. Lookahead and lookbehind zero-width assertions, 2010.
http://www.regular-expressions.info/lookaround.html [Online; ac-
cessed 26-May-2013].

Tcler’s wiki. Regular expression, 2013.
http://wiki.tcl.tk/461 [Online; accessed 26-May-2013].

31


http://www.cs.albany.edu/~dran/my_research/papers/LATA_version.pdf
http://www.cs.albany.edu/~dran/my_research/papers/LATA_version.pdf
http://swtch.com/~rsc/regexp/regexp1.html
http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S012905410300214X
http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S012905410300214X
http://docs.python.org/3.1/library/re.html
http://www.regular-expressions.info/lookaround.html
http://wiki.tcl.tk/461

Literatura Literatura

[Wik13b] Wikipedia. Regular expression, 2013.
http://en.wikipedia.org/wiki/Regular_expression [Online; accessed
26-May-2013].

32


http://en.wikipedia.org/wiki/Regular_expression

	Úvod
	Definície a známe výsledky
	Zákl. definícia
	Spätné referencie
	Lookaround
	Prax

	Naše výsledky
	Minimalistická iterácia
	Lookaround
	Chomského hierarchia
	Regexy
	Vlastnosti lookaroundu
	Spätné referencie

	Negatívny lookaround

	Záver
	Literatúra

