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Abstrakt

V tejto préci sa budeme zaoberat bisekciou grafu s ohrani¢enou Sirkou, ktora bude
sluzit ako vstupny udaj pre cestovii dekompoziciu s ohrani¢enou cestovou Sirkou.

Obe casti implementujeme do efektivneho programu na hladanie cestovej Sirky.

Kracové slova: grafy, cestova dekompozicia, cestova Sirka, bisekcia grafu



Abstract

In this paper we take a look on bisection with upper bounded cut-size, which we will
need as an input to a path decomposition algorithm.

Both parts we implement to an efficient algorithm of path decomposition.

Keywords: graphs, path decomposition, pathwidth, bisection
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Uvod

Za posledné dekady rokov sa oblast pocitacovych technolégii postuva stale vyraznejsimi
krokmi dopredu. Ulohy na spracovanie poéitaémi st ¢oraz komplikovanejsie, naroénejsie
na vypocty a obvody uz atakuju fyzikalne zakony urcujtce ich teoreticki rychlost. Na
to, aby mohol vyvoj pocitacov ist ruka v ruke so stale narastajicimi poziadavkami

Tudstva, je potreba zameriavat svoju pozornost na algoritmické problémy.

Teoria grafov je velkd oblast matematiky, ktorej sa vo velkej miere venuje aj in-
formatika. Grafové struktary su sucastou velkého pocétu programovacich jazykov. S
roznymi problematikami z oblasti teérie grafov sa mézeme stretnat aj pri architekture
hardvérovych komponentov pocitacu, ako napr. VLSI|3](Very-Large-Scale Integration),
ktory pri navrhovani intergovanych obvodov kombinuje miliéony tranzistorov tak, aby
vykonnost bola ¢o najvyssia.

Podobne aj pri kompilovani programov|4|, kedy vSetky medzivypo¢ty mozno ucho-
vavat bud v registroch alebo v hlavnej paméti, riesi tuto problematiku teéria grafov.

Obidvom spomenutym problémom - VLSI aj kompilatorom, sa blizsie venuje cestova

a stromova dekompozicia, resp. cestova a stromova Sirka.

Cestova dekompozicia grafu je sekvencia mnozin vrcholov daného grafu taka, ze
kazdy vrchol grafu sa vyskytuje v stvislej sekvencii mnozin a kazdé hrana grafu sa
vyskytuje v niektorej z mnozin (je reprezentované dvomi koncovymi vrcholmi)

Cielom cestovej dekompozicie je, aby mnoziny neboli prilis velké, nech algoritmy,
v ktorych cestova dekompozicia zohrava doélezitu rolu, boli ¢o najefektivnejsie. Teda
nasim cielom je, aby najvécsia z mnozin v sekvencii mala ¢o najmenej vrcholov.

Tento atribut nazyvame aj cestova sirkal4].

Podobnou problematikou sa zaoberd aj stromova dekompozicia. Od cestovej de-
kompozicie sa lisi tym, ze mnoziny nie st nutne zoradené do sekvencie, ale moézu tvorit

strom.

V tejto préaci sa budeme zaoberat tym, ako moézeme nadobudnit na kubickych
grafoch s n vrcholmi cestovi sfrku bliziacu sa k (3 + €)n
Vyuzijeme dva uz zndme ¢lanky zaoberajice sa hornym ohrani¢enim Sirky bisekcie

grafu[1][2], na ¢o bude nadvézovat ¢lanok o hornom ohraniceni cestovej dekompozicie.



2 Uvod

Dokazy tychto ¢lankov sa nésledne pokusime vhodne implementovat do programu,
ktory pre Tubovolny kubicky graf najde cestovi dekompoziciu s cestovou Sirkou, resp.

sirkou bliziacou sa k nej.



Kapitola 1
Pojmy a definicie

V tejto kapitole si vymenujeme zékladné prostriedky, ktoré potrebujeme na pracu v
oblasti cestovej a stromovej sirky. Cestova a stromova Sirka je jednou z novsich oblasti
teorie grafov, ktora zohrava velmi délezitu rolu v algoritmickych problémoch na gra-
foch. Hovori ndm o tom, ako dobru cestovi alebo stromovi dekompoziciu vieme na

danom grafe spravit.

1.1 Zakladné definicie tebrie grafov

Pod pojmom graf budeme v tejto praci rozumiet mnozinu vrcholov a hran ktoré ich
spajaju. Takymito grafmi mozno zjednoduSene znazornit rézne situécie z realneho 7i-
vota. Vrcholy mézu znazornovat [udi a hrany priatel'stva medzi nimi. Vrcholy takisto

mozu znazornovat rohy ulic a hrany medzi nimi cesty.

Definicia 1:

Neorientovany graf |7] G je usporiadana dvojica G = (V, E), kde V je ne-
prazdna kone¢nd mnozina a E je systém dvojprvkovych podmnozin mno-

ziny V.

Mnozinou V' nazyvame mnozinu vrcholov, mnozinou E nazyvame mnozinu hran. Ak
je graf z kontextu dany, pre |V| = n, |F| = m budeme vrcholy oznacovat ako vy, ..., v,
a hrany ey, ..., e, pricom e; = {v;,v;},1 < i <m je hrana spajajtca vrcholy v; a vy

Pokial si konkrétna situdcia nebude vyzadovat inak, v grafe budeme povolovat
hrany e; = {vs, vs}, nazyvané aj slucky, a tiez aj viacnasobné hrany, teda n-ticu {e; 11 =
{ve, 04}, €02 = {v, 00}, o €j0n = {0, vy}

Cestova a stormova dekompozicia zoskupuje vrcholy grafu do mnozin, ktoré su

navzajom spojené hranami tak, ze mnoziny tvoria liniu, resp. strom. Tieto mnoziny

zvykneme nazyvat aj uzly.
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Suvislost grafu hovori o tom, ¢i je graf zlozeny z jedného alebo viac komponentov. V
jednom kompomentne sa vieme dostat po hranach z I'ubovolného vrcholu komponentu

do Tubovolného (nie nutne iného) vrcholu toho istého komponentu.

Pokial ma graf prave jeden komponent, je suvisly. Pokial mé graf viac komponentov,
je nesuvisly. |7]

V grafe G sa kruznica nachadza préave vtedy, ked existuje dvojica vrcholov vy, vy €

V(G), ze medzi vrcholmi vy, vy existuju aspon dve disjunktné cesty.|7|
Definicia 2:

Graf G nazyvame strom [7| prave vtedy ked je savisly a neobsahuje kruz-

nicu.

Graf, ktory je strom, mé niektoré velmi zaujimavé a praktické vlastnosti[8|, ktoré
nam moézu pomoct k lepsej efektivite algoritmov na grafoch. Jedna zo zakladnych vlast-
nosti stromu je ta, ze medzi kazdymi dvomi vrcholmi (v pripade cestovej dekompozicie
uzlami) existuje prave jedna cesta. Z nej vieme odvodit d'alsie zname vlastnosti stromov

ako napr. minimélnu spojitost grafu ¢i maximélnu acyklickost grafu.

Na to, aby sme mohli pouzivat pojmy ako stromové ¢i cestova sirka, si potrebujeme

najprv zadefinovat stromovu (resp. cestovi) dekompoziciu grafu.

1.2 Stromova dekompozicia

Oznacenia V(G) a E(G) v nasledujicich definiciach odkazuji na vrcholy, resp. hrany

grafu G.
Definicia 3: [§]
Majme graf G = (V, E), strom T a rodinu mnozin vrcholov v = (V})er

takych, ze V; C V(G) Stromovd dekompozicia|?] je taka dvojica (T,v),

ktora splha nasledujice podmienky:

L. V(G) = UteT Vi
ii. pre kazda hranu e € F(G) existuje také t € T, Ze oba koncové vrcholy
hrany e lezia v V;
iii. V;, Vi; C Vi, plati pre v8etky tq,t9,t3 € T pokial ¢y lezi na ceste
spajajicej t1 s t3
Podmienky i. a ii. hovoria o tom, Ze G je zjednotenim podgrafov indukovanych
vrcholmi mnozin Vi, ..., V,,.

Podmienka iii. hovori o tom, Ze mnoziny vrcholov st usporiadané do stromu.
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Obr. 1.1: Priklad stromovej dekompozicie

Na uvedenom piklade 1.1 mozeme spozorovat, ze kazda oblast grafu je v stromovej

dekompozicii reprezentovana jednou mnozinou vrcholov.

1.3 Cestova dekompozicia

Cestova dekompozicia sa od stromovej dekompozicie 1i8i iba v malom detaile. Narozdiel
od stromovej dekompozicie nepriamo zakazuje uzol, ktory méa troch alebo viacerych
susedov, teda kazdy uzol je stupna najviac 2.
Jednoducho povedané, v stromovej dekompozicii st uzly usporiadané do stromu, v
cestovej dekompozicii do jednej linie - cesty.
Definicia 4: [?]
Majme graf G. Rodina mnozin vrcholov (V;);c; indexovanych linearne podla

I sa nazyva linedrna dekompozicia pokial spliia nasledujice podmienky:
L. V(G) = Uie[‘/;

2. pre kazdu hranu e € F(G) existuje také ¢ € I, ze oba koncové vrcholy

hrany e lezia v V;
3. pre vietky i, j,k e I platii < j <k = V.V, CV;
Linedrnu dekompoziciu koneéného grafu G nazyvame cestovd dekompozicia.

V praci sa budeme zaoberat vylu¢ne koneénymi grafmi, preto je pre nas v tejto

chvili zaujimava prave cestova a stromova dekompozicia.

1.4 Stromova a cestova Sirka

Nie kazda dekompozicia moze byt pre nas dostatocne uspokojiva. Podstatnym atribu-
tom, ¢i uz stromovej alebo cestovej dekompozicie, je Sirka rozkladu. T4 je odvodené od

poctu vrcholov, ktoré sa nachadzaji v jej najvacsom uzle.
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Obr. 1.2: Priklad cestovej dekompozicie

Najprv si definujeme Sirku rozkladu stromovej dekompozicie.
Definicia 5:[4]

Sirka rozkladu (T, v) je &islo

maz|V,|—1:t€T

Pokial sa jedna o cestovii dekompoziciu, $irka rozkladu sa urcuje rovnako a ma hodnotu
max|V;| —1:i €1
Definicia 6:[4]

Stromovd Sirka tw grafu G je najmensia Sirka rozkladu spomedzi vSetkych
stromovych dekompozicii grafu G.

tw=max|V;| —1:te€T
Pozn.:Stromové sirka grafu na obrazku 1.1 je 3

Na zéaklade predchadzajicej definicie o stromovej Sirke poznamenéavame, Ze cielom
stromovej dekompozicie je dosiahnut stromovu Sirku, ¢o je ekvivalentné tvrdeniu, ze

stromova dekompozicia mé za ciel mat Sirku rozkladu ¢o najmensiu.

Cestova sirka je definovand analogicky: mnoziny V; € T nahradime mnozinami
V; € I definovanymi v cestovej dekompozicii
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Definicia 7: [4]

Cestovd Sirka pw grafu G je najmensia Sirka rozkladu spomedzi vSetkych

cestovych dekompozicii grafu G.

pw=mazx|V;|—1:1€1

Pozn.:Cestova sirka grafu na obrazku 1.2 je 3

7 definicie stromovej sirky vidime, Ze existuje trieda grafov s nulovou Sirkou roz-
kladu. Pre tuto triedu grafov plati, Ze neobasuji hrany. Ak by obsahovali hrany, de-
kompozicia by mala kvoli podmienke ii. v niektorom uzle dva vrcholy, teda stromova

sirka by bola aspon 1.

Dalej mozeme nahliadnut Ze pre triedu grafov so Sirkou rozkladu tw = 1 plati, Ze
povodné grafy su lesy.[5] Vyplyva to z toho, Ze kazda mnoZina obsahuje najviac dva
vrcholy, teda povodny graf nemdze obsahovat cyklus, lebo ak by obsahoval, neexisto-
vala by takd dekompozicia, ktora by tento cyklus rozbila na mnoziny s najviac dvomi

vrcholmi.

Existuje mnoho d'alsich takychto tried grafov so zaujimavymi vlastnostami, avsak v
nasej praci sa budeme zaoberat hlavne cestovou dekompoziciou s cestovou sirkou, preto
sa dalej pozrime na to, preco je cestova ¢ stromové Sirka taka podstatna v efektivnych

algoritmoch.
Vyuzitie v efektivnych algoritmoch

Na zaciatku 70-tych rokov bolo spozorované, Ze velka trieda optimaliza¢nych prob-
lémov by mohla byt v pripade ohranic¢enosti dimenzie grafov efektivne vyrieSena dy-
namickym programovanim.|6] Dimenzia grafu je pojem blizky stromovej Sirke a sice
hovori o tom, Ze dany graf vieme vnorit pri klasickej reprezentacii do euklidovského

priestoru s urcitou dimenziou.

Bolo ukazané, ze pomocou dekompozicie s cestovou, resp. stromovou Sirkou vieme
na grafoch pomocou dynmického programovania vyriesit efektivnejsie mnozstvo prob-
lémov, ktoré su N'P-tazkeé.

Priklady:
e Jednym z takychto problémov na grafoch je farbenie grafu. Vdaka dynamickému

programovaniu pozname algoritmy, ktoré pre graf s n vrcholmi a so stromovou

Sirkou k najdu farbenie grafu v case O(kF+0Mn) [9]
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e 7 menej znamych problémov spomenieme hladanie celkového poc¢tu nezéavislych
mnozin v grafe ¢i hladanie celkového poc¢tu pareni v grafe. Kolektiv okolo Pengfeia
Wana [10] vytvoril dva algoritmy, ktoré na ziklade stromovej $irky velkosti k
najdu v n-vrcholovom grafe celkovy pocet nezavislych mnozin v ¢ase O(2F - pn?)

a pocet pareni v grafe v case O(2% - pn?).

1.5 Rez grafu

V kapitole 2 si uvedieme vetu o hornom ohraniceni cestovej sirky spolu s dékazom. Na
jej dokazanie vyuzijeme ddkaz vety o hornom ohraniceni bisekcie 3-regularnych grafov.

Na to aby sme vedeli ¢o to je bisekcia grafu, najprv si potrebujeme definovat Rez
Grafu

Definicia 8:[8]

Rez C = (S,T) grafu G je rozdelenie vrcholov grafu V(G) do dvoch dis-

junktnych mnozin S a T

Rez, ktory rozdeli vrcholy grafu V(G) na mnoziny S, T ktorych velkost sa lisi na-
najvys o jeden vrchol, sa nazyva bisekcia.
Definicia 9:(8]

Velkost rezu C' = (S, T) grafu G' s neohodnotenymi hranami je pocet hran
e = (v;, vx) takych, ktoré maju jeden koncovy vrchol v mnozine S a druhy

koncovy vrchol v mnozine T
> = {(vj,v) € E(G)|v; € S,v, € T}

Nasledovné 2 definicie vyuzijeme vylu¢ne v dokaze Lemy o 1-pomocnych mnozi-
nach.2.1

Definicia 10:[1]
Nech 7 je bisekcia grafu G = (V| E).
Pre S C V,(m),p € {0,1} ozna¢me ¢islom

H(S) = {{v,w} € E;ve S;we V\V,(m)}| — [{{v,w} € E;veSwe
Vp(m) = S}

velkost zmensenia (ak je H(S) < 0 tak zvicSenia) 8irky rezu po presunuti
mnoziny vrcholov S do druhej particie. Mnozinu S nazyvame vzhladom na

rez m H(S)-pomocna.
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Obr. 1.3: UkédZzka rezu m a mnozin S a T

Priklady: (na obrazku 1.3)

e Mnozina S je 2-pomocné. 3 hrany patria do rezu m, 1 hrana vychadzajica z

mnoziny S nepatri do rezu .

e Mnozina T je (-2)-pomocna. TakZze po jej presunuti do druhej particie sa Sirka

rezu zvacsi o 2 hrany.
e Vrcholy mimo mnozin S a 7' st samé o sebe (-3)-pomocné

Definicia 11:[1]

Vrcholy mnoziny V, (V7) klasifikujeme na zéklade toho ako daleko sa nachadzajia od
rezu. V mnozine C sa buda nachédzat vsetky vrcholy vo vzdialenosti 1 od rezu, t.j.
vrcholy ktoré maji suseda v mnozine V; (V4). V mnozine D sa budt nachadzat vrcholy
vo vzdialenosti 2 od rezu, v mnozine E sa budi nachédzat vrcholy so vzdialenostou
aspont 3 od rezu. NavySe, v mnozine D;,i € {1,2, 3} sa budu nachadzat vsetky vrcholy
z mnoziny D, ktoré susedia s ¢ vrcholmi z mnoziny C'. Teda Vy = CW D3 W Dy Dy &
E Cislami ¢(X), d3(X), dy(X), dy(X), e(X) budeme oznacovat pocet vrcholov daného
typu v mnozine XC V.

1.6 Kubické grafy

V tejto bakalarskej praci sa budeme zaoberat stromovou a cestovou Sirkou na kubic-
kych grafoch - teda takych, ktorych vSetky vrcholy maju stupenn 3. Kubické grafy st
velmi $pecifickou triedou grafov. Mohlo by sa nam zdat, Ze stupen vrchola 3 je maly,
obmedzujici a naSe vysledky nebudeme moct vediet aplikovat na grafy vyssich stup-
nov. Avsak ako si ukazeme, kazdy graf vieme pretranformovat na kubicky tak, ze nan

budeme moct spustit nase algoritmy a vysledky vyuzit v pévodnom grafe.
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Obr. 1.4: Priklad transformécie grafu na kubicky graf. Pridané hrany stt Neohodnotené

hrany maju zakladna hodnotu 1.

Transformacia vSeobecného grafu na kubicky:

1. V prvom kroku upravime kazdy vrchol v € V(G) s vy$sim stupiiom ako 3. Vrchol
v vieme nahradit vrcholmi vy a vy. Vrcholu v; priradime polovicu susedov vrchola
v, vrcholu vy priradime zvys$nych susedov vrchola v. Medzi vrcholmi v; a v bude
hrana s vahou 0. V8etky hrany z povodného grafu budid mat vadhu 1. Ohodnotenim
hran vieme docielit, Ze cesta medzi vrcholmi vy a v mé dlzku 0, ¢o koresponduje

so situdciou v povodnom grafe.

Na transformaécii uvedenej na obrazku 1.4 sme v prvom kroku rozdvojili vrchol 3

na vrcholy 3" a 3”7 a pridali medzi ne hranu s vahou 0.

2. V druhom kroku upravime kazdy vrchol v € V(G) s mensim stupnom ako 3.
Néajdeme iny vrchol wy ktory mé mensi stupen ako 3. Pokial taky vrchol nie
je, tak aplikujeme predchadzajuci krok na vrchol w so stupnom 3, tym nam
vzniknt dva nové vrcholy: w3 so stupnom 3 a ws so stupiiom 2. Vrcholy v a
wo spojime hranou s vahou co. Nova situdcia v upravenom grafe koresponduje s
povodnym grafom. Hoci existuje hrana medzi vrcholmi, ktoré nie st v pévodnom
grafe susedné, po pridanej hrane sa neda prechadzat - algoritmy pri iteracii tito

hranu preskocia.

Na transformécii uvedenej na obrazku 1.4 sme v tomto kroku najprv pridali hrany
{0,1},{0,2},{1,4}, nakoniec sme rozdvojili vrchol 2 na vrcholy 2 a 2” pridali
hranu {1,2'}



Kapitola 2
Zname horné ohranicenia

V tejto kapitole si spravime prehlad doteraz znamych vysledkov v oblasti cestovej a
stromovej Sirky. UkéZeme si aky ma cestova a stromova Sirka vztah k bisekcii grafu a

ako vieme vysledky bisekcie grafu premostit k zaujimavému vysledku na cestovej Sirke.

Nakolko st v8etky dokazy vyslovenych tvrdeni v tejto kapitole konstrukéné, vyne-
chévat budeme iba dokazy o existencii jednotlivych entit v grafe. Viacsinu dolezitych
konstrukénych krokov treba v tejto kapitole spomenit, nakolko ich budeme viac rozo-

berat v d'alsich implementaénych kapitolach 3 a 4

2.1 Sirka bisekcie

Pozname sirokt skalu problémov na grafoch, ktoré sa zaoberaju particiami grafov.
Ulohou je rozdelit vrcholy grafu rovnomerne do uréitého po¢tu particii tak, aby pocet
hran spajajucich vrcholy z roznych particii bol ¢o najmensi. Pokial pocet particii k
nedeli pocet vrcholov n grafu G, pripistame n(mod)k mnozin takych, ktoré maju od
vSetkych ostatnych mnozin pocet vrcholov nanajvys o 1 vyssi. Pocet takychto hran

zvykneme oznacovat ako velkost rezu.

Speciélnym pripadom particie grafu je bisekcia, kedy vrcholy grafu mame rovno-
merne rozdelené prave do dvoch mnozin. Velkost rezu bisekcie zvykneme oznacovat

ako $irka bisekcie.

Zaciatkom tohto tisicrocia prisiel Burkhard Monien s Robertom Preisom k vysled-
kom [1] ktoré ukazali, Ze so zvySujiacim sa po¢tom vrcholov kubickych grafov sa horné
ohranicenie Sirky bisekcie tychto grafov blizi k (£)|V(G)| (zhora)

Vztah bisekcie grafu a cestovej Sirky

O par rokov neskoér na zéklade predchadzajucich vysledkov o bisekcii kubickych

grafov F.V.Fomin s K.Hoiem skonstruovali triedu algoritmov|2|, ktoré pre Tubovolné

11
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€ > 0 priradia n. € N a najdu cestovu Sirku grafu velkt nanajvys (% +¢€)|V| pre vsetky

kubické grafy s po¢tom vrcholov n > n,

Vztahy medzi Sirkou bisekcie a cestovej Sirky vS8ak nie st natolko pevné. Ako
vstupny parameter pre algoritmus pre cestovit dekompoziciu nepotrebujeme bisekciu,
staCi nam dostato¢ne maly rez grafu, ktory rozdeluje vrcholy do mnozin ktoré sa vel-
kostou nelisia az prilis. takyto rez budeme nazyvat pribliznd bisekcia.() V kapitole 3
implementacia si pribliznid bisekciu definujeme presnejSie. Zatial ju budeme v tejto

kapitole pouzivat ako abstraktny pojem.

Vo zvysku kapitoly si predstavime 2 lemy a vetu o Sirke bisekcie na kubickych

grafoch spolu aj s ich konstrukénymi dokazmi.
Lema o cervenych a ¢iernych hranach

Lema o ¢ervenych a Ciernych hranéch sa so svojim konstrukénym doékazom pouziva
na najdenie aspoin 1-pomocnej mnoziny spliajtcej lemu 2.1. Napriek tomu 7e jej pou-
zitie je v ramci dokazu lemy 2.1 len jeden maly krok, zo vSetkych dokazov v tejto praci
je tento najkomplikovanejsi. Uvedieme si ho az na niektoré menej podstatné detaily v

plnom zneni.

Lema 1:

Nech G = (V,E),E = B W R je kubicky graf s ¢iernymi hranami B a
¢ervenymi hranami R. Nech je kazdy vrchol susedny s aspon ednou ¢iernou
hranou. Nech |R| > (5 + €)|V| pre € > 0. Potom existuje mnozina S C V
velkosti O(2) taka, ze pofet ¢ervenych hran medzi vrcholmi mnoziny S
je vacsi ako pocet ¢iernych hran medzi vrcholmi mnoziny S a vrcholmi

mnoziny V' \ S
Dokaz:

Uvazujme graf Gy, = (V, B) pozostavajuci z mnoziny vrcholov a ¢iernych

hran povodného grafu G. Nech F' je rodina komponentov grafu Gyger-

Komponent I € F' povazujeme v zavislosti od po¢tu jeho vrcholov a zvole-

ného epsilon za maly, resp. velky.

Komponent I € F povazujeme za tenky pokial je pocet Gervenych hran spa-
jajucich vrcholy komponentu I s malymi komponentami dostato¢ne maly
v pomere k velkosti zjednotenia tohto komponentu so vSetkymi malymi
komponentami cez dané ¢ervené hrany. V opacnom pripade povazujeme

komponent za hruby.
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Obr. 2.1: Priklad hrubého a priklad tenkého komponentu

Na obrazku 2.1 vlavo mézeme vidiet modry komponent, ktory je s malymi
komponentami spojeny 8 ¢ervenymi hranami a velkost jeho zjednotenia s

tymito komponentami je 15. Modry komponent povazujeme za hruby.

Vpravo na obrazku mézeme vidiet modry komponent, ktory je s malymi
komponentami spojeny 3 ¢ervenymi hranami a velkost jeho zjednotenia s

tymito komponentami je 17. Modry komponent povazujeme za tenky.

Pokial existuje maly komponent I € F taky, Ze v grafe G existuje Cer-
vena hrana medzi vrcholmi tohto komponentu, dany komponent spliia lemu,
kedZe je dostatofne maly a ma asponi jednu internt (medzi vrcholmi kom-
ponentu) ¢ervent hranu. Kvoli tomu Ze je to ¢ierny komponent, neexistuje
¢ierna hrana spéajajtca I s V(G) \ I, teda ¢ervenych internych hran je viac

ako ¢iernych externych.

Pokial existuju dva malé komponenty I,.J € F spojené ¢ervenou hranou,
zjednotenie tychto komponentov splita lemu, kedze je dostatocne malé a je

tam minimalne jedna interna cervena hrana a ziadna externa.

Pokial sme doposial zostali netspesni, z F budeme vyhadzovat nasledovné

komponenty:

1. Vyhodme vSetky malé komponenty I € F' ktoré obsahuji ¢ierne hrany

tvoriace cyklus

2. Pokym existuje velky a hruby komponent I € F, vyhod I z F aj
so vSetkymi malymi komponentami, ktoré si s nim spojené ¢ervenou

hranou

pozn: Pocas kroku ii. sa mozu tenké komponenty zmenit na hrubé a naopak.

Po vykonanych tpravach vsetky zvysné komponenty v F' st

1. velké a tenké, alebo

2. malé a Cierne hrany tvoria strom
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Pokial sme doteraz nenagli mnozinu vrcholov spliiajacu lemu, v rodine kom-
ponentov F' sa s istotou nachadza velky a tenky komponent. (dokaz o jeho

existencii vynechame)

Nech I,; € F je velky a tenky komponent. Nech Gy, je graf indukovany
¢iernymi hranami komponentu [,;,. Dany graf teraz v dvoch krokoch zredu-

kujeme.

Z grafu G, postupne zmazeme vSetky vrcholy stupha 1 az ziaden taky
nezostane. Po ich zmazani nahradime v grafe G, vSetky suvislé tseky
vrcholov stupfia 2 jednou hranou (spéjajucou vrcholy stupna 3). Kazda
pridana hrana e medzi vrcholy stupna 3 nahradza vymazané vrcholy, ktoré

tvoria strom. Ozna¢me tito mnozinu ako 7'(e).

Analogicky s tenkostou, resp. hrubostou mnoziny vrcholov budeme novop-

ridané hrany oznacovat ako netu¢né, resp. tucné.

pozn: opéat kontrolujeme pomer medzi poctom Cervenych hran spajajucich
T'(e) s malymi komponentmi a velkostou zjednotenia 7'(e) s tymito mnozi-

nami.

V grafe G, existuje vrchol v, ze pocet Cervenych hran, ktoré spajaja 7'(e)
s malym komponentom, pricom e je netu¢na hrana susediaca s vrcholom
v, je asponi 4. (dokaz o existencii vrchola vynechavame) Toto ¢islo ozna¢me
ako n(v).

e Pokial pre vrchol v plati n(v) = 4, tak zjednotenie vrcholu v s vyma-
zanymi stromami na ktoré odkazuji susedné netuéné hrany vrchola v,
spolu s malymi komponentami spojenymi 4 ¢ervenymi hranami, spliia
lemu, kedZe tam si aspon 4 interné ¢ervené hrany (spéajajice malé
komponenty) a nanajvys 3 externé ¢ierne hrany (netuéné hrany mozu

byt 3, pricom so zvyskom grafu Gy, si spojené ¢iernou hranou)

e Pokial n(v) > 5 a vrchol v je sused s dvomi netuénymi hranami,
kde kazdé z nich odkazuje na vymazany strom ktory spéjaji dve cer-
vené hrany s malymi komponentmi, potom zjednotenie vrcholu v s
vymazanymi stromami danych dvoch netu¢nych hran spolu s malymi
komponentmi spojenymi 4 ¢ervenymi hranami, splia lemu, kedze tam
st aspon 4 interné ¢ervené hrany (spajajuce malé komponenty) a 3
externé ¢ierne hrany (netucéné hrany su 2, pri¢om so zvysSkom grafu
G,, st spojené ¢iernou hranou, susednad hrana vrchola v ktora nebola

spomenuté je tretou externou ¢iernou hranou)
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Pokial sme stale nenasli mnozinu spliiajucu lemu, niektora zo susednych
hréan e vrchola v je netucna a T'(e) spajaji s malymi komponentmi aspoii

3 Cervené hrany.

Ukazeme, ako vieme najst v 7'(e) mnozinu vrcholov taki, Ze spolu s malymi

komponentami spojenymi cez ¢erventi hranu tdto mnozina splia lemu.

Vrcholy spojené s T'(e) ¢iernou hranou oznaéme v, ve. Majme mnozinu
K =T(e)U{vy,ve}. K je strom. Zoberme jeden z vrcholov vy, ve ako koreii
a hrany nech st orientované smerom od korena k listom. Ozna¢me v strome

vrcholy ktoré splhaju nasledujace podmienky ako kandidujuce:

e Vrchol v vo svojom podstrome neobsahuje ziaden z vrcholov vy.vy

e Podstrom vrchola je spojeny s malymi komponentmi 2 ¢ervenymi hra-

nami

e Podstrom vrchola neobsahuje Ziaden iny vrchol ktory splha predoslé

dve podmienky, t.j. vrchol je ¢o najdalej od korena

Pokial pre niektory z vrcholov ¢o spliia vyssie uvedené podmienky nie je
zjednotenie jeho podstromu s malymi komponentami spojenymi 2 cCerve-
nymi hranami prilis vel'ké, toto zjednotenie splia lemu (2 interné cervené
hrany spéajajice malé komponenty, 1 ¢ierna externd hrana od vrcholu v

smerom k rodi¢ovi v strome K)

Pokial je vSak pre vietky vrcholy spliiajuce podmienky spominané zjed-
notenie prilis velké, vytvorme novy graf G pozostavajici z vrcholov vy, s,

kandidujtcich vrcholov a vetkymi cestami (vrcholmi stupia 2) medzi nimi.

Spominané cesty v grafe G koreponduju s tuénymi/netuénymi hranami.
Pre cestu P oznaéme T'(P) = |J,.p vUT(w), kde w € K\ G je sused vrchola
v. Ak taky nie je, T'(w) je prazdna mnozina. T'(P) teda obsahuje vsetky
vSetky vrcholy na ceste P a vSetky podstromy tychto vrcholov nepatriace
grafu G. Pre vrcholy v stupiia 3 v grafe GG oznaéime n(v) pocet Gervenych
hréan spajajacich T'(P) s malymi komponentami ¢ervenou hranou pre vsetky
P ktoré susedia s vrcholom v. V grafe existuje vrchol v pre ktory n(v) >
4. Dokaz o jeho existencii vynechame. Cesty P susediace s vrcholom v

koresponduju s netu¢nymi hranami.

Budeme postupovat analogicky ako pri predchadzajucom pripade. Pokial
n(v) = 4, vieme najst mnozinu vrcholov spliiajicu lemu. Takisto ak n(v) >
5 a pre dve z ciest Pp, P, plati, ze T'(P;) spajaju s malymi komponentami

2 Cervené hrany, vieme néjst mnozinu vrcholov splhajicich lemu.

15
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Pokial sme ale stale nenagli mnozinu vrcholov spliiajicu lemu, pre niektora
cestu P susediacu s vrcholom v plati, ze T'(P) spajaju s malymi kompo-

nentami aspon 3 ¢ervené hrany.

Vrchol v € P nazvime Cerveny, ak méa suseda w € K \ G takého, ze T'(w)

je spojené s malym komponentom cez ¢ervent hranu,

e Pokial je T'(P) spojené s malymi komponentami nanajvys cez 4 Cer-
vené hrany, zjednotenie cesty P a tychto malych komponentov spoje-
nych 3 Gervenymi hranami je mnozina spliajtca lemu. St tam aspoi
3 interné Cervené hrany spajajice malé komponenty, 2 externé ¢ierne
hrany spéajajice okraje cesty P so zvyskom grafu G. Zjednotenie je

pritom dostato¢ne malé.

e Pokial je T'(P) spojené s malymi komponentami aspon cez 5 ¢ervenych
hran, vieme néjst taku trojicu {vy, ve,v3} Cervenych vrcholov na ceste
P, 7e zjednotenie T'(wy ), T'(ws), T'(ws), ciest medzi vrcholmi vy, ve, v3 a
malych komponentov aspofi cez 3 Gervené hrany je mnozina spliajica
lemu. St tam aspon 3 interné ¢ervené hrany spéjajice malé kompo-
nenty, 2 externé ¢ierne hrany spéjajice okraje cesty P so zvyskom

grafu G. Dokaz, Ze je zjednotenie dostatoéne malé, vynechame.

Tymto sme dokazali pravdivost lemy o ¢ervenych a ¢iernych hranéch.
Lema o 1-pomocnych mnoZinach

V tejto casti si ukdaZeme névod, ako najst mnozinu vrcholov taku, ktorej
presunutim do druhej particie zmenéim velkost rezu.

Lema 2:

Nech 7 je pribliznd bisekcia(2.1) grafu G = (V, E),V = VW V. Pokial
je 8irka rezu visia ako (3 + 2¢)[Vpl,e > 0, vieme najst aspon 1-pomocnt
mnozinu S € Vy velkosti O(2).

Teraz si v skratke predstavime hlavné myslienky dokazu.
Dokaz:

V mnozine V; sa mézu nachédzat situécie, ktoré priamo vedd k malej 1-

pomocnej mnozine ktora splha lemu.

1. Pokial mé niektory z C-vrcholov aspon 2 susedov v Vi, tento vrchol

sam o sebe tvori asponn 1-pomocnd mnozinu.
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Obr. 2.2: Na obrazku mozeme vidiet jednoduché priklady 1-pomocnych mnozin typu
1.a 2.

2. Mnozina 3 spojenych C-vrcholov tvori 1-pomocnii mnozinu.

3. Nech vrchol v ma C-suseda, ktory je susedom dalSicho C' alebo Ds
vrchola. Pokial zvysni dvaja susedia vrchola v st z mnoziny C' U Dy U
D3, zjednotenie vsetkych spomenutych vrcholov a ich C-susedov tvori

aspofi 1-pomocnit mnozinu velkosti nanajvys 11 vrcholov.

Ak sme doteraz nenasli ziadnu Struktiru spliiajicu lemu, na grafe Gy, spravime
transformécie, po ktorych v grafe nezostani ziadne D3 vrcholy a taktiez ani

hrany medzi C-vrcholmi.

Po vykonani spomenutych transformacii pouzijeme na grafe Gy, lemu o

¢ervenych a Ciernych hranach 2.1 na najdenie 1-pomocnej mnoziny.

Najdent mnozinu na transformovanom grafe Gy, upravime tak, aby to bola

1-pomocna mnozina v pévodnom grafe Gy,

Transformdcia 1:

Povodna situacia: o, 8 € C,y € D1UDs,0 € DiUE, {«, 5}, {8,7},{,0} €
E(Gy,). V transformovanom grafe Gy, nahradime hrany {a, 3}, {7, 0} hra-

nami {a, v}, {8, 9}
Transformdcia 2:

Povodna situacia: « € D3, f € C,yv € D1UD,,§ € D1UE, {«, 8}, {B,7},{7,0} €
E(Gy,). V transformovanom grafe Gy, nahradime hrany {a, 3}, {7, 0} hra-

nami {o, v}, {5,d}

Vytvorim novy graf K, ktory bude pozostavat z D U E vrcholov. Vsetky

hrany medzi vrcholmi D U E v grafe Gy, budi v grafe K Gierne. Cervené
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Obr. 2.3: Transformécia 1 a transforméacia 2

hrany budt medzi kazdymi dvomi vrcholmi, ktoré si v Gy, spojené so

spolo¢nym C-vrcholom.

K splita predpoklady pre lemu 1 pre € = 3e. Pouzitim lemy 1 najdeme 1-
pomocni mnozinu S, ktora spolu so susednymi C-vrcholmi splia lemu pre

graf Gy,.
Zostava nam ukazat, ako vieme 1-pomocntt mnozinu S v Gy, pretransfor-
movat na l-pomocnit mnozinu S v Gy,.

Vsetky tranformacie ktoré sme vykonali na grafe Gy, teraz budeme inverzne
simulovat (teda aj vykonéavat v opa¢nom poradi). V skuto¢nosti nebudeme
pridavat ani odoberat hrany, ale iba upravovat 1-pomocnid mnozinu S v

zévislosti od konfiguracie vrcholov v grafe S.

Pre vykonavant inverzna tranforméciu si skontrolujeme ¢ sa «, 3,7, d na-

chadzaji v 1-pomocnej mnozine.
Inverznd transformdcia 2:

l.a,yeS,B,6¢8 = S=SuU{3}

2. a,y¢ S,5,6€S = S=SU{a,v}u{veC;{v,a} € E}
Inverznd transformdcia 1:

1. a,y€S,86¢8S = S=5Su{p}

2. a,v¢8,8,0eS = S=SU{a~}

Obidve inverzné transformacie zvécsia 1-pomocnt mnozinu S prinajhorsom

o kongtantu, teda S spliia lemu.

Lema o 1-pomocnej mnoZine nam hovori o tom, ze pokial je Sirka rezu
emphpribliznej bisekcie(2.1) vicsia ako (3 4 2¢€)|Vo|,e > 0 kde [Vy| > V4],

vieme vo Vg najst dostato¢ne mala 1-pomocni mnozinu.
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Vzdy po aplikovani tejto lemy dand 1-pomocnt mnozinu presunieme do
druhej particie.

Lemu budeme aplikovat az pokym sa nedostaneme do situacie, ze Sirka
. - e \%, , sy .
rezu je mengia ako (3 + 2¢)|Vy|, pricom ked “V—Oll ~ 1, horné ohranicenie

sirky (pribliznej) bisekcie bude priblizne (3 4 €)|V/|

2.2 Cestova Sirka

V doékaze o dekompozicii kubického grafu budeme potrebovat vetu o dekompozicii
stromu, ktoru si teraz uvedieme bez ddkazu.

Veta a dekompozicii stromu|11|

Pre Tubovolny strom 7' s po¢tom vrcholov n > 3 plati, Ze cestova Sirka

stromu 7" je nanajvys logsn

Lema o cestovej dekompozicii

V tejto casti si ukdzeme mozny navod, ako néajst cestovii dekompoziciu s dostatocne
malou Sirkou rozkladu.

Lema 3:

Nech G je kubicky graf. Pre kazda mnozinu X C V(@) existuje cestova

dekompozicia (X, Xy, ..., X,) grafu G so sirkou nanajvys

maz{|X]|, |n/3]} + (2/3)logsn + 1
pricom X = X,
Dokaz:

Lemu budeme dokazovat matematickou indukciou.

Na grafe s jednym vrcholom je tvrdenie lemy trividlne. Predpokladajme, ze

tvrdenie plati pre vSetky grafy s poc¢tom vrcholov mensim ako n pre nejaké
n>1

Majme graf G's n vrcholmi a mnozinu X C V(G).

Mo7zu nastat viaceré situacie:
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Pripad 1: najdeme vrchol v € X pre ktory N(v) \ X = 0, t.j. v nema

ziadneho suseda mimo mnoziny X.

Podl'a indukéného predpokladu existuje cestova dekompozicia (X7, X, ..., X,)
grafu G\ {v} so sirkou rozkladu nanajvys max{|X| — 1, |[(n — 1)/3]} +
(2/3)loggn — 141, pricom X = X,. Pridanim vrchola v do mnoZziny X, na-
dobuda cestova dekompozicia $irku rozkladu nanajvys max{|X|, |[n/3|} +
(2/3)loggn + 1

Pripad 2: ndjdeme vrchol v € X pre ktory |N(v) \ X| = 1, t.j. vrchol v ma

mimo mnoziny X prave jedného suseda. Oznacme tento susedny vrchol u.

Podl'a indukéného predpokladu pre G\ {v} a X \ {v} U {u} existuje ces-
tova dekompozicia P’ = (X1, X5, ..., X,.) grafu G \ {v} so sirkou rozkladu
nanajvys maz{|X|, [(n—1)/3]}+(2/3)logsn — 1+ 1, pricom X\ {v} U{u}

Vytvorime novi cestovi dekompoziciu P z P’ pridanim mnozin X, ; =
X U {u}, X, = X, takZe novovzniknuta cestova dekompozicia bude mat
tvar P = (X1, Xo, ..., X;-, X;01, X;40) a jej Sirka rozkladu bude nanajvys
max{|X|, |n/3|} + (2/3)logsn + 1.

Pripad 3: pre kazdy vrchol v € X plati |[N(v)\ X| > 2, t.j. vrchol mé aspon
2 susedov mimo mnoziny X. V takejto situacii rozlisujeme dva podpripady,
podla toho ¢i je mnoZina X velké alebo mala. (detailnejsi postup je ukazany

v povodnom ¢lanku)

Podpripad 3.A: pokial je mnozina X vzhladom na graf G velka, vieme po-
vedat, ze v G\ X sa nachédza komponent T, ktory je strom. Podl'a vety o de-
kompozicii stromov 2.2 existuje cestova dekompozicia P! = (X1, Xs, ..., X,)

grafu T so sirkou rozkladu nanajvys (2/3) logs n.

Podl'a indukéného predpokladu existuje cestova dekompozicia P? = (Y7, Ya, ...
X) grafu G\ V(T) so sirkou rozkladu nanajvys | X|+ 1. Kombinéciou tychto

dvoch cestovych dekompozicii dostaneme dekompoziciu P = (Y7, Ys, ..., Y; =

e

X, XjUX, XoUX, ..., X, UX, X) so sirkou rozkladu nanajvys max{| X|, [n/3]| }+

(2/3)loggm + 1

Podpripad 3.B: pokial je mnozina X vzhladom na graf G mal4, pridame do
mnoziny X taky pocet vrcholov z V(G) \ X aby bola mnozina vzhladom
na graf G velka. Po pridani vrcholov do mnoziny X sa budeme nachadzat

v niektorom z vyssie uvedenych pripadov.

Matematickou indukciou sme dokazali tvrdenie lemy.
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Veta o cestovej Sirke

Veta 4:

Pre Tubovolné € > 0 vieme najst celé kladné ¢&islo n., Ze pre kazdy 3-
regularny graf G, |V(G)| > n. existuje cestova dekompozicia so $irkou roz-

kladu nanajvys
(5 + V(G

Dokaz:

Majme graf G. Vdaka liem o ¢ervenych hranéch 2.1 a 1-pomocnych mnozi-
nach 2.1 vieme nadobudnut priblizni bisekciu(2.1) so Sirkou rezu nanajvys
(5 +OlV(G)I.

Ozna¢me particie Vp, Vi. C-vrcholy v V4 oznaé¢me A(Vg), C-vrcholy v V)

oznac¢me A(V}).
Pomocou lemy o dekompozicii 2.2 vieme vytvorit cestové dekompozicie Py =
(Xla XQ) sy X’r‘ = A(‘/O)a Pl = (Yia }/27 ceey }/;f = A(Vl)podgrafov G[‘/O]; G[‘/l]

Tieto dekompozicie maju velkost nanajvys
maz{(} + €)n, [n/6] +1} + (2/3)loggn + 1

Teraz vytvorime dekompoziciu P, = (Zy, Zs, ..., Zs). Mnozina Z; bude ob-
sahovat vrcholy A(V), Mnozina Z; bude obsahovat vrcholy A(V;). Pre Z;,
kde i je neparne, vyberieme vrchol v € Z; \ Z pricom dalsie dve mnoZiny
konfigurujeme nésledovne: Z;11 = Z; U N(v) N Zs, Zivo = Ziv1 \ {v}

KedZe v kazdom kroku vyhodim jeden vrchol z V{ a nahradim ho jeho
susedmi V7, po kone¢nom pocte krokov sa dostaneme k uprave mnoziny Zj,
ktora obsahuje vrcholy z A(V]).

Konecné dekompozicia grafu G sa sklada zo spomenutych 3 ciastkovych
dekompozicii a ma tvar P = (X1, Xo, .., X;,, Z1, Zo, ..., Zs, Yy, Vi1, ..., Y1)
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Kapitola 3
Implementacia optimalneho rezu

V tejto kapitole si ukdzeme, ako sme pri implementacii pribliznej bisekcie(2.1) riesili

technické problémy rézneho druhu.

Implementaciou dokazov budeme prechadzat v chronologickom poradi ako v kapi-

tole 2, preto sa budeme odvolavat na ¢asti dokazov iba ked to bude vyslovene potrebné.

V préaci budeme pouzivat kniznicu ba_ graph, aj kvoli ktorej sme pouzivali progra-
movaci jazyk C++. Na zaciatok si teda predstavime ktoré prostriedky tejto kniznice

budeme v praci vyuzivat.

Ako kazda ina grafova kniznica, tak aj tato obsahuje zékladné triedy ako Vertex
alebo Edge, teda poskytuje rozhranie pre vrcholy a hrany. My vSak budeme vo vicsine
implementacie pristupovat k vrcholom cez triedu Number, ktora ma v sebe ulozené
¢islo vrchola. To nam, ako uvidime neskor, pre problematiku cestovej sirky postacuje.

Vrcholy grafu budeme mat pre rychlost pristupu ulozené v datovej strukture set.

K hranam grafu budem pristupovat cez struktaru multiset, v ktorej budem mat ulo-
zené dvojice vrcholov, teda { Number, Number}. Dovodom ukladania hréan do multiset
je pripustnost viacnasobnych hran, ¢o multiset povoluje. Trieda Number je jednym z at-
ributov triedy Vertez, takze jednoduchost zostane ako vstup programu graf obsahujtci
vrcholy a hrany, z ktorého nasledne ziskam tidaje o vrcholoch a hranach a Nepopiera-
telnt vyhodu to méa v tom, Ze spracovavanie programu bude pri trivialnejsich triedach
rychlejsie.

Napriek ukazaniu moznej transformécie 1.4 vSeobecného grafu na kubicky budeme

predpokladat, ze vstupny graf je kubicky.

Z kniznice sa budeme stretavat este s dalsim prvkom - triedou Factory, ktora na-
dobtiida vyznam hlavne vtedy ked pracujeme v jednom programe s viacerymi grafmi
paralelne. Nakol'ko budeme vzdy riesit Sirku rezu prave jedného grafu, touto triedou sa

uz viac nebudeme v tomto texte zaoberat.

23
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3.1 Lema o cervenych a ¢iernych hranach

Cielom lemy 1 je najst taki mnozinu vrcholov, v ramci ktorej je viac ¢ervenych hran

medzi vrcholmi ako ¢iernych hran vychadzajtucich z mnoziny vrcholov mimo mnozinu.

Aby sme mali vSetky potrebné informacie o grafe, potrebujeme okrem pocte vrcho-
lov a zozname hran vediet aj ktoré hrany su ¢ervené a ktoré su ¢ierne. Ako si neskor
ukazeme, ¢ervenych hran bude vo vacsSine pripadov menej, teda ako druhy vstupny
udaj budeme potrebovat zoznam ¢ervenych hran. Zvy$né hrany v grafe budu ¢ierne.
Nakoniec uz len potrebujeme Factory a hodnotu €, ktoré ziskame ako paramter z lemy

2, ktoru si ukdZeme neskor.

V pripade, 7e sa nachadza v grafe vrchol ktory ma Gervent slucku, tento vrchol splha
lemu, kedZe slucka je povazovana 2 hrany, teda vrchol mé 2 interné ¢ervené hrany a
jednu externu ¢iernu. (Tretia hrana musi byt ¢ierna kvoli podmienke v leme)

Ked méame informéciu o tom ktoré hrany su cierne a akt hodnotu mé epsilon,
mozeme si vytvorit jednoduché funkcie, ktoré zistia, ¢i je mnozina vrcholov velké,
mald, tenka, hrub4, ¢ pozitivna (splhajtca lemu).

Na to aby sme zistili ¢i je mnozina vrcholov I tenka alebo hruba potrebujeme
vediet kol'ko ¢ervenych hran je takych, Ze spaja dantt mnozinu s malymi komponentami.

Oznacenim SC' budeme chapat zjednotenie vSetkych malych ¢iernych komponentov.
UkéZeme si 3 rozne pristupy:

e Prva moznost je prechéddzat vSetkymi ¢ervenymi hranami a zistovat ¢i jeden z jej
koncovych vrcholov je v I a druhy patri do niektorého malého komponentu. Na
to aby sme zistili, ¢i je druhy v niektorej malej mnozine, musime iterativne prejst
vietky malé komponenty. Preto ¢asova naro¢nost tohto pristupu je O(|R|u|SC|),

¢o pre nés nie je uspokojivé.

e Dalsi spOsob je namiesto ¢ervenych hran prejst vSetkymi vrcholmi 7, no opét sa
dostdavame do podobného problému, kedy zistit, ¢i susedny vrchol cez Cervenu
hranu patri do malého komponentu je ¢asovo ndro¢né. Tento pripad je ale predsa

o nie¢o lepsi a trva O(|1|u]SCY).

e Ked vymenime poradie iteracii a najprv prejdeme vsetky vrcholy SC' a overime,

¢i nie ich sused patri do mnoziny I, celkovy postup nas bude stat O(|SC|) ¢asu

Velkost zjednotenia mnoziny I so vSetkymi malymi komponentami spojenymi ¢er-
venou hranou budeme riesit analogicky. Co viak mozeme oproti predchadzajicemu
postupu vylepsit je, ze vzdy ked pre dany maly komponent najdeme ¢ervenu hranu
spajajucu komponent s I, zvacsim zjednotenie o velkost tohto malého komponentu a

prerusim for cyklus pre vrcholy daného malého komponentu.
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Ked uz mame zakladné funkcie prichystané, ulozime si komponenty indukované ¢ier-
nymi hranami do F' vo formate set(set<Number>). To spravime jednoduchym prehla-
dévanim s vyuzitim zaznacenia uz navstivenych vrcholov. Z daného vrcholu sa moézem
pohybovat iba po ¢iernych hranach a do nenavstivenych susedov, v ktorych budem po-
stup rekurzivne opakovat. Po navrate z rekurzi funkcia ulozi navstivené vrcholy. KedZze

je graf konecny, tato funkcia tiez skondi.

Podla dokazu 2.1 potrebujeme overit, ¢i sa nenachadza v F' taky maly komponent
I, ktory by bol pozitivny, resp. by bol spojeny s inym malym komponentom cervenou
hranou.

Prva moznost vieme skontrolovat trividlne, pomocou uz vytvorenej funkcie isPo-
sitive, pre druhy pripad pouzijeme funkciu smallSetsViaRedFEdge, ktora najde vsetky

malé komponenty spojené s I.

Funkcia smallSetsViaRedEdge ma parametricky dané, ¢i chceme najst vSetky malé
komponenty alebo staci jeden taky. V kroku spomenutom vyssie chceme préave jeden
komponent, preto po jeho najdeni funkcia skoné¢i. Tato funkcia bude v svojom plnom

rozsahu vyuzita este neskor.

V konstrukénom dokaze tejto lemy vrcholy aj hrany mazeme. Aby sme neprisli o
dolezité udaje ktoré budeme neskodr potrebovat, nebudeme vrcholy ani hrany v skutoc-
nosti mazat, ale iba ich budeme oznacovat za vymazané. Na druhia stranu si to v8ak
vyzaduje, aby sme vzdy pri prechddzani susedov vrcholov kontrolovali, ¢i nie je dany

sused vymazany.

Pokial sa nenachadza v F Ziaden komponent spliiajici lemu, funkciami step1, step2

upravime mnozinu komponentov I’ podla dékazu.

e V kroku 1 vyuzijeme fakt, ze v grafe s vrcholmi stupna < 3 sa kruznica nachadza
prave vtedy, ked je v iom pocet 1-stupniovych vrcholov nanajvys taky ako pocet

3-stupiiovych. [8]

e Pocas druhého kroku sa, narozdiel od prvého, mézu dodatocne vyskytnut niektoré
konfiguracie ktoré treba vymazat. Druhy krok ukon¢im az v momente, ako som

spravil jednu celu iterdciu elementami z I bez toho aby som niektory z nich

vyhodil.

Redukciu niektorého velkého tenkého komponentu riesim v nasledujicich dvoch
krokoch:

1. reduceStep1: Pre kazdy vrchol komponentu na redukovanie sa pozriem kolko mé
nevymazanych susedov spojenych ¢iernou hranou. Pokial mé iba jedného takého

suseda, oznac¢im vrchol za vymazany a zavolam mazaciu funkciu removelLine na
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susedny vrchol. Mazacia funkcia sa zastavi ked niektory vrchol bude mat dvoch
nevymazanych ¢iernych susedov. KedZe sa removeLine vola funkciou reduceS-
tepl, ktord prejde postupne vSetkymi vrcholmi, po redukcii nezostane ziaden

vrchol stupna 1.

2. reduceStep2: Vymazanie vSetkych ciest tvorenych vrcholmi stupnia 2 nie je prob-
lém. Treba si vSak zaznacovat vrcholy ktoré vymazeme a potom ich vymazat
naraz. Postupné mazanie by zapricinilo zniZenie stupna vrcholov a mohlo by sa

stat, ze by sme takto vymazali vSetky vrcholy v komponente.

V reduceStep2 nepridavam hrany medzi vrcholy stupna 3, spravim tak az vo funkcii
edgeRef, ktora ako parameter okrem iného vyzaduje zoznam vymazanych vrcholov. Pole
vymazanych vrcholov znegujeme, teda vrcholy komponentu po redukcii buda oznacené
ako vymazané. Potom zavolame funkciu connectedComponents, ktorou ziskame zredu-
kované stromy. Pre kazdy strom zistime ktory vrchol mimo stromu je spojeny ¢iernou
hranou. Takéto vrcholy st dva a medzi nimi bude hrana odkazujica na tento vymazany
strom.

Funkciu isFat vytvorime analogicky ako funkciu isThin.

Vo funkcii n(v), ktord pre netuéné hrany e incidentné s vrcholom v spoéita pocet
¢ervenych hran spajajucich T'(e) s malym komponentom, skombinujeme uz vytvorené
funkcie isFat a alfa, ktora pocita Cervené hrany spajajice mnozinu s malym kompo-
nentom.

V pripade ak pre niektory vrchol v plati n(v) = 4, funkciou smallSetsViaRedEdge
dostaneme pozadovant mnozinu spliiajicu lemu. Vdimnime si, ze v tomto pripade
nechceme iba jeden komponent ako na zaciatku.

Podobne postupujeme aj v pripade n > 5

V situécii, kedy vo vymazanom strome oznacujeme vrcholy ako kandidujice, hlavne
vyuzivame funkcie designateNodes a undesignateAbove. Prva z funkcii overi prvé dve
podmienky pre kandidujtci vrchol.

Tretia podmienka hovori o tom, Ze kandidujici vrchol nemdze mat v podstrome Zia-
den iny kandidujtci vrchol. Inak povedané, medzi kazdou dvojicou koren-kandidujice
vrchol nemoze byt iny kandidujuaci vrchol, teda vzdy po oznaceni vrchola ako kan-
didujiceho funkcia undesignateAbove vSetky vrcholy medzi korenom a kandidujucim

vrcholom oznaci ako nekandidujtce.

Konstrukciu grafu G pozostéavajicu zo vietkych ciest medzi kandidujicimi vrcholmi
a koreniom vytvorime pomerne jednoducho: pre kazdy kandidujici vrchol pridam do
mnoziny v8etkych jeho predkov az po koren. Pokial som na ceste narazil na vrchol

ktory uz je pridany, pridavanie vrcholov do grafu ukon¢im.
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Kedze vrcholy grafu mame ulozené v datovej strukture set, o duplicitu vrcholov sa
nemusime obavat.
Podobne ziskame vSetky cesty medzi kandidujicimi vrcholmi. Funkcie getAllPaths

a getPath prechadzaju od kazdého kandidujiceho vrchola smerom hore.

e Ak dany vrchol nie je koren, over ¢i jeho rodi¢ ma iba jedno dieta. Ak ano, pridaj
ho do cesty, ak nie, je to vrchol stupna 3, kedZze méa 2 deti a ako nekorenovy
vrchol aj rodica. V takom pripade ho do cesty nepridaj, cestu pridaj do mnoziny

ciest a getPath spusti na 3-stupfiovom rodic¢ovi.

e Ak dany vrchol je koren, doteraj$iu cestu nahradme novou, ktora ziskame z fun-

kcie pathOfChildren, ktoré vytvori cestu z korenia a vrcholov s jednym dietatom.

Nasledujuci usek s funkciou n(v) riesime analogicky ako v predoslom pripade.

V pripade, ze N(v) > 5 a zaroven pre niektort cestu P z vrchola v plati, ze 3 <
a(T(P)) < 4, pozadovant mnozinu najdeme Iahko. Pokial o(T'(P)) > 5, zistime, ktoré
vrcholy na ceste P su Cervené, t.j. pre ktoré v € P plati a(T'(v)) = 1.

Aby sme mohli najst mnozinu splitajicu lemu, potrebujeme si Gervené vrcholy dat
do poradia sequence v akom nasleduju na ceste P. To spravime tak, Ze z vrchola v
zistime, ktory sused patri do cesty P. Tento sused je na jednom jej kraji. Postupne
budeme prechadzat na druhy koniec cesty a vzdy pri prechadzani ¢ervenym vrcholom
tento vrchol pridame do sequence. sequence musi byt vector, aby si prvky uchovaval
v linedrnom poradi.

Podobne v poradi budeme mat uloZené aj cesty medzi Cervenymi vrcholmi. Pre
jednoduchost algoritmu treba spomentut, Ze prvy element v zozname tychto ciest nie je
cesta medzi dvomi ¢ervenymi vrcholmi.

Staci nam uz len prejst vSetky trojice ¢ervenych vrcholov v;, v;41, vi + 2 a dvoch ciest
P;y1, Piyo medzi nimi. Kazda takato péticu skontrolujeme, ¢i je zjednotenie T'(V;) U
T(041)UT (0i42) UT (Pyy1) UT(Pi12) ako doteraz najmensie najdené. Ak ano, oznacme
tuto paticu ako doteraz najmensiu najdeni.

Po |P|—2 krokoch néjdeme péticu, ktora spolu s malymi komponentami cez ¢ervené

hrany spliia lemu.

3.2 Lema o 1-pomocnych mnozZinach

V tejto leme budu velku ulohu zohravat transformécie - pridavanie a odstranovanie
hran.

Podobne ako v predchadzajicej leme, ani v tejto nebudeme pridavat ¢i odstranovat
hrany na vstupnom grafe. Potrebujeme si ho zachovat pre dalsie pouzitie. Transformo-

vané hrany si budeme uchovavat nasledovne.
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V neighbors si budeme ukladat ktory vrchol méa akych susedov v pévodnom grafe. V
transormedNeighbors budeme mat ulozenych susedov daného vrchola po vykonanych
transforméciach. Pre pripady viacnasobnych hran ¢i slu¢iek mame susedov vrchola
ulozenych v multiset.

Na zac¢iatku overime pritomnost jednoduchych konfiguracii vrcholov, ktoré by priamo
viedli k-pomocnej mnozine. Pokial sme Ziadne nenasli, vykoname transformécie podla
dokazu.

Vykonané transformécie si budeme ukladat do vector, kedZe po najdeni 1-pomocnej
mnoziny na transformovanom grafe budeme vykonéavat inverzné transformacie v reverz-

nom poradi, takze ich potrebujeme mat ulozené v spravnom poradi.

Pri transformacii 1 hladame 4 vrcholy priamo. Za¢neme od Tubovolného C-vrcholu
a zistim ¢i neméa C-suseda. Ak &no, najdem dalsie vrcholy podla dokazu.
Je dolezité si zapamatat, kde sa nachadzal 3. a 4. vrchol. Aby sme vedeli, ¢i v treba

vymazat z D; alebo z D, a pridat do Ds, resp. D3. Podobne aj pri vrchole 9.

Aj pri transformaécii 2 hfadame pozadované vrcholy priamo cez susedov. Tu si v8ak
nepotrebujeme pamétat do ktorej mnoziny patri v, kedZe pridana ani odobrata hrana
z vrcholu v ho nespajala s C-vrcholom, teda vrchol v zostane v mnozine D; v ktorej sa

nachédza.

Vytvorime graf s ¢erveno-¢iernymi hranami podla dokazu a néjdeme 1-pomocni
mnozinu.
Vykoname transformaécie typu 2 v rverznom poradi a nasledne aj transformaécie typu
1 v reverznom poradi.
Upravena 1-pomocna mnozina spolu aj so susednymi C-vrcholmi spliia lemu. Pokial
V(&)

je v8ak mnozina prilis velka, Ze po jej presune do V; bude |V5| < ==+, vratime prazdnu

mnozinu, ¢o bude znamenat, aby sme ukon¢ili hfadanie optimalneho rezu.

3.3 Optimalny rez

Ako vstupné parametre funkcie cutSizeBisection dostaneme graf a hodnotu e. Vytvo-
rime si particie grafu Vg, V7, ktoré sa budu 1isit velkostou najviac o jeden vrchol.

Aby néasledné hladanie optiméalneho rezu netrvalo dlho, nebudeme do Vj, resp. V;
pridévat vrcholy ndhodne. Na zaciatok priddme jeden vrchol do V; a vSetky ostatné do
Vo.

V premennej cut budem mat zoznam rezovych hran, teda z mnoziny V) do V.

Pokym |Vi| < |Vy|, v konStantnom ¢ase zvolime jednu rezovu hranu, jej koncovy
vrchol v € Vj vyhodime z V| a priddme do V;. Po aktualizovani particii prejdeme hrany

presunutého vrchola. Hrany ktoré st vo V; vyhodime z cut, hrany ktoré st v Vj pridame



3.3. OPTIMALNY REZ 29

do cut. Treba si v8ak uvedomit, Ze to mdZeme spravit az dodatocne, ked sa skonéi for
auto cyklus, kedze pridanim alebo odstranenim elementu z cut by iterator stratil svoju
poziciu a program by padol. Nakoniec aktualizujeme cut.

MoéZeme si v8imnut, Ze po takomto inicializovani particii neexistuje v V; vrchol,
ktory by bol vzhladom na rez 3-pomocny, kedZe kazdy vrchol méa asponi 1 suseda

vnitri svojej particie, teda jeho presunutim rez zmensime nanajvys o 1.

Aby sme implementovali ¢o najviac uspokojujuci optimalny rez, rozdelili sme sme
si zmenSovanie Sirky rezu do 2 faz.

V prvej faze hladame 1-pomocné mnoZiny pokym je irka rezu vacsia ako je poza-
dované alebo pokym je jedna z particii viac ako dvojnasobne vacsia oproti druhej.

Prvu fazu hladania nam moze ukoncit aj situécia, kedy 1-pomocni mnoZzinu nenéj-
deme.

V druhej faze sa snazime o eSte mensiu Sirku rezu pokial to ide. Samozrejme,

kontrolujeme aby sme nemali niektora z particii prilis velkua.

Po ukonc¢eni druhej fazy vratime ako vysledok optimalneho rezu zoznam vrcholov

v oboch particiach.
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Kapitola 4
Implementacia cestove] dekompozicie

V tejto kapitole si ukazeme ako implementovat dokaz o cestovej dekompozicii s hornym

ohrani¢enim cestovej sirky.

4.1 Lema o cetovej dekompozicii

Lema 3 je dokdzana matematickou indukciou, teda na implementovana funkcia bude

rekurzivna.

Funkcia bude upravovat dekompoziciu, teda vektor mnozin vrcholov, ktori si bude
posuvat ako parameter do vnoreného volania.

Mnozinu X budeme nazyvat currentSet. Ked v currentSet nie je ziaden vrchol,
znamena to, ze sme na konci dekompozicie danej particie. Ak je mnozina currentSet
neprazdna, mozeme sa dostat do 4 réznych situécii.

Tri z nich vieme podla dokazu lemy pomerne priamo implementovat. Zostava nam
pozriet sa na pripad 3.4, kedy robime dekompoziciu stromu.

Dekompoziciu stromu zrealizujeme tiez rekurzivne. Okrem aktuélneho vrcholu ver-
tex budeme ako parameter posielat aj predosly vrchol from. Na zaciatku si niektory
vrchol stupia < 2 ozna¢ime ako from a dekompoziciu pustime na jeho susedoch.

Idea je nésledovné:

1. Pokial neméa$ Zziadneho suseda okrem from, do dekompozicie pridaj mnozinu s

vrcholom vertex

2. Pre kazdého suseda okrem from rekurzivne zavolaj tuto funkciu, nasledne do

kazdej pridanej mnoziny v dekompozicii pridaj aj vrchol vertex

Casova zlozitost sice nie je na drovni ako prezentovali Ellis a spol. [11], avsak stale

je logaritmicka, ¢o je pre nés stale uspokojivé.
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4.2 Veta o cestovej Sirke

V tejto podkapitole si zhrnieme postup ako demonstrovat cestovi dekompoziciu s ohra-
nic¢enou Sirkou.

Ako vstup programu dostaneme I'ubovolny kubicky graf. Na nom najdeme podla 3
optimélny rez.

Na mnozinach Vy a Vi vykoname podla 4 cestové dekompozicie Py, P;, ktorych
krajné mnoziny zodpovedaja cutNVy, resp. cutNVj. Zostava nam spravit dekompoziciu
spajajucu Py a P;. Implementacia z dokazu tohto postupu je priama.

Nakoniec, aby vysledné dekompozicia bol prehladnejsia, spravime mensiu redukciu:
kazdt mnozinu v dekompozicii, ktora je podmnozinou susednej, vyhodime.

KedZe nadmnoziny tychto mnozin st susedné a zahriiuja vSetky hrany co tieto

mnoziny, podmienky regularnej cestovej dekompozicie zostani neporusené.



Zaver

Cestova dekompozicia grafov je velmi dolezitym faktorom efektivnych algoritmov na

grafoch, ale aj mnohych inych oblastiach matematiky a informatiky.

Ako sme mohli vidiet, nadobudnit dobru sirku cestovej dekompozicie je naroéné a

jej nadobudnutie si vyzaduje vela Studovania a sktimania.

Implementaciou cestovej dekompozicie sme vytvorili vhodnu platformu na skiimanie
suvislosti medzi grafmi s nizSou, ale aj vysSou cestovou Sirkou, na ktorej vieme skumat

tito oblast ete do vicsej hibky.

Algoritmus v tejto praci spravi cestovi dekompoziciu grafu, ktorej sirka rozkladu

je cestova sirka, resp. sa k nej blizi.

Stromova sirka je podobne ako cestova sirka dolezity a vyuzivany pojem v algorit-
moch na grafoch. KedZe vSak o nej nie st zname natolko dobré vysledky, zameriavali

sme sa prevazne na cestovu sirku.
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