UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

HLADANIE PERFEKTNYCH PARENI
BAKALARSKA PRACA

2020
FiLip NOVAK



11



UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

HIDADANIE PERFEKTNYCH PARENI
BAKALARSKA PRACA

Studijny program:  Informatika

étudijny odbor: Informatika

Skoliace pracovisko: Katedra informatiky
Skolitel: RNDr. Jan Mazék, PhD.

Bratislava, 2020
Filip Novak



v



545 3

59536
Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Filip Novak

Studijny program: informatika (Jednoodborové stidium, bakalarsky I. st., denna

forma)

Studijny odbor: informatika

Typ zaverecnej prace: bakalarska

Jazyk ziverecnej prace: slovensky

Sekundarny jazyk: anglicky

Nazov: Hradanie perfektnych pareni
Finding perfect matchings

Anotacia: Néapliiou prace je implementovat’ niekol’ko réznych algoritmov, ktoré najdu
vSetky perfektné parenia v grafe, a porovnat' ich rychlost. Na ziklade
experimentalnych poznatkov ziskanych z vypoctov pre kubické grafy chceme
skombinovat’ tieto algoritmy tak, aby vysledok bol C¢o najefektivne;jsi
pre zaujimavé konkrétne triedy snarkov.

Ciel’: Ciel'om je ziskat’ prehl'ad v existujucich algoritmoch pre hl'adanie perfektnych
pareni v grafoch. Vybrané algoritmy treba implementovat’, experimentalne
overit ich vykonnost na kubickych grafoch a pripadne skombinovat
do optimalizovaného algoritmu.

Veduci: RNDr. Jan Mazak, PhD.

Katedra: FMFIKI - Katedra informatiky

Veduci katedry:  prof. RNDr. Martin Skoviera, PhD.
Datum zadania: 25.09.2018

Détum schvalenia: 30.10.2019 doc. RNDr. Daniel Olejar, PhD.

garant Studijného programu

Student

veduci prace



vi



111

Pod’akovanie: Chcel by som srde¢ne podakovat svojmu skolitelovi, RNDr. Janovi
Mazéakovi, PhD. za uzitocné a cenné rady, a taktiez za vyznamni odbornt pomoc, ktori
mi poskytoval pocas pisania tejto prace. f)akujem mu, Ze bol ochotny mi poméhat pri
akomkol'vek probléme, ktory sa vyskytol. Moje podakovanie d'alej patri aj mojej rodine

a priatelom, ktori ma do poslednej chvile pisania prace podporovali.



Abstrakt

Ziskali sme prehlad o roznych algoritmoch, ktoré hladaju perfektné parenia vo vse-
obecnych grafoch. Niektoré z nich sme implementovali a testovali sme ich rychlost na
kubickych grafoch. Najspolahlivejsi a najrychlejsi algoritmus sme vybrali a pouzili vo
vlastnej implementéacii algoritmu, ktory hlada vsetky perfektné parenia v grafe. Pomo-
cou vybratého algoritmu sa nam podarila zefektivnit nasa implementécia algorimtu,
ktory sme testovali na kubickych grafoch. Vysledny algoritmus sme testovali na snar-

koch s réznymi vlastnostami a porovnavali s rychlostou AIISAT solvera.

Kracové slova: perfektné parenie, kubicky graf, snark, algoritmus, AIISAT solver



Abstract

We have gained an overview of different algorithms which look for perfect matchings
in general graphs. We have implemented and tested some of them for speed on cubic
graphs. The most reliable and quickest algorithm was selected and used in our own
implementation of algorithm which look for perfect matchings in a graph. With the
help of said algorithm, we have managed to make our implementation more effective
during our test on cubic graphs. The resulting algorithm was tested on snarks with

different characteristics and compared to the speed of AIISAT solver.

Keywords: perfect matching, cubic graph, snark, algorithm, AIISAT solver
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Uvod

Perfektné parenie, je zajimavou temou v oblasti teorii grafov. Je vela roznych préc a
studii popisujucich perfektné parnia v bipartitnych grafoch, ale naopak vo vSeobec-
nych alebo kubickych grafoch ich az tak vela nie je. Rozhodli sme sa $tudovat pocet
perfektnych péareni v kubickych grafoch a neskor v snarkoch tym, ze vytvorime ¢o na-
jefektivnejsi vlastny algoritmus na hladanie vSetkych perfektnych pareni. Pomo6zu nam
pritom rozne zname algoritmy, ktoré hladaju v grafe nejaké perfektné parenie. Na konci
porovnavame rychlost vlastného algoritmu s rychlostou AIISAT solvera na snarkoch s
rozlicnymi vlastnostami.

Tato praca je rozdelend do piatich casti. Prva je o zdkladnych pojmoch. v druhej
popisujeme rézne zndma algoritmy. V tretej tieto algoritmy implementuje a testujeme
ich na kubickych grafoch. V §vrtej ¢asti popisujeme implementéciu vlastného algoritmu.

V piatej casti testujeme nés vysledny algoritmus na snarkoch.



Uvod



Kapitola 1
Zakladné pojmy a problémy

V tejto kapitole sa oboznamime so zakladnymi pojmami, s ktorymi budeme pracovat

a spomenieme si rozne problémy v tejto oblasti.

1.1 Definicie

V na8ej praci budeme pouzivat zakladny pojem grafu, oznaceného G = (V| E), ktory
je definovany pomocou mnozin V a E. Pod tymto pojmom rozumieme neorientovany
graf, kde V je mnozina vrcholov a F je mnozina hran.

Predtym ako sa zaCneme zaujimat tym, ¢o je perfektné parenie v grafe, si musime

zadefinovat péarenie v grafe, ktoré velmi tizko stvisi s na§im hlavnym pojmom.

Definicia 1.1 Pdrenie M v grafe G je mnoZina takych hrdn, Ze Ziadne dve nemaji

spolocnyj vrchol. Velkost pdrenia je pocet hrdan v nej [8].

Vrchol je pokryty péarenim, ak je koncovym bodom jednej z hran v pareni M.
Pozname roézne pomenovania pareni, ako nariklad maximélne a perfektné. Hlavnym
pojmom tejto prace, teda tym ¢o nas bude zaujimat, je pojem perfektného péarenia.
Zadefinujeme si ho a neskor uvidime, ze aj maximéalne parenie v iom zohrava dolezitu

tlohu.

Definicia 1.2 Perfekiné pdrenie M alebo 1-faktor je pdrenie, ktoré pokryva kaZdy vr-
chol grafu G [8].

To znamena, ze kazdy vrchol grafu G je incidentny presne s jednou hranou pérenia.
Grafom G = (V,E) sa znova rozumie neorientovany graf s mnozinou vrcholov V' a
mnozinou hran F, ako sme uz vysSie spominali. Velmi doélezitou podmienkou grafu
G je, aby mal parny pocet vrcholov, pretoze grafy s neparnym poc¢tom nemoézu mat
perfektné parenie. Dalej vieme, ze v perfektnom pérenf st vietky vrcholy grafu pokryteé,

¢o nam vyplyva z definicie.
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Dalsim dolezitym faktorom grafu je 2-faktor. Spominany 2-faktor grafu G je pre-
klenovaci podgraf (spanning subgraph). Je to regularny podgraf, kde vsetky vrcholy
maju stupen dva (maju dvoch susedov), ¢o znamena, Ze ide o subor cyklov, ktoré sa
spolu dotykaja kazdého vrcholu presne jedenkréat.

Dostéavame sa k pojmu maximalneho parenia a k jeho prepojeniu s perfektnym
parenim. Toto dolezité prepojenie ndm hovori, Ze kazdé perfektné parenie, je zaroven

aj maximéalne parenie. Znamena to, Ze obsahuje najvac¢si mozny pocet hran.

Zostava nam si objasnit poslednu vec. KedZe tato praca je o hladani perfektnych
pareni, je dolezité si ujasnit na akych grafoch alebo typoch grafov budeme pouZzivat
rozne algoritmy, ktoré budi hladat parenia. Rozhodli sme sa, Ze to bude zo zaciatku na
kubickych grafoch a potom prejdeme na grafy nazyvané snarky, pretoze maji zaujimavé

vlastnosti a nie st az tak dobre presktimané.

Definicia 1.3 V matematickej oblasti teorie grafov je snark jednoduchy, bez mostov,

suvisly kubicky graf s chromatickym indexom rovnym 4 [20].

Zjednodusene z tejto definicie vyplyva, zZe ak by sme odstranili nejakt hranu, tak
graf by to nerozdelilo na viacero komponentov. Kazdy vrchol grafu mé troch susedov,
a potrebovali by sme Styri farby na zafarbenie hran grafu tak, aby vSetky susediace
hrany mali rézne farby. NavySe sa da zistit aj neparnost, ¢o je minimélne ¢islo urcujice
pocet neparnych cyklov v 2-faktor kubickom bezmostovom grafe G, ktoré sa oznacuje
w(@). Kedze kazdy kubicky graf ma parny pocet vrcholov, tak aj neparnost grafu bude

vzdy parna.

1.2 Hypotézy

Oboznamime sa tu zo znamymi hypotézami, ktoré suvisia s perfektnymi péareniami.

Niektoré sa podarilo dokazat pre urcité typy grafov.

Berge-Fulkersonova hypotéza

Berge a Fulkerson nezavazne vyslovili tvrdenia, ktoré boli zamerané na bezmostové
kubické grafy a o tychto tvrdeniach sa podarilo dokazat ze su ekvivalentné [12]. Berge
sa domnieval, Ze mnozinu hran v grafe mozno pokryt najviac piatimi perfekntymi pa-
reniami. Na druhi stranu Fulkerson predpokladal, ze existuje Sest perfektnych péreni,
kde kazda hrana v grafe je obsiahnuta v presne dvoch z nich. Z tychto dvoch tvrdeni
sa stalo jedno a vznikla Berge-Fulkersonova hypotéza, ktora tvrdi, ze pre kazdy bez-
mostovy kubicky graf G existuje Sest perfektnych pareni My, My, M3, My, My, Mg, kde

kazd4 hrana v G je obsiahnuté presne v dvoch zo spominanych perfektnych péreni
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[14]. Ak by mal graf G chromaticky index rovny 3, tak by sme si mohli zvolit tri per-
fektné parenia My, My, M3, kde by kazda hrana bola presne v jednom z tych troch.
Ak pouzijeme kazdu z nich dvakrét, ziskame 6 perfektnych pareni s vyssie uvedenymi
vlastnostami. Mézeme teda povedat, Ze vySSie spominané hypotéza trivialne plati pre
grafy s chromatickym indexom 3.

Na bezmostovych kubickych grafoch dokdZzeme pozorovat vlastnost nazyvant index
perfektného parenia (perfect matching index), ktory oznac¢ujeme ako 7(G) grafu G. Je
to minimalne ¢islo urcujice pocet perfektnych pareni pokryvajicich mnozinu hran FE

grafuG.

Fan-Raspaudova hypotéza

V tejto hypotéze Fan a Raspaund predpokladaju, ze kazdy bezmostovy kubicky graf
obsahuje perfektné parenia M, My, M3 také, kde M;NMyN Mz = () [7]. Mozeme vidiet,
ze tato hypotéza rovno vyplyva z vySsie spominanej Berge-Fulkersonovej hypotézy,
pretoze mozeme zobrat akékolvek tri perfektné parenia z tych Siestich, ktoré vyhovuju

Berge-Fulkersonovej hypotéze.

Lovasz—Plummerova hypotéza

V tejto ¢asti budeme mnozinu perfektnyvh pareni grafu G oznacovat ako M(G).
V sedemdesiatych rokoch sa Lovasz a Plummer domnievali, Zze pocet perfektnych
pareni bezmostového kubického grafu G, by mal s jeho po¢tom vrcholov exponencialne

rast. Lovasz—Plummerova hypotéza 6], nam hovori nasledovné:

Ezxistuje univerzdlna konstanta € > 0 takd, Ze pre kazdy bezmostovy kubicky graf G,

2 V(G < IM(G)| < 2lV(G)|

Voorhoeve dokézal tuto hypotézu pre bipartitné kubické grafy [19]. Schrijver ju ne-
skor dokazal rozsirit na vSetky bipartitné regularne grafy [16]. Pre planarne bezmostové
kubické grafy, tuto hypotézu dokazali Chudnovsky a Seymour [4].

Pre nasu pracu je zaujimavy dokaz toho, Ze kazdy bezmostovy kubicky graf G ma

(G)/3656

najmenej 2!V perfektnych pareni [6], ¢o potvrdzuje Lovasz—Plummerova hypo-

téza, kde to rastie exponencialne.

1.3 Problémy

V tejto Casti si povieme o niektorych problémoch pareni vo vSeobecnosti. To znamené,

7e sa pozrieme aj na iné problémy, ktoré budi trochu suvisiet, aj s nasou problematikou.
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Parenie v bipartitnych grafoch

Vseobecny problém perfektného parenia je mozné vyriesit v polynomialnom case, ale
niektoré suvisiace problémy st NP-tplné. Da sa dokéazat, ze obmedzené forma prob-
lému perfektného parenia pre bipartitné grafy je NP-uplné, kde to obmedzenie sa tyka
rozdelenia vrcholov grafu. Pre stupne vrcholov tri alebo menej, to bude stale NP-tiplné.
Pre stupne vrcholov, ktoré st obmedzené na dva alebo menej, existuje polynomialny

algoritmus [15].

Problém zistovania podtu pareni

Zistit pocet pareni v grafe je #P-tuplné a to aj pre bipartitné grafy. Dokonca je #P-
uplné, aj najdenie poctu perfektnych pareni v bipartitnych grafoch [18]. Na objasnenie
toho, preco je # pred triedou P-uplnych problémov, tak je to preto, lebo to oznacuje
triedu zaoberajtcu sa poc¢itanim poctu akceptacnych rieSeni problémov. Kasteleynova
veta potom hovori, Ze pocet perfektnych péareni v planarnom grafe mozno vypocitat
pomocou algoritmu FKT v polynomialnom c¢ase. Taka mald poznamka, pocet péareni v

grafe sa nazyva Hosoyov indez.

Problém maximalneho parenia

Je to jeden zo zékladnych problémov kombinatorickej optimalizicie, kde cielom je
najst parenie najvicsej moznej velkosti. Tento problém ma rozne algoritmy na rozne
typy grafov. Pri neohodnotenych grafoch je tento problém rieseny Hopcroft-Karpovym
algoritmom v ¢ase O(y/|V[|E|) [1]. Existuje pravdepodobnostny (randomizovany) al-
goritmus od Muchy a Sankowského, zalozeny na algoritme rychleho nasobenia matic,
ktory poskytuje zlozitost O(|V[?37¢) [13].

Ako sme uz raz spominali vyssie, Ze maximalne a perfektné parenie spolu suvisia,
tak nam to potvrdzuje jedno porovnavacie tvrdenie. Toto tvrdenie hovori, Ze problém
hladania maximélneho parenia nie je tazsi, ako problém hladania perfektného pérenia
[13]. Presnejsie povedané, problém urcenia maximélneho parenia mozno znizit v rando-
mizovanom ¢ase O(n* ) na problém néjdenia perfektného parenia, kde w je exponentom
najlepsie znameho algoritmu nasobenia matic. Pozname algoritmy, ktoré si o trochu
zlepsili ¢asovu zlozitost, ale nevyhodou je, Ze funguju len na urcitych typoch grafov

alebo funguju len pre obmedzeny pocet vstupov.

Keby sme si to vSetko zhrnuli, tak najviac prace a problematik spojenych s péa-
reniami, sa uskutocCnilo uz na spominanych bipartitnych grafoch. To su také grafy,
ktorych mnozinu vrcholov je mozné rozdelit na dve disjunktné mnoziny tak, ze Ziadne

dva vrcholy z rovnakej mnoziny nie st spojené hranou.



Kapitola 2

Prehl'ad réznych existujticich

pristupov

Tato kapitola sa zaobera prehladom roznych existujucich algoritmov na hladanie per-

fektnych pareni.

Riegenie tychto problémov v polynomialnom ¢ase zostalo dlho nepolapitelnym cie-
Tom, az kym Edmonds neprisiel s prvym algoritmom [5]. Nasledne bolo potom néjde-
nych niekolko d'alsich algoritmov, ako napriklad od Micaliho a Vaziraniho. Vazirani je
jeden z najdolezitejsich Tudi v tejto problematike pareni. Budeme ho eSte spominat pri
Rabin-Vazirani algoritme, ktory je jeden zo zakladnych algoritmov.

Roézne algoritmy, ktoré tu budeme spominat, tak budu vécsinou teoretické algo-
ritmy, pri ktorych si ukédzeme aj ich pseudokody. Najskor za¢neme tym, Ze si povieme

nie¢o o Tutteho matici.

2.1 Tutteho matica

Predtym ako za¢neme hladat nejaké perfektné parenie v grafe, mali by sme si polozit
otazku, ze ¢i nas graf vobec obsahuje nejaké perfektné parenie. S odpovedou na tito
otazku prisiel Tutte. K odpovedi nam dopomoéze Tutteho matica, ktora si vytvorime

pomocou vstupného grafu, v ktorom chceme najst perfektné péarenie.

Definicia 2.1 (Tutteho matica). Nech G = (V, E) je neorientovany jednoduchy graf s

|V | = n. Potom Tutteho matica z G je n x n matica T so zdznamams:
0, if (i) & B
T[i,j) = S s, if (i,j) € Eandi<j
—xi, if (i,7) € Eandi>j

kde x;; su formdlne premenné (nie si konkretizované konkrétnou hodnotou).

7
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Ako vidime z definicie, tymto spoésobom si vytvorime nasu maticu 7, kde formalne
premenné, su inak povedané neurc¢ité premenné, ktoré sa pouzivaju ako zastupné sym-
boly pre rozne objekty. V nasom pripade st to polynoémy.

Nasledujtuce Tutteho tvrdenie, ktoré vyslovime je jadrom niektorych algoritmov pre
perfektné parenie, o ktorych budeme este v tejto kapitole pocut. Ukazal v iom vel'mi
elegantné spojenie medzi existenciou perfektného parenia a determinantom prislusnej
Tutteho matice. Dokaz si tu ukazovat nebudeme.

Jeho trvdenie znie, Ze ak mame neorientovany jednoduchy graf G = (V, E) s parnym
| V] a nech T je jeho prislusna Tutteho matica, tak potom det(7) # 0 prave vtedy,
ked G ma perfektné parenie [10]. Inak povedané, ked plati tato bijekcia:

det(T) #0 <= G obsahuge perfektné pdrenie.

Musime si uvedomit, Ze matica T nie je maticou ¢isel, ale dalo by sa povedat, Ze je
to skor formalna matica kvoli formalnym premennym, ktoré obsahuje. Determinantom
Tutteho matice nie je ¢islo, ale polyném premennych v matici. Det(7) = 0 sa mysli,

ze polynoém je identicky nulovému polynému, kde jeho koeficienty st nula.

V tejto ¢asti sme sa oboznamili s jednoduchym algoritmom, ktory ndm povie, ¢i nas
graf ma nejaké perfektné parenie. Staci vypocitat maticu T, vypocitat jej determinant
a nasledne otestovat, ¢i det(7T) je nulovy polynom alebo nie je. Lenze T je formalna
matica, takze vypocet det(7) modze trvat exponencionédlny ¢as. Nemusime nutne po-
¢itat polynom zodpovedajici det(7'), my len potrebujeme otestovat, ¢ ten polynom
je identicky nule. Existuje na to efektivny spdsob, ale len za predpokladu, ze pouzi-
jeme pravdepodobnot (randomizaciu). Bol to prave Lovasz [11], ktory ako prvy navrhol
pouzitie pravdepodobnosti (randomizéacie) na tento probém. Hlavnou myslienkou bolo
nahradenie premennych v matici 7' ndhodne vybranymi ¢islami z polynomialne velkej
mnoziny celych ¢isel. Ak na zaciatku bola matica T singularna, ¢o znamena, Ze jej
determinant je nulovy, v nasom pripade nulovy polyném, tak aj determinant jej substi-
tacie s ndahodne vybratymi celymi ¢islami bude nula. V opa¢nom pripade, ak matica T
nie je singularna, tak jej substituovana matica tiez nebude singuléarna s vel'mi vysokou
pravdepodobnostou. Kedze sme nahradili maticu 7' celymi ¢islami, tak jej determi-
nant je mozné vypocitat v polynomialnom ¢ase. Formélna pravdepodobnostna analyza
tohto algoritmu je hlavne zaloZena na jednom z Schwartzovych tvrdeni [17]. UkaZzeme
si preformulované tvrdenie, ktoré hovori, Ze pre nenulovy det(7') vacsina substittcii

premennych z;; sposobi, ze det(7") bude nenulovy.

Tvrdenie 2.2 (Schwartz-Zippel). Predpokladajme, Ze det(T) # 0, potom predpokla-
dagme, Ze kaZdd premennd v T bola rovnomerne ndhodne nastavend na niektory prvok
z{1,...,n*}. Potom Prldet(T)(x) = 0] < 1/n, kde je ndhodnost prevzatd z nastavenia
kazdej jednej premennej [10].
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Dokaz tohto tvrdenia si v naSej praci nebudeme uvadzat. O tomto algoritme vieme
povedat, ze s vysokou pravdepodobnostou akceptuje grafy, v ktorych sa nachédzaja
perfektné parenia. Na druhu stranu nikdy neakceptuje grafy bez perfektnych péreni.
Opakovanim tohto algoritmu sa méze pravdepodobnost zlyhania exponencialne znizit.

V dalgej casti si ukdzeme Rabin-Vaziraniho algoritmus, ktory vyuziva, uz nas spo-

minany algoritmus s Tutteho maticou.

2.2 Rabin-Vaziraniho algoritmus

Kone¢ne sme sa dostali k prvému algoritmu, ktory nam néajde perfektné péarenie. Ra-
bin a Vazirani vyvinuli algoritmus, ktory vyuziva rekurzivne Lovaszov [11] algoritmus
detekcie perfektného parenie. Predpokladajme, Ze sme zistili, Ze nas graf G méa nejaké
perfektné parenie a dokonca sme identifikovali hranu e, ktora patri do perfektného pare-
nia. Jedno z klI'i¢ovych pozorovani je, ze podgraf G’ z G vytvoreny odstranenim hrany
e a vSetkych susediacich hran s e, ma tiez perfektné parenie. Z toho dostavame, Ze
akékol'vek perfektné parenie z G’ v kombinacii s e vytvori perfektné parenie pre G. Ak
by sme mali nejakti metodu, ktora by ndm povedala, ¢i je hrana v perfektnom pareni,
tak potom by sme mali rekurzivny algoritmus, ktory by vytvoril perfektné parenie. Su
to Rabin a Vazirani, ktori prisli s touto metoédou, kde prave inverzia Tutteho matice
obsahuje informacie o tychto hranach.

Rabin a Vazirani vyslovili tvrdenie, ktorého obsahom bolo, Ze nech méme neorien-
tovany jednoduchy graf G majici perfektné parenie a T' by bola prislusna matica grafu
G, tak potom (T71); ; # 0 prave vtedy, ked G — {i,j} ma perfektné parenie. Nakoniec
toto tvrdenie aj dokézali [10]. Jedina vec, kttzré ner)nusi byt jasna je (T71);; a ako ju

adj T);

det T
govana matica a jej hodnotou je determinant matice 7' po odstraneni ¢-teho riadku a

dostaneme. Pre maticu T mame (T71);; = , kde (T7');; sa nazyva adjun-

j-teho stlpca.

Musime pripomenut, Ze toto je pravdepodobnostny (randomizovany) algoritmus,
rovnako tak ako Lovaszov algoritmus, z ktorého Rabin a Vazirani vychadzali. Rabin-
Vaziraniho algoritmus dokaze néjst nejaké perfektné parenie s konstantnou pravde-
podobnostou. Casové zlozitot algoritmu je O(m“*™!) na najdenie perfektného parenie,
pretoze inverzia matice sa vypocita v ¢ase O(n*) a vo vietkych dalsich operaciach, v

kazdej z O(n) iteracii vzdy dominuje inverzia matice.

Nastal cas ukazat pseudokod algoritmu popisaného vyssie, ktory rekurzivne odstra-
fiuje hrany v perfektnom pareni. Princip algoritmu je v celku jednoduchy [10].
Existuje aj zrychleny Rabin-Vaziraniho algoritmus od Muchy a Sankowského, ktory

si ukdzeme v nasledujtcej casti.
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Algorithm 1 Rabin-Vaziraniho algoritmus
1. M«

2: while G nie je prazdne do

3: Vypocitajte T a vytvorte instanciu kazdej premennej s ndhodnou hodnotou z {1, ..., n?}
4: Vypocitajte Tgl

5. Najdite 4,5 take, Ze (v, v;) € G a (Tg')i; #0

6: M+ MU{(v;,v;)}

7 G G—{v;,v;}

8: end while

9: return M

2.3 Zrychleny Rabin-Vaziraniho algoritmus

V tejto casti zrychlime vyssie spominany Rabin-Vaziraniho algoritmus. Bol to Mucha
a Sankowski [13], ktori tento algoritmus dokazali pozmenit tak, Ze nakoniec inverzia

matice T trva O(n?) Gasu a perfektné péarenie sa najde v case O(n?).

Mucha a Sankowski si v8imli, Ze Rabin-Vaziraniho algoritmus nie je efektivny, pre-
toze pri kazdej iteracii opakovane pocita inverziu Tutteho matice, kde st odstrénené
dva riadky a dva stlpce, ¢o zodpovedé odstraneniu vrcholov ¢ a j z grafu. Kazdé jedno
prepocitanie inverzie matice je ¢asovo nakladné a nevyuziva vztah medzi Tutteho ma-
ticami pri jednotlivych iteraciach, kde (r 4+ 1) Tutteho matica oznacena ako T,.; je
jednoducho 7, s odstranenymi dvoma riadkami a dvoma stlpcami, ktoré zodpovedaji
odstranenim vrcholom 7 a j. Mal by existovat nejaky vztah medzi 771 a Trjrll. Nakoniec
tento vztah existuje a boli to prave Mucha a Sankowski, ktori ho nagli. Ukazali, ze T,;ll
sa da ziskat z T! pouzitim Gaussovej elimina¢nej metody, ¢o je metoda sliziaca na
rieSenie sustav linearnych algebraickych rovnic. Pomocou tohto klIi¢ového poznatku sa

nam to podari zrychlit. Nasledujuce trvdenie nam k tomu dopomoze.

Tvrdenie 2.3 (Tvrdenie o eliminécii). Nech A reguldrna n x n matica, potom mozZeme
T

- ~T

. ai1 v 1 ai1 v A P p . NN

napisat A = B a A™ = . B a1, G131 SU cisla, a zdroven u, v, i, 0
U

U
si vektory diZky n — 1. Kde a1 # 0, potom B~! = B— aoT fay, [13].

Pre upresnenie tvrdime, Ze matica A je regulédrna, ¢o znamena, Ze jej determinant
je rozny od nuly. Nakoniec tvrdenie o eliminédcii ndm ukazuje ako aktualizovat inverziu
matice po odstraneni riadku alebo stlpca bez toho, aby sme ju znova poéitali. Opisana
modifikécia B je v skutocnosti jediny krok Gaussovej elimina¢nej metody. V tomto
pripade, ak sa mysli, 7e slpce st premenné a riadky st rovnice, tak to zodpoveda
odstraneniu prvej premennej pomocou prvej rovnice. Z dosledku vyssie spominaného

tvrdenia dostédvame algoritmus pre perfektné parenia s Gasovou zlozitostou O(n?) [13].
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Algorithm 2 O(n?) algoritmus na najdenie perfektného parenia vo vieobecnych gra-
foch

1: A<+ T(;l

20 M ()

3: for i=1to n do

4: najdite j také, ze (v;,v;) € Ga A;; #0

5 M+ MU{(vi,v;)}

6: G+ G—{v;,v;}

7 odstrafite i-ty riadok a j-ty stlpec z A

8: odstraiite j-ty riadok a i-ty stlpec z A
9: end for
10: return M

Nezabudajme, Ze v tomto algoritme vzdy, ked odstranujeme hranu, tak musime od-
stranit vSetky hrany susediace s obidvomi jej koncovymi vrcholmi, ¢o znamena, Ze tento
postup vykonavame dvakrat. Pomocou vyssie spominaného tvrdenia o eliminéacii, doka-
Zeme vypoditat inverziu matice v ¢ase O(n?) a s malou modifikaciou Rabin-Vaziraniho
algoritmu, dostavame spomfnany O(n?) algoritmus na najdenie perfektného parenia vo
vSeobecnych grafoch.

Tento algoritmus moze byt modifikovany, aby nasiel perfektné parenie v bipartit-

nych grafoch.
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Kapitola 3
Testovanie

V tejto kapitole si porovname vysledky testovani na dvoch implementovanych algo-
ritmoch z predoslej kapitoly, z ktorych si vyberieme prave jeden, ktory pouzijeme v
nasej vlastnej implementacii, za uc¢elom jeho zrychlenia. Prvy z nich bude algoritmus
s Tutteho maticou v sekcii 2.1 kapitole 2 a druhy bude zrychleny Rabin-Vaziraniho
algoritmus v sekcii 2.3 kapitole 2. Implementéciu samostatného Rabin-Vaziraniho al-
goritmu sme nerobili, pretoze je zjavne pomalsi ako jeho zrychlena verzia od Muchy
a Sankowského. Implementécie tychto dvoch algoritmov sme sustredili do priecinka
zname__algoritmy v sibore main.cpp.

Testovanie pebicha na neorientovanych kubickych grafoch [2] ulozenych v textovom

stibore 26-kubi_ grafov. Vysledné hodnoty zaznamenévame v mikrosekundach.

3.1 Algoritmus Tutteho matice

Implementovali sme jednoduchy C++ program, ktorého tlohou je zistit, ¢i existuje
nejaké perfektné parenie v grafe. Zakladnym principom tohto programu je vytvorit
Tutteho maticu z daného grafu, na ktorej zavolame funkciu, ktora vypocita jej determi-
nant. Vysledok determinantu rézny od nuly znamena existenciu nejakého perfektného
parenie v grafe.

Pri testovani rychlosti meriame dlzku trvania behu programu na jednotlivych gra-
foch z textového soboru 26-kubi_ grafov. Zo zozbieranych hodnoét si vyberieme mawi-

mum, minimum a vypocitame priemer a medidn z danych hodnot.

3.2 Zrychleny Rabin-Vaziraniho algoritmus

Ciel tohto algoritmu sa trochu odliSuje od vysSSie spominaného algoritmu, ale pod-
stata zostava rovnaké. Jeho tlohou je najst konkrétne jedno nejaké perfektné parenie

nachadzajuce sa v grafe. Mozeme vidiet, Zze podstata sa nemeni, pretoze ak sa najde

13
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MIN 2
MAX 16
PRIEMER 6.53846

MEDIAN 8

Tabulka 3.1: Vysledné hodnoty testovania algoritmu Tutteho matice v mikrosekundach

konkrétne perfektné parenie, to znamené, ze v grafe nejaké existuje. Tymto tvrdenim
chceme ukézat, ze obidva algoritmy st pre nasu potrebu v zmysle funkénosti ekviva-
lenté.

Rovnako sme implementovali tento algoritmus ako C-++ program, ktory si najskor
vytvori Tutteho maticu 7. Na matici zavolame funkciu, ktora vytvori inverzni maticu

pomocou jej adjungovanej matice a determinantu Tutteho matice.

T = adj(T)/det(T)

Nasledne sa spusti prehladavanie grafu for cyklom, kde hladama idexy i a j repre-
zentujtce vrcholy grafu, ktoré spliiaju zadané podmienky. To znamena, ze indexy i a
j musia reprezentovat existujucu hranu v grafe a na tomto policku v inverznej matici
mus{ byt hodnota rézna od nuly. Ak sme nagli indexy spliajice stanovené podmienky,
ich reprezentujicu hranu pridame do perfektného péarenia. Postupne odstranime tito
hranu spolu s jej susedmi z grafu, kory reprezentujeme maticou, ¢o znamena ze z nej
odstranime i-ty,j-ty riadok a i-ty, j-ty stipec. Rovnako tak odstranime tieto riadky
a stlpce z inverznej matice. Po skonéeni for cyklu sa opytame, & dvojnasobok poétu

hran v perfektnom péareni zodpoveda poc¢tu vrcholov v grafe.

Rovnakym sposobom testujeme aj tento algoritmus, z ktorého nas zaujima mazi-

mum, minimum, priemer a medidn.

MIN 42
MAX 923
PRIEMER 273.192
MEDIAN 199.5

Tabulka 3.2: Vysledné hodnoty testovania zrychleného R-V algoritmu v mikrosekun-
déch

Pri niektorych grafoch sa nam nepodarilo najst perfektné parenie, aj ked v grafe

existovalo.
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3.3 Vysledok testovania

Zhrnieme si vysledky testovania oboch algoritmov, z ktorych vyberieme rychlejsi. Vy-
braty algoritmus néasledne pouzijeme v implementacii nasho vlastného algoritmu pri
hladani perfektnych péreni.

Pripominame, Ze testovanie prebiehalo na noerientovanych kubickych grafoch s naj-
viac 14 vrcholmi, s réznymi dlzkami najkratsich kruznic > 3, az po najkratgie kruznice
> 6. Z kazdého typu najkratSej kruznice s rovnakym poctom vrcholov méme jeden

alebo dva grafy.

Pre nas hlavné rozhodujtuce udaje, ktoré porovnavame medzi sebou, si priemer
a medidn. Z tabuliek oboch vyssie spominanych algoritmov je jednoznacne vidiet, ze
algoritmus Tutteho matice mal omnoho lepSie vysledky priemeru a medidnu, vzhladom
na rychlost behu programu. Bol v celkovom vysledku spolahlivejsi, neurobil Ziadnu
chybu.

Z vysledkou testovania si vyberdme algoritmus Tutteho matice, ktory sa stane nasim

pomocnym algoritmom pri hladani vSetkych perfektnych pareni.
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Kapitola 4

Navrh a implementacia vlastného

algoritmu

V tejto ¢asti si navrhneme a popiSeme vlastni implementéaciu algoritmu, ktory hladéa
vSetky perfektné parenia v kubickych grafoch. Tento algoritmus potom néasledne pou-

zijeme aj na snarky.

4.1 Navrh algoritmu

Nagim cielom a cielom tejto prace je navrhnut a implementovat vlastny C+-+ algorit-
mus na hladanie perfektnych péareni. Bude to rekurzivny program, ktory pri najdeni
hrany patriacej do perfektného pérenia, ju prida do mnoziny reprezentujicej hrany
perfetkného parenie. Ak postupne najdeme vSetky hrany urcujice nejaké perfektné
parenie, zvySime si pocitadlo, ktoré urcuje nas pocet najdenych perfektnych pareni.
Vystupom algoritmu bude ¢islo uvadzajice pocet vSetkych perfektnych pareni nacha-

dzajucich sa v danom grafe.

ZjednoduSene a zbezne si popiSeme funkcénost algoritmu. Zo zaciatku bude nas
algoritmus jednoduchy rekurzivny program, ktory ked dostane graf na vstupe, tak z
neho vyberie a ulozi si vSetky jeho hrany. Nésledne ku kazdému jednému vrcholu si
ulozime jeho susedné vrcholy, aby sme vedeli z ktorymi vrcholmi je spojeny hranou.
Potom sa zavola dolezita rekurzivna funkcia, ktorej posleme mnozinu hran a vrcholy s
ich susednymi vrcholmi. U¢elom tejto funkcie je hlfadanie perfektnych pareni a ked sa
jej podari nejaké najst, tak sa zvysi pocitadlo perfektnych péareni. Tato funkcia bude
fungovat v dvoch fazach:

1. Ak méa aktualne perfektné parenie urcéity pocet hran, to znamena, ze sme jedno

z nich nasli, potom moézeme zvysit poc¢itadlo. Inak si vyberieme existujicu hranu

z grafu, ktort pridame do perfektné parenia a odstranime vsetky jej susediace

hrany. Po odstréaneni sa rekurzivne zavolame na funkciu, v ktorej sa nachddzame.

17
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2. Po vrateni sa z vyS8ie spominanej rekurzie v prvej faze, odstranime vybrata
hranu z grafu, ¢o znamend, ze jej susedné hrany vratime do poévodného stavu.
Tuto hranu odstranime z perfektného parenia a znova sa rekurzivne zavolame na

funkciu, v ktorej sa nachadzame.

Tymto spdésobom pomocou rekurzie dokdzeme prejst cely graf, kde ndjdeme vsetky
perfektné parenia. Postupne popridavame lokalne podmienky a pracu s Tutteho mati-
cou, ktoré nam pomdzu zrychlit vysledny algoritmus.

V programe vyuzijeme aj ba-graph kniznicu, ktord ma zaujimavé a uzito¢né funkcie

pre pracu s grafmi. V kone¢nom dosledku bude nas algoritmus stucastou tejto kniznice.

4.2 Pouzivané grafy

Pre nasu pracu su dolezité neorientované kubické grafy a snarky. KedZe pracujeme s
velkym mnoZzstvom grafov, tak potrebujeme, aby boli uloZené jednoduchym a kom-
paktnym sposobom vo forméte, ktory nezabera vela miesta. Takymito forméatmi su
napriklad graph6 a sparse6, ktoré slizia na kompaktné ukladanie neorientovanych gra-
fov a pouzivaju iba tlacitelné ASCII znaky. Stubory v tychto forméatoch su textového

typu a obsahuju iba jeden riadok na graf.

e graph6 — je vhodny pre malé grafy alebo velké husté grafy

e sparseb — je priestorovo efektivnejsi pre velké riedke grafy

Na précu s grafmi vo vysSie spominanych formétoch, sme potrebovali vytvorit nie-
kolko textovych siuborov s kubickymi grafmi [2] a snarkami [3]|, na ktorych mozeme

testovat néas algoritmus. Vsetky grafy v tychto suboroch st vo forméate graphé.

Textové stbory:

100-kubi_grafov — obsahuje 100 kubickych (nie bipartitnych) grafov s
najviac az 38 vrcholmi. Nachadzaju sa tu grafy s najkratsimi kruznicami
> 3 az po grafy s najkratsimi kruznicami > 8. Z kazdého typu najkratsej
kruznice s rovnakym poc¢tom vrcholov mame minimélne jeden a najviac

tri grafy.

normal snark grafy — obsahuje 69 snarkov s najviac az 38 vrcholmi.
Nachadzaju sa tu grafy s najkratsimi kruznicami > 4 az po grafy s
najkratsimi kruznicami > 7 a zaroven grafy s cyklickou hranovou si-
vislostou > 5. Z kazdého typu najkratSej kruznice a typu s cyklickou
hranovou stvislostou sme vybrali jeden alebo dva grafy s rovnakym

poc¢tom vrcholov.
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snarks 4-edge-critical — obsahuje 18 snarkov s najviac az 36 vrcholmi.
Nachadzaju sa tu grafy, ktoré si 4-hranovo kritické (4-edge-critical). Z
grafov, ktoré maju rovnaky pocet vrcholov sme zobrali jeden alebo dva
grafy.

snarks 4-vertex-critical —obsahuje 18 snarkov s najviac az 36 vrcholmi.
Nachadzaju sa tu grafy, ktoré s 4-vrcholovo kritické (4-vertex-critical).
Z grafov, ktoré maju rovnaky pocet vrcholov sme zobrali jeden alebo

dva grafy.

snarks oddness 4 - obsahuje 10 snarkov s poctom vrcholov od 44 aZz
po 52. Nachédzaja sa tu grafy, s neparnostou 4. Z grafov, ktoré maju

rovnaky pocet vrcholov, sme vybrali jeden alebo dva grafy.

Problém nastava vtedy, ked chceme zacat pouzivat graf, ktory je v jednom zo
spominanych forméatov. Najskor ho potrebujeme premenit na nieco, s ¢im mozeme
manipulovat a k tomu ndm dopomoéze ba-graph kniznica. Spominané kniZnica v sebe
obsahuje funkciu, pomocou ktorej dokdzeme z grafu vo formate graph6 alebo sparse6

vytvorit objekt triedy Graph, ktory reprezentuje graf v ba-graph kniznici.

std::string s = ;
Graph g(read graph6 line(s));

Funkcia read_ graph6 line z kniznice ba-graph dostane ako parameter string grafu v
jednom zo spominanych formatov, z ktorého vytvori objekt triedy Graph a nasledne
ho vrati. Po tomto procese, uz sme schopny manipulovat s grafom ¢ a spustit na nom

algoritmus.

4.3 Implementacia

Implementaciu nasho algoritmu sme sustredili do priec¢inka s nazvom rekuzia, kde sa
nachadza v stibore main.cpp. Pripadné testovania, ktoré sa nachadzaju v tejto casti
kapitoly prebiehali na stovke neorientovanych kubicky grafoch z textového stiboru 100-

kubi_ grafov. Hodnoty testovania su zaznamenané v mikrosekundéch.

Rozhodli sme sa, Ze nas vlastny algoritmus bude rekurzivny program napisany v
programovacom jazyku C+-+, pretoze mé niekolko vyhod. Jendnou z jeho hlavnych
vyhod je rychlost, ktora je pre nés velmi doélezita, pretoze pouzivame rekurziu. Vyho-
dou je to, ze mozeme vyuzivat spominani ba-graph kniznicu, ktora je tiez napisana v

programovacom jazyku C++ a pomdze nam pri nasej implementacii. Obsah programu
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sa skladé z dvoch hlavnych funkcii a niekolko pomocnych funkeii, ktoré si rozoberieme.
Hlavny cielom je pracovanie na neorientovanych kubickych grafoch a snarkoch. Tieto

grafy st ulozené v graph6 formate.

Spracovanie vstupu

Spracovanie vstupu je jeden z najdolezitejSich postupov. N&s program dostane ako
vstup graf vo formate graph6, z ktorého potrebujeme ziskat reprezentaciu grafu, na
ktorej mozeme pracovat. Na tento pripad vyuzivame uzito¢nu funkciu z ba-graph kniz-
nice, ktoré si ako vstup zoberie graf vo vyssie spominanom formate a vrati nam objekt

triedy Graph, ¢o je reprezentacia grafu v kniznici.

Ziskanie informacii z grafu

Jedna z hlavnych funkcii programu, ktorej ciefom je ziskat potrebné informaécie z grafu
pre chod néasho programu. Funkcia perfect matchings recursion dostane ako parame-
ter graf, ktory sme ziskali spracovanim vstupu. Pre nas je dolezity pocet vrcholov,
mnozina jeho hran a zapamétat si jenoduchym sposobom vrcholy a k nim hrany, kto-

rych st sicastou. Reprezentacia tychto informéacii v naSom programe:
e n — pocet vrcholov v grafe
e M — vektor reprezentujuci mnozinu hran (perfektné pérenie)
e F — utriedend mnozina (set) reprezentujtca vSetky hrany v grafe

e adj list — zoznam reprezentujici graf, kde ku kazdému jednému vrcholu existuje

prislusny vektor s obsahom jeho susednych vrcholov

Mnozinu F a zoznam adj list sme ziskali prejdenim grafu po vrcholoch, v ktorych

st informacie o jeho susedoch. Nésledne potom zavolame rekurzivnu funkciu.

Hrl'adanie perfektnych pareni

V tejto Casti popiseme hlavni rekurzivnu funkciu recursion, ktorej tlohou je najst
vSetky perfektné parenia v grafe. Parametrami st vSetky potrebné informaécie, ktoré
sme ziskali v predoslej ¢asti. Vo funkcii vyuzivame algoritmus Tutteho matice, pomo-
cou ktorej sa snazime zrychlit nas program. Dokéze nam usetrit niekolko zbytoc¢nych

rekurzivnych vnoreni. Perfektné parenia hladame rekurzivne v dvoch fazach:

1. Zoberieme hranu z F a priddme ju do perfektného parenia M, odstranimu ju
spolu s jej susednymi hranami z E a rekurzivne sa zavolame na samych seba. To

znamend, ze hladame vSetky péarenia obsahujuce vybratu hranu.
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2. Po vynoreni sa z predchadzajicej fazy méame vybrati ta istd hranu ako predtym.
Cielom je teraz si povedat, Ze t4 hrana nebude v perfektnom péreni to znamena,
ze ju odstranime z M a vSetky jej susedné hrany vratime do E okrem nasej
vybratej hrany. Nasledne sa rekurzivne zavoldme na samych seba. To znamena,
ze sa snazime néjst vSetky perfektné parenia, ktoré neobsahuji nasu vybrata

hranu.

Takymto sposobom prehladéame cely graf a pokryjeme v8etky moZnosti sivisiace s
hladanim vsetkych perfektnych péareni. Rozobereriem si podrobnejsie jednotlivé casti

funkcie.

V avode rekurzivnej funkcie sa pytame, ¢i velkost vektora |M|-2 # n po¢tu vrcholov
v grafe. Ak sa rovnaju, potom sme nasli nejaké perfektné parenie a zavolame funkciu
callback, ktorej tlohou je zvysit pocitadlo perfektnych pareni. Na druht stranu, ak sa
nerovnaji, to znamena, ze sme nenasli vSetky potrebné hrany. Nasleduje podmienka,
ohladom toho, ¢i ma E aspon jednu hranu. Ak je E prazdna, vo funkcii sme skonéili
a zaCiname sa pomaly vynarat z rekurzie. Ak F obsahuje nejaki hranu, potom sa
dostdvame do najdolezitejSej Casti, v ktorej sa nachadzaji aj spominané dve hlavné
fazy funkcie.

Dostavame sa ku kroku vyberania hrany z FE. Musime si uvedomit, ze vybratie
spravnej hrany dokaze zefektivnit nas program. Hrany ulozené v mnozine (set) £ su
zoradené od najmensej po najvacsiu vzhladom na ¢&isla vrcholov, ktoré tvoria hranu.

Testovali sme tri rozne postupy vyberania hran, za ucelom optimalizacie programu:
(a) vyberanie hran zo zaciatku F
(b) vyberanie hran z konca E

(c) vyberanie hran na preskacku, raz zo zaciatku, potom z konca F

Udaje (a) (b) (c)
MIN 36 35 35
MAX 1580977547 1779495794 1511732711
PRIEMER 83700100 96115200 79959600
MEDIAN 130970 100272.5 107257

Tabulka 4.1: Porovnévanie rychlosti vlastného algoritmu pri jednotlivych typoch vy-

berania hran

Po déslednom testovani vidime, Ze najrychelsi postup vyberania hran je (c), ¢o zod-

poveda vyberaniu hran na preskacku. Upozoriiujeme, Ze sme testovali nas jednoduchy
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rekurzivny program bez pouzitia Tutteho matice a lokalnych podmienok, ktoré by mali
za nasledok rychlejsi beh programu.

Po vybrati hrany z F, nastava prva faza, kde uréent hranu pridame do M. Zavo-
lame funkciu remove_ neighbours, ktorej ako parametre posleme ¢isla vrcholov vybra-
tej hrany, adj list a mnoZinu (set) edges to remove, do ktorej si ulozime vsetkych
susedov vybratej hrany. Funkénost funkcie remove_ neighbours spociva v najdeni a od-
straneni vybratej hrany a jej susedov z adj list a nasledne pridanim tychto hran do
mnoziny (set) edges to remove.

Nasledujicim krokom rekurzivnej funkcie je lokdlna podmienka, pomocou ktorej
zrychlime hladanie perfektnych péareni. Princip tejto lokalnej podmienky spociva v
tom, Ze prehladdvame vSetky vrcholy v zozname adj list a ked narazime na vrchol,
ktory susedi len s jednym vrcholom, ¢o znamena Ze ide z neho len jedna hrana, tak
tato hranu pridame do M. Kedze vieme Ze je to jedind hrana, tak urcite musi patrit do
perfektného parenia, pretoze je to jedina cesta k danému vrcholu. Po prejdeni zoznamu
znova zavolame funkciu remove_neighbours, aby sme upravili nas zoznam adj_list a

doplnili hrany do mnoziny (set) edges to remove.

MIN 35

MAX 323192
PRIEMER 28747.8
MEDIAN 2549.5

Tabulka 4.2: Vysledné hodnoty testovania vlastného algoritmu s lokédlnou podmienkou

Pomocou lokalnej podmienky sme dokazali zredukovat ¢as behu programu na 100 ku-
bickych grafoch z okolo dvoch hodin na niekolko sekind. Upozoriiujeme, ze aktuilne
testovanie prebiehalo na vlastnom rekurzivnom programe bez pouzitia Tutteho matice,
ale s vyberom hran na preskacku a s pouzitim lokalnej podmienky:.

Po pridani hran do mnoziny (set) edges to remove, zatneme tieto hrany odstra-
novat z E. Koniec prvej fazy zakonc¢ime rekurzivnym volanim funkcie recursion.

Na zaciatku druhej fazy odstranujeme z M vSetky hrany pridané v prvej faze. Po-
stupne pridame hrany ulozené v edges to remove naspéat do mnoziny £ a zoznamu
adj_list, okrem vybratej hrany z prvej fazy. Nezaradenim tejto hrany naspéat do F
znamena, ze v grafe neexistuje a nikdy nebude v zZiadnom perfektnom pareni. Pokracu-
jeme druhym rekurzivnym volanim funkcie recursion. Druha faza, ako aj celd funkcia

sa zakon¢i vratenim zoznamu adj list do zaciatocného stavu.

Predosly popis algoritmu neobsahoval pracu s Tutteho maticou. Jeho umiestnenie v

programe bude na zac¢iatku funkcie, hned po podmienke zistujtcej, ¢ F obsahuje aspon
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jednu hranu. Dokazeme pokryt obidve rekurzivne volanie vo funkcii recursion. Potre-
bujeme zistit, v akej Casti prehladavania grafu je najvyhodnejsie pouzit algoritmus
Tutteho matice. Pomocou neho dokézeme, zredukovat niekolko zbyto¢nych rekurziv-
nych volani, ktoré by nenasli Ziadne perfektné parenie. Tymto spésobom zrychlime nas
vysledny algoritmus.

Efektivne zavolanie algoritmu Tutteho matice sme testovali na niekol’kych podmien-

kach:

(a) pouzitie vzdy, ked sa nachadzame medzi 30% - 70% hran v M
(b) pouzitie vzdy, ked sa nachadzame v polovici M

(c) pouzitie vzdy, ked sa nachadzame medzi 40% - 60% hran v M
(d) pouzitie vzdy, ked sa nachadzame medzi 50% - 90% hran v M
(e) pouzitie vzdy, ked sa nachadzame medzi 10% - 90% hran v M
(f) pouzitie vzdy, ked to bolo mozné (bez podmienky)

(g) pouzitie vzdy, ked aktuédlny pocet hran v M bol delitelny zaokrihlenym ¢islom

znazornujiucim 10% celkového poctu hran v M

Ukézeme si 4 najefektivnejsie podmienky pouzitia Tutteho matice. Vsetky ostatné

vysledky testovani st sustredené v textovych stiboroch v precinku testovanie.

Udaje (a) (e) (f) (8)
MIN 30 60 51 29
MAX 147407 123753 127861 164947

PRIEMER 16384 12211 11959.3 15230.4
MEDIAN 2489 1761 1800 1714

Tabul'ka 4.3: Porovnéavanie rychlosti vlastného algoritmu pri jednotlivych typoch pod-

mienok na pracu s Tutteho maticou

Pri testovani sme pouzili findlnu verziu programu, do ktorej patrila praca s Tutteho
maticou a vSetky vyssie popisované vlastnosti. Medzi najdolezitejSie zaznamenané hod-
noty, podla ktorych sa rozhodujeme st priemer a medidn. Pri roéznych testovaniach mali
podmienky (e) a (f) velmi podobné hodnoty. Rozhodli sme sa vybrat podmienku (f),
pretoze v priemere dokézala zbehnit na 100 kubickych grafoch za menej ako 20 000

mikrosekind.
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Pri kazdom tspesnom prejdeni zaciato¢nych podmienok vo funkcii recursion, sa
dostaneme k podmienke, ktora rozhodne, ¢i pokracujeme v aktualnej funkcii, alebo v
nej konc¢ime. V spominanej podmienke zavolame funkciu has_perfect matching py-
tajuc sa, Ci existuje perfektné parenie v aktudlnom stave grafu. Obsahom funkcie je
vytvorit Tutteho maticu, pomocou hran v mnozindch M a E. Hrany z M dodaji ma-
tici reprezentaciu hran v perfektnom pareni, ktoré nemaji ziadnych susedov a hrany z
FE dodaji matici reprezentaciu hran, ktoré sme eSte nenavstivili. Na vyslednti maticu
zavolame funkciu determinant, ktora vypocita jej determinat. Ak je vysledny deter-
minant rozny od nuly, tak v grafe existuje perfektné péarenie a moézeme pokracovat.
Naopak nulovy determinant znamena, ze perfektné parenie neexistuje, vybrali sme zlé

hrany do perfektného parenia.

4.4 SAT solver

Problém splnitelnosti booleovskej formuly (SATISFIABILITY alebo SAT) je tloha,
ktora sa snazi zistit, ¢i existuje splnitelna intrepretacia booleovskej formuly. Inymi
slovami, ¢i premenné daného booleovského vyrazu s premennymi (formule) mozu byt
nahradené hodnotami TRUE alebo FALSE takym sposobom, Ze vysledny vyraz bude
pravdivy, inak povedané splnitelny. Booleovska fomula méZe byt reprezentované v kon-
juktivnej normalnej forme (CNF) alebo v binarnych rozhodovacich diagramoch (BDD)
[9].

SAT solvery su softvéry rieSiace splnitelnost formul. Existuje vela réoznych varian-
tov. Jeden z nich je napriklad AIISAT (All solutions SAT') solver, ktory na rozdiel od
normélneho SAT solvera, vygeneruje vSetky mozné riesenia. Kazdy SAT solver sa da
zmenit na AIISAT solver, tym spdsobom, Ze ked néjdeme jedno rieSenie, pridame na
vstupe obmedzujucu podmienku, Ze toto rieSenie, uz nechceme hladat, a snazime sa

najst dalsie. Pri velkych mnoZstvéach rieSeni to prestava byt efektivne.

Spominana ba-graph kniznica pouziva pri niektory tulohach rézne SAT solveri. V
nasom algoritme vyuzivame jeden z jej SAT solverov a to AIISAT solver, pretoze do-
kaze najst vSetky rieSenia, v nasom pripade vSetky perfektné parenia. Kontrolujeme si

pomocou neho spravnost nasho vysledného algoritmu.

4.5 Zdrojové kody

Zdrojové kody ba-graph kniznice, ako aj zdrojové koédy prislusného AlISAT solvera
bdd_manisat_all-1.0.2, st dodané ako priloha, ktort vyuzivame v nasich zdrojovych

kodoch. Prilohy sme ziadnym sposobom nemodifikovali. Nage vlastné zdrojové kody,
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pre spominané algoritmy st umiestnené v siboroch main.cpp. Prislusné textové sibory

obsahujice rozne typy grafov, sme sami vytvorili.
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Kapitola 5
Zhodnotenie vysledného algoritmu

Tato kapitola sa zameriava na hodnotenie nasho vysledneho algoritmu. Budeme tu
porovnavat vysledky na roznych grafoch typu snark, spolu s vysledkami pouzitého
AlISAT solvera.

5.1 Pouzitie na snarkoch

Porovnavame vlastna implementaciu algoritmu na hladanie vSetkych perfektnych pé-
reni, ktori budeme v tejto kapitole nazyvat "Rekurzia", s AIISAT solverom na snarkoch
s roznymi vlastnostami. VSetky uvedené hodnoty st myslené v mikrosekundach. Za-

znamenavame si mazximum, minimum, priemer a medidn zo zozbieranych hodnot.

Snarky

Testovanie prebiehalo na snarkoch z textového suboru normal_snark grafy. Nacha-

dzaji sa tu jednoduché bezmostové suvislé kubické grafy s chromatickym indexom

rovinym 4.
. . AlISAT
Udaje Rekurzia

solver

MIN 83 2128

MAX 77337 8852

PRIEMER 17109.2 4513

MEDIAN 8582 4574

Tabulka 5.1: Porovnéavanie rychlosti vlastného algoritmu s AIISAT solverom na jedno-

duchych snarkoch

7 testovania sme spozorovali, Ze nas algoritmus je efektivnejsi pre grafy s mensim

27



28 KAPITOLA 5. ZHODNOTENIE VYSLEDNEHO ALGORITMU

poc¢tom vrcholov. Na druhu stranu pri vacsich grafoch ma jednozna¢ni vyhodu AIISAT

solver.

Kritické snarky

V tejto casti sa budeme zaoberat 4-hranovo kritickym snarkom (4-edge-critical) a
4-vrcholovo kritickym snarkom (4-vertex-critical). Snark je 4-hranovo kriticky prave
vtedy, ked je kriticky (critical). Snark je kriticky, ak odstranenim akychkol'vek dvoch
susednych vrcholov vznikne 3-hranovo zafarbitelny graf (3-edge-colourable) graph.
Snark je 4-vrcholovo kriticky, ak je bikriticky (bicritical). To znamené, ze ak po od-
straneni dvoch roznych vrcholov vznikne 3-hranovo zafarbitelny graf.

Zacneme najskor na 4-hranovo kritickych snarkoch.

. ) AlISAT
Udaje Rekurzia
solver
MIN 156 2318
MAX 36567 7017
PRIEMER 12298.3 4075.06
MEDIAN 8241.5 4140

Tabulka 5.2: Porovnavanie rychlosti vlastného algoritmu s AIISAT solverom na 4-

hranovo kritickych snarkoch

Testovanie nam ukézalo, Ze na snarku z najmensim poc¢tom vrcholov v nasom pripade
10, boli Rekurzia a AIISATsolver pomalsi oproti jednoduchému 10 vrcholovému snarku
z predoslého testovania. Obidva algoritmy, dokazali v priemere zbehnit na tychto 18

grafoch za menej ako sekundu. Nasleduju 4-vrcholovo kritickych snarky.

.. . AlISAT
Udaje Rekurzia
solver
MIN 332 2585
MAX 44342 7484
PRIEMER 13168.1 4792.11
MEDIAN 7811.5 4702

Tabulka 5.3: Porovnavanie rychlosti vlastného algoritmu s AIISAT solverom na 4-

vrcholovo kritickych snarkoch

MoZeme pozorovat rovnaké zhorSenie aj na tychto grafoch.
Po otestovani obidvoch algoritmov na 4-hranovo kritickych a 4-vrcholovo kritickych

snarkov, ndm vyplyva, Ze algoritmy sa zhorsili vo vSetkych skiimanych parametroch.
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Musime podotknut, Ze vyrazne zhorSenie nastalo na 4-vrcholovo kritickych snarkoch,
oproti testovaniu na 4-hranovo kritickych snarkoch. V obidvoch testovanych stiboroch

bol rovnaky pocet grafov s rovnakymi poc¢tami vrcholov.

Snarky s neparnostou 4

Nepéarnost 4, zodpoved4d minimalnemu ¢islu, ktoré urcuje pocet neparnych cyklov v 2-
faktor kubickom bezmostovom grafe, v nasom pripade snarku. Snarky maji neparnost

najmenej dva.

. AlISAT
Udaje Rekurzia
solver
MIN 161032 10006
MAX 718633 42398
PRIEMER 383484 23897
MEDIAN 335914 19851

Tabulka 5.4: Porovnévanie rychlosti vlastného algoritmu s AIISAT solverom na snar-

koch s neparnostou 4

Dolezitym poznatkom, z tohto testovania je, ze AIISAT solver bol rychlejsi na grafe
s najmensim poc¢tom vrcholov ako nas algoritmus. Dokazeme to oddévodnit tym, Ze
najmensi graf zhl'adiska vrcholov mal teraz 44 vrcholov, ¢o posudzujume uZ ako jeden
z vacsich grafov. Obidva algoritmy boli pomalsie, ¢o je sposobené aj tym, Ze sme ich

testovali na vécsich grafoch.

5.2 Zhodnotenie

Po v8etkych vykonanych testoch na snarkoch a aj na kubickych grafoch, nam vyslo, ze
nas vlastny rekurzivny algoritmus na hladanie perfektnych péareni, je efektivnejsi na
mensich grafoch, zhruba do 15 vrcholov. Na druht stranu AIISAT solveru sa darilo na
vacsich grafoch.

7 vysledkou testovania na snarkoch, sme zistili, Ze snarky so Specifickymi vlastnos-

tami sa prehladavali pomalsie, oproti jednoduchym snarkom.

V préaci sme nestihli zodpovedat otazky typu, pre ako velké grafy su jednotlivé
algoritmy pouzitelné. Nestihli sme vyskusat kombinaciu nasho algoritmu s ALLSAT

solverom na omnoho vac¢sich grafoch.
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Zaver

Vytvorili sme vlastni implementéaciu algoritmu, ktora uspesne hlada vSetky perfektné
parenia v grafe. Grafy, ktoré nas v tejto praci zaujimali a na ktorych sme testovali
implementované algoritmy, boli kubické grafy a snarky s rozliénymi vlastnostami. Im-
plementovali sme dva zname algoritmy, z ktorych sme vybrali rychlejsi a pouzili sme ho
na zefektivnenie nasho vlastné algoritmu. Z vysledkou testovani na kubickych grafoch
a snarkoch, sme zistili, Ze nas algoritmus je vyhodné pouzivat na mensich grafoch do

15 vrcholov. Na druhu stranu, pre vicsie grafy je lepsie pouzit AIISAT solverom.

Celkové vysledky mozu byt vylepSené o experimentalne skombinovanie nasho vy-
sledného algoritmu s AIISAT solverom. MéZzu sa doplnit informacie, pre ako vel'ké grafy
by boli jednotlivé algoritmy eSte pouZzitelné. Nasledne z tychto pozorovani by sa dal

vylepsit vysledny algoritmus.
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