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Abstrakt

Mnohé zname hypotézy v teorii grafov je postacujice dokézat pre kubické grafy, navyse
pre hranovo 3-zafarbitelné kubické grafy sa uz tieto hypotézy dokézané. V naSej praci
skimame Kaszonyiho funkciu, paralelnt a sériova rezistenciu. Tieto tri veli¢iny po-
skytuju isté charakteristiky pre tie kubické grafy, ktoré nie st hranovo 3-zafarbitelné.
Kaészonyiho funkcia ¢ (e) vyjadruje pocet rdoznych hranovych 3-farbeni kubického grafu
G po potlaceni hrany e, pricom potlacenie hrany je odobratie hrany a vyhladenie
incidentnych vrcholov stupna 2. V praci uréime hodnotu Kéaszonyiho funkcie 1 (e)
pre Tubovolnt hranu e kazdého grafu z dvoch nekoneénych tried snarkov — Isaacsovych
snarkov a zovSeobecnenych Blanusovych snarkov. Paralelna rezistencia je minimélny
pocet po dvoch nezavislych hran potrebny na to, aby po ich potlaceni vznikol hranovo
3-zafarbitelny graf. Sériova rezistencia je minimalny pocet postupnych potlaceni hran,
ktorym z povodného grafu vznikne hranovo 3-zafarbitelny graf. Teda u sériovej re-
zistencie povolujeme aj potlacanie novovzniknutych hran. Uk4Zzeme, Ze kazdy kubicky
graf ma konec¢nu sériovi rezistenciu a ak mé 1-faktor, tak ma konecnu aj paralelna
rezistenciu. Balej skonstruujeme nekone¢ni triedu kubickych grafov, ktoré maju neko-
necnu paralelnii rezistenciu a nekonec¢nu triedu bezmostovych kubickych grafov, ktoré
maju rozdielnu paralelnt a sériovi rezistenciu, pricom pre Iubovolné prirodzené &islo
n existuje v tejto triede taky graf GG, pre ktory je rozdiel jeho paralelnej a sériovej rezis-
tencie vacsi ako n. Sucastou prace je aj program, ktory v redlnom ¢ase pocita hodnoty

Készonyiho funkcie, paralelnej a sériovej rezistencie pre kubické grafy do 80 vrcholov.

Krlacové slova: snark, Kaszonyiho funkcia, rezistencia, zovseobecnené BlanuSove

snarky, Isaacsove snarky



Abstract

It is known that many hypotheses in graph theory is sufficient to prove for cubic
graphs, whereas for 3-edge-colorable cubic graphs, these hypotheses are already proven.
In our thesis, we analyze Kaszonyi’s function, parallel and serial resistance. These
three parameters provide some characteristics for 3-edge-uncolorable cubic graphs.
Készonyi’s function 1(e) expresses the number of different edge 3-colorings of a cubic
graph G after suppressing an edge e, where edge suppression is the removal of the edge
and the smoothing of the incident vertices of degree 2. In the thesis, we determine
the value of Kéaszonyi’s function v (e) for any edge e of each graph from two infinite
classes of snarks — Flower snarks and generalized Blanusa snarks. Parallel resistance
is the minimal size of matching sufficient to obtain an edge 3-colorable graph when
suppressed. Serial resistance is the minimal number of successive edge suppressions
required to obtain an 3-edge-colorable graph from the original graph. Note that we
allow the suppression of newly created edges in serial resistance. We show that each
cubic graph has a finite serial resistance, and if the graph has a 1-factor, it also has
a finite parallel resistance. Furthermore, we construct an infinite class of cubic graphs
with infinite parallel resistance and an infinite class of bridgeless cubic graphs that have
different values of parallel and serial resistance. The thesis also includes a program that
in real-time computes the values of the Készonyi function, parallel and serial resistance

for cubic graphs up to 80 vertices.

Keywords: snark, Kaszonyi function, resistance, generalised Blanusa snarks, Flower

snarks
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Uvod

Mnohé zname hypotézy v teodrii grafov, ako napriklad hypotéza o dvojitom pokryti cy-
klami, Fulkersonova hypotéza, Fan-Raspaudova hypotéza ¢i 5-tokovéa hypotéza je mozné
previest na kubické grafy. Preto je postacujice tieto hypotézy dokazat len pre kubické
grafy. Z Vizingovej vety o hranovych farbeniach vyplyva, ze kazdy kubicky graf je hra-
novo zafarbitelny bud tromi alebo Styrmi farbami. Postupom ¢asu vysvitlo, Ze pre ku-
bické 3-zafarbitelné grafy dané hypotézy platia. Tym padom je trieda kubickych grafov,
ktoré nie st hranovo 3-zafarbitelné vhodna pre dalsie skimanie, nakol'ko moze obsa-
hovat potencidlne protipriklady danych hypotéz.

Ukazuje sa, Ze aj medzi kubickymi grafmi, ktoré nie st hranovo 3-zafarbitelné st
isté rozdiely vzhladom na to, ako tazké je pre tieto grafy dokéazat vysSie spomenuté
hypotézy. Tieto rozdiely ¢asto suvisia s tym, ako velmi si kubické grafy ,,vzdialené*
od hranovo 3-zafarbiteIného grafu. Preto sa postupne zaviedli takzvané rezistencie, na-
priklad vrcholova, hranova alebo tokova rezistencia. Velmi zjednoduSene rezistencia je
miera toho, ako velmi je kubicky graf ,vzdialeny* od hranovo 3-zafarbitelnyho grafu.
Napriklad vrcholové rezistencia kubického grafu vyjadruje kolko najmenej vrcholov je
potrebné z daného grafu odobrat, aby sme ziskali hranovo 3-zafarbitelny graf. Pre ku-
bické grafy s ,malou” rezistenciou st dokdzané mnohé z vyssie spomenutych hypotéz.

Okrem roznych druhov rezistencii je znama aj takzvana Kéaszonyiho funkcia (e),
ktoru zaviedol v roku 1972 madarsky matematik Léaszlo Készonyi [10, 11] a v roku
2013 ju spopularizoval Richard C. Bradley [4]. Kaszonyiho funkcia ¢ (e) hovori kolko
roznych hranovych 3-farbeni existuje na kubickom grafe G po tom, ako na nom potla-
¢ime hranu e, pricom pod pojmom potlacenie hrany e méame na mysli odobratie danej
hrany a vyhladenie incidentnych vrcholov. Pod pojmom vyhladenie vrchola stupna 2
méame na mysli odobratie vrchola v a sti¢asné pridanie hrany medzi susednymi vrcholmi
vrchola v.

Nadvézujic na vyskum z ro¢nikového programu, v naSej praci uré¢ujeme hodnotu
Készonyiho funkcie 1 (e) pre Tubovolnt hranu e kazdého grafu zo znamych nekone¢nych
tried 3-nezafarbitelnych kubickych grafov — Isaacsovych snarkov a zovSeobecnenych
Blanusovych snarkov.

Dalej sa tiez v nasej praci zaoberame takzvanou paralelnou a sériovou rezistenciou

na kubickych grafoch. Tieto dve rezistencie vychadzaju z uz spominanej Kaszonyiho
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funkcie ¢ (e). Pre lepsiu predstavu, zjednodusene povedané paralelna rezistencia 7(G)
je minimalny pocet po dvoch nezévislych hran grafu G, takych, ze po ich potlaceni
vznikne hranovo 3-zafarbitelny graf. Sériova rezistencia o(G) je zase minimalny pocet
postupnych potlaceni hran grafu G takych, Ze vysledny graf je hranovo 3-zafarbitelny.
Inak povedané, pri sériovej rezistencii mézeme potlacat aj novovzniknuté hrany.

V nasej praci sa zaoberame aj skiimanim rozdielov medzi paralelnou a sériovou re-
zistenciou. Déa sa Tahko dokazat, Ze pre dany kubicky graf G medzi paralelnou a sériovou
rezistenciou plati vztah 7(G) > o(G). V naSej praci tiez ukdzeme, ze kazdy kubicky
graf mé konecnu sériovu rezistenciu, a ze existuje nekone¢na trieda kubickych grafov,
ktoré maju nekonecni paralelnu rezistenciu. f)alej tiez dokazeme tvrdenie, ze pre kazdy
kubicky graf s 1-faktorom existuje kone¢na paralelna rezistencia. Dosledkom tohto tvr-
denia a Petersenovej vety [13] je, Ze kazdy bezmostovy kubicky graf méa kone¢nu para-
lelnu rezistenciu. Uk&Zeme tiez, Ze existuje nekonecné trieda bezmostovych kubickych
grafov, ktoré maju réoznu konecnu paralelni a sériova rezistenciu, pricom pre Tubo-
volné prirodzené ¢islo n existuje v tejto triede taky graf GG, pre ktory je rozdiel jeho
paralelnej a sériovej rezistencie vacsi ako n.

Nasa préca nie je vylucne len teoretického charakteru. Stucastou prace je tiez prog-
ram, ktory pre kubické grafy pocita hodnoty Kéaszonyiho funkcie ¢ (e), ako aj koneéné
hodnoty paralelnej a sériovej rezistencie. Program tieto hodnoty pocita efektivne do 60
vrcholov a v realnom ¢ase az do 80 vrcholov. St¢astou programu je tiez jednoduché
grafické rozhranie, vdaka ktorému je program pristupny aj pre Tudi, ktori nie s prilis

technicky zdatni.



Kapitola 1
Uvod do problematiky

V 1vodnej kapitole vybudujeme zakladni teériu potrebnii pre nasu pracu. Napriek
tomu, ze vysledky naSej prace sa zameriavaji na sktmanie jednoduchych kubickych
grafov, zadefinujeme si na Gvod pojem graf o cosi vSeobecnejsie. Graf je dvojica skla-
dajuca sa z kone¢nej mnoziny vrcholov a konecnej mnoziny hran, pricom pojem hrany
chapeme volnejsie ako zvycajne. Dovod tohto pristupu je pragmaticky — neskor v praci
sa nam hodi vyuzivat aj struktury, ktoré definicia grafu v beznom ponimani nezahfna.

V na8ej praci nebudujeme grafova teériu od tplnych zakladov, zaviadzame len tie
pojmy, ktoré by mohli byt pre studenta bakalarskeho programu informatika nezname.
Ak by si nas citatel potreboval ozrejmit formélnu definiciu niektorého z pojmov, ktoré

tu nedefinujeme, dovolujeme si ho odkazat na knihu o teorii grafov od R. Diestela [5].

1.1 Zakladné pojmy a definicie

Definicia 1.1.1 (Graf). Pod pojmom graf G mame na mysli usporiadania dvojicu
G = (V, E), kde V je kone¢na mnozina vrcholov a F je kone¢na mnozina hran. Kazda
hrana ma dva konce, ktoré mozu byt incidentné s nejakym vrcholom, volné alebo
navzdjom spojené. Podla toho, s kolkymi vrcholmi je hrana incidentnéd pripustame

tieto typy hran:
e riadna hrana je hrana incidentna s dvomi roznymi vrcholmi,

e visiaca hrana je hrana, ktora ma jeden koniec incidentny s vrcholom a druhy

koniec volny,
e izolovand hrana je hrana, ktord ma oba konce volné,
e slucka je hrana, ktorej oba konce st incidentné s tym istym vrcholom,

e izolovand kruznica je hrana, ktorej konce st navzajom spojené.
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O grafe hovorime, Ze je kubicky, ak su vSetky jeho vrcholy stupna tri.

Definicia 1.1.2 (Polhrana). Volny koniec hrany, ktory nie je incidentny so ziadnym

vrcholom nazyvame polhrana.

Definicia 1.1.3 (Most). Hrana, ktorej odobratim vznikne graf s viac komponentmi,

ako mal povodny graf nazyvame most.

Teraz zadefinujeme niekolko pojmov o grafoch vseobecne. Nésledne sa na zéver
kapitoly zameriame na definicie stuvisiace s grafmi obsahujicimi visiace hrany. Definicie
priamo suvisiace s vysledkami naSej prace (Készonyiho funkcia, paralelnd a sériova

rezistencia kubického grafu) zavedieme neskor v kapitolach, kde ich budeme skumat.

Definicia 1.1.4 (Hranové k-farbenie grafu). Hranové k-farbenie grafu G = (V| E)
je zobrazenie ¢ : E — {1, 2, ..., k} také, Ze pre vSetky susedné hrany e;, es plati
c(e1) # c(eg). Hovorime, 7e graf je hranovo k-zafarbitelny ak mé hranové k-farbenie.

Ak graf G nie je hranovo k-zafarbitelny, hovorime, Ze je hranovo k-nezafarbitelny.

Pozndmka 1.1.5. V praci sa venujeme len skiimaniu hranovej 3-zafarbitelnosti. Preto
pri k-zafarbitelnosti mame napriek zauzivanej konvencii vzdy na mysli hranovi nie

vrcholovi k-zafarbitelnost grafu.
Definicia 1.1.6 (k-cyklus). Kruznicu na k vrcholoch nazyvame aj k-cyklus.

Definicia 1.1.7 (Trojuholnik). Pod pojmom trojuholnik mame na mysli kazda kruz-
nicu dlzky 3.

Definicia 1.1.8 (Obvod). Pod pojmom obvod mame na mysli dlzku najkratsej kruz-

nice grafu G.

Definicia 1.1.9 (Cyklicka suvislost). Hovorime, ze graf G je cyklicky k-suvisly, ak je
potrebné z neho odobrat aspon k£ hran na to, aby vznikol graf, ktory obsahuje aspon

dva komponenty s kruznicou.

Definicia 1.1.10 (Snark). [8, 7] Jednoduchy kubicky graf obsahujuci len riadne hrany

nazyvame snark, ak plati:
(i) velkost jeho obvodu je aspon 5,
(ii) je cyklicky 4-suvisly,
(iii) je hranovo 3-nezafarbitelny.

Pozndmka 1.1.11. Cielom definicie snarku je zadefinovat také kubické grafy, ktoré su
3-nezafarbitelné a sucasne ich 3-nezafarbitelnost nevyplyva z 3-nezafarbitel nosti men-
Sieho 3-nezafarbitelného kubického grafu, na ktory je mozné ,zredukovat® poévodny

graf nejakym trivialnym sposobom.
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Definicia 1.1.12 (k-regularny graf). Graf nazveme regularny ak maju vsetky jeho

vrcholy rovnaky stupen. Ak tento spolo¢ny stupen je k, graf nazveme k-regularny.

Definicia 1.1.13 (Faktor grafu). Pod pojmom faktor grafu G rozumieme podgraf,
ktory obsahuje vSetky vrcholy grafu G.

Definicia 1.1.14 (k-faktor). Podgraf, ktory je k-regularny faktor grafu G nazyvame
k-faktor grafu G.

Definicia 1.1.15 (Nezévislé hrany). Dve hrany st nezavislé ak mnoziny ich koncovych

vrcholov st disjunktné.
Definicia 1.1.16 (Parenie). Mnozinu po dvoch nezavislych hran nazyvame parenie.

Definicia 1.1.17 (Perfektné parenie). Parenie na grafe G pokryvajuce vSetky vrcholy

z V(G) nazyvame perfektné parenie.

Definicia 1.1.18 (Hranova 3-dekompozicia). Pod pojmom hranova 3-dekompozicia
grafu G mame na mysli rozdelenie hran z £(G) do troch disjunktnych tried tak, ze kazda

trieda tvori perfektné parenie.

Definicia 1.1.19 (Subdivizia hrany). Pod pojmom subdivizia riadnej hrany e = uv
grafu G méme na mysli odobratie hrany e, pridanie nového vrchola w a spojenie vr-

cholov u, w aj v, w riadnou hranou.

Definicia 1.1.20 (Vyhladenie vrchola). Nech v je vrchol stupia 2. Vyhladenie vr-
chola v je odobranie vrchola v spolu s incidentnymi hranami a sucasné pridanie riadnej

hrany medzi susednymi vrcholmi vrchola v.

Definicia 1.1.21 (Potlacenie hrany). Odobranie hrany e, ktora je incidentné s dvoma
vrcholmi stupna 3 a nasledné vyhladenie vrcholov stupna 2 nazyvame potlacenie hrany e

(pozri obrazok 1.1).

e

Obr. 1.1: Potlacenie hrany e
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Pozndmka 1.1.22. Vysledkom potlac¢enia hrany e v kubickom grafe je kubicky graf. Da
sa tiez nahliadnut, ze potlac¢enim hrany e v jednoduchom kubickom grafe obsahujicom
len riadne hrany moéze vzniknut aj graf s nasobnou hranou alebo sluckou. Naslednym
potlacenim 3-nasobnej hrany alebo hrany, ktora je susedna so sluckou vznikne zase graf

s izolovanou kruZnicou.

Vzhladom na to, Ze po odobrati slucky by nam ostal len jeden vrchol stupna dva,
ktory by sme nasledne nemali ako vyhladit tak, aby bol vysledny graf opat kubicky,

potlacenie slucky nie je povolené.

1.2 Multipoly

Definicia 1.2.1 (Multipol). Z grafu G s neprazdnou mnozinou visiacich hran vytvo-
rime multipdl tak, Ze jeho polhrany rozdelime do navzajom disjunktnych mnozin — ko-
nektorov. Kazdy konektor S; je linedrne usporiadany, teda poradie polhran v konekto-

roch je pevné.

Definicia 1.2.2 ((k,l)-pol). Pod pojmom (k, 1)-p6l rozumieme kazdy multipol grafu
G, ktory obsahuje prave dva konektory, pricom wvstupny konektor S; obsahuje k polhran
a vystupny konektor Sy obsahuje [ polhran.

Definicia 1.2.3 (Zafarbenie konektoru). Zrejme kazdé hranové 3-farbenie ¢ multi-
polu M jednoznacne priraduje kazdému konektoru S nejaka usporiadanu k-ticu fa-
rieb. Tuto usporiadani k-ticu farieb nazyvame zafarbenim konektoru. Forméalne nech
S = (e1, ..., ex), potom c(S) = (c(er), ..., clex)).

Pri (k, 1)-pole hovorime o zafarbeni vstupného (vystupného) konektoru.

Definicia 1.2.4 (Prechodova relacia). Binarnu relaciu R na mnozine zafarbeni konek-
torov (k, 1)-polu takn, ze xRy préave vtedy, ked existuje hranové 3-farbenie ¢ také, ze

c(S1) = x a ¢(S2) = y nazyvame prechodova relacia.

Definicia 1.2.5 (Graf prechodu). Nech ¢ : E, — {1,2,3} je hranové 3-farbenie
(k, k)-polu M. Grafom prechodu na (k, k)-pole M méme na mysli orientovany graf
G = (V, F), pricom mnozinou vrcholov V myslime vSetky mozné zafarbenia vstup-
ného konektoru (k, k)-polu M. Z vrcholu x vedie orientovana hrana do vrcholu y
grafu G préave vtedy, ked existuje hranové 3-zafarbenie ¢ (k, k)-polu M také, ze za-
farbi konektory nasledovne: ¢(S;) = z a ¢(S3) = y. Formélne nech R je precho-
dové relacia na mnozine zafarbeni konektorov (k, k)-p6lu M, potom mnozina vrcholov

V=A{(c1, cay ..., ) | ¢; € {1, 2, 3}} a mnozina hran F = {zxy|xRy; x, y € V'}.

Definicia 1.2.6 (Rozsireny graf prechodu). Nech Gy, Gs, ..., G, st postupne grafy
prechodov (k, k)-polov My, My, ..., M,. Potom rozsirenym grafom prechodu nazy-

vame graf G, ktory vznikne zjednotenim grafov Gy, Gs, ..., G,,.
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Pre kazda hranu rozsireného grafu prechodov (k, k)-polov My, My, ..., M, vieme

jednoznacne urcit, ktorému z grafov prechodov G, Gs, ..., G, pévodne prislichala.

Definicia 1.2.7 (Uzaver (k, k)-polu). Nech M je (k, k)-pol so vstupnym konektorom
S1 = (21, ..., ) a vystupnym konektorom Sy = (y1, ..., yx). Pod pojmom uzéver
(k, k)-pélu M mame potom na mysli graf G, ktory vznikne z (k, k)-pélu M postup-

nym spojenim polhran x; s polhranami y; pre vSetky ¢ € {1, ..., k}.

Definicia 1.2.8 (Spajanie (k, [)-polov). Nech M je (k, I)-pol a N je (I, m)-pol. Dalej
nazvime vystupny konektor (k, I)-polu M ako S a vstupny konektor (I, m)-polu N
ako S.

Potom hovorime, ze (k, m)-pdl M N, ktory vznikne postupnym spéjanim polhran
z vystupného konektoru S5 s polhranami zo vstupného konektorom SV vznikol ope-
raciou spojenia (k, [)-polov M, N. Spajat dva (k, [)-poly je mozné, len ak vystupny
konektor prvého a vstupny druhého (k, [)-pélu maju rovnakd mohutnost. Polhrany

spdjame v poradi uréenom vstupnym (vystupnym) konektorom SV a SM.

Pozndamka 1.2.9. Spravnejsie by bolo hovorit o spajani (k, [)-polu a (I, m)-polu. Na-
kolko je vsak zrejmé, ze vystupny konektor prvého multipolu a vstupny konektor dru-
hého multipélu musia byt ,,vhodnej“ mohutnosti, rozhodli sme sa definiciu prilis for-

mélne nekomplikovat.

Definicia 1.2.10 (Asymetricky sacin (2, 2)-pélov). [16] Nech M, N su (2, 2)-pdly.
Nech SM = (e}, e)) je vystupny konektor (2, 2)-polu M a S = (¥, €}') je vstupny
konektor (2, 2)-polu N. Potom hovorime, ze (2, 2)-p6l M ® N, ktory vznikol operaciou
asymetrického stcinu (2, 2)-polov, ak vznikol spojenim hrén e s e} a e s el.

Operacia asymetrického stucinu je zrejme asociativna. Asymetrickou mocninou M"
nejakého (2, 2)-polu M potom znacime (2, 2)-pol, ktory vznikne n-krat aplikovanym
asymetrickym sta¢inom na (2, 2)-péloch M @ M ® --- ® M.



KAPITOLA 1. UVOD DO PROBLEMATIKY



Kapitola 2
Sktimanie Kaszonyiho funkcie

Na uvod tejto kapitoly zosumarizujeme vlastnosti Kaszonyiho funkcie z prehl'adového
¢lanku od Richarda C. Bradleyho [4]. Nésledne vyslovime a dokdzeme tvrdenia, ktoré
jednoznacne urcuju hodnoty Kéaszonyiho funckie pre vsetky hrany grafov z dvoch zna-
mych nekonec¢nych tried snarkov - Isaacsovych snarkov a zovSeobecnenych Blanusovych
snarkov. Hodnoty Kaszonyiho funkcie Issacksovych snarkov sa nam podarilo urc¢it uz
vramci vyskumu pocas ro¢nikového projektu. Podla nam dostupnych informécii by
malo ist o prvé dve nekonecné triedy snarkov, ktorym bola urcéené a dokazana hodnota
Kaszonyiho funkcie pre vSetky hrany.

V nasej praci nedokazujeme, ze Isaacsove snarky a zovSeobecnené Blanusove snarky
st 3-nezafarbitelné kubické grafy. Tuto skuto¢nost uz pred nami dokazali R. Isaacs
a J. Mazak v ¢lankoch [8, 12].

2.1 Vlastnosti Kaszonyiho funkcie

NaSa préaca v tejto kapitole priamo nadvézuje na prehladovy ¢lanok od Richarda
C. Bradleyho [4] a prac L. Kaszonyiho ohladom hranovej 3-nezafarbitelnosti kubic-
kych grafov [10, 11]. Richard C. Bradley sa v prehladovom ¢lanku zaobera hranovou
3-nezafarbitelnostou kubickych grafov a pontika otvorené problémy na dalsie skima-
nie, pricom sa vo velkej miere odkazuje na definicie a vysledky z Készonyiho préc
[10, 11]. Zékladnou funkciou, ktori budeme v tejto kapitole skamat je Kdszonyiho

funkcia, ktoru si teraz zadefinujeme.

Definicia 2.1.1 (Kéaszonyiho funkcia). [11] Kaszonyiho funkcia ¢ (e) vyjadruje pocet
roznych hranovych 3-farbeni grafu GG po potlaceni hrany e, pricom farbenia, ktoré vieme

ziskat permutéaciou farieb povazujeme za rovnaké.

Pozndmka 2.1.2. L. Kaszonyi a Richard C. Bradley chapu Készonyiho funkciu trochu
inak ako ju chapeme my v naSej praci. Definicia Kéaszonyiho funkcie podla L. Készo-

nyiho a R. C. Bradleyho vychadza z jednej vlastnosti o danej funkeii, a to, ze hodnota
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Y (e) (podla nami uvedenej definicie) je vzdy delitelna ¢islom 3 (pozri tvrdenie 2.1.3).
Definicia Kéaszonyiho funkcie podla L. Kaszonyiho a R.C. Bradleyho je ekvivalentna
s naSou definiciou, ak vysledni hodnotu Kéaszonyiho funkcie podl'a naSej definicie vzdy

predelime ¢islom 3.

Teraz bez dokazu uvedieme niektoré vlastnosti Kaszonyiho funkcie, ktoré R. C.
Bradley spomina vo svojom prehladovom ¢lanku [4], pricom vsak ide o vysledky prac
L. Kéaszonyiho [10, 11].

Tvrdenie 2.1.3. [10, 11] Nech G je snark. Nech G. je graf, ktory ziskame z grafu G
potlacenim hrany e. Nech dy, dy su hrany, ktoré vznikni potlacenim hrany e. ljalej nech
d(G.) je mnozina vsetkych hranovych 3-dekompozicii takych, Ze hrany dy, dy patria

do rovnakej triedy. Potom existuje prirodzené cislo L také, Ze:
(i) ¢(e) = 3L,
(ii) 16(Ge)| = L,
(iii) nech a, b si dve (mézu byt aj rovnaké) farby a nech v(G.) je mnoZina viet-
kyjch hranovych 3-farbeni ¢ grafu G. takijch, Ze c(dy) = a, c(dy) = b. Potom
v (Ge)| = 2L.

Tvrdenie 2.1.4. [10, 11] Nech H je suvisly podgraf snarku G, ktory vznikol ako zjed-
notenie niekolkiyjch 5-cyklov. Potom hodnota Kdszonyiho funkcie 1 (e) pre vietky hrany

e € E(H) je rovnakd.

Tvrdenie 2.1.5. [10, 11] Nech G je snark a C je 5-cyklus v G. Oznacme vrcholy
2z V(C) postupne vy, ..., vs. Hrana €; je hrana incidentnd s v; takd, Ze ¢, ¢ E(C).
Nech 6(G — E(C)) je mnozZina vietkijch hranovijch 3-dekompozicii grafu G — E(C).
Nech 6(G — E(C)) je mnoZina vietkych hranovijch 3-dekompozicii takijch, Ze pre dané

1 € Z su hrany €;_s, €;, €;10 v rovnakej triede. Potom platia nasledovné vliasnosti:
(i) |0(G — E(C))| = 15-¢(e), pre lubovolni hranu e € E(C),
(ii) |0'(G — E(C))| = 3-9(e), pre lubovolni hranu e € E(C) a i € Zs.

Vo svojom prehladovom ¢lanku uvadza R. C. Bradley aj nasledovna hypotézu,
ktora uz ale bola medzic¢asom dokizanéd ako dosledok este silnejsieho tvrdenia. Preto

ju uvadzame ako tvrdenie.
Tvrdenie 2.1.6. Pre kaZdé dve prirodzené c¢isla j, k existuje snark G a hrana e takd,
Ze (e) =27 - 3.

Ako sme uz spomenuli, toto tvrdenie je dosledkom silnejSieho tvrdenia, ktoré do-
kazali Ariana Cappon a Emily Walther v ¢lanku Prime Factorization of Kéaszonyi [2].

Znenie tohto silnejsieho tvrdenia tu teraz pre tplnost uvedieme.
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Definicia 2.1.7. Nech P je mnozina nasledovnych prvoéisel: P = P; U Py pricom
P; = {p € Nyyg | p je prvocislo} a Py = {173, 179, 181, 197, 229, 257, 271, 359}.

Tvrdenie 2.1.8 (Capoon, Walther). [2] Pre kazdé prirodzené cislo n tvaru

n:Hpk,k:EN

pEP

existuje snark G a hrana e € E(G) takd, Ze Kdszonyiho funkcia ¥ (e) pre dani dvojicu
(G, e) nadobida hodnotu ¥ (e) = n.

2.2 Kaszonyiho funkcia a Isaacsove snarky

Nekonec¢na trieda Isaacsovych snarkov, tiez v angli¢tine znamych aj ako flower snarks
bola prvykrat skonstruovand americkym matematikom Rufusom Isaacsom v ¢lanku
publikovanom roku 1975 [8]. My teraz, vychadzajuc z vyskumu pocas ro¢nikového
projektu, dokdzeme hodnoty Készonyiho funkcie pre vSetky hrany tejto nekonecnej
triedy snarkov. Najprv ale vyslovime a dokadZeme jednu na prvy pohlad nesuvisiacu

lemu, ktort neskor v dokaze vyuzijeme.

010001
101000
Lema 2.2.1. Nech A je symetrickd matica typu 6x6 takd, Ze A = 010100
001010
000101
100010

Potom pre kazdé n € N plati

0 an 0 a, — 1 0 an
ap 0 an 0 a, — 1 0
A2l 0 Qn 0 Qp 0 ap, — 1 a, = 1(22714-1 + 1)
a, — 1 0 a, 0 ay, 0 3
0 an, — 1 0 an 0 an
b, 0 b, —1 0 b, —1 0
0 b, 0 b, —1 0 b, —1
b, —1 0 b, 0 b, —1 0 1
AP = by = =(27" +2).
0 b, —1 0 b, 0 b, —1 3
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Dékaz. Postupujeme indukciou na n. Najprv dokazeme, Ze matice A2"*! st prislugného
tvaru. Zrejme pre n = 0 plati A2"*! = A. Kedze A2+ = A2+l A2 stadi nam

ukazat, Ze po vynasobeni A?"*!. A% dostaneme maticu pozadovaného tvaru pre vietky

n.

0
4a — 1
0
4a — 2
0
da — 1

AQ(n+1)+1 — A2n+1 . A2 _

Zrejme plati 4a,, —1 = (2" +1) -1 =

4a — 1
0
4a — 1
0
4a — 2
0

1
3

0
da — 1
0
4a — 1
0
da — 2

4a — 2
0
4a — 1
0
4a — 1
0

0
4a — 2
0
4a — 1
0
da — 1

(22(n+1)+1 + 1) = Gpp1-

4a — 1
0
4a — 2
0
4a — 1
0

Maticu tvaru A?" dokaZeme analogicky. Pre A° = I zrejme plati pozadovana vlast-

nost. Indukciou dokazeme z matice A*", ze matica A2"*Y je pozadovaného tvaru.

4b,, — 2

AQ(nJrl) — A2n . A2 _ 4bn -3

4b, — 3

0 4b, — 3
0 4b, — 3

0 4b,, — 2

0 4b, — 2
0 4b,, — 2

0 4b,, — 3

0 4b, — 3

0

0

0

0 4b,, — 3

0 4b, — 3

4b,, — 3
0
4b, — 3
0
4b,, — 2
0

0
4b, — 3
0
4b, — 3
0
4b,, — 2

Zrejme platf 4b, — 2 = 5(22" +2) — 2 = L(22"FD 4 2) = b, 4. O

Definicia 2.2.2 (Isaacsove snarky). [8] Triedu suvislych kubickych grafov, pre ktoré
plati: J, = (V,, E,), pricom V,, = {a;,b;,¢;,d; | i € Ng; i <n},
E,=1I,UC,UD,UO,, kde

I, ={aa;|i,jeNy; i<n; j=1i+1 (mod n)}

Cn = {a;b; | i € No; i <n}

D,, = D, U D! pricom D] = {bjc; | i € No; i <n} a D! ={bd; | i € Ny; i <n}

O, =0, J Oy, pricom O, = {c;d; | i,j € Ng; i <mn; j=1i+1 (mod n)}

aO) ={cd; |i,j € Ny; i <n; j=1—1 (mod n)} nazyvame Isaacsove snarky.

Pozndmka 2.2.3. Mnozinu hran [,, nazyvame ako mnozinu vnitorngch hran Isaacsovho
grafu alebo skratene vnitorné hrany, z anlického inner edges. Mnozinu C,, nazyvame
ako mnozinu spajajicich hran Isaacsovho grafu alebo skratene spdjajice hrany, z anglic-
kého connection edges. Mnozinu D,, nazyvame mnozinou rozdelujicich hran Isaacsovho
grafu alebo skratene rozdelujiice hrany, z anglického division edges. Mnozinu O,, nazy-
vame ako mnozinu vonkajsich hran Isaacsovho grafu alebo skratene vonkajsie hrany,

z anglického outer edges.
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Obr. 2.1: Isaacsov snark Js

Pozndmka 2.2.4. Na obrazku 2.1 je vyobrazeny Isaacsov snark J5 zlozeny z piatich
Isaacsovych (3, 3)-polov Yy, - -+, Yy (pozri definiciu 2.2.5). Vnutorné hrany Isaacsovho
snarku Js st oznacené na obrazku 2.1 ¢ervenou farbou. Spajajuce, rozdelujuce a von-

kajSie hrany s zase postupne oznacené modrou, zelenou a oranzovou farbou.

Definicia 2.2.5 (Isaacsov (3, 3)-pdl). Multip6lom, ktory vznikne ako podgraf Yj
Isaacsovho snarku J, nazyvame Isaacsov (3, 3)-pol. Obsahuje vrcholy ay, by, ¢k, dy
a vSetky s nimi incidentné hrany. Hrany spéajajiuce vrcholy ay, bg, ¢, dip (3, 3)-polu
Y) chédpeme ako riadne hrany. Zvysné hrany incidentné prave s jednym z vrcholov
(3, 3)-polu Y}, chapeme ako visiace hrany (pozri obrazok 2.2).

Vstupnygm konektorom S; Isaacsovho (3, 3)-polu Y}, rozumieme usporiadani tro-
jicu polhran S; = (xy, 2, x3). Vystupngm konektorom Sy Isaacsovho (3, 3)-polu Y
rozumieme usporiadani trojicu polhran Sy = (1, y2, ¥3), pricom mame na mysli rov-

nomenné polhrany visiacich hran, ktoré si na obrazku 2.2 oznacené ako 1, xo, x3

a Y1, Y2, Ys-

Pozndmka 2.2.6. Ak nebude dalej v texte tejto podkapitoly vyslovene povedané inak,
pod (3, 3)-polom mame na mysli Isaacsov (3, 3)-pol.

Pozrime sa teraz na vsetky mozné 3-farbenia (3, 3)-polu Y. Sta¢i ndm rozobrat
moznosti, kedy je vstupny konektor zafarbeny farbami (1, 1, 1), (2, 1, 1), (1, 2, 1),
(1, 1, 2) alebo (1, 2, 3). Vsetky ostatné mozné zafarbenia vstupného konektoru potom

vieme ziskat permutéciou farieb. Nazvy vrcholov uvazujeme podla obrazku 2.2.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1, 1). Zrejme niektora hrana incidentné
s vrcholom v, musi mat priradentd farbu 1. Potom vSak jej druhy koncovy vrchol
mé zafarbené dve hrany rovnakou farbou. Preto pre dané zafarbenie vstupného

konektoru neexistuje 3-farbenie (3, 3)-polu Y.
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Obr. 2.2: (3, 3)-pdl Y Isaacsovho snarku J,

Zafarbenie vstupného konektoru je (2, 1, 1). Hrana y, nemdze mat priradent
farbu 1. Pre zafarbenie hrany ys jednou zo zvys$nych dvoch farieb dostavame
jednoznac¢né zafarbenie (3, 3)-polu Y;. Mozné zafarbenia vystupného konektoru
st potom (3, 3, 2) a (3, 2, 3).

Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2, 1). Hrana y; moZe mat priradend len
farbu 2 alebo 3. Pre obe priradenia dostéavame jednozna¢né 3-farbenie (3, 3)-polu

Y).. Mozné zafarbenia vystupného konektoru s potom (2, 3, 3) a (3, 2, 3).

Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1, 2). Opét hrana y; nemdze mat priradent
farbu 1 a pre zafarbenie hrany 1, farbou 2 alebo 3 dostavame jednoznacné zafar-
benie (3, 3)-pdlu Y. Mozné zafarbenia vystupného konektoru su potom (2, 3, 3)
a (3, 3, 2).

Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2, 3). Hrana y; mdze mat priradentd len
farbu 2 alebo 3. Pre obe priradenia dostavame jednoznac¢né 3-farbenie (3, 3)-polu

Y).. Mozné zafarbenia vystupného konektoru sa potom (2, 1, 3) a (3, 2, 1).

Skor, ako vyslovime tvrdenie o hodnotéch #(e) pre hrany Isaacsovych snarkov,
pozrime sa eSte, ako potlacenie hrany e ovplyvni (3, 3)-pol Yj, pripadne (3, 3)-pol,
ktory vznikne spojenim dvoch (3, 3)-polov. Z existujucich izomorfizmov Isaacsoveho

grafu je zrejmé, ze pre vSetky hrany e € I, je hodnota Kéaszonyiho funkcie 1 (e)

rovnaka. Budeme ju oznacovat i,. Toto tvrdenie analogicky plati postupne pre vsetky

hrany z mnozin C,, D,, O,. Tieto hodnoty budeme postupne oznacovat c,, d,, o,.

Preto nam stac¢i zamerat sa na prave jedno potlacenie hrany z kazdej z tychto $tyroch

mnozin.

Definicia 2.2.7 ((3, 3)-pél C). Multipolom, ktory vznikne z (3, 3)-pélu Y; po po-

tlaceni hrany e z mmoziny C, prislachajicej povodnému (3, 3)-polu Yj nazyvame

(3, 3)-pol C' (pozri obréazok 2.3).
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X1 y1

Obr. 2.3: (3, 3)-pol C

Pozrime sa teraz na vSetky mozné 3-farbenia (3, 3)-polu C. Moznost, v ktorej st
vSetky polhrany vstupného konektoru zafarbené rovnakou farbou nebudeme rozobe-
rat. Neskor si v samotnom dokaze hodnodt Kaszonyiho funkcie ¢(e) pre jednotlivé
triedy hran Isaacsovych snarkov ukazeme, preco dané zafarbenie vstupného konektoru
(3, 3)-pélu C' nemé vyznam uvazovat.

Zrejme pre kazdé 3-farbenie ¢ plati ¢(x1) = c(y1), nakolko ide o tu istt hranu.
Rozoberieme najprv mozné 3-farbenia (3, 3)-pélu C' po odobrani hrany z; = y;.
Dvojica polhran vstupného konektora (xs, x3) mozeme zafarbit farbami (1, 1) alebo
(1, 2). Zvysné zafarbenia vieme ziskat permutaciou farieb. Vsetky mozné 3-farbenia
(3, 3)-polu C ziskame kombinéciou vSetkych moznych 3-farbeni (3, 3)-polu C' po odo-
brani hrany z; = y; a vhodného zafarbenia izolovanej hrany x; = y;. Nazvy vrcholov

uvazujeme podla obrazku 2.3.

e Zafarbenie hran x1, x5 je c(x1) = ¢(x9) = 1. Zrejme hrana y, nemoze mat prira-
denu farbu 1. Pre zafarbenie hrany y, farbou 2 alebo 3 dostavame jednoznac¢né
3-farbenie (3, 3)-p6lu C' po odobrani hrany z; = y;. Mozné 3-farbenia dvojice
(y2, y3) st potom (2, 2) a (3, 3).

e Zafarbenie hrén 1, x5 je c(z1) = 1, ¢(z2) = 2. V tomto pripade je 3-farbenie dvo-

jice (Y2, y3) dané jednoznac¢ne. Jediné mozné 3-farbenie dvojice (y2, y3) je (1, 2).

Definicia 2.2.8 ((3, 3)-pol D). Multipdl, ktory vznikne z (3, 3)-polu Y, po potlaceni
hrany e z mnoziny D, prislichajicej povodnému (3, 3)-polu Yy nazyvame (3, 3)-pol D

(pozri obréazok 2.4).

Pozrime sa teraz na v8etky mozné 3-farbenia (3, 3)-p6lu D. Moznost, v ktorej su
vSetky polhrany vstupného konektoru zafarbené rovnakou farbou nebudeme rozoberat.
Zrejme pre kazdé 3-farbenie ¢ plati ¢(x2) = c(ys3), nakolko ide o tu istt hranu.

Rozoberieme najprv mozné 3-farbenia (3, 3)-pélu D po odobrani hrany z, = ys.
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X1 Vi Y1

Obr. 2.4: (3, 3)-pél D

Dvojica hran vstupného konektora (zy, x3) moze byt zafarbena farbami (1, 1) alebo
(1, 2). Zvysné 3-farbenia vieme ziskat permutéciou farieb. Vsetky moznosti zafarbenia
(3, 3)-polu D ziskame kombinéciou vSetkych moznych 3-farbeni (3, 3)-pélu D po odo-
brani hrany x, = y3 a vhodného zafarbenia hrany x, = y3. Nazvy vrcholov uvazujeme
podla obrazku 2.4.

e Zafarbenie hran x, x5 je c(x1) = ¢(x9) = 1. Zrejme hrana y; nemoze mat prira-
denu farbu 1. Pre zafarbenie hrany y; farbou 2 alebo 3 dostavame jednoznac¢né
3-farbenie (3, 3)-pélu D po odobrani hrany z, = y3. Mozné 3-farbenia dvojice
(y1, y2) st potom (2, 2) a (3, 3).

e Zafarbenie hran x, xs je ¢(z1) = 1, ¢(z2) = 2. V tomto pripade je 3-farbenie
dvojice (y1, y2) dané jednoznacne. Jediné mozné 3-farbenie dvojice (yi, y2) je
potom (2, 1).

Pozndmka 2.2.9. Vsimnime si, ze rovnako dobre moézeme v (3, 3)-péle Yj miesto hrany
odstranenej na obrazku 2.4 odstranit druhta hranu e z mnoziny D,,, ¢im by nam vznikol
iny (3, 3)-pol. Vieme vsak, ze pre kazdé dve hrany e, es € D,, existuje automorfizmus
na Isaacsovych snarkoch, ktory zobrazi e; do es. Izomorfné hrany maji rovnakta hod-
notu Kaszonyiho funkcie ¢(e). Preto nam staci dokazat tvrdenie o hodnote Kaszonyiho

funkcie ¢(e) len pre jednu hranu e z mnoziny D,,.

Definicia 2.2.10 ((3, 3)-pol O). Multipol, ktory vznikne spojenim dvoch (3, 3)-polov
Y. Yi 1 anaslednym potlac¢enim hrany e z mnoziny O,,, ktora prislicha obom pévodnym

(3, 3)-polom nazyvame (3, 3)-pol O (pozri obrazok 2.5).

Pozrime sa teraz na vSetky mozné 3-farbenia (3, 3)-pélu O. Moznost, v ktorej st

vSetky polhrany vstupného konektoru zafarbené rovnakou farbou nebudeme rozoberat.



2.2. KASZONYIHO FUNKCIA A ISAACSOVE SNARKY 17

X3 —~— y3

X2 V3 Ve Y2

V4 Vs

X1 Vi Vs VAl

Obr. 2.5: (3, 3)-pol O

Sta¢i nam rozobrat moznosti, kedy je vstupny konektor zafarbeny farbami (2, 1, 1),
(1,2, 1), (1, 1, 2) alebo (1, 2, 3). VSetky ostatné mozné zafarbenia vstupného konek-
toru potom vieme ziskat permutaciou farieb. Nazvy vrcholov uvazujeme podla obrazku
2.9.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (2, 1, 1). Hrana y; nemdze byt zafarbené
farbou 1. Zo zafarbenia hran x; a x, vyplyva, ze hrana vyv, je zafarbena far-
bou 3. Potom hrana v;vs musi byt zafarbena farbou 1, a preto susedna hrana
y1 nemoze byt zafarbena farbou 1. Ak zvolime c(y;) = 3, dostavame jedno-
znacné 3-farbenie (3, 3)-polu O. Pre 3-farbenie ¢(y3) = 2 dostéavame jednoznaéné
3-farbenie (3, 3)-polu O az ked urcime farbu hrane ys, pricom zo zafarbenia
vstupného konektora vyplyva c(ys) # 3. Mozné zafarbenia vystupného konektora
pre dané zafarbenie vstupného konektora su (2, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 2).

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2, 1). Pri danom zafarbeni vstupného ko-
nektora musi byt hrana v,v, aj hrana vsv, zafarbené farbou 3. Preto pre dané

zafarbenie vstupného konektoru neexistuje 3-farbenie (3, 3)-po6lu O.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1, 2). Hrana y; nemoze byt zafarben4 far-
bou 3. Zo zafarbenia vstupného konektora vyplyva, zZe hrana vszv, je zafarbené
farbou 3 a hrana v;v4 farbou 2. Potom hrana v;vs musi byt zafarbena farbou 3,
a preto hrana y, nemdze byt zafarbena farbou 3. Ak ¢(y;) = 1, dostavame jedno-
zna¢né 3-farbenie (3, 3)-polu O. Pri moznosti ¢(y;) = 2 dostavame jednoznacéné
3-farbenie az ked uréime farbu hrany ys, pricom c(y3) # 1 nakolko z daného za-
farbenia vstupného konektoru vyplyva, ze susedné hrana vsvg musi byt zafarbena
farbou 1. Mozné zafarbenia vystupného konektora pre dané zafarbenie vstupného
konektora su (1, 1, 2), (2, 2, 2), (2, 3, 3).
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e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2, 3). Z daného zafarbenia vstupného ko-
nektora priamo vyplyva, ze hrana y; nemoze by zafarbena farbou 2, pretoze musi
platit c(viv4) = 3 a ¢(v1v5) = 2. Po zafarbeni hrany y; farbou 1 alebo 3 dostavame
jednoznac¢né zafarbenie (3, 3)-polu O. Mozné zafarbenia vystupného konektora
s (1,2,3) a (3,2 1).

Pozndmka 2.2.11. Rovnako ako pri potlaceni hrany e z mnoziny D,,, aj v tomto pripade
sa nam staci zaoberat jednou z dvoch moznych potla¢enych hran ey, e; z mnoziny O,

pretoze existuje automorfizmus na Isaacsovych snarkoch, ktory zobrazi hranu e; do es.

Definicia 2.2.12 ((3, 3)-p6l I). Multipol, ktory vznikne spojenim dvoch (3, 3)-pélov
YY1 andslednym potlac¢enim hrany e z mnoziny [, ktora prislicha obom pévodnym

(3, 3)-polom nazyvame (3, 3)-pol I(pozri obrazok 2.6).

Obr. 2.6: (3, 3)-pol I

Pozrime sa teraz na vSetky mozné 3-farbenia (3, 3)-polu I. Moznost, v ktorej su
vSetky polhrany vstupného konektoru zafarbené rovnakou farbou nebudeme rozoberat.
Stac¢i nam rozobrat moznosti, kedy je vstupny konektor zafarbeny farbami (2, 1, 1),
(1,2, 1), (1, 1, 2) alebo (1, 2, 3). VSetky ostatné mozné zafarbenia vstupného konek-

toru vieme ziskat permutéciou farieb. Nazvy vrcholov uvazujeme podla obrazku 2.6.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (2, 1, 1). Pri danom zafarbeni vstupného ko-
nektora musi byt hrana vovy aj hrana vsvs zafarbena farbou 3. Preto pre dané

zafarbenie vstupného konektoru neexistuje 3-farbenie (3, 3)-polu I.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2, 1). Hrana y, nemoze byt zafarbena far-
bou 1. Zo zafarbenia hran z; a xo vyplyva, Zze hrana vyv, je zafarbena farbou
3. Potom hrana wov; musi byt zafarbena farbou 1, a preto susedné hrana s

nemoze byt zafarbena farbou 1. Ak zvolime c(y2) = 3, dostavame jednoznacné
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3-farbenie (3, 3)-polu I. Ak zafarbime hranu y, farbou ¢(y,) = 2 dostavame jedno-
znatné 3-farbenie (3, 3)-polu I az ked urcime farbu hrane ys3, pricom zo zafarbenia
vstupného konektora vyplyva c(ys) # 3. MoZzné zafarbenia vystupného konektora
pre dané zafarbenie vstupného konektora su (1, 2, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 2).

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1, 2). Hrana y, nemoze byt zafarbena far-
bou 3. Zo zafarbenia vstupného konektora vyplyva, ze hrana vsv, je zafarbené
farbou 3 a hrana vyv, farbou 2. Potom hrana vov; musi byt zafarbena farbou 3,
a preto hrana y, nemoze byt zafarbena farbou 3. Ak c(y2) = 1, dostavame jedno-
znacné zafarbenie (3, 3)-polu I. Pri moznosti ¢(y,) = 2 dostavame jednoznaéné
3-farbenie az ked ur¢ime farbu hrany ys, pricom c(y3) # 1 nakolko z daného za-
farbenia vstupného konektoru vieme, Ze susedné hrana vsvg musi byt zafarbené
farbou 1. Mozné zafarbenia vystupného konektora pre dané zafarbenie vstupného
konektora su (1, 1, 2), (2, 2, 2), (3, 2, 3).

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2, 3). Z daného zafarbenia vstupného ko-
nektora priamo vyplyva, Ze hrana y, nemoze by zafarbenad farbou 1, pretoze
musi platit ¢(vovy) = 3 a ¢(v9v7) = 1. Pre zafarbenie hrany y, farbou 2 alebo 3
dostéavame jednoznac¢né 3-farbenie (3, 3)-polu I. Mozné zafarbenia vystupného
konektora su (1, 3, 2) a (1, 2, 3).

Pozndamka 2.2.13. Kazdy zo $tyroch vyssie spomenuté (3, 3)-polov C, D, O, I nazy-

vame aj spolo¢nym nazvom ako (3, 3)-pdl po potlaceni hrany e.

Pozrime sa teraz na graf prechodov Isaacsovho (3, 3)-pélu a na graf prechodov jed-
notlivych (3, 3)-polov po potlaceni hrany e. Grafy prechodov budeme nasledne vyuzivat
v samotnom dokaze tvrdenia o hodnotach Készonyiho funkcie ¢(e) hran Isaacsovych
snarkov.

Kedze uz pozname mozné 3-farbenia Isaacsovho (3, 3)-polu, vieme lahko skonstru-
ovat jemu prislachajuici graf prechodu (pozri obréazok 2.7). Na obréazku grafu prechodov
kazdy vrchol reprezentuje zafarbenie jedného vstupného konektoru S;. Medzi vrcholom
v1 = xyz a vy = abe existuje hrana prave vtedy, ked existuje 3-farbenie ¢ (3, 3)-po6lu Yy
také, ze vstupny konektor S; ma zafarbenie ¢(S;) = (z,y, z) a vystupny konektor Sy
ma zafarbenie ¢(S2) = (a,b,c). Kvoli prehladnosti sme sa rozhodli na obrazku kazdé

dve orientované hrany uv, vu nahradit jednoduchou neorientovanou hranou uw.

Pozndmka 2.2.14. Graf prechodu na Isaacsovom (3, 3)-pole sa skladé zo siedmich kom-
ponentov. Obsahuje tri izolované vrcholy (1,1, 1), (2,2, 2), (3, 3, 3) a $tyri neorientované
6-cykly. Z toho jeden 6-cyklus je jedinecény v zmysle, Ze nevieme Zziaden iny 6-cyklus
nan zobrazit vhodnou substittciou farieb. Kazdy zo zvys$nych troch 6-cyklov je mozné

zobrazit na zvy$né dva 6-cykly vhodnou substiticiou farieb (pozri obrézok 2.7).
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Obr. 2.7: Graf prechodu na Isaacsovom (3, 3)-pole

V dokaze tvrdenia o hodnotach Kaszonyiho funkcie pre hrany Isaacsovych snar-
kov budeme tiez pouzivat rozsireny graf prechodov na dvoch (3, 3)-péloch. Jednym
bude vzdy Isaacsov (3, 3)-pdl a druhym bude niektory zo Styroch (3, 3)-pélov po po-
tla¢eni hrany e. Nakol'ko jeden z (3, 3)-polov je vZdy dany, budeme tieto rozsirené grafy
prechodov zjednoduSene nazyvat ako rozsireny graf prechodu na (3, 3)-pole C, D, O
alebo 1.

Na jednotlivé rozsirené grafy prechodov na (3, 3)-pole C, D, O, I sa pozrieme po-

riadnejsie az v samotnom dokaze tvrdenia, ktoré tu teraz uvedieme.

Tvrdenie 2.2.15. V kaZdom grafe J, z triedy Isacsovijch snarkov platia nasledovné
vztahy:

(i) cn =2""1+2,
(ii) dp, = ¢, — 3,
(iti) 0n = 3¢y,
() i, = o, — 3.

Dokaz. Myslienku dokazu ukdZeme na dokaze vztahu (i) ¢, = 2"~! + 2. Postup pri do-
kaze zvySnych troch vztahoch je v mnohych ¢astiach analogicky.

MoézZeme si v§imnit, Zze po potlaceni hrany e z mnoziny C,, Isaacsovho snarku .J,
vznikne graf, ktory je izomorfny s grafom, ktory vznikne cyklickym spojenim jedného
(3, 3)-polu C an—1 (3, 3)-polov Y.
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Oznac¢me si (3, 3)-pol C ako Yy a (3, 3)-poly, ktoré postupne spajame (spolu s Yp)
ako Y1,Y5, ... Y, 1. Potom plati, Ze ak priradime vystupnému konektoru (3, 3)-polu Y;
nejaké zafarbenie ¢(S) = (c(ey), c(eq), c(es)), tak rovnaké zafarbenie ¢(S) bude prisla-
chat vstupnému konektoru (3, 3)-polu Y; ;. Vieme, Ze Isaacsov (3, 3)-pol nie je mozné
zafarbit tromi farbami, ak zafarbime jeho vstupny alebo vystupny konektor jednou
farbou. Potom ale pri skiimani vSetkych moznych 3-farbeni Isaacsovho snarku nemé
vyznam uvazovat zafarbenie vstupného (vystupného) konektoru S (3, 3)-polu C' jednou
farbou, lebo je to sucasne aj zafarbenie vystupného (vstupného) konektoru nejakého
predchadzajiceho (nasledujiceho) (3, 3)-polu Y. Preto si mézeme kvoli prehladnosti
dovolit v grafe prechodu (3, 3)-p6lu C' vynechat hrany incidentné s jednym z vrcholov
(1,1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3).

Nahliadnutim na rozsireny graf prechodu na (3, 3)-pole C' si moézeme vSimnut,
ze prechod po danom grafe simuluje nejaké hranové 3-farbenie na (3, 3)-p6loch. Pres-
nejsie, kazdy sled na rozsirenom grafe prechodu dizky 2n + 1, ktory konéi v tom istom
vrchole, v akom zacina a prejde prave raz cez jednu hranu z mnoziny hran grafu pre-

chodu na (3, 3)-pole C reprezentuje nejaké hranové 3-farbenie na Isaacsovom snarku

Jn po potlaeni hrany e z mnoziny C,, (pozri obrazok 2.8).

Obr. 2.8: Rozsireny graf prechodu na (3, 3)-pole C. Hrany patriace grafu prechodu

na (3, 3)-pole C' st na obrazku oznaené ¢ervenou farbou.

Ulohu najdenia vetkych hranovych 3-farbeni na Isaacsovom snarku J,, po potlaceni
hrany e z mnoziny C,, mézeme previest na tlohu najdenia vietkych sledov dlizky 2n+1
na rozsirenom grafe prechodu (3, 3)-polu C' takych, ze konéia v tom istom vrchole,

v akom zacinaju a prechadzaji prave raz cez prave jednu ,,¢ervend” hranu z mnoziny
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hran grafu prechodu na (3, 3)-pole C. Dva sledy povazujeme za rovnaké, ak jeden
vznikne pootoc¢enim druhého.

Z moznych 3-farbeni (3, 3)-polu C' vyplyva, Ze graf prechodu na (3, 3)-pole C' ob-
sahuje len slucky a diagondlne hrany (233, 211), (322, 311), (122, 133).

Diagonalnu hranu na grafe prechodu nemé zmysel pri pocitani vSetkych moznych
3-farbeni na Isaacsovom snarku J, uvazovat. Ak by sme sa bez ujmy na vSeobecnosti
rozhodli zacat sled vo vrchole 233 a pokracovat diagonalnou hranou (233, 211), tak by
sme sa dostali do vrcholu 211. Potom by sme sa museli na 2n krokov vratit z vrcholu 211
do vrcholu 233 pouzitim len hran zo zakladného grafu prechodu na (3, 3)-pdle. To vsak
nie je mozné, pretoze vzdialenost medzi vrcholmi 233 a 211 v 6-cykle je neparna.

Takym istym sposobom mdzeme nahliadnut, Zze pri vypocte hodnoty Kaszonyiho
funkcie 1(e) méa zmysel slucky uvazovat, pretoze na 6-cykle existuju sledy dlzky 2n,
ktoré zac¢inaju a koncia v tom istom vrchole. Na vypocet poctu tychto sledov vyuzijeme
maticu susednosti grafu prechodov na (3, 3)-pole Yz.

Orientovany graf vieme zapisat pomocou matice susednosti A. Moézeme nahliadnut,
7e hodnota a;; v matici A* reprezentuje pocet sledov dlzky k z vrchola i do vrchola j.

Tento poznatok vyuZzijeme na vypocitanie hodnoty ¢, pre kazdé n.

010001
101000
Matica susednosti A grafu prechodu na (3, 3)-pole Y} je A = 010100
001010
000101
100010

Z lemy 2.2.1 vyplyva, Ze matica A*" ma na diagonale prvky b, = %(22” + 2). Tie
reprezentuji poc¢et sledov na 6-cykle dizky 2n, ktoré zadinaju a konéia v tom istom
vrchole.

Rozsireny graf prechodu na (3, 3)-pole C' obsahuje préave 18 sluciek, z ¢oho vyplyva,
Ze existuje 18- %(22”+2) = 6-(22"+2) roznych hranovych 3-farbenf po potlaceni hrany e
z mnoziny C,,, ak povazujeme rézne permutacie toho istého 3-farbenia za rozne hranové
3-farbenia.

Nakol'ko vSak rézne permutacie toho istého 3-farbenia za rozne 3-farbenia nepova-
zujeme, musime eSte vysledni hodnotu predelit poc¢tom permutacii troch farieb, ¢o je

3! = 6. Odtial dostavame pozadovany vztah ¢, = 2" 1 + 2.

Teraz dokdzZeme vztah (ii). Dokaz vztahu (ii) d,, = ¢, — 3 je myslienkovo analogicky
k dokazu vztahu (i), preto sa pri dokazovani zameriame len na to, ¢o je v dokazoch
rozne. Verime, ze v pripade potreby na zaklade nizsie uvedenych informacii a predoslého

dokazu si bude ¢itatel schopny sam domysliet detaily dokazu.
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Rovnako ako v dokaze predoslého vztahu neméa vyznam uvazovat zafarbenie vstup-
ného (vystupného) konektoru (3, 3)-pélu D jednou farbou. Kvoli prehladnosti si preto
mozeme dovolit v grafe prechodu (3, 3)-polu D vynechat hrany incidentné s jednym
z vrcholov (1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3).

213 123

111 222

312 321

)

132 231

233 112 322 113 122 331

121 332 131 223 313 221

323 211 232 311 212 133

Obr. 2.9: Rozsireny graf prechodu na (3, 3)-péle D. Orientované hrany na rozsirenom
grafe prechodu (3, 3)-polu D, ktoré nebolo mozné nahradit jednoduchou hranou st

na obrazku oznacené Sipkou.

Z moznych 3-farbeni (3, 3)-polu D vyplyva, ze graf prechodu na (3, 3)-pdle D obsa-
huje dva typy hrén (pozri obrazok 2.9). Diagondlne hrany v tomto pripade chapeme ako
orientované hrany (323, 112), (121, 332), (232, 113), (131,223), (212,331) a (313, 221).
Ako uz z ddkazu (i) vieme, tieto hrany nemé zmysel uvazovat, nakolko nevieme na
6-cykle vytvorit sled dlzky 2n medzi dvoma vrcholmi, ktoré maju na 6-cykle neparnu
vzdialenost. Tie hrany, ktoré nie st diagonalne méa zmysel pri dokaze uvazovat , pretoze
spajaju vrcholy, ktoré maji na 6-cykle parnu vzdialenost.

Matica susednosti A grafu prechodu na (3, 3)-pole Y} je rovnaka ako v dokaze pre-
doglého vztahu. Preto nam staci s vyuZitim lemy 2.2.1 nahliadnut na tvar matice A",
Skimanim jednotlivych vyhovujtcich ,¢ervenych“ hran z rozsireného grafu prechodu
na (3, 3)-pole D prideme na to, ze vyhovujicim sledom prislichajia v matici prvky
b, — 1, pricom b,, = %(22” + 2).

Rozsireny graf prechodu obsahuje 18 vyhovujucich ,,éervenych® hréan. Ak zoberieme
do tvahy, Ze existuje 6 roznych permutécii troch farieb, pricom kazdu z nich chceme
zapoc&itat prave raz, dostaneme sa k ¢islu d,, = (22" +2) —3 = ¢, — 3. Tym sme tspesne
dokazali vztah (ii) d,, = ¢, — 3.
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Teraz dokdZeme vztah (iti). Dokaz vztahu (iii) o, = ¢, je myslienkovo analogicky
k dokazu (i), preto sa pri dokazovani zameriame len na to, ¢o je v dokazoch rozne.
Verime, ze v pripade potreby na zaklade niz§ie uvedenych informacii a predoslého
dokazu si bude citatel schopny sam domysliet detaily dokazu.

Rovnako ako v dokaze predoslého vztahu neméa vyznam uvazovat zafarbenie vstup-
ného (vystupného) konektoru (3, 3)-pélu O jednou farbou. Kvoli prehl'adnosti si preto
mozeme dovolit v grafe prechodu na (3, 3)-pdle O vynechat hrany incidentné s jednym
z vrcholov (1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3).

313

Obr. 2.10: Rozsireny graf prechodu na (3, 3)-péle O.

Z moznych 3-farbeni (3, 3)-pélu O vyplyva, Ze graf prechodu na (3, 3)-pole O ob-
sahuje 2 typy hran. Prvym typom st jednoduché hrany medzi niektorymi susednymi
vrcholmi 6-cyklu, druhym typom st slucky (pozri obrazok 2.10).

Uvedomme si, Ze (3, 3)-pol O vznikol spojenim dvoch (3, 3)-polov Yy, Yiy1. Potom
ale ,,Cervena“ hrana z mnoziny hran grafu prechodu na (3, 3)-pole O reprezentuje dva
z 2n + 1 (3, 3)-polov Isaacsovho snarku J,.

Preto nés pri dokaze vztahu (iii) zaujimaju sledy nepéarnej dizky na 6-cykle medzi
vrcholmi, ktoré spaja ,,¢ervena” hrana z mnoziny hran grafu prechodu na (3, 3)-pole
O. Slucky nema zmysel uvazovat, pretoze nie je mozné skonstruovat na 6-cykle sled
neparnej dlzky, ktory zacina a konéi v tom istom vrchole. Hrany medzi susednymi
vrcholmi 6-cyklu mé zmysel uvazovat, pretoze spajaja vrcholy, ktortt maja na 6-cykle
neparnu vzdialenost.

Matica susednosti A grafu prechodu na (3, 3)-pole Y} ostava rovnaké, preto nam
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n=D+1 Skimanim jednotlivych

stad s vyuzitim lemy 2.2.1 nahliadnut na tvar matice A%
vyhovujucich ,,¢ervenych® hran z rozsireného grafu prechodu prideme na to, ze vietkym

vyhovujicim sledom prislichaja v matici prvky a,_1, pricom

1 1
R g(22(7171) 4 1) — 5(227172 4 1)

Rozsireny graf prechodu obsahuje 9 vyhovujucich ,,¢ervenych® hran, pricom ide
o neorientované hrany. Preto ich musime v nasom vypocte zahrnut 2-krat. Ak k tomu
zoberieme eSte do uvahy, ze existuje 6 roznych permutécii troch farieb, pricom kazda
-1
+2 1

. N 4 . _ 2n
z nich chceme zapoditat prave raz, dospejeme ku vztahu o, = 2272 4+1 = 2T = 5Cn.

Teraz dokdzZeme vztah (iv). Dokaz vztahu (iv) i, = o, — 3 je myslienkovo analogicky
k dokazu (i), preto sa pri dokazovani zameriame len na to, ¢o je v dokazoch rozne.
Verime, ze v pripade potreby na zéklade nizsie uvedenych informacii a predoslého
dokazu si bude ¢itatel schopny sam domysliet detaily dokazu.

Rovnako ako v dokaze predoslého vztahu nema vyznam uvazovat zafarbenie vstup-
ného (vystupného) konektoru (3, 3)-pélu I jednou farbou. Kvoli prehl'adnosti si preto
mozeme dovolit v grafe prechodu na (3, 3)-pdle I vynechat hrany incidentné s jednym
z vrcholov (1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3).

\/

Obr. 2.11: Rozsireny graf prechodu na (3, 3)-pole I.

Z moznych 3-farbeni (3, 3)-polu I vyplyva, ze graf prechodu na (3, 3)-pole I obsa-
huje dva typy hran. Prvym typom st jednoduché hrany medzi niektorymi protilahlymi
vrcholmi 6-cyklu. Druhym typom su slucky (pozri obrazok 2.11).
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Rovnako ako pri dokaze vztahu (iii), aj teraz nas buda zaujimat sledy nepérnej
dlzky. Mozme si v&imnuat, Ze jediné vyhovujice ,¢ervené® hrany z mnoziny hran grafu
prechodu na (3, 3)-pole I st tie medzi protilahlymi vrcholmi. Slucky zrejme neméa
zmysel uvazovat.

Matica susednosti A grafu prechodu na (3, 3)-pdle Y} je rovnaka ako pri dokaze
predoglého vztahu, preto nam staci s vyuzitim lemy 2.2.1 nahliadnut na tvar matice
A=+ Skiimanim vyhovujiicich ,éervenych® diagonalnych hran z rozsireného grafu
prechodu prideme na to, Ze vSetkym vyhovujicim sledom prislichaji v matici prvky
n-1 — 1, prifom a,—; = $(220"7V 4+ 1) = (2272 + 1),

Rozsireny graf prechodu obsahuje 9 vyhovujucich ,,éervenych® diagonalnych hrén,
pricom ide o neorientované hrany. Preto ich musime v nasom vypocte zahrnit 2-krat.
Ak zoberieme do tuvahy, Ze existuje 6 roznych permutéacii troch farieb, pricom kazdua

z nich chceme zapoditat prave raz, dostaneme sa k &islu i, = (2*"2+1)-3 = 0,—3. [

2.3 Kaszonyiho funkcia a zovSeobecnené BlanuSove

snarky

Ak neuvazujeme Petersenov graf, BlanuSove snarky [3] st dva najmensie snarky. V tejto
podkapitole budeme skiimat hodnoty Kéaszonyiho funkcie pre nekonecéni triedu zovse-
obecnenych Blanusovych snarkov [12], ktora vychadza préave z tychto dvoch grafov.
Na tvod si zadefinujeme potrebné pojmy a nahliadneme na 3-farbenia pomocnych
(2, 2)-polov, ktoré neskdr v samotnom dokaze vyuzijeme. Triedu zovseobecnenych Bla-

nusovych snarkov ako prvy skonstruoval J. Watkins vo svojej praci Snarks [16].

Definicia 2.3.1 (Blanusov (2, 2)-pél). [16] Pod pojmom Blanusov (2, 2)-p6l méame
na mysli (2, 2)-p6l B = (Vp, Ep) pricom mnozina vrcholov Vg = {vy, vg, ..., v}
a hrany Ep = {v;110j41]i € Zs, j = i+ 1 (mod 8)} U {vavg, vavs} U {1, 2, Y1, Y2}
Hrany x1, x9, y1, yo st visiace hrany, postupne incidentné s vrcholmi vy, vs, vr, vs.
Zvy$né hrany su riadne (pozri obréazok 2.12).

Vstupnygm konektorom S; Blanusovho (2, 2)-pélu rozumieme usporiadana dvojicu
polhran Sy = (x1, x3).

Vystupngm konektorom Sy Blanusovho (2, 2)-polu zase rozumieme usporiadani
dvojicu polhran Sy = (y1, y2), priCom méame na mysli rovhomenné polhrany visiacich

hran oznacené ako xi, 2, y1, yo.

Pozndmka 2.3.2. Ak nebude dalej v texte tejto kapitoly vyslovene povedané inak,

(2, 2)-pélom budeme mat na mysli Blanusov (2, 2)-pol.

Skor ako prejdeme k definicii samotnej triedy zovSseobecnenych BlanuSovych snar-

kov pozrime sa na vSetky mozné 3-farbenia Blanusovho (2, 2)-po6lu. Staéi nam rozo-
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X1 Vi Vs A% yi
V. V6
X2 V3 V4 V5 y2

Obr. 2.12: Blanusov (2, 2)-pol

brat moznosti, kedy je vstupny konektor S; zafarbeny farbami ¢(S;) = (1, 1) alebo
c(S1) = (1, 2). Vsetky ostatné zafarbenia vstupného konektoru vieme ziskat permu-
taciou farieb. Nazvy vrcholov uvazujeme podla obrazku 2.12. Pred samotnym sktima-
nim moznych 3-farbeni Blanusovho (2, 2)-pélu vyslovime (bez dékazu) jednu znamu

lemu, ktora patri k folkloru v tejto oblasti.

Lema 2.3.3 (Paritna lema). Nech G je kubicky graf s n visiacimi hranami, ktory je
hranovo 3-zafarbeny, pricom n; polhrdn je zafarbenych farbou .

Potom ny = ny = ng =n (mod 2).

Definicia 2.3.4 (Petersenov graf). [9] Kubicky graf s 10 vrcholmi, ktoré st pospajané

15 riadnymi hranami podla obrazka 2.13 nazyvame Petersenom graf.

Obr. 2.13: Petersenov graf

Prejdime teraz k skimaniu 3-farbeni Blanusovho (2, 2)-po6lu na zéklade zafarbenia

vstupného konektoru Sj.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1). Zafarbenim hrany vjvg farbou 2 alebo
3 dostéavame jednoznac¢né 3-farbenie (2, 2)-p6lu. V oboch pripadoch je vystupny
konektor Sy zafarbeny farbou ¢(S2) = (1, 1).

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2). Z Paritnej lemy vieme, Ze pre zafarbenie
vystupného konektora Sy plati bud ¢(S2) = (1, 2) alebo ¢(S53) = (2, 1).
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Sporom ukéazeme, ze plati ¢(S3) = (2, 1). Zoberme dva nové vrcholy vg, v19 navza-
jom spojené hranou, Blanusov (2, 2)-pél a na vrchol vy napojme visiace hrany
x1, yo. Na vrchol vy napojime zase visiace hrany x,, y;. Mozeme nahliadnut,
ze tym vznikol graf, ktory je izomorfny s Petersenovym grafom (pozri obrazok
2.13). Ak existovalo také 3-farbenie (2, 2)-p6lu B, ze zafarbime konektory Sy, Sy
farbami ¢(S;) = (1, 2), ¢(S2) = (1, 2), tak potom vieme zafarbit hranu wvgvyg
farbou 3, ¢im ziskame 3-farbenie Petersenovho grafu. To je ale spor, pretoze je
v8eobecne zname, Ze Petersenov graf nie je hranavo 3-zafarbitelny. Preto ak exis-
tuje 3-farbenie (2, 2)-polu také, ze ¢(S1) = (1, 2), musi pre dané 3-farbenie platit
c(S2) = (2, 1).

Dé sa l'ahko nahliadnut, Ze pre dané zafarbenie vstupného a vystupného konek-
toru (2, 2)-polu existuju dve rozne 3-farbenia (2, 2)-polu, pretoze ak zafarbime

hranu vyvg farbou 2 alebo 3 ziskavame jednozna¢né 3-farbenie (2, 2)-polu.

Zadefinujme si eSte jeden pomocny (2, 2)-p6l. Nasledne uz budeme mat vsetky

definicie potrebné na zadefinovanie zovseobecného Blanusovho snarku.

Definicia 2.3.5 ((2, 2)-pol I). Multipol s dvoma vrcholmi vy, vg, ktoré st spojené hra-

nou nazyvame (2, 2)-pol I. Kazdy vrchol (2, 2)-polu [ je stcasne incidentny s dvomi

visiacimi hranami. Nech vrchol v; je incidentny s visiacimi hranami xq, y; a vrchol

v je incidentny s visiacimi hranami xq, yo. Vstupnym konektorom (2, 2)-polu I roz-

umieme usporiadand dvojicu polhran xy, zy. Vystupngm konektorom (2, 2)-pélu I zase

rozumieme usporiadani dvojicu polhran y;, vy, , priCom mame na mysli rovhomenné

polhrany visiacich hran, ktoré st na obrazku 2.14 oznacené ako zi, 2, y1, yo.

Obr. 2.14: (2, 2)-pol [

Pozrime sa teraz na mozné 3-farbenia (2, 2)-polu 1. Sta¢i nam rozobrat moznosti,

kedy je vstupny konektor S; zafarbeny farbami ¢(S;) = (1, 1) alebo ¢(S1) = (1, 2).

Vsetky ostatné zafarbenia vstupného konektoru sa daju ziskat permutaciou farieb.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1). Mézeme nahliadnut, Ze v danom pri-

pade existuju dve moznosti ako zafarbit vystupny konektor. Jednou moznostou
je zafarbenie ¢(S2) = (2, 2) a druhou ¢(S2) = (3, 3).
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e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2). Rovno dostavame jednoznacné zafar-

benie vystupného konektora ¢(S:) = (2, 1).

Definicia 2.3.6 (Zovseobecneny Blanugov snark). [12] Kubicky graf By, ktory vznikne
ako uzaver asymetrického su¢inu (2, 2)-polov I @ B*, pricom (2, 2)-pol B* je k-ta
asymetrickd mocnina BlanuSovho (2, 2)-po6lu nazyvame zovSeobecneny Blanusov snark
(pozri obréazok 2.15).

Hrany zovseobecneného Blanusovho snarku, ktoré vznikli spojenim visiacich hran

medzi dvomi BlanuSovymi (2, 2)-p6lmi nazyvame spdjajice hrany.

X1 vi

X2 y2
Obr. 2.15: ZovSeobecneny Blanusov snark

Pozndamka 2.3.7. Obrazok 2.15 symbolizuje postupna tvorbu zovSseobecneného Blanu-
Sovho snarku.

Spojenim visiacich hran z7 s y; a xs s yo (pozri obrazok 2.15) ziskame zovSeobec-
neny Blanusov snark B,. Rovnako tiez mozeme pokracovat v tvorbe zovseobecneného
Blanusovho snarku s vy$sim indexom tak, Ze (2, 2)-p6l na obrazku asymetricky vyna-

sobime (sprava) s Blanusovym (2, 2)-p6lom.

Pozndamka 2.3.8. Mozeme nahliadnut, Ze zovSeobecneny BlanuSov snark B je izo-

morfny s Petersenovym grafom (pozri obrazok 2.13).

Definicia 2.3.9 (Trieda zovSeobecnenych BlanuSovych snarkov). Trieda zovSeobecne-

nych Blanusovych snarkov je mnozina vSetkych zovseobecnenych Blanusovych snarkov.

Uvedieme teraz lemu, ktorej dokaz priamo vyplyva z rozboru moznych 3-farbeni
Blanusovho (2, 2)-pélu B a z definicie asymetrického stucinu (2, 2)-polov. Tuto lemu
prvykrat vyslovil a dokazal J. Mazak vo svojom ¢lanku Chircular chromatic index of

type 1 blanusa snarks [12].

Lema 2.3.10. [12] Pre kaZdi (nie nutne roznu) dvojicu farieb a, b a kazdé 3-farbenie c
(2,2)-polu B¥* = B® B® ---® B plati pre dané konektory Sy, Sy (2, 2)-polu B*:
c(S1) = (a, b) prdve vtedy, ked ¢(Ss) = (b, a).

Pozndamka 2.3.11. Mozeme si vSimnut, ze tato lema nam okrem iného hovori, ze zafar-
benie konektorov kazdého Blanusovho (2, 2)-pélu B; vramci (2, 2)-pélu B je jedno-

znatne urcené zafarbenim vstupného konektora prvého (2, 2)-polu Bj.
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Dosledok 2.3.12. Z predchddzajicej lemy, z mozZngch 3-farbent (2, 2)-plu I a z kon-

Strukcie zovseobecneného Blanusovho snarku By vypljva, Ze graf By, je 3-nezafarbitelny.

Zadefinujeme si teraz dve modifikicie zovSseobecneného Blanusovho snarku a vy-
slovime nutni podmienku na 3-zafarbitelnost tychto grafov. Tieto modifikacie neskor
vyuzijeme pri dokaze hodnot Kaszonyiho funkcie v(e) pre zovSeobecnené Blanusove

snarky.

Definicia 2.3.13 (Modifikovany Blanusov graf (bez I)). Nech 5y je (2, 2)-pol, ktory
vznikne operaciou asymetrického stcinu (2, 2)-polov [ @ B'®@ M ® B’; i, j > 0, pricom
B? je z-t4 asymetrickd mocnina Blanusovho (2, 2)-polu a M je Tubovolny (2, 2)-pdl.
Potom graf, ktory vznikne ako uzaver (2, 2)-polu i, nazyvame modifikovany BlanuSov
graf.

Nech 3, je (2, 2)-pol taky, ze 8, = B'® M ® B’; i, j > 0, ktory mé konektory
St = (x1, x2) a S5 = (y1, y2). Modifikovany Blanusov graf bez I vznikne tak, ze polhrany
x1, T2 konektoru S| postupne spojime s polhranami ys, y; konektoru Sj.

U oboch grafov (2, 2)-p6l M nazyvame modifikovany.

Pozndamka 2.3.14. V&imnime si, ze spajanie polhran konektorov pri konstrukeii modifi-
kovaného Blanusovho grafu bez I je iné, ako pri konstrukeii modifikovaného Blanusovho
grafu. M4 to svoj vyznam, ktory uvidime neskor pri dokaze samotného tvrdenia o hod-
notach Kaszonyiho funkcie pre hrany zovseobecnenych Blanusovych grafov.

D4 sa lahko ukazat, Ze existuju také modifikované (2, 2)-poly, ktoré ked pou-
zijeme pri konstrukcii modifikovaného BlanuSovho grafu (bez I), tak ndm vznikne
3-zafarbitelny kubicky graf. Preto modifikovany BlanuSov graf vo v8eobecnosti nie je
snark.

Teraz vyslovime a dokdZeme nutnti podmienku pre modifikovany (2, 2)-pol M, aby

modifikovany Blanusov graf (bez I) mohol byt 3-zafarbitelny.

Lema 2.3.15. Nech By je modifikovany Blanusov graf. Potom v kaZdom hranovom
3-farbeni ¢ grafu By su konektory Sy, So modifikovaného (2, 2)-pdlu M zafarbené bud
c(S1) = (a, a), ¢(S2) = (b, b), alebo ¢(S1) = ¢(S2) = (a, b) pricom v oboch pripadoch
pre farby a, b plati a # b.

Doékaz. ,Vratme sa o krok spit“ a zoberme si (2, 2)-pdl S = IQ B'® M ® B?, z ktorého
vznikol graf By,. Z konstrukcie By, vyplyva, Ze je 3-zafarbitelny prave vtedy, ked existuje
3-farbenie (2, 2)-polu Sy také, ze ¢(S1) = ¢(S2).

Z lemy 2.3.10 a napojenia modifikovan¢ho (2, 2)-polu M na (2, 2)-poly B*, B vy-
plyva, ze vstupny konektor (2, 2)-polu B* mé rovnaké zafarbenie ako vstupny konektor
(2, 2)-polu M a vystupny konektor (2, 2)-polu M maé zase rovnaké zafarbenie ako vy-
stupny konektor (2, 2)-p6lu B’. Preto nam staéi sktimat 3-zafarbitelnost (2, 2)-polu
I ® M za rovnakych podmienok.



2.3. KASZONYIHO FUNKCIA A ZOVSEOBECNENE BLANUSOVE SNARKY 31

V (2, 2)-péle I ® M vieme stale uré¢it konektory prislichajice povodne (2, 2)-polom
I, M. Ozna¢me si konektory (2, 2)-polu I ako S, Sy a konektory (2, 2)-polu M ako

S3, S4. Rozoberme teraz obe pripustné moznosti zafarbenia vstupného konektoru Sj.

e Vstupny konektor S; je zafarbeny farbami ¢(S;) = (a, b), a # b. Potom konektor
Sy je zafarbeny farbami ¢(S2) = (b, a) a konektor S5 farbami ¢(S3) = (a, b).

Konektor S; musi byt zafarbeny rovnako ako konektor S.

e Vstupny konektor S; je zafarbeny farbou ¢(S;) = (a, a). Konektor S; musi byt
zafarbeny rovnako ako konektor S;. Potom konektory Sy, S5 st zafarbené farbami
c(Ss) = ¢(S3) = (b, b), pricom a # b.

Z rozboru moznych 3-farbeni (2, 2)-polu I ® M priamo vyplyva dané lema. H

Lema 2.3.16. Nech By je modifikovany Blanusov graf bez I. Potom v kaZdom hrano-
vom 3-farbeni ¢ grafu By su konektory Sy, Se modifikovaného (2, 2)-pélu M zafarbené
farbami ¢(Sy) = (a, b), ¢(S2) = (b, a). Farby a, b sa mozu rovnat.

Dékaz. Myslienka dokazu je analogickd k myslienke dokazu predoslej lemy. Staci si
uvedomit, ze By je 3-zafarbitelny prave vtedy, ked existuje 3-farbenie (2, 2)-polu

B, = B'® M ® B’ také, ze ¢(S;) = (a, b) prave vtedy, ked ¢(S3) = (b, a). Kedze v S
musi platit ¢(51) = (a, b) <= ¢(5;) = (b, a), potom z lemy 2.3.10 vyplyva, Ze to isté

musi platit aj o zafarbeni konektorov modifikovaného (2, 2)-polu M. m

Teraz vyslovime jednu lemu, ktora dava do sivisu pocet 3-farbeni modifikovaného
(2, 2)-p6lu M a modifikovaného BlanuSovho grafu (bez I).

Lema 2.3.17. Nech By, je modifikovany BlanuSov graf (bez I ), ktory obsahuje modifiko-
vany (2, 2)-pdl M. Nech existuje m roznych 3-farbeni (2, 2)-pélu M takych, Ze spliiaji
nutnid podmienku z lemy 2.5.15 a nech ezistuje n réznych 3-farbeni (2, 2)-polu M taky,

Ze splniaji nutnd podmienku z lemy 2.3.16. NeuvaZujeme permutdcie farieb. Potom md
graf By:

o m - 2% réznych 3-farbent, ak By, je modifikovany Blanusov graf,
o n - 28 roznych 3-farbend, ak By, je modifikovany Blanusov graf bez I.

Doékaz. Dokazeme naraz pre modifikovany Blanusov graf aj pre modifikovany Blanugov
graf bez I. 7 Liem 2.3.15 a 2.3.16 vieme, Ze iné moznosti 3-farbenia modifikovaného
(2, 2)-polu M ako tie uvedené v tejto leme nema vyznam uvazovat. Modifikovany Bla-
nusov graf (bez I') obsahuje jeden modifikovany (2, 2)-pol M a k réznych BlanuSovych

(2, 2)-polov. Vieme, ze zafarbenie konektorov BlanuSovych (2, 2)-polov v grafe By je
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dané tym, ako zafarbime konektory (2, 2)-polu M (vyplyva to z lemy 2.3.10). Z roz-
boru moznych 3-farbeni Blanusovho (2, 2)-pélu B zase vieme, 7e ak ma B ,spravne*!
zafarbené konektory, tak potom existuju dve rozne 3-farbenia (2, 2)-pélu B. Z lemy
2.3.10 a konstrukcie grafu By vyplyva, ze 3-farbenie (2, 2)-p6lu M jednoznac¢ne urcuje
aj 3-farbenie (2, 2)-polu I (ak ho graf By obsahuje).

Zafarbenie konektorov Blanusovych (2, 2)-pélov je dané zafarbenim modifikovaného
(2, 2)-polu M, avsak zafarbenie riadnych hran kazdého Blanusovho (2, 2)-polu B; je
nezdvislé na tom, ako zafarbime riadne hrany v ostatnych (2, 2)-poloch. Preto existuje
bud m - 2¥ alebo n - 2F réznych 3-farbeni grafu B; v zavislosti od toho, & graf By je

modifikovany BlanuSov graf bez alebo s I. O

Nasim cielom teraz bude rozobrat 3-farbenia na tych (2, 2)-poloch, ktoré vzniknu
potlacenim hrany na Blanusovom (2, 2)-pdle, respektive na grafe, ktory vznikne spoje-
nim dvoch Blanusovych (2, 2)-polov alebo Blanusovho (2, 2)-polu a (2, 2)-pélu I. Ne-
rozoberieme vietky mozné 3-farbenia na tychto (2, 2)-poloch, ale len tie, ktoré spliiaji
nutni podmienku z lemy 2.3.15 alebo 2.3.16. Niekedy rozoberieme zafarbenia konekto-
rov podla lemy 2.3.15 a inokedy zase podla lemy 2.3.16 podla toho, aky modifikovany
Blanusov graf s danym (2, 2)-pélom sa nam neskor pri dokaze tvrdenia o Kaszonyiho
hodnote v(e) pre zovseobecnené Blanusove snarky hodi.

Nasledne ukazeme, ze kazdy graf, ktory vznikne z nejakého zovseobecneného Bla-
nusovho snarku potlacenim hrany e je izomorfny s niektorym modifikovanym zovse-
obecnenym Blanusovym grafom (bez I), ktory ako modifikovany (2, 2)-po6l obsahuje

jeden z nizsie uvedenych (2, 2)-polov.

Definicia 2.3.18 ((2, 2)-p6l A). Multipdl, ktory vznikne z Blanusovho (2, 2)-polu
po potlaceni hrany vvg nazyvame (2, 2)-pol A (pozri obrazok 2.16).

X1 v7 y1
V2 V6
X2 V3 Vi V. e

Obr. 2.16: (2, 2)-pol A

Pozrime sa na vSetky mozné 3-farbenia (2, 2)-pélu A za podmienok z lemy 2.3.15.

Neuvazujeme permutéacie farieb.

LV zmysle, 7e existuje 3-farbenie (2, 2)-pélu B pri danom zafarbeni konektorov.
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e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1). Zafarbenim hrany vgv; farbou 2 alebo 3
dostéavame jednozna¢éné 3-farbenie (2, 2)-polu A. Existuju preto v tomto pripade

dve mozné 3-farbenia (2, 2)-polu A.

e Zafarbenie vstupného (a teda aj vystupného) konektoru je (1, 2). Zo zafarbenia
vstupného a vystupného konektora farbami ¢(S;) = ¢(Ss) = (1, 2) dostéavame
jednoznacné 3-farbenie (2, 2)-poélu A. Existuje preto v tomto pripade jedna moz-
nost 3-farbenia (2, 2)-polu A.

Definicia 2.3.19 ((2, 2)-pol C). Multipol, ktory vznikne z Blanusovho (2, 2)-polu
po potlaceni hrany v;vy nazyvame (2, 2)-p6l C' (pozri obrazok 2.17).

X2 V3 V4 V5 Y2

Obr. 2.17: (2, 2)-pol C

Pozrime sa na vSetky mozné 3-farbenia (2, 2)-pélu C' za podmienok z lemy 2.3.15.

Neuvazujeme permutécie farieb.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1). Z lemy 2.3.15 vyplyva, Zze vystupny
konektor Sy je zafarbeny jednou farbou inou ako 1, napriklad ¢(S3) = (2, 2).
Zo zafarbenia konektorov farbami ¢(S7) = (1, 1), ¢(S2) = (2, 2) dostéavame jed-
nozna¢né 3-farbenie (2, 2)-polu C. Existuje preto v tomto pripade jedna moznost
3-farbenia (2, 2)-pélu C.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2). Zafarbenim hrany vzvg farbou 1 alebo 3
dostavame jednoznac¢né 3-farbenie (2, 2)-polu C'. Existuju preto dve moznosti
3-farbenia (2, 2)-polu C.

Definicia 2.3.20 (v-rebrik). Multipol, ktory vznikne z Blanusovho (2, 2)-p6lu po po-

tlaceni hrany vgvy nazyvame v-rebrik (pozri obrazok 2.18).

Nézov (2, 2)-p6lu v-rebrik je inspirovany vzhladom samotného grafu — pripomina
cast rebriku postaveného vo vertikdlnom smere. Opét sa pozrieme len na tie 3-farbenia,

ktoré vyhovuji podmienkam z lemy 2.3.15. Neuvazujeme permutacie farieb.
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X1 V1 V7 1
V2 Ve
X2 V3 V5 y2

Obr. 2.18: (2, 2)-pdl v-rebrik

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1). Z lemy 2.3.15 vyplyva, Ze vystupny
konektor Sy je zafarbeny jednou farbou inou ako 1, napriklad ¢(S3) = (2, 2).
(2, 2)-pdl v-rebrik potom nemé v tomto pripade 3-farbenie, pretoze zo zafarbenia
konektorov vyplyva, ze hrany v,v7 aj vsvs st zafarbené farbou 3. Potom ale hrany

V109 & v3vo musia byt obe zafarbené farbou 2, ¢o je v spore s definiciou 3-farbenia.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2). Hranu vyv; mozeme zafarbit bud far-
bou 2, alebo 3. Ak c¢(vv7) = 2 dostavame jednoznaéné 3-farbenie v-rebrika.
Ak ¢(v1v7) = 3 dostavame jednozna¢né 3-farbenie az potom ako zafarbime hranu
v9Ug pricom zo zafarbenia c(viv7) = 3 vyplyva, Ze c(vevg) # 2. Existuju preto

v tomto pripade tri moznosti 3-farbenia (2, 2)-polu v-rebrik.

Definicia 2.3.21 (h-rebrik). Multipol, ktory vznikne z Blanusovho (2, 2)-p6lu po po-

tlaceni hrany vovg nazyvame h-rebrik (pozri obrazok 2.19).

X1 V1 V8 V7 y1i

Obr. 2.19: (2, 2)-pol h-rebrik

Néazov (2, 2)-polu h-rebrik je inSpirovany vzhladom samotného grafu — pripomina
cast rebriku leziaceho na zemi v horizontdlnom smere. Opét sa pozrieme len na tie

3-farbenia, ktoré vyhovuji podmienkam z lemy 2.3.15. Neuvazujeme permutéacie farieb.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1). Z lemy 2.3.15 vyplyva, Ze vystupny ko-
nektor Sy je zafarbeny jednou farbou inou ako 1, napriklad ¢(S5;) = (2, 2). Hranu
vvg mozeme zafarbit bud farbou 2, alebo 3. Ak ¢(vyv3) = 3 dostavame jedno-
znainé 3-farbenie h-rebrika. Ak c(vjvs) = 2 dostavame jednoznacné 3-farbenie
az potom ako zafarbime hranu v;vg pricom zo zafarbenia c(vivs) = 2 vyplyva,
ze c(v7vg) # 2. Existuja preto v tomto pripade tri moznosti 3-farbenia (2, 2)-pélu
h-rebrik.
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e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2). Pri danom zafarbeni vstupného konek-
tora nema h-rebrik 3-farbenie, pretoze zo zafarbenia konektorov vyplyva, ze hrany
v1v3 aj vsvy su zafarbené farbou 3. Potom ale hrany vyvg aj v;vg musia byt obe
zafarbené farbou 2, ¢o je v spore s definiciou 3-farbenia. Preto v danom pripade

neexistuje 3-farbenie h-rebrika.

Pozndmka 2.3.22. Nahliadnime, ze vSetky Styri (2, 2)-poly A, C, v-rebrik a h-rebrik
maji tri rozne 3-farbenia, ak neuvazujeme permutacie farieb a uvazujeme zafarbe-
nie konektorov spliiajice podmienky z lemy 2.3.15. Tiez sa da nahliadnut, Ze kazdy
(2, 2)-pol M, ktory vznikne z Blanusovho (2, 2)-po6lu potlacenim niektorej riadnej
hrany e je izomorfny préave s jednym z tychto Styroch (2, 2)-polov. Dohodnime sa
preto, ze kazdy (2, 2)-pol, ktory je izomorfny s jednym zo Styroch vyssie spomenutych

(2, 2)-polov nazyvame (2, 2)-pdl po potlaceni riadnej hrany.

Definicia 2.3.23 ((2, 2)-pol D). Multipol, ktory vznikne spojenim (2, 2)-pélov IB
a naslednym potlacenim riadnej hrany, ktora vznikla spojenim (2, 2)-po6lov nazyvame
(2, 2)-pdl D (pozri obrazok 2.20).

X1 Vs \% yi
V2 V6
X2 Vo V3 V4 V5 y2

Obr. 2.20: (2, 2)-pol D

Pozrime sa na vSetky mozné 3-farbenia (2, 2)-polu D za podmienok z lemy 2.3.16.

Neuvazujeme permutécie farieb.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1). V tomto pripade (2, 2)-p6l D nemé
3-farbenie, pretoze vrchol vy je incidentny s dvomi visiacimi hranami, ktoré st

zafarbené rovnakou farbou.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2). Potom zafarbenie vystupného konek-
toru je ¢(S2) = (2, 1). Zafarbenim hrany v;vg farbou 1 dostavame jednoznacéné
3-farbenie (2, 2)-polu D. Ak zafarbime hranu v;vs farbou 3 dostéavame jedno-
znané 3-farbenie (2, 2)-polu az potom, ako zafarbime hranu vyvg, pricom hrana
vovg mozZe byt zafarbena uz len farbou 1 alebo 2. Preto existuji v tomto pripade

3 moznosti 3-farbenia (2, 2)-polu D.
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X1 \4 \E \E) Vi6 A4 y1
V2 Ve V10 V11
X2 V3 V4 V5 Vi2 V13 y2

Obr. 2.21: (2, 2)-pél £

Definicia 2.3.24 ((2, 2)-pol E). Multipol, ktory vznikne spojenim dvoch Blanusovych
(2, 2)-polov BB a néslednym potlac¢enim hrany, ktora vznikla spojenim dvoch visiacich

hran nazyvame (2, 2)-pol E (pozri obrazok 2.21).

3-farbenia (2, 2)-p6lu E nebudeme rozoberat priamo, ale pomoZeme si pomocnym

(2, 1)-polom.

Definicia 2.3.25 (Pomocny (2, 1)-pol). Graf, ktory vznikne z Blanusovho (2, 2)-polu
odobratim jednej visiacej hrany a naslednym vyhladenim vrchola stupna 2 nazyvame
pomocny (2, 1)-pdl (pozri obrazok 2.22).
Vstupnym konektorom S; pomocného (2, 1)-p6lu rozumieme usporiadana dvojicu
polhran xq, s prislichajicich rovhomennym visiacim hranam, teda S} = (z1, z3).
Vystupngm konektorom Sy pomocného (2, 1)-p6lu rozumieme polhranu patriacu

zvyS$nej visiacej hrane (2, 1)-polu. Sy = y.

X1 Vi Vs y
V2 Ve
X2 V3 V4 Vs

Obr. 2.22: Pomocny (2, 1)-pdl

Pozndamka 2.3.26. Ak nebude dalej v texte tejto kapitoly vyslovene povedané inak,
(2, 1)-polom budeme mat na mysli pomocny (2, 1)-pol.

Vsimnime si, Ze ak zoberieme dva (2, 1)-poly a spojime visiace hrany z ich vystup-
nych konektorov vznikne (2, 2)-pol E. Tento poznatok vyuzijeme pri skimani 3-farbeni

(2, 2)-polu E, pricom nas zaujimaji len 3-farbenia za podmienok z lemy 2.3.15.

Lema 2.3.27. Ezistuji tri rozne 3-farbenia (2, 1)-pdlu také, Ze vstupny konektor Sy
je zafarbeny farbou c(Sy) = (1, 2). V kazZdom z tyjchto 3-farbeni je vijstupny konektor
Sy zafarbeny farbou 3.

Dalej plati, Ze neexistuje také 3-farbenie (2, 1)-pdlu, Ze obe hrany vstupného konek-

toru Sy (2, 1)-polu si zafarbené rovnakou farbou.
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Dékaz. Prva ¢ast lemy: hrana vvg moze byt zafarbena farbou 2 alebo 3. Ak ¢(vyvs) = 2,
dostéavame jednozna¢né 3-farbenie (2, 1)-pélu, pricom ¢(Sy) = 3. Ak zafarbime hranu
v1vg farbou 3 musi byt hrana vsv, tiez zafarbené farbou 3. Ukazeme sporom. Ak by sme
zafarbili hranu v3v, farbou 1, tak potom z uz zafarbenych hran jednoznac¢ne vyplyva,
ze hrany vgvg a v9vg musime zafarbit farbou 1. To je ale v spore s definiciou 3-farbenia.
Ak c(vsvg) = 3, potom hranu v,vs modzeme zafarbit len farbami 1 alebo 2. V oboch
pripadoch dostéavame zafarbenie vystupného konektoru ¢(S;) = 3.

Druhu ¢ast tejto lemy je dosledkom Paritnej lemy. O]

Pozrime sa teraz na vSetky mozné 3-farbenia (2, 2)-pélu E za podmienok z lemy

2.3.15. Neuvazujme permutacie farieb.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 1). Z predoslej lemy vieme, ze (2, 2)-pol E
je v tomto pripade 3-nezafarbitelny, pretoZe vznikol spojenim dvoch (2, 1)-polov,
a ak st hrany vstupného konektoru (2, 1)-polu zafarbené rovnakou farbou, tak

nie je 3-zafarbitelny. Preto je aj cely (2, 2)-pol E 3-nezafarbitelny.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1, 2). Vieme, Ze (2, 2)-pol E sa sklada z dvoch
pomocnych (2, 1)-pélov. Z predoslej lemy vieme, Ze zafarbenie vstupného konek-
toru (2, 1)-pélu farbami ¢(S;) = (1, 2) urcuje zafarbenie vystupného konektoru
¢(S3) = 3. Vsetky vyhovujuce 3-farbenia (2, 2)-pélu E potom vieme ziskat ako
druhd mocninu po¢tu 3-farbeni (2, 1)-pélu za danych podmienok, pretoze za-
farbenie riadnych hrén jedného (2, 1)-polu je nezéavislé od zafarbenia druhého

(2, 1)-polu. Preto existuje v tomto pripade devét roznych 3-farbeni (2, 2)-polu E.

Pripomenme si, ze spdjajice hrany zovseobecného Blanusovho snarku si tie, ktoré
vznikli spojenim visiacich hran medzi dvomi BlanuSovymi (2, 2)-p6lmi.

Tvrdenie 2.3.28. Pre kazdy zovSeobecneny Blanusov snark B, a pre lubovolni hranu

e € E(B,) plati, Ze hodnota Kdszonyiho funkcie 1(e) je nasledovnd:
o Y(e)=9-2""2 ak e je spdjajica hrana,
o Y(e)=3-2""" inak.

Doékaz. Dokaz vykoname rozborom pripadov podla toho, ktort hranu potlacame.

Nech hrana e je spdjajica hrana medzi (2, 2)-polmi B; a B;;; zovSeobecneného
Blanusovho snarku B,,, pre Tubovolné i € {1, 2, ..., n —1}.

Nahliadnime, Ze graf, ktory vznikne potlacenim hrany e je izomorfny s modifikova-
nym BlanuSovym grafom B,,_», s modifikovanym (2, 2)-pélom E (pozri obréazok 2.21)
takym, Ze vznikol z (2, 2)-polu B, » =1 ® B~'®@ E @ B"1.

Vieme, 7Ze (2, 2)-p6l E ma devit roznych 3-farbeni, ak neuvazujeme permutécie

farieb a uvazujeme zafarbenie konektorov podla lemy 2.3.15. Potom z lemy 2.3.17
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o pocte réznych 3-farbeni modifikovaného Blanusovho grafu vyplyva, ze graf B, > ma
9272 roznych 3-farbeni. Preto hodnota Készonyiho funkcie je ¢(e) = 9-2"72 ak ¢ je

spajajica hrana zovseobecneného Blanusovho snarku B,,.

Nech hrana e nie je spajajica hrana. Potom zrejme hrana e je bud riadna hrana
niektorého BlanuSovho (2, 2)-pélu B;, alebo riadna hrana (2, 2)-p6lu [ alebo hrana,
ktora vznikla spojenim visiacich hran medzi (2, 2)-pélmi I a By, respektive I a B,,.

Rozoberieme kazdu z tychto troch moznosti samostatne.

e Hrana e je riadna hrana Blanusovho (2, 2)-po6lu B; zovieobecneného Blanusovho
snarku B, pre Tubovolné i € {1, 2, ..., n}. Pripomefnime si, ze potla¢enim lu-
bovolnej riadnej hrany v Blanusovom (2, 2)-pdle ziskame (2, 2)-pdl po potlaceni
riadnej hrany, teda (2, 2)-p6l izomorfny s jednym z (2, 2)-polov: A, C, v-rebrik
alebo h-rebrik (pozri obrazky 2.16, 2.17, 2.18, 2.19). Vieme, Ze kazdy (2, 2)-pol
po potlaceni riadnej hrany ma tri rozne 3-farbenia ak neuvazujeme permuta-
cie a uvazujeme zafarbenie konektorov podla lemy 2.3.15. MéZeme nahliadnut,
7e graf, ktory vznikne potladenim hrany e je izomorfny s niektorym? z modi-
fikovanych BlanuSovych grafov B, i, ktory ako modifikovany (2, 2)-polom M
obsahuje (2, 2)-pol po potlaceni hrany. Preto je podla lemy 2.3.17 hodnota Kas-
zonyiho funkcie ¢(e) v danom pripade ¥ (e) = 3 - 2771

e Hrana e je hrana, ktorda vznikne spojenim visiacich hran medzi (2, 2)-p6lmi
I a By, respektive I a B,,. Myslienka dokazu je rovnaka ako v predoslom pripade.
Zrejme graf G, ktory vznikne potla¢enim hrany e je izomorfny s modifikovanym
Blanusovym grafom B,,_; bez I s modifikovanym (2, 2)-p6lom D (pozri obrazok
2.20). Ten mé tri rozne 3-farbenia spliiajice podmienky podla lemy 2.3.16. Preto
pomocou lemy 2.3.17 o pocte roznych 3-farbeni modifikovaného Blanusovho grafu

bez I dostavame, Ze hodnota funkcie 1(e) je v tomto pripade tiez ¢ (e) = 3-2" 1.

e Hrana e je povodne riadna hrana (2, 2)-poélu I. Tento pripad vyriesime drob-
nym trikom — ako modifikovany (2, 2)-pél pouzijeme Blanusov (2, 2)-pél. Graf
G, ktory vznikne potlacenim hrany e je izomorfny s modifikovanym BlanuSovym
grafom B,,_; bez I s modifikovanym (2, 2)-p6lom B, ktory je Blanusov (2, 2)-pol.
Dé sa nahliadnut, Ze Blanusov (2, 2)-p6l ma tri rozne 3-farbenia splhajice pod-
mienky podla lemy 2.3.16 ak neuvazujeme permutécie farieb. Preto pomocou
lemy 2.3.17 o pocte roznych 3-farbeni modifikovaného Blanusovho grafu bez I

dostavame, Ze hodnota funkcie ¢(e) je v tomto pripade tiez ¥ (e) = 3 - 2" 1.

Tym sme dokazali tvrdenie pre vietky hrany e € E(B,) kazdého zovieobecného Bla-

nusovho snarku B,,. O

2V zavislosti od toho, kol'kéaty v poradi je (2, 2)-pol B;, na ktorom sme potlagili riadnu hranu.



Kapitola 3

Sktimanie paralelnej a sériovej

rezistencie

Cielom tejto kapitoly je zaviest nové pojmy paralelnej a sériovej rezistencie, vychadza-
juc z Kaszonyiho funkcie. Neformalne povedané, pojmy paralelnej a sériovej rezistencie
st istym zovSeobecnenim Készonyiho funkcie. Zatial, ¢o pri Készonyiho funkcii sa py-
tame kol'ko roznych 3-farbeni existuje po tom, ako potlacime jednu hranu, pri paralelnej
a sériovej rezistencii nas zaujima kolko najmenej hran (za ur¢itych podmienok) musime
na danom grafe potlacit, aby sme ziskali 3-zafarbitelny graf.

Po zavedeni zékladnych pojmov a definicii sa zameriame na skiimanie vlastnosti
paralelnej a sériovej rezistencie a vztahov medzi nimi.

Vo v8eobecnosti pod pojmom graf v tejto kapitole uvazujeme graf bez visiacich a izo-
lovanych hran. Ostatné typy hran v grafe priptustame. Ak v nejakom grafe pripistame

aj visiace a izolované hrany, bude to zrejmé zo samotnej definicie daného grafu.

3.1 Pojmy a definicie stivisiace s paralelnou a sériovou

rezistenciou

V tejto podkapitole zavedieme zékladné definicie potrebné na formuléciu pojmov pa-

ralelnej a sériovej rezistencie.

Definicia 3.1.1 (Grafova postupnost). Usporiadant postupnost Pg = (G, ..., G,)
grafov Gy, ..., G, nazveme grafovou postupnostou, ak plati, ze graf G,,; vznikol
z grafu G; operéciou potlacenia hrany pre vSetky hodnoty i € {0, ..., n — 1}.

Usporiadant postupnost hran P, = (e, €y, ..., €,_1) nazveme postupnostou potla-
¢enych hréan prislachajucu ku grafovej postupnosti Pg ak pre kazdéi € {0, 1, ..., n—1}
plati, ze graf G, vznikol z grafu G; operéaciou potlac¢enia hrany e;.

Hovorime, ze grafu G prislacha grafova postupnost Pg = (Gy, ..., Gp), ak G = Gj.

39
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Definicia 3.1.2 (Sériova rezistencia). Sériova rezistencia o(G) kubického grafu G je
minimalna dlzka grafovej postupnosti Pz = (G, G4, ..., G,,) zmensena o 1, pricom
postupnost Pg prislacha grafu G a graf G, je hranovo 3-zafarbitelny. Ak takato grafova

postupnost neexistuje, hovorime, ze o(G) = co.

Lema 3.1.3. Vysledny graf, ktory vznikne z kubického grafu G potlacenim hrdn, ktoré
spolu tvoria pdrenie P je rovnaky bez ohladu na poradie, v akom hrany z pdrenia P

potldcame.

Doékaz. Vykoname operéaciu potlacenia hrany ,,paralelne” na vSetkych hranach, ktoré
spolu tvoria parenie a ukazeme, ze vysledny graf je rovnaky, ako keby sme dané hrany
potlacali postupne, v Tubovolnom poradi.

Zoberme graf GG a odoberme z neho tie hrany, ktoré patria do parenia P. Nakolko
odobraté hrany st po dvoch nezévislé plati, ze graf po ich odobrati obsahuje len vrcholy
stupnia 3 a 2. Naslednym vyhladenim vrcholov stupna 2 ziskame vysledny graf G'.

Najprv ukdZeme, Ze mnozina vrcholov grafu G’ je rovnaka aj ked hrany z parenia P
potlac¢ame postupne (v lubovolnom poradi). Vrcholy, ktoré vyhladime pri ,,paralelnom*
potla¢ani hran musia byt vyhladené aj ked hrany potlacame postupne, pretoze su
incidentné s nejakou hranou z parenia P. Ziadne iné vrcholy pri postupnom potlacani
hran nemoézu byt vyhladené, lebo jednym potla¢enim hrany odoberieme z grafu vzdy
dva vrcholy a pri ,,paralelnom* odobrati hrén z parenia P mé 2| P| vrcholov stupen 2.

Teraz sa pozrime na mnozinu hran grafu G’. Vsimnime si, Ze incidencia Tubovol-
nej hrany, ktora vznikne vyhladenim niekolkych vrcholov stupna 2 nezévisi od toho,
v akom poradi dané vrcholy vyhladime. Preto je vysledna mnozina novovzniknutych
hran v grafe G’ jednozna¢ne ur¢end mnozinou vrcholov, ktoré boli ,,paralelne® vyhla-

dené a nie poradim, v akom hrany potlacame. O

Definicia 3.1.4 (Paralelna rezistencia). Paralelna rezistencia 7(G) kubického grafu G
je miniméalna dlzka grafovej postupnosti P; = (G, Gy, ..., G,,) zmensena o 1, pricom
postupnost Pg prislucha grafu G, graf GG, je hranovo 3-zafarbitelny a postupnosti Pg
prislicha hranova postupnost P, taka, Ze pre vSetky hrany e; € P. plati e¢; € E(G).
Ak takato grafova postupnost neexistuje, hovorime, ze 7(G) = oo.

Nech P je minimélne parenie hran, ktorych potlacenim ziskame 3-zafarbitelny ku-
bicky graf. Potom moéZeme paralelnu rezistenciu 7(G) kubického grafu G ekvivalentne
definovat ako 7(G) = |P| + 1. Ak takidto mnozina nezéavislych hran neexistuje, potom

hovorime, ze 7(G) = co.

Pozndmka 3.1.5. Vsimnime si, Ze hrany z hranovej postupnosti P, definovanej podla
prvej definicie paralelnej rezistencie tvoria parenie. Je tomu tak preto, lebo ak by mali
nejaké dve hrany e;, e; spolo¢ny vrchol v, tak ich nie je mozné obe potlacit. Potom
priamo z predoslej lemy vyplyva, ze obe vyssie uvedené definicie paralelnej rezistencie

st si ekvivalentné.
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Zrejme pre paralelni a sériovi rezistenciu I'ubovolného kubického grafu G plati
vztah m(G) =0 <= 0(G) =0an(G) =1 <= 0(G) = 1, pretoze paralelna a sériova
rezistencia su obe rovné 0 prave vtedy, ked je graf G 3-zafarbitelny a 7(G) = 0(G) =1
prave vtedy, ked existuje hrana e € E(G), taka, ze pre hodnotu Készonyiho funkcie
plati ¢(e) # 0.

7 definicie paralelnej a sériovej rezistencie tiez vyplyva, ze pre kazdy kubicky graf

G plati 7(G) > o(G).

3.2 Rozdiely medzi rezistenciami na kubickych gra-
foch

Okrem paralelnej a sériovej rezistencie je znama aj vrcholova, hranova a tokova re-
zistencia, ktoré v nasej préaci pre tplnost tiez uvadzame. Je dokazané, ze vrcholova
a hranova rezistencia su si ekvivalentné. Tiez st zndme pripady snarkov, pre ktoré je
vrcholova a tokova rezistencia rozna.

Avgak cielom tejto podkapitoly je predovsetkym skimat rozdiely medzi paralelnou
a sériovou rezistenciou. Na tvod sice do istej miery zasadime tieto dve rezistencie
do kontextu ostatnych rezistencii, ale celkovo sa tejto problematike venujeme v nasej
praci len okrajovo.

Okrem zhrnutia znamych vztahov medzi vrcholovou, hranovou a tokovou rezisten-
ciou v tejto podkapitole tiez ukazeme, Ze sériové rezistencia je pre kazdy kubicky graf
konecna. Na zaver tejto podkapitoly eSte ukdzeme, Ze existuje nekonecne vela kubic-

kych grafov s nekone¢nou paralelnou rezistenciou.

Definicia 3.2.1 (Vrcholova rezistencia). Vrcholova rezistencia r(G) kubického grafu G
je velkost minimélnej vrcholovej podmnoziny V' C V(G) takej, ze odobratim vrcholov

z V ziskame 3-zafarbitelny graf.

Definicia 3.2.2 (Hranova rezistencia). Hranova rezistencia r.(G) kubického grafu G
je velkost minimalnej hranovej podmnoziny £ C F(G) takej, Ze odobratim hréan z E

ziskame 3-zafarbitelny graf.

Tvrdenie 3.2.3 (Steffen, Eckhard). [15] Pre kazdy kubicky graf G sa vrcholovd rezis-

tencia (G) a hranovd rezistencia r.(G) rovnaji.

Teraz ukdzeme, ze pre vrcholovu a paralelnt, respektive sériovii rezistenciu neplatia
vztahy 7(G) < 7(G) a r(G) < o(G). Je zname, 7e vrcholova rezistencia r(G) Peter-
senovho grafu G (pozri obrazok 2.13) je r(G) = 2. Napriklad z tvrdenia o hodnotach
Kaszonyiho funkcie pre zovseobecnené BlanuSove snarky vyplyva, Ze pre paralelnii aj sé-
riovu rezistenciu Petersenovho grafu plati 7(G) = o(G) = 1. Preto vztahy r(G) < 7(G)
a r(G) < o(G) vseobecne neplatia.
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Taktiez medzi vrcholovou a paralelnou rezistenciou neplati vztah 7(G) < r(G).
Vrcholova rezistencia kazdého kubického grafu je kone¢na, pretoze odobratim vsetkych
vrcholov z grafu G dostavame trividlne 3-zafarbitelny kubicky graf. Suc¢asne vieme,
ze existuju kubické grafy s nekonecnou paralelnou rezistenciou (pozri tvrdenie 3.2.13).

Otazka, ¢i pre vrcholovi a sériova rezistenciou ubovolného kubického grafu G plati
vztah o(G) < r(G) ostava otvorena.

Okrem vrcholovej a hranovej rezistencie sa zvykne na kubickych grafoch sktimat
eSte aj takzvana tokova rezistencia. Medzi tokovou a vrcholovou rezistenciou neplati
ziadna nerovnost, pretoze existuju také kubicky grafy, pre ktoré je hodnota vrcholovej
rezistencie vacsia ako hodnota tokovej rezistencie, a stucasne existuji kubické grafy,
ktoré maji hodnotu vrcholovej rezistencie mensiu ako hodnotu tokovej rezistencie.
Na formuléciou pojmu tokova rezistencia si spravime mensiu odbocku k nikde-nulovym

tokom na grafoch.

Definicia 3.2.4 (Tok na grafe). Nech D je orientacia hran grafu G. Dalej nech £~ (v)
je mnozina hran vychéadzajucich z vrchola v vzhladom na orientaciou D a ET(v) je
zase mnozina hran vchadzajicich do vrchola v vzhladom na orientaciou D. Potom
pod pojmom tok na grafe G mame na mysli usporiadani dvojicu (D, f), kde zobrazenie
f: E(G) — Z je také priradenie hodndt jednotlivym hranam, v ktorom je pre kazdy

vrchol v € V(G) splnena nasledovnéa podmienka kontinuity:

Y. flo= > fle.

e€E~(v) e€E+(v)

k-tok je taky tok na grafe (G, v ktorom funkcia f priraduje hranam len hodnoty
z mnoziny {0, 1, ..., £(k—1)}.

Nikde-nulovy k-tok je taky tok na grafe G, v ktorom funkcia f priraduje hranam
len hodnoty z mnoziny {£1, ..., £(k —1)}.

Definicia 3.2.5 (Tokova rezistencia). Tokova rezistencia r¢(G) kubického grafu G je
minimalny pocet hran, ktorym musime priradit hodnotu 0, aby existoval na grafe G
4-tok.

Je vSeobecne zname, ze kubicky graf mé nikde-nulovy 4-tok prave vtedy, ked je
3-zafarbitelny, teda r(G) = 0 <= r¢(G) = 0. Preto méa vyznam skimat rozdiely
medzi (vrcholovou) rezistenciou a tokovou rezistenciou len na 3-nezafarbitelnych ku-
bickych grafoch.

Je dokazané, Zze medzi (vrcholovou) rezistenciou a tokovou rezistenciou neplati
ani jedna z moznych nerovnosti.

Nerovnost r(G) < r¢(G), kde G je Tubovolny kubicky graf neplati napriklad kvoli
Petersenovmu grafu G, pretoze je zname, ze pre (vrcholovi) rezistenciu a tokovi rezis-

tenciu na tomto grafe plati r(G) = 2 a r¢(G) = 1. Hypotéza, ze pre [ubovolny kubicky
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graf G plati r(G) > r¢(G) [6] bola nedavno vyvratena v ¢lanku Snarks with resistance
n and flow resistance 2n autorov I. Allie, E. Macajova a M. Skoviera [1].

Zrejme medzi tokovou a paralelnou rezistenciou neplati vztah 7(G) < r;(G). Tokova
rezistencia kazdého kubického grafu je kone¢na, priradenim hodnoty 0 kazdej hrane
ziskavame na grafe G 4-tok. Sucasne vieme, Ze existuju kubické grafy s nekonec¢nou
paralelnou rezistenciou (pozri tvrdenie 3.2.13).

Zvysnym vztahom medzi tokovou a paralelnou respektive sériovou rezistenciou sa
v naSej praci nevenujeme. Tokovu rezistenciu a jej zasadenie do kontextu s vrcholovou
rezistenciou v naSej praci uvadzame najma preto, aby sme zasadili paralelnti a sériova
rezistenciou do Sirsieho kontextu danej problematiky. Ostéva otvorenym problémom,
¢ plati niektory zo zvySnych vztahov medzi tokovou a paralelnou respektive sériovou

rezistenciou.
Lema 3.2.6. Pre paralelni a sériovi rezistenciu kazdého kubického grafu G plati:

e 0(G) <

|3

, alebo o(G) = oo,
o 7(G) < 3, alebo m(G) = oo.

Dékaz. Potlacenim riadnej hrany zmensime pocet vrcholov grafu o 2 a posledny graf
z grafovej postupnosti P; nemoze mat menej ako 0 vrcholov. Preto, ak existuje vy-
hovujtca grafova postupnost, tak ma dlzku nanajvys n/2 + 1, z ¢oho vyplyva dana

lema. O
Tvrdenie 3.2.7. Pre kazdy kubicky graf G existuje konecnd sériovd rezistencia o(Q).

Doékaz. Pripomenme si, ze vysledkom operécie potlac¢enia hrany na kubickom grafe je
vzdy kubicky graf. Jedina hrana, ktora nevieme potlacit je slucka (polhrany a izolované
hrany neuvazujeme). LenZe kubicky graf nemoze obsahovat iba slucky. Preto v kazdom
kubickom grafe s neprdzdnou mnozinou vrcholov existuje nejaka riadna hrana, ktora
mozeme potlacit, ¢im ziskame kubicky graf na menej vrcholoch. Opakovanim daného
postupu eventualne ziskame graf na 0 vrcholoch (mo6ze obsahovat izolované kruznice),

ktory je trividlne 3-zafarbitelny. O]
Désledok 3.2.8. Pre sériovi rezistenciu kaZdého kubického grafu G plati o(G) < n/2.

Teraz si ukdzeme, Ze existuje nekonecne velka trieda kubickych grafov s nekonec-
nou paralelnou rezistenciou. Neskor, ako dosledok tvrdenia v nasledujtucej podkapitole
ukazeme, ze kazdy kubicky graf G s paralelnou rezistenciou 7(G) = oo musi obsahovat

most.

Definicia 3.2.9 (3-artikulacia). 3-artikuldcia je vrchol stupna 3, ktory je incidentny

s tromi mostmi.



44 KAPITOLA 3. SKUMANIE PARALELNEJ A SERIOVEJ REZISTENCIE

Lema 3.2.10. Kubicky graf je hranovo 3-zafarbitelny prdave vtedy, ked jeho mnoZina

hrdn sa dd rozloZit na 1-faktor a mnoZinu disjunktnych kruinic parnej dizky.

Dékaz. = Majme nejaké 3-zafarbenie grafu. Potom hrany zafarbené jednou farbou
spolu tvoria 1-faktor. Po ich odobrati maja v8etky vrcholy stupen 2, z ¢oho vyplyva,
ze zvysné hrany tvoria mnozinu disjunktnych kruznic. Ak by nejaké kruznica mala ne-
parnu dlzku, nebolo by mozné ju zafarbit dvomi farbami, ¢o je v spore s predpokladomn,
7e graf je 3-zafarbitelny.

< Zafarbenim 1-faktoru jednou farbou a zafarbenim hran z mnoziny disjunktnych

kruznic parnej dizky zvy$nymi dvomi farbami dostavame 3-farbenie grafu G. O
Lema 3.2.11. Kubicky graf s mostom je hranovo 3-nezafarbitelnyj.

Dékaz. Sporom. Predpokladajme, Ze graf G s mostom e mé 3-farbenie. Potom existuje
také rozdelenie hran na 1-faktor a mnozinu disjunktnych kruznic C, ze e € E(C). To je

ale v spore s tym, Ze e je most. ]

Lema 3.2.12. Nech G je kubicky graf s 3-artikuldciou v. Potom odobratim vrchola v

vzniknu tri komponenty, kaZdy s nepdarnym poctom vrcholov.

Doékaz. Vysledny pocet komponentov je zrejmy. Druhu ¢ast lemy dokazeme sporom.
Predpokladajme, Ze komponent Z grafu G — {v} ma péarny pocet vrcholov. Potom
obsahuje 2k — 1, £ € N vrcholov stupna 3 a jeden vrchol w stupna 2.

Z vrchola w vychadzaji do mnoziny vrcholov stupiia 3 dve hrany. Poc¢itanim poc¢tu
hran potrebnych na pokrytie vSetkych vrcholov stupna 3 dospejeme k tomu, Ze okrem
dvoch hran vychadzajicich z vrchola w potrebujeme este 3k — % hran na to, aby bolo

vSetkych 2k — 1 vrcholov stupna 3, ¢o je zrejme spor. O]
Tvrdenie 3.2.13. Kubicky graf G s 3-artikuldciou md paralelni rezistenciu w(G) = oo.

Doékaz. Oznacme si 3-artikulaciu ako v. Dalej si ozna¢me tri rozne podgrafy grafu G,
ktoré st izomorfné s tromi komponentmi grafu G — {v} ako Z;, Z5, Z5. Z predcha-
dzajucej lemy vieme, Ze tieto podgrafy maji neparny pocet vrcholov. Oznacme si eSte
mnozinu hran grafu G, ktoré nie st incidentné s vrcholom v ako E),.

Samotny dokaz rozdelime na dve ¢asti. Najprv nech v pareni P, ktoré potla¢ime
st len hrany z mnoziny E,. Nech G’ je graf, ktory vznikne z grafu G potlac¢enim
hran z parenia P. Zrejme potlacenim [ubovolného poc¢tu hran nezmenime paritu poctu
vrcholov na niektorom z podgrafov Z;, Zy, Zs. Preto nie je mozné vybrat také parenie
P z mnoziny hran F,, ktorého potlacenim by sme redukovali po¢et vrcholov niektorého
z podgrafov Z;, Z, alebo Z3 na 0, a teda vrchol v ostéava 3-artikuléciou aj v grafe G'.
Potom ale vysledny graf G’ obsahuje most, a teda je 3-nezafarbitelny.

Teraz nech parenie P, ktoré potla¢ime obsahuje jednu hranu e incidentnt s vrcho-

lom v. Vieme, Ze hrany z parenia P mo6zeme potlacit aj postupne. Potla¢enim hrany e
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ziskame graf s dvomi komponentmi, pricom jeden z nich je tvoreny niektorymi dvomi
podgrafmi z podgrafov Z;, Z,, Z3, ktoré st spojené mostom €’. Most €’ vznikol vyhlade-
nim vrchola v, a preto nemdze patrit do parenia P. Kazdy z tychto dvoch podgrafov ma
neparny pocet vrcholov, a teda potlacenim zvysnych hran z parenia P nemozeme zredu-
kovat pocet vrcholov v danych podgrafoch na 0. Potom ale vysledny graf, ktory vznikne

potlacenim vSetkych hran z parenia P obsahuje most, a teda je 3-nezafarbitelny. [

Pomocou predoslého tvrdenia vieme Tahko skonstruovat nekone¢ni triedu kubickych
grafov s nekonecnou paralelnou rezistenciou. Sta¢i zobrat Tubovolné tri kubické grafy
s jednou visiacou hranou a napojit tieto visiace hrany na izolovany vrchol v. Roznych

kubickych grafov s jednou visiacou hranou existuje nekonec¢ne vela.

3.3 Suvislost medzi 1-faktorom a paralelnou rezisten-
ciou

V tejto podkapitole dokdZeme, Ze pre paralelnu rezistenciu I'ubovolného kubického grafu
G plati, ze ak graf G ma 1-faktor, tak potom 7(G) # oco. Tiez pomocou protiprikladu
ukazeme, Ze opacné implikacia neplati (pre nekonecne vela grafov).

Dosledkom daného tvrdenia a znamej Petersenovej vety [13] je potom tvrdenie,
ze kazdy bezmostovy kubicky graf ma koneénti paralelnii rezistenciu. Preto nekoneént
paralelnu rezistenciu mézu mat len kubické grafy s mostom.

Na zéaver tejto podkapitoly uvedieme este jednu lemu nesuvisiacu s predoslym tvr-
denim, ktorua sa nam pocas skiimania stvislosti uvedenych v tejto podkapitole podarilo
dokazat.

Zacnime tym, Ze si pripomenieme jednu lemu, ktord nasledne vyuzijeme pri dokaze

hlavného tvrdenia tejto podkapitoly.

Lema 3.3.1. KazZdy kubicky graf G s 1-faktorom sa dd rozdelit na 1-faktor a mnozinu

disjunktniyjch kruznic.
Tvrdenie 3.3.2. Kubicky graf s 1-faktorom md konecni paralelni rezistenciu.

Doékaz. Nech G je kubicky graf s 1-faktorom. Potom podla predoslej lemy sa da graf
G rozlozit na 1-faktor a mnozinu disjunktnych kruznic. Hrany z 1-faktoru spolu tvoria
parenie P. Mézeme nahliadnut, Ze vysledny graf G’, ktory vznikne potlacenim vsetkych
hran z péarenia P je tvoreny mmnozinou izolovanych kruznic a jeho mnozina vrcholov
V(G') je prazdna. Preto graf G’ je trividlne 3-zafarbitelny, ¢im ziskavame horny odhad
na hodnotu paralelnej rezistencie 7(G) < |P|, teda 7(G) # oc.

O

Tvrdenie 3.3.3 (Petersenova veta). [13] Bezmostovy kubicky graf obsahugje 1-faktor.



46 KAPITOLA 3. SKUMANIE PARALELNEJ A SERIOVEJ REZISTENCIE

Dosledok 3.3.4. Z turdenia o 1-faktore a Petersenovej vety vyplyva, Ze kaZdy bezmos-

tovyy kubicky graf md konecni paralelni rezistenciu.

Teraz uvedenim protiprikladu ukazeme, ze implikacia ak md kubicky graf konecni

paralelni rezistenciu, tak md 1-faktor neplati.

Definicia 3.3.5 (Graf K}). Kubicky graf K} je graf na piatich vrcholoch s jednou

visiacou hranou e (pozri obrazok 3.1).

Obr. 3.1: Graf K

Pozndmka 3.3.6. Odobratim visiacej hrany a vyhladenim vrchola stupiia 2 grafu K}
vznikne kompletny graf na styroch vrcholoch. Odtial pochadza nazov grafu K.
Mézeme nahliadnut, ze ak kubicky graf, ktorého podgrafom je graf K obsahuje
1-faktor, tak potom je v 1-faktore aj pévodne visiaca hrana e grafu Kj. Je tomu tak
preto, ze ak by sme tuto hranu do 1-faktoru nezahrnuli, nie je mozné vytvorit perfektné

péarenie na grafe Kj — {e}, nakolko ma neparny pocet vrcholov.

Definicia 3.3.7 (Graf Ggg). Kubicky graf Gy je graf, ktory vznikne tak, Ze zobe-

rieme tri kopie grafu K, mnozinu piatich vrcholov pospajanych hranami tak, ako je

vyobrazené na obrazku 3.2 a napojime visiace hrany grafov K} na vrcholy stupna 2.
Cervené hrany grafu Gy st hrany, ktoré vznikli napojenim visiacich hran grafov

K} na vrcholy stupiia 2 (pozri obrazok 3.2).

Obr. 3.2: Graf Gy
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Definicia 3.3.8 (Centralny podgraf grafu Gay). Maximélny podgraf grafu G, ktorého
mnozina hran a vrcholov je disjunktnd s kazdym z troch podgrafov Kj grafu Gy

nazyvame centrdlny podgraf grafu Gay.

Teraz ukazeme, ze graf G99 méa konecénu paralelnu rezistenciu, ale neméa 1-faktor.

Najprv nahliadneme, ze graf G5y ma kone¢ni paralelnu rezistenciu.

Potla¢enim ¢ervenych hran grafu Gy vznikne novy graf G, so Styrmi komponentmi,
z toho tri komponenty st kompletné grafy na Styroch vrcholoch a Stvrty komponent
je dvojica vrcholov spojenych 3-ndsobnou hranou. Kazdy z tychto komponentov je
3-zafarbitelny. Potom je 3-zafarbitelny aj graf GY,, a preto ma graf Gy konecni pa-

ralelni rezistenciu.

Teraz sporom ukédzeme, 7Ze graf G nema 1-faktor. Ak by graf G9, obsahoval
1-faktor, museli by v niom byt zahrnuté ¢ervené hrany, pretoze ide o pévodne visiace
hrany podgrafov K (pozri poznamku 3.3.6). Potom ale nevieme pokryt zvysné dva
vrcholy centréalneho podgrafu grafu G,y hranami tak, aby tvorili spolu s cervengmi

hranami parenie. Preto graf Gop nema 1-faktor.

Uvedomme si, ze na zaklade konstrukcie grafu Gog nie je tazké skonstruovat neko-

ne¢nu triedu kubickych grafov s mostom, ktoré maju kone¢nu paralelnt rezistenciu.

To, ze ktoré kubické grafy s mostom maji kone¢nu paralelni rezistenciu ostava

otvorenym problémom.

Na zaver podkapitoly dokdZeme jednu lemu, stivisiacu s 1-faktorom kubického grafu,
ktoru sa nam podarilo pocas skiimania vyssie uvedenim suvislosti dokézat, aj ked sme

ju nakoniec pri dokaze samotného tvrdenia o 1-faktore nijak nevyuzili.

Lema 3.3.9. Nech G’ je kubicky graf, ktory vznikne potlacenim hrany e kubického grafu
G. Potom plati, Ze ok graf G nemd 1-faktor a graf G' ma 1-faktor, tak do 1-faktoru

patri aspon jedna novovzniknutd hrana.

Doékaz. Dokaz vykoname sporom. Naraz rozoberieme pripad, kedy je potlacené jedno-
ducha (pozri obrazok 1.1) aj 2-nasobné hrana. Predpokladajme, Ze potla¢ime hranu
e = wv a Ziadnu novovzniknuti hranu nepouzijeme v 1-faktore grafu G’. Potom ale
v povodnom grafe GG vieme vytvorit také parenie P, ktoré obsahuje vSetky vrcholy
grafu G, okrem vrcholov u, v bez toho, aby sme v iom pouzili niektort z hran inci-
dentnych s vrcholmi u, v. Pridanim hrany e do parenia P ziskavame perfektné parenie,

¢ize 1-faktor grafu G.

Potlac¢anie 3-nasobnej hrany nemusime uvazovat. Potlacenim 3-nasobnej hrany ne-

moze vzniknut z kubického grafu bez 1-faktoru graf s 1-faktorom. m
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3.4 Grafy s roznou paralelnou a sériovou rezistenciou

V tejto podkapitole ukdZeme, ze existuje nekonecna trieda bezmostovych kubickych
grafov s rozli¢nou kone¢nou paralelnou a sériovou rezistenciou takou, ze pre lubovolné
¢islo n € N existuje v tejto triede graf G, ktory mé rozdiel rezistencii 7(G) — o (G) > n.
To je okrem iného dokazom toho, Ze ma vyznam skiimat obe rezistencie.

V prvej casti podkapitoly sa zaoberame najmensim kubickym grafom z danej neko-
necnej triedy. Nasledne pomocou daného grafu istym zovSeobecnenim skonstruujeme
pozadovani nekonecnu triedu kubickych grafov.

Zatneme tym, Ze zavedieme niekolko pomocnych (2, 2)-polov, pomocou ktorych
skonstruujeme najmensi graf z tejto triedy a ukazeme o nich potrebné vlastnosti, ktoré
neskor vyuzijeme pri dokaze tvrdenia, ze nami skonstruovany kubicky graf ma réznu

paralelna a sériovi rezistenciu.

Definicia 3.4.1 (Petersenov (2, 2)-po6l). Pod pojmom Petersenov (2, 2)-p6l mame
na mysli (2, 2)-pol P = (Vp, Ep) pricom mnozina vrcholov Vp = {vy, vg, ..., vs}
a hrany Ep = {v;41vj11 | 1 € Zg, j =1+ 1 (mod 8)} U {vavs, vavs} U {1, T2, Y1, Y2}
Hrany xq, x9, y1, y2 su visiace hrany, postupne incidentné s vrcholmi vy, vs, vy, v3.
Zvysné hrany su riadne (pozri obrazok 3.3).

Vstupngm konektorom S; Petersenovho (2, 2)-polu rozumieme usporiadani dvojicu
polhran hran S} = (21, z2). Vystupnym konektorom Sy Petersenovho (2, 2)-polu zase
rozumieme usporiadant dvojicu polhran hran S, = (yi1, y2), pricom méame na mysli

rovnomenné polhrany visiacich hran oznacené ako xq, xs, y1, yo.

X1 V1 V8 v7 y1
V2 \(
V3 V4 V5

X2 y2

Obr. 3.3: Petersenov (2, 2)-pdl

Pozndamka 3.4.2. Mozeme si vsimnit, Ze rozdiel medzi BlanuSovym a Petersenovym

(2, 2)-polom je len v zaradeni polhran do konektorov.

Nakolko teraz skiimame rezistencie a nie hodnoty Készonyiho funkcie, nemusime

vzdy rozoberat vietky 3-farbenia. Casto nam staci vediet, ¢ existuje ,nejaké” 3-farbenie.
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Teraz ukazeme, ze pre lubovolné dve farby a, b € {1, 2, 3} existuje na Peterse-
novom (2, 2)-pole také 3-farbenie ¢, ze zafarbi vstupny a vystupny konektor S, So
farbami, ¢(S;) = (a, a), ¢(S2) = (b, b). Tiez ukdzeme, Ze ziadne iné 3-farbenie (vzhla-
dom na zafarbenie konektorov) na Petersenovom (2, 2)-pole neexistuje.

Vstupny konektor S; moéze byt zafarbeny bud farbou ¢(S;) = (1, 1) alebo farbami
c(S1) = (1, 2). Vsetky ostatné zafarbenia vstupného konektoru vieme ziskat permutéa-

ciou farieb. Nazvy vrcholov uvazujeme podla obrazku 3.3.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1,1). Z Paritnej lemy vieme, Ze vystupny ko-
nektor Sy moze byt zafarbeny len farbami (1, 1), (2, 2) alebo (3, 3). UkaZeme,
ze existuje 3-farbenie Petersenovho (2, 2)-pélu M pre vSetky pripustné moznosti
zafarbenia vystupného konektoru S,. Nech ¢(S2) = (1, 1). Potom napriklad zafar-
benim hrany v;vg farbou 2 dostavame jednozna¢né 3-farbenie (2, 2)-polu M. Te-
raz nech vystupny konektor je zafarbeny farbou ¢(S2) = (2, 2). Potom napriklad
zafarbenim hrany vjvg farbou 2 dostéavame jednozna¢né 3-farbenie (2, 2)-polu M.
3-farbenie (2, 2)-polu M také, ze ¢(S;) = (3, 3) dostavame z predchédzajiceho

3-farbenia tak, Ze spermutujeme farby 2 a 3.

e Zafarbenie vstupného konektoru je (1,2). Z Paritnej lemy vyplyva, ze zafarbenie
vystupného konektora Sy musi byt bud ¢(S3) = (1, 2) alebo ¢(S3) = (2, 1). Avsak
graf, ktory vznikne z dvoch vrcholov vy, v1g navzajom spojenych hranou a z Pe-
tersenovho (2, 2)-pélu tak, Ze napojime visiace hrany z;, y; na vrchol vg a visiace
hrany x5, y2 na vrchol vyg je izomorfny s Petersenovym grafom. Preto ak by exis-
tovalo 3-farbenie Petersenovho (2, 2)-po6lu také, Ze vstupny konektor zafarbime
farbami ¢(S1) = (1,2) a vystupny konektor zase farbami ¢(S2) = (1, 2) alebo
c(S2) = (2, 1), tak dofarbenim hrany vgvyo farbou 3 dostavame 3-farbenie Peter-
senovho grafu, ¢o je spor. Tym padom nemoéze existovat 3-farbenie Petersenovho

(2, 2)-polu take, ze vstupny konektor S je zafarbeny farbami ¢(S;) = (1, 2).

Teraz zavedieme novy (2, 2)-pél ,,obluk* O, ktory je tvoreny dvomi Petersenovymi
(2, 2)-p6lmi. Pomocou neho nésledne skonstruujeme kubicky graf s roznou paralelnou

a sériovou rezistenciou. Este predtym ale ukdzeme, ze (2, 2)-pdl O je 3-nezafarbitelny.

Definicia 3.4.3 ((2, 2)-p6l O). Multipol, ktory vznikne spojenim dvoch Petersenovych
(2, 2)-polov M, M, a naslednou subdiviziou hrany, ktora vznikla spojenim polhran y,
(2, 2)-polu M, a x5 (2, 2)-polu M, nazyvame (2, 2)-pél oblik O, skratene (2, 2)-p6l O
(pozri obréazok 3.4).

Hranu e (2, 2)-polu O, ktord ma jeden koniec incidentny s vrcholom patriacim
povodne Petersenovmu (2, 2)-polu M, a druhy koniec incidentny s vrcholom patriacim

povodne Petersenovmu (2, 2)-polu M, nazyvame medzipetersenovskd.
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Obr. 3.4: (2, 2)-pdl oblik O

Pozndmka 3.4.4. Mozeme nahliadnut, ze (2, 2)-pol O je z doteraz vsetkych definova-
nych (2, 2)-polov jediny, ktory nie je kubicky, pretoze obsahuje jeden vrchol stupina 2.

Lema 3.4.5. (2, 2)-pdl oblik O je hranovo 3-nezafarbitelny.

Dékaz. (2, 2)-pol O sa sklada z dvoch Petersenovych (2, 2)-polov M,, M, a vrchola
v stupna 2. Nech S5 = (v}, y3) je vystupny konektor Petersenovho (2, 2)-polu M,
a S = (24, x%) je zase vstupny konektor Petersenovho (2, 2)-polu M,

Sporom predpokladajme, Ze (2, 2)-pél O je 3-zafarbitelny. Vieme, Ze Petersenov
(2, 2)-pol je 3-zafarbitelny len vtedy, ked pre kazdy jeho konektor plati, Ze obe pol-
hrany daného konektora st zafarbené rovnakou farbou. Preto pre dané 3-farbenie ¢
(2, 2)-polu O musi platit, ze ¢(S5) = (a, a). Potom ale pre zafarbenie polhran vstup-
ného konektora S| plati: ¢(z}) = a a ¢(z))) # a. To je spor, lebo polhrany vstupného
konektora (2, 2)-polu M, musia byt zafarbené rovnakou farbou, aby bol (2, 2)-pol M,
3-zafarbitelny. Preto je (2, 2)-pél O 3-nezafarbitelny. O

Definicia 3.4.6 (Graf kormidlo). Nech M je (2, 2)-pol, ktory vznikne tak, Ze zobe-
rieme tri kopie (2, 2)-polu O, tri kopie (2, 2)-polu I (pozri obrazok 2.14) a spojime ich
postupne v poradi OIOIOI. Nech graf G je uzaverom (2, 2)-polu M. Nahliadnime,
ze graf G mé prave tri vrcholy stupna 2.

Potom graf, ktory vznikne tak, ze zoberieme graf GG, novy vrchol u a hranami
spojime vrchol u s kazdym vrcholom v € V(G) stupiia 2 nazyvame kormidlo (pozri
obrazok 3.5).

Pozndmka 3.4.7. Nézov grafu kormidlo je inSpirovany vzhladom grafu — pripomina kor-
midlo na lodi. Podgrafy na obrazku oznacené ako M, .3, ¢ € {1, 2, 3} st Petersenove
(2, 2)-poly.

Moézeme si vsimnut, ze graf kormidlo ako podgrafy obsahuje tri navzajom disjunktné
(2, 2)-poly O (na obrazku 3.5 farebne vyznacené). Nakolko kazdy z (2, 2)-polov O je

sam o sebe 3-nezafarbitelny, je 3-nezafarbitelny aj samotny graf kormidlo.
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Obr. 3.5: Graf kormidlo

Teraz ukdzeme, Ze pre graf kormidlo G plati 7(G) = 3 a 0(G) = 2.

7 vlastnosti paralelnej a sériovej rezistencie vieme, ze pre kazdy kubicky graf H
plati 7(H) = 0 prave vtedy, ked o(H) = 0 a n(H) = 1 prave vtedy, ked o(H) = 1.
Preto na dokaz o(G) = 2 nam staci ukazat, ze plati 7(G) =3 a 0(G) < 2.

Najprv ukazeme, Ze graf G’, ktory vznikne z grafu kormidlo G potlacenim hrany viv
a naslednym potlacenim novovzniknutej hrany v,vsz je 3-zafarbitelny, z ¢oho vyplyva,
ze 0(G) < 2. Vsimnime si, Ze graf G’ je izomorfny s grafom, ktory vznikne ako uzéver
spojenia (2, 2)-polov My, My, Iy Moy Moy Io M3, M3, I3, pricom (2, 2)-poly M, 43 st Pe-
tersenove (2, 2)-poly a I; st (2, 2)-poly I. Vieme, Ze pre (2, 2)-pol I s konektormi Sy, So
existuje také 3-farbenie ¢, ze ¢(S1) = (a, a) a ¢(S3) = (b, b), pricom pre farby a, b plati
a # b. Pre Petersenov (2, 2)-pol M s konektormi S}, S zase existuje pre Iubovolné
dve farby a, b také 3-farbenie ¢, ze ¢(S]) = (a, a) a ¢(S}) = (b, b).

Potom ak zafarbime hrany medzi (2, 2)-p6lmi I3, M;,, My, I; farbou 1, hrany me-
dzi (2, 2)-polmi Iy, Ms,, My, I farbou 2 a hrany medzi (2, 2)-polmi I, Ms,, Msy, I3
farbou 3, tak zrejme vieme dofarbit jednotlivé (2, 2)-poly takym spésobom, aby sme do-
stali 3-farbenie grafu G’. Preto pre sériovi rezistenciu grafu kormidlo G plati o(G) < 2.

Dokaz, ze pre paralelni rezistenciou grafu kormidlo G plati 7(G) = 3 rozdelime
na dve ¢asti. Najprv ukazeme, ze plati 7(G) < 3. Néasledne ukazeme, Ze neexistuje
dvojica nezavislych hran grafu G taka, Ze ich potlacenim ziskame 3-zafarbitelny graf.

Na dokaz 7(G) < 3 si pomdzeme pomocnym (2, 2)-polom @) a ukadZeme na nom

jedno mozné 3-farbenie.

Definicia 3.4.8 ((2, 2)-po6l Q). Multipdl, ktory vznikne potlacenim medzipetersenov-
skej hrany (2, 2)-pélu O nazyvame (2, 2)-pél @ (pozri obréazok 3.6).

Vstupny a vystupny konektor (2, 2)-pélu @) st rovnaké, ako konektory (2, 2)-polu
O, z ktorého (2, 2)-pol @ vznikol, teda S = (x1, x2) a So = (y1, ya2).
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Obr. 3.6: (2, 2)-pdl @ s moznym hranovym 3-farbenim ¢

Pozndmka 3.4.9. Mozeme nahliadnut, Ze pre [ubovolné navzajom rozne farby a, b, ¢
existuje na (2, 2)-pole @ také hranové 3-farbenie ¢, ze vstupnému konektoru S; priradi
farby ¢(S1) = (a, b) a vystupnému konektoru Sy priradi farby ¢(S;) = (a, ¢). Vzhla-
dom na velkost (2, 2)-pélu @) nam pride vhodnejsie existenciu takéhoto 3-farbenia uka-

zat graficky. Vizualizaciu tohto 3-farbenia je mozné si pozriet priamo na obrézku 3.6.

Definicia 3.4.10 (Graf potlacené kormidlo). Nech M je (2, 2)-pol ktory vznikne tak,
ze zoberieme tri kopie (2, 2)-polu @, tri kopie (2, 2)-polu I a spojime ich postupne
v poradi QIQIQI. Nech graf G je uzaverom (2, 2)-poélu M.

Potom graf, ktory vznikne tak, Ze zoberieme graf GG, novy vrchol u a hranami

spojime vrchol u s kazdym vrcholom v € V(G) stupha 2 nazyvame potla¢ené kormidlo

Al
PN

AR

Obr. 3.7: Graf potlacené kormidlo s moznym hranovym 3-farbenim ¢

(pozri obrazok 3.7).

Pozndmka 3.4.11. Multipoly My, i € {1, 2, 3} na obrazku 3.7 sa (2, 1)-poly, ktoré
vznikna tak, Ze z Petersenovho (2, 2)-p6lu odoberieme visiacu hranu y; a nasledne
vyhladime vrchol stupna 2. Multipoly M;,, i € {1, 2, 3} st zase (1, 2)-poly, ktoré
vzniknt z Petersenovho (2, 2)-polu odobratim visiacej hrany x; a vyhladenim vrchola

stupna 2.
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Moézeme si v8imnut, ze (2, 2)-pol, ktory vznikne napojenim polhrany z vystupného
konektoru (2, 1)-pélu M;, a polhrany vstupného konektoru z (1, 2)-polu M;, na novy
izolovany vrchol tak, ako je vyobrazené na obrazku 3.7 je izomorfny s (2, 2)-polom Q.

Nahliadnime, Ze hrany na obrazku 3.7 grafu potlacené kormidlo sme uz zafarbili
tromi farbami. Vyuzitim vhodnej permutécie farieb a znameho 3-farbenia (2, 2)-polu @
(pozri obrazok 3.6) vieme nasledne dofarbit hrany multipélov M;, ) tak, aby sme zis-
kali 3-farbenie grafu potlacené kormidlo. Preto je graf potla¢ené kormidlo 3-zafarbitelny.

Vsimnime si, ze rozdiel v konstrukcii grafu potlacené kormidlo H a grafu kormidlo
G je len v tom, Ze na konstrukciu grafu G sa pouziju tri kopie (2, 2)-polu O, zatial ¢o
na konstrukciu grafu H tri kopie (2, 2)-polu @, pricom (2, 2)-p6l @ vznikne z (2, 2)-polu
O potlacenim medzipetersenovskej hrany. Preto by sme graf potlacené kormidlo H
mohli skonstruovat aj tak, ze najprv skonstruujeme graf kormidlo G' a nasledne na iom
potlac¢ime tri medzipetersenovské hrany ey, es, e3.

Povedané inymi slovami, existuju tri nezéavislé hrany e, e, e3 grafu kormidlo G
také, ze ich potlacenim ziskame graf izomorfny s grafom potlacené kormidlo, ktory je
3-zafarbitelny. Preto pre paralelnt rezistenciu grafu kormidlo G plati 7(G) < 3.

Na zéver nam este ostava ukazat, ze v grafe kormidlo G neexistuji také dve nezavislé

hrany, Ze ich potlac¢enim vznikne 3-zafarbitelny graf.
Lema 3.4.12. Pre paralelni rezistenciu grafu kormidlo G plati m(G) > 2.

Doékaz. Lemu dokdzeme tak, ze ukadZzeme, Ze neexistuju nanajvys dve nezéavislé hrany
grafu kormidlo G také, Ze ich potla¢enim vznikne 3-zafarbitelny graf.

Uvedomme si, ze graf kormidlo G obsahuje tri disjunktné podgrafy, ktoré su izo-
morfné s (2, 2)-polom O, a Ze potlacenim Tubovolnej hrany grafu G vieme modifikovat
nanajvys jeden z tychto podgrafov (pozri obrazok 3.5). Preto kazdy graf G’ ktory
vznikne potla¢enim nanajvys dvoch Iubovolnych nezavislych hran grafu kormidlo G
ako svoj podgraf obsahuje aspon jeden (2, 2)-pol O, a teda je 3-nezafarbitelny. Potom
ale pre paralelni rezistenciu grafu kormidlo G neméze platit 7(G) < 2, a preto plati

m(G) > 2. O

7 predchadzajicej lemy a pozorovania, ze pre paralelnii a sériova rezistenciu grafu

kormidlo G plati 7(G) < 3 a 0(G) < 2 vyplyva nasledovné tvrdenie:
Tvrdenie 3.4.13. Pre graf kormidlo G plati 7(G) =3 a o(G) = 2.

Tym sme nasli prvy bezmostovy kubicky graf s réznou konecnou paralelnou a séri-
ovou rezistenciou. Vychéadzajuc z grafu kormidlo GG, nasim cielom teraz bude skonstru-
ovat nekonec¢nu triedu bezmostovych kubickych grafov takych, Zze pre Tubovolné ¢islo
k € N existuje v tejto triede graf G, ktory ma rozdiel rezistencii 7(G) — o(G) > k.

Zatneme tym, Ze si zadefinujeme novy (2, 2)-po6l, pomocou ktorého nésledne bu-

deme konstruovat kubické bezmostové grafy s réznou paralelnou a sériovou rezistenciou.
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Definicia 3.4.14 ((2, 2)-pol polkormidlo K'). Nech M je (2, 2)-pol, ktory vznikne tak,
ze zoberieme tri kopie (2, 2)-polu O, dve kopie (2, 2)-polu I a spojime ich postupne
v poradi OIOIO. Mo6zeme si v§imnut, ze (2, 2)-pol M ma prave tri vrcholy stupna 2.

Potom (2, 2)-pol, ktory vznikne tak, Ze zoberieme (2, 2)-p6l M, novy vrchol u
a hranami spojime vrchol u s kazdym vrcholom v € V(M) stupiia 2 nazyvame (2, 2)-p6l

polkormidlo K (pozri obrazok 3.8).

Obr. 3.8: (2, 2)-pdl polkormidlo K

Pozndmka 3.4.15. Podgrafy na obrazku oznacené ako My, 1, @ € {1, 2, 3} st Peter-
senove (2, 2)-poly.

Lema 3.4.16. Pre paralelni rezistenciu (2, 2)-pdlu polkormidlo K plati w(K) > 2.

Dékaz. Dokaz je v podstate analogicky k dokazu predoslej lemy o dolnom odhade
paralelnej rezistencie grafu kormidlo.

Sta¢i nam ukéazat, Ze neexistuju nanajvys dve nezavislé hrany (2, 2)-polu K, kto-
rych potlac¢enim vznikne 3-zafarbitelny graf. Uvedomme si, ze (2, 2)-p6l polkormidlo K
obsahuje tri disjunktné podgrafy, ktoré si izomorfné s (2, 2)-polom O, a ze potlac¢enim
Tubovolnej hrany (2, 2)-pélu K vieme modifikovat nanajvys jeden z tychto podgra-
fov. Preto kazdy (2, 2)-pol K’, ktory vznikne potla¢enim nanajvys dvoch Tubovolnych
nezavislych hran (2, 2)-polu K ako svoj podgraf obsahuje aspoi jeden (2, 2)-pél O,
a teda je 3-nezafarbitelny. O

Teraz pre Tubovolné ¢islo k € N zadefinujeme graf zovSeobecnené kormidlo Gy,
a ukazeme, ze pre kazdy takyto graf plati 7(Gy) — o(Gx) > k, ¢im zakon¢ime nase

vysledky sktimania paralelnej a sériovej rezistencie.

Definicia 3.4.17 (Zovseobecnené kormidlo Gy). Nech M je (2, 2)-pol, ktory vznikne
spojenim (2, 2)-polov KI. Potom kubicky graf, ktory vznikne ako uzéver k po sebe

spojenych (2, 2)-pélov M nazyvame zovSeobecnené kormidlo Gy.

Poznamka 3.4.18. Zrejme trieda grafov zovSeobecnené kormidlo GGy, je nekonecna. Mo-
zeme si tiez vSimnut, ze pre k = 1 je graf zovSeobecnené kormidlo G izomorfny s grafom

kormidlo G.
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Najprv ukdzeme, Ze pre sériovu rezistenciu kazdého grafu zovseobecnené kormidlo
Gy plati 0(Gy) < 2k. Mézeme nahliadnut, ze graf Gy, ako svoje podgrafy obsahuje k
disjunktnych (2, 2)-polov polkormidlo K. Nech G}, je kubicky graf, ktory vznikne tak,
ze na kazdom z tychto k disjunktnych podgrafov grafu Gy potla¢ime najprv hranu v,
a nasledne novovzniknuti hranu vevs (pre lepsie pochopenie toho, ktoré hrany méame
na mysli pozri obrazok 3.8). V&imnime si, ze graf G, vznikne postupnym potlac¢enim
2k hran grafu Gy.

Definicia 3.4.19 (Potla¢ené zovseobecnené kormidlo G},). Graf, ktory vznikne z grafu
zovSeobecnené kormidlo Gy vySSie popisanym postupom nazyvame potlacené zovse-

obecnené kormidlo Gj..

Nagim cielom je teraz ukazat, ze graf G}, je 3-zafarbitelny, a preto plati o(Gy) < 2k.
Na to si pomdzeme eSte jednym pomocnym (2, 2)-p6lom.
Definicia 3.4.20 ((2, 2)-pdl potlacené polkormidlo K”’). Multipél, ktory vznikne tak,

ze v (2, 2)-pole polkormidlo K potla¢ime hranu vv; a nasledne potla¢enime novovznik-

nutt hranu vyvs nazyvame (2, 2)-pol potlacené polkormidlo K’ (pozri obrazok 3.9).

Obr. 3.9: (2, 2)-pol potlacené polkormidlo K’ s moznym 3-farbenim ¢

Pozndamka 3.4.21. Podgrafy na obrazku oznacené ako M st Petersenove (2, 2)-poly.

Pomocou znamych 3-farbeni Petersenovho (2, 2)-polu M a (2, 2)-pélu I mozeme
nahliadnut, Ze pre (2, 2)-pol K’ existuje také 3-farbenie ¢, ktoré vstupnému konektoru
Sy priradi farbu ¢(S;) = (a, a) a vystupnému konektoru Sy farbu ¢(S;) = (b, b), pricom
pre farby a, b plati a # b (pozri obréazok 3.9).

Nech M’ je (2, 2)-pol, ktory vznikne spojenim (2, 2)-polov K'I. Vyuzitim znalosti
o 3-farbeni (2, 2)-polov K’ a I méZzeme nahliadnut, Ze existuje 3-farbenie (2, 2)-polu
M'" = K'I také, ze zafarbi jeho konektory Sj, S farbou ¢(S]) = ¢(S5%) = (a, a).

Nech T’y je graf, ktory vznikne ako uzaver k postupne spojenych (2, 2)-polov M’.
Potom z poznatku, Ze pre kazdy (2, 2)-pol M’ existuje také 3-farbenie ¢, ze zafarbi
konektory Sj, S5 farbou ¢(S]) = ¢(S5) = (a, a) a z konstrukcie grafu I'y vyplyva,
ze graf [y, je 3-zafarbitelny.

Nahliadnime, ze graf I'; je izomorfny s grafom potlacené zovseobecnené kormidlo

I, & preto pre sériovu rezistenciu grafu zovseobecnené kormidlo Gy, plati o(Gy) < 2k.

Ostava nam este ukazat, ze pre kazdé k € N pre graf zovSeobecnené kormidlo Gy

plati 7(Gy) > 3k.
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Lema 3.4.22. Pre lubovolny graf zovseobecnené kormidlo Gy, plati w7(Gy) > 3k.

Doékaz. Graf zovseobecnené kormidlo Gy ako svoje podgrafy obsahuje k disjunktnych
(2, 2)-polov polkormidlo K, pricom z konstrukcie grafu Gy vyplyva, Ze kazda hrana
grafu G, prislicha najviac jednému z (2, 2)-polov K.

Z lemy 3.4.16 o paralelnej rezistencii (2, 2)-po6lu polkormidlo vieme, Ze na (2, 2)-pole
polkormidlo K musime potlac¢it aspon tri nezéavislé hrany, aby vznikol 3-zafarbitelny
graf. Preto musime na grafe Gy potlacit aspon 3k nezavislych hréan, aby bol vysledny
graf 3-zafarbitelny.

Konecnost paralelnej rezistencie grafu Gi zase vyplyva z doésledku 3.3.4 tvrdenia

o 1-faktore, nakol'ko Tubovolny graf zovseobecnené kormidlo GG, je bezmostovy. H

Tym sme dokazali, ze pre kazdy graf zovSeobecnené kormidlo Gy, k € N plati
7(Gy) > 3k a 0(Gg) < 2k. Preto pre Tubovolné prirodzené ¢islo k existuje v triede
grafov zovseobecnené kormidlo taky graf Gy, pre ktory plati 7(Gy) — o(Gy) > k.

Vsimnime si, Ze hodnoty paralelnej a sériovej rezistencie neuréujeme ,,presne”, uva-
dzame ich len ako nerovnosti. Je tomu tak z dvoch dévodov. Jednym dévodom je,
7e nasim ciefom bolo najst ,len* nekone¢ni triedu bezmostovych kubickych grafov
s roznou paralelnou a sériovou rezistenciou taku, Ze tento rozdiel moze byt Tubovolne
velky. Druhym dévodom je fakt, Zze poznatok o hodnote sériovej rezistencie o(G) = 2
grafu kormidlo G nie je moZné trividlne zovSeobecnit. Sice sa da Tahko ukazat, Ze sé-
riova rezistencia (2, 2)-pélu polkormidlo K je o(K) = 2, ale z daného pozorovania
nevyplyva, ze aj sériova rezistencia [ubovolného grafu zovseobecnené kormidlo Gy, je
nutne o(Gy) = 2k. Je tomu tak preto, Ze pri sériovej rezistencii mozeme potlacat aj no-
vovzniknuté hrany. Nie je tazké nahliadnut, Ze pri postupnom potlac¢ani hran na grafe
GG, mozu niektoré novovzniknuté hrany naraz prislichat dvom disjunktnym podgra-
fom, ktoré st izomorfné s (2, 2)-pélom K. Preto nevyluc¢ujeme moznost, ze potlac¢enim
niektorych novovzniknutych hréan prislichajtcich obom (2, 2)-pélom K je mozné ziskat
3-zafarbitelny graf aj skor ako po 2k potlaceniach hrany.

Ak by sme niekedy chceli skonstruovat nekonecént triedu bezmostovych grafov s roz-
nou paralelnou a sériovou rezistenciou so zndmymi hodnotami rezistencii, ako navod
nam moze posluzit nami zadefinované nekone¢na trieda grafov zovseobecnené kormidlo.
Intuitivne, ak by sme medzi dva (2, 2)-p6ly K umiestnili ,,dostatocne vela“ (2, 2)-polov
I (v zévislosti od k), nebolo by moZné postupnym potla¢anim hran vytvorit taka hranu,
ktora prislicha naraz dvom (2, 2)-pélom K skor, ako po 2k potlaceniach hrany. Preto
by pre kazdy graf Hj z tejto nie prili§ exaktne definovanej nekone¢nej triedy grafov
malo platit o(Hy) = 2k, pricom ¢islo k reprezentuje pocet (2, 2)-polov K v grafe Hy.

Co sa tyka hodnoty paralelnej rezistencie kazdého grafu zovseobecnené kormidlo Gy,
domnievame sa, ze je skutocne 7(Gy) = 3k. Dant rovnost by nemalo byt tazké dokazat

zovSeobecnenim 3-farbenia grafu potlacené kormidlo.



Kapitola 4
Opis funkcionality programu

Sucastou nasej préace je aj program v jazyku C++, ktory pocita hodnoty Kéaszonyiho
funkcie, paralelnej a sériovej rezistencie. Vyuziva pri tom dva algoritmy na pocitanie
hranovych 3-farbeni na kubickych grafoch. Je dobré si uvedomit, Ze problém hranove;
3-zafaritelnosti je NP-tplny, a teda nie je znamy polynomiélny algoritmus riesiaci tento
problém. Preto si musime vystacit s algoritmami, ktoré pracuji v exponenciilnej ¢aso-
vej zlozitosti. Ich efektivnost je mozné docielit len roznymi heuristikami. Ukazuje sa, ze
st na to dobré napriklad SAT solvery. Preto je jednym z algoritmov, ktoré pouzivame
SAT solver CryptoMiniSat od autora Mate Soos [14]. Druhy algoritmom je nami imple-
mentovany a vychadza z lemy 3.2.10 o ekvivalencii hranovej 3-zafarbitelnosti a rozkladu
mnoZiny hran na 1-faktor a mnozinu disjunktnych kruznic parnej dlzky na kubickom
grafe. Experimentalnymi pozorovaniami sme zistili, Ze pre malé grafy je o nieco efek-
tivnejsi nas algoritmus, zatial ¢o pre vacSie grafy je vyrazne efektivnejSie redukovat
problém hranovej 3-zafarbitelnosti na formulu v konjunktivnej normélnej forme a na-
sledne na nej spustit SAT solver. Nas program sa preto na zéklade vel'kosti kubického
grafu rozhoduje, ktory z tychto dvoch algoritmov pouzije na pocitanie poc¢tu réznych

hranovych 3-farbeni.

Program je schopny efektivne pocitat Kaszonyiho funkciu, paralelnii a sériova re-
zistenciu pre kubické grafy do 60 vrcholov. V priebehu par minut je dokonca schopny
zistit vysledok pre grafy az do 80 vrcholov.

f)alej pomocou testovania vstupného siboru vie program rozpoznat a zamietnut
drviva vacsinu zlych vstupov. Okrem toho, Ze testuje, ¢i je sibor vyslovene chybny,
program tiez vyhodnocuje, ¢ pouzivatel zadal graf na tolkych vrcholoch, ako deklaruje,
¢i je nim zadany graf kubicky a ¢i neobsahuje orientované hrany.

Stucastou programu je aj jednoduché grafické rozhranie, ¢o robi program pristupnym
aj pre Tudi, ktori nie su prili§ technicky zdatni.

Program je mozné najst spolu s navodom na instalaciu a pouzivanie na stranke:

https://github.com/MatusZubcak/CubicGraphKaszonyiFunctionProgram
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4.1 Vybrané implementac¢né detaily programu

Vzhladom na rozsah teoretickej casti naSej prace sme sa rozhodli pri opise programu
vyhnat podrobnym implementa¢nych detailom a opisat len hlavné myslienky algorit-
mov, z ktorych vychadza nas program. Opis Clenenia programu na triedy a pouzité
navrhové vzory sme sa rozhodli vynechat.

Nizgie popisané algoritmy a redukcia hranovej 3-zafarbitelnosti na problém SAT
nie st novymi teoretickym poznatkami a nemali by sme ich chapat ako novy teore-
ticky prinos do tejto oblasti. Uvadzame ich kvoli tomu, aby mal ¢itatel lepsi prehlad

o teoretickych zakladoch, z ktorych vychadza nas program.

4.1.1 Pocitanie Kaszonyiho funkcie, paralelnej a sériovej rezis-

tencie

Kaszonyiho funkciu (e) po¢itame tak, Ze najprv potlac¢ime hranu e v pévodnom ku-
bickom grafe a nasledne na novom grafe spustime jeden z algoritmov na pocitanie hra-
novych 3-farbeni, pricom sa pytame na pocet vSetkych moznych hranovych 3-farbeni.
Pri pocitani paralelnej a sériovej rezistencie okrem algoritmov na pocitanie hranovych
3-farbeni vyuzivame aj prehladévanie do Sirky. Postupne generujeme z uz vytvorenych
grafov hibky! k operaciou potlacenia hrany grafy hibky &k + 1. Vzdy, ked zgenerujeme
novy graf, pytame sa, ¢i existuje hranové 3-farbenie pre dany graf. Takto postupujeme,
kym nenajdeme hranovo 3-zafarbitelny graf alebo nevyskusame vSetky pripustné moz-

nosti.

4.1.2 Algoritmus pocitajici hranové 3-farbenia

Z lemy 3.2.10 vieme, Ze kubicky graf ma hranové 3-farbenie prave vtedy, ked sa
jeho mnozina hran d& rozlozit na 1-faktor a mnozinu disjunktnych kruznic parnej
dlzky. Ak by sme mali nedeterministicky Turingov stroj A, mohli by problém hra-

novej 3-zafarbitelnosti riesit nasledovne:
1. ,tipneme* si vyhovujici 1-faktor F,
2. overime, ¢ st vietky kruznice z E(G) — F pérnej dlzky

Nas algoritmus funguje simulovanim nedeterministického Turingovho stroja A. Pomo-
cou spatného prehladévania postupne generujeme vsetky 1-faktory kubického grafu G
a nasledne overujeme, ¢i pre dany 1-faktor F’ su vSetky kruznice z E(G) — F’ péarnej
dlzky.

Pod pojmom hlbka grafu G’ méme v tomto kontexte na mysli po¢et hran, ktoré je potrebné

potlagit, aby z povodného grafu G vznikol graf G’.
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Aj ked ma tento algoritmus exponencidlnu ¢asovu zlozitost rovnako ako algoritmus
zalozeny na skuSani vSetkych hranovych 3-farbeni pomocou spatného prehladavania,

experimentalne sme zistili, Ze nami popisany algoritmus je efektivnejsi pre malé grafy.

4.1.3 Redukcia hranovej 3-zafarbitelnosti na problém SAT

Vieme, Ze kubicky graf G s mnoZinou izolovanych kruznic C' je 3-zafarbitelny prave
vtedy, ked je zafarbitelny kubicky graf G' = (V(G), E(G) — C). Preto nam staci
spravit redukciu problému hranovej 3-nezafarbitelnosti na problém SAT pre kubické
grafy bez izolovanych kruznic.

Problém hranovej 3-zafarbitelnosti na kubickych grafov prevedieme na problém
SAT konstrukciou formuly F' v konjunktivnom normalnom tvare. Nésledne dokazeme,
ze je tato redukcia spravna.

Pre kazda hranu x grafu G zavedieme tri boolovské premenné zq, xs, x3. Kazda
z tychto premennych reprezentuje jednu z farieb {1, 2, 3}, ktorymi moze byt hrana x

zafarbené. Formula F' potom obsahuje nasledovné klauzuly:

e pre kazdu hranu x € E(G) pridame do formuly klauzulu K, = (21 V 23 V x3).

Dané klauzula K, vyjadruje, Ze hrana x je zafarbena aspon jednou farbou,

e pre kazdy vrchol v € E(G) alubovolnt farbu a € {1, 2, 3} priddme do formuly tri
nasledovné klauzuly K, , = (=2,V—ya), K , = (724 V 22a), K o = (7% V24),
pricom z, y, z su tri hrany, s ktorymi je vrchol v incidentny. Tieto tri klauzuly
spolo¢ne vyjadruji, zZe najviac jedna spomedzi vSetkych hran incidentnych s vr-

cholom v je zafarbené farbou a.

Formula F' neobsahuje ziadne iné klauzuly. Teraz dokdzeme, Ze tato redukcia je

spravna.

Lema 4.1.1. Nech G je kubicky graf bez izolovanijch kruznic. ﬁalej nech Fg je formula
v kongunktivnej normdlnej forme, ktord vznikla z grafu G vyssie popisangm spésobom.

Potom graf G je hranovo 3-zafarbitelny prdve vtedy, ked je formula Fg splnitelnd.

Doékaz. Na tvod kratka odbocka k znaceniu. Boolovskd hodnota 1 znaci pravdu — true
a boolovska hodnota 0 znaci nepravdu — false.

= Nech G je hranovo 3-zafarbitelny. Potom existuje hranové 3-farbenie ¢ grafu G,
ktoré priradi kazdej hrane x € F(G) préave jednu farbu z mnoziny {1, 2, 3}. Ohodnotme

boolovské premenné z,, x € E(G),a € {1, 2, 3} nasledovne:
e 1z, =1ak ¢(z) = a,

e 1, =0 inak.
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MozZeme nahliadnut, Ze vsetky klauzuly K, x € E(G) su splnené, pretoze 3-farbenie ¢
priradilo kazdej hrane = € E(G) jednu farbu. Dané ohodnotenie boolovskych premen-
nych nam tiez zarucuje, Ze pre kazdy vrchol v € V(G) a farbu a € {1, 2, 3} st splnené
vietky tri formuly K} ,, K7 ,, K ,. Dané pozorovanie vyplyva z toho, Ze pre kazdé
dve susedné hrany z, y € E(G) a 3-farbenie ¢ plati ¢(x) # c(y).

< Predpokladajme, ze existuje také ohodnotenie boolovskych premennych, ze for-
mula F' je splnitelna. Na zéklade tohto ohodnotenia ukazeme, Ze existuje 3-farbenie ¢
grafu G.

Definujme zobrazenie ¢ : E(G) — {1, 2, 3} nasledovnym sposobom: ¢(z) = a, ak
boolovska premenna x, = 1, pricom a € {1, 2, 3}. Tvrdime, ze zobrazenie ¢ je hranové
3-farbenie grafu GG. St len tri moznosti, ¢o by sa mohlo pri tomto definovani ,,pokazit.*
Prvym problémom moéze byt, Ze zobrazenie ¢ nie je jednoznacné. f)alej sa eSte moze
stat, ze zobrazenie ¢ nepriraduje hodnotu kazdej hrane z F(G). Posledny problém,
ktory moze nastat je, Ze zobrazenie ¢ nie je 3-farbenim. Teraz sporom ukiZeme, Ze ani

jedna z tychto troch moznosti nastat nemdze:

e predpokladajme, Ze pre niektort hranu x € E(G) je zobrazenie ¢ nejednoznacné.
Potom ale musia byt aspon dve z premennych x, x5, 3 ohodnotené hodnotou 1.
Nech v je vrchol incidentny s hranou x. Potom mo6zeme nahliadnut, Ze aspon jedna
z Klauzil K} ,, a, i € {1, 2, 3} nie je splnitelna. To je v spore so splnitelnostou

formuly F,

e predpokladajme, Ze existuje hrana z € E(G), pre ktort zobrazenie ¢ nie je defi-
nované. Potom ale 1 = 0 A z9 = 0 A 23 = 0, teda aj klauzula K, je ohodnotena
K, =0, ¢o je v spore so splnitelnostou formuly F'. Tato moznost teda tiez nemoze

nastat,

e predpokladajme, Ze zobrazenie ¢ nie je 3-farbenie, teda existuji dve susedné hrany
z, y a farba a € {1, 2, 3}, pre ktoré plati ¢(z) = ¢(y) = a. Potom pre vrchol v,
ktory je incidentny s hranami z, y nie je splnena klauzula Kia = (124 V Ya),

¢o je spor.

Tym sme dokazali, Ze nami definované zobrazenie c je jednoznacné a je 3-farbenim,

¢im sme dokazali, ze plati aj opacna implikécia. ]



Zaver

V na8ej praci sme za pomoci vypoc¢tovej techniky skiimali hodnoty Kaszonyiho funkcie
¥(e) ako aj paralelnu a sériovi rezistenciou na kubickych grafoch. Uré¢ili sme hodnotu
Készonyiho funkcie v(e) pre kazda hranu e kazdého grafu z dvoch nekoneénych tried
3-nezafarbitelnych kubickych grafov — Isaacsovych snarkov a zovSeobecnenych Blanu-
Sovych snarkov. Ako jedno z moznych pokracovani skumania Kaszonyiho funkcie je
mozné zamerat sa na hladanie veobecného postupu, ako urc¢ovat hodnoty Kéaszonyiho
funkcie pre Tubovolnu hranu kazdého kubického 3-nezafarbitelného grafu.

Tiez sme skiimali rozdiely medzi paralelnou a sériovou rezistenciou. Dokéazali sme,
ze kazdy kubicky graf s 1-faktorom méa kone¢nu paralelni rezistenciou, ¢oho désledkom
je, ze vSetky bezmostové kubické grafy maju konecéni paralelna rezistenciu. Dalej sme
skonstruovali nekonec¢nu triedu kubickych grafov s nekone¢nou paralelnou rezistenciou.
Ostéava vsak otvorenym problémom hodnym dalSieho skimania, ktoré kubické grafy
s mostom maju konecni paralelni rezistenciu.

V zéavere skiimania rozdielov medzi paralelnou a sériovou rezistenciou sme skonstru-
ovali nekone¢nu triedu bezmostovych kubickych grafov s réznou paralelnou a sériovou
rezistenciou, pricom pre Iubovolné prirodzené ¢islo n € N existuje v tejto triede taky
graf G, pre ktory je rozdiel jeho paralelnej a sériovej rezistencie vacsi ako n. Tento
poznatok je dékazom toho, Ze ma zmysel v budicnosti skiimat obe rezistencie, pre-
toze existuju také kubické grafy, ktoré maju rézne hodnoty paralelnej a sériovej re-
zistencie. Rozumnym pokrac¢ovanim vyskumu by tu mohla byt konstrukcia nekone¢ne;j
triedy bezmostovych kubickych grafov s takou vlastnostou, ze pre T'ubovolné racionalne
¢islo ¢ € Q7 existuje v tejto triede kubicky graf G taky, Ze pre jeho rezistencie plati
0(G)/7(G) < q. Skimanie rozdielov medzi paralelnou respektive sériovou rezisten-
ciou a vrcholovou respektive tokovou rezistenciou ostéva tiez otvorenym problémom
hodnym dalsieho vyskumu.

Stucastou nasej prace je aj program na pocitanie hodnot Kaszonyiho funkcie a para-
lelnej ¢i sériovej rezistencie. Vdaka naSmu programu sa nam podarilo sformulovat nie-
ktoré hypotézy, ktoré sa naslednej premietli aj do teoretickych vysledkov nasej prace.
Verime, Ze si program néjde uplatnenie aj v budicnosti, ak sa napriklad niekto roz-

hodne pokracovat v skimani Készonyiho funkcie alebo paralelnej a sériovej rezistencie.
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