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Abstrakt

V nasej praci sme sa venovali roznym varidciam a moznym zosilneniam Banovej-
Linialovej hypotézy, ktoré hovori o existencii 2-bisekcie pre kazdy kubicky bezmostovy
graf okrem Petersonovho. V prvej ¢asti sme sa zameriavali na extremélne grafy pre
Banovu-Linialovu hypotézu, kde sme skiimali mnozinu grafov s najmensim po¢tom 2-
bisekcii a mnozinu grafov s najva¢sim poc¢tom 2-bisekcii. Popisali sme mnozinu grafov s
minimalnym poc¢tom 2-bisekcii a pre kazdy graf z tejto mnoziny sme dokézali existenciu
jedinej 2-bisekcie. Pre mnozinu s maximélnym po¢tom 2-bisekcii sme popisali spravanie
grafov s rasticim poc¢tom vrcholov. V druhej ¢asti sme upustili od podmienky rovna-
kého poctu vrcholov v oboch particiach 2-bisekcie a pozorovali sme maximalny rozdiel
vrcholov v tychto particiach. Zadefinovali sme konstrukciu, ktorou sme dokazali zostro-
jit graf s Tubovolne velkym rozdielom vrcholov medzi dvoma particiami 2-bisekcie a
teoreticky sme odvodili, Ze tento rozdiel je najvacsi mozny vzhladom na pocet vrcholov

grafu.

KTluadové slova: Banova-Linialova hypotéza, 2-bisekcia, extreméalne grafy, maximali-
) b )

zacla rozdielu
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Abstract

In our paper, we focused on various variations and possible strengthening of Ban-
Linial’s conjecture, which states the existence of a 2-bisection for every bridgeless cubic
graph except for the Peterson graph. In the first part, we studied extremal graphs
for Ban-Linial’s conjecture, where we examined the set of graphs with the smallest
number of 2-bisections and the set of graphs with the largest number of 2-bisections.
We described the set of graphs with the minimum number of 2-bisections and we
proved the existence of a unique 2-bisection for each graph from this set. For the set
with the maximum number of 2-bisections, we described the behavior of graphs with
an increasing number of vertices. In the second part, we abandoned the condition of
having an equal number of vertices in both partitions of the 2-bisection and instead
observed the maximum difference in vertices between the two partitions. We defined a
construction that allowed us to construct a graph with arbitrarily large differences in
vertices between the two partitions of the 2-bisection, and theoretically derived that

this difference is the largest possible given the number of vertices in the graph.

Keywords: Ban-Linial theorem, 2-bisection, extremal graphs, maximalization of dif-

ference
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Zakladné pojmy a oznacenia

G(V, E)

hrana ab
incidentny vrchol

koncovy vrchol

susedné vrcholy
susedné hrany

N (v)

d(v)

minimdlny stuper
maximadlny stupen

reguldrny graf

podgraf

indukovany

podgraf

graf G je dany kone¢nou neprazdnou mnozinou vrcholov
V' a mnozinou hran F, kde F je mnozina 2-prvkovych

podmnozin mnoziny V'
hranu {a, b} budeme skratene oznacovat ab
vrchol v je incidentny s hranou e ak v € e

dva vrcholy, ktoré st incidentné s hranou e nazyvame

koncové vrcholy hrany e

dva koncové vrcholy tej istej hrany nazyvame susedné
dve hrany, ktoré zdielaju vrchol nazyvame susedné
mnozina susednych vrcholov vrchola v

stupen vrchola, po¢et hran incidentnych s vrcholom v
(G) = min{d(v) | v e V(G)}

A(G) = maz{d(v) | v e V(G)}

graf nazveme requldrny ak vsetky jeho vrcholy maja rov-
naky stupen. Ak je tento spolo¢ny stupen k, hovorime,

ze graf je k-reguldrny

graf G'(V', E') je podgrafom gratu G(V, E) ak plati V' C
VaBbE CFE

podgraf G'(V',E’) je indukovanym podgrafom grafu
G(V, E) ak plati V/ C V' a medzi vrcholmi V' existuju

v grafe G’ rovnaké hrany ako v grafe G



Zakladné pojmy a oznacenia

komponent komponent je maximalny suvisly podgraf grafu G vzhla-

dom na inkluziu

sled postupnost wviejvs...v,, kde wv; je vrchol pre ¢ €
{1,2,...,n}, e; je hrana pre j € {1,2,..,n — 1} a

€ = UrUk+1

tah tah je sled, kde sa neopakuji hrany
cesta cesta je tah, kde sa neopakuji vrcholy
dlzka cesty je definované ako pocet hréan na ceste

vrcholové farbenie  vrcholové farbenie grafu G = (V, E) je zobrazenie c :

V' — S, prvkom mnoziny S hovorime aj farby



Uvod

V teorii grafov je mnoho otvorenych hypotéz. Od jednej z nich sa bude odvijat aj
téma nasej bakalarskej prace. Ban a Linial vo svojej praci Internal partitions of reqular
graphs|2| vyslovili hypotézu pre vSetky bezmostové kubické grafy. Ta hovori o tom, ze
pre vSetky takéto grafy okrem Petersenovho existuje 2-bisekcia, ¢ize zafarbenie vrcholov
dvomi farbami také, ze komponenty grafu indukované kazdou z farieb maja najviac dva

vrcholy a celkovy pocet vrcholov v jednotlivych farbach sa rovna.

Tato hypotéza bola doposial dokézana len pre mensie mnoziny grafov. Viac sa tejto

téme budeme venovat v kapitole Vichodiskd nasej prdce.

V nasej préaci sa budeme venovat skiimaniu moznych zosilneni a inych variacii sa-
motnej Banovej-Linialovej hypotézy na mensich mnozinach grafov, nie jej priamemu
dokazovaniu. V prvej Casti sa budeme venovat opisu implementécie dvoch algoritmov,
ktoré nam posluzia pri prehladavani réznych vrcholovych farbeni na kubickych gra-
foch. Za korektné budeme povazovat farbenie vtedy, ak kazdy komponent indukovany
tymto farbenim bude najviac 2-vrcholovy. Oba algoritmy budu overovat kazdé mozné
korektné zafarbenie, pricom prvy bude pouzivat nami navrhnuté orezavanie a druhy
bude pouzivat hrubu vypoctovu silu. Zvolili sme dva algoritmy, nakol'ko sa algoritmus
s orezavanim nevnéra do vSetkych vetiev. Druhy jednoduchsi algoritmus vyuzivajuici

prehladévanie formou backtracku ndm posluzi na kontrolu vysledkov.

Budeme sa zameriavat na extremalne grafy pre Banovu-Linialovu hypotézu. To su
také, pre ktoré existuje iba jedno korektné farbenie za podmienky rovnakého poctu vr-
cholov jednej farby a vrcholov druhej farby a také, pre ktoré existuje najviac takychto
farbeni za rovnakej podmienky vzhladom na pocet vrcholov. Pre mnozinu grafov s
minimalnym poc¢tom 2-bisekcii najdenych pomocou algoritmického prehladévania v
kapitole Minimalizdcia poctu farbeni, dokdzeme pre kazdy graf z danej mnoziny tvr-
denie o existencii prave jedného korektného farbenia, spliiajuceho podmienku rovnosti
po¢tu vrcholov. Rovnako vyslovime hypotézu o mnozine grafov s touto vlastnostou.
f)alej, na zéklade pozorovani vysledkov programu, vyslovime v kapitole Mazimalizdcia
poctu farbent hypotézu o grafoch s maximalnym poctom korektnych farbeni, spliiaja-

cich podmienku rovnosti po¢tu vrcholov oboch farieb.

V dal8ej ¢asti upustime od podmienky rovnakého poc¢tu vrcholov dvoch farieb a v
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kapitole Mazimalizdcia rozdielu budeme maximalizovat rozdiel medzi poc¢tom vrcholov
jednej farby a poc¢tom vrcholov druhej farby. PopiSseme triedu grafov, ktora nadobida
Tubovolne velky rozdiel, a teoreticky odvodime horné ohranic¢enie velkosti tohto roz-

dielu vzhladom na pocet vrcholov grafu, ¢im ukézeme, Ze tento odhad je tesny.



Kapitola 1
Vychodiska nasej prace

V tejto kapitole sa pozrieme na dokdzané tvrdenia a hypotézy, na zaklade ktorych
vznikla téma pre nasu bakalarsku pracu. V sticasnosti je dana problematika stéle siroko

otvorena a ma prienik s mnohymi inymi oblastami teérie grafov.

Definicia 1.0.1. Vonkajsie delenie n-vrcholového grafu G = (V) E) je také delenie
vrcholov, Ze kazdy vrchol mé najviac tolko susediacich vrcholov v jeho vlastnej casti

ako v ostatnych.

Definicia 1.0.2. Vnitorné delenie n-vrcholového grafu G = (V| E) je také delenie
vrcholov, Ze kazdy vrchol mé aspon tol'ko susediacich vrcholov v jeho vlastnej casti ako

v ostatnych.

Definicia 1.0.3. Bisekcia je rozdelenie vrcholovej mnoziny grafu G na dve casti tak,
aby sa pocet vrcholov v jednotlivych ¢astiach lisil najviac o jedna. KedZe kubické
grafy maji parny pocet vrcholov, v kubickych grafoch sa pocet vrcholov v oboch cas-
tiach rovné. Bisekcia méze byt indukovana vrcholovym farbenim dvoma farbami F;, F5,
budeme oznacovat (Fy, F»). Bisekcii budeme hovorit k-bisekcia, ak kazdy komponent

indukovany takymto farbenim bude mat pocet vrcholov najviac k.

Pozndmka 1.0.4. Vonkajsia (vnutorna) bisekcia je Specialny pripad vonkajsicho (vnu-

torného) delenia, kde mame graf rozdeleny len na dve ¢asti.

V nasej préaci sa budeme zameriavat na kubické grafy. Pre lepsiu predstavu by sme
vonkajsiu bisekcia na kubickych grafoch opisali ako farbenie dvomi farbami, ktoré spliia

nasledovné podmienky:
e Pocet vrcholov jednej farby sa rovna poc¢tu vrcholov druhej farby

e Kazdy vrchol mé najviac jedného suseda rovnakej farby
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Predpokladé sa, 7e kazdy d-regularny graf s n > N(d) vrcholmi méa vnutorné
delenie[3]. V roku 2015 Ban a Linial vo svojej studii [2| dokazali tento predpoklad
pre d = 6. f)alej sa v praci Specialne zaoberali pripadmi, kde platilo d = n — 4, ¢o

viedlo k mnohym novym otvorenym problémom pre kubické grafy. Vyslovili hypotézu:

Hypotéza 1.0.5. (Ban a Linial [2]) Petersenov graf je jeding 2-suvisly kubicky graf,

ktory nemd vonkajsiu 2-bisekciu.

Ban a Linial sa venovali bezmostovym grafom, ale kubicky graf s mostom, ktory
naozaj potvrdzoval nutnost poziadavky na nepritomnost mostov v Banovej-Linialove]
hypotézy 1.0.5 uverejnili az Esperet, Mazzuoccolo a Tarsi rok nato vo svojej praci [6]
(Obr. 1.1).

Obr. 1.1: Kontrapriklad pre grafy s mostom

Hypotéza 1.0.5 bola dokédzana pre konkrétne triedy bezmostovych grafov: Cycle
premutation grafy|8], Claw-free grafy|7| a Treelike snarky[11].

Dalsia hypotéza 1.0.6 Bana a Liniala hovori o tom, Ze lubovolny kubicky graf sa da
zafarbit dvomi farbami tak, aby kazdy komponent indukovany takymto zafarbenim bol
najviac dvojvrcholovy a rozdiel po¢tu vrcholov jednej farby a druhej farby bol najviac

dva.
Hypotéza 1.0.6. (Ban a Linial [2]) KaZdy kubicky graf md vonkagSie delenie (B, W)
S|IBl - W <2

Hypotéza 1.0.5 ako aj hypotéza 1.0.6 tzko stivisia aj s inymi oblastami teorie grafov,

a to napriklad s cirkularnym tokovym ¢islom.
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Definicia 1.0.7. Tok na grafe G je usporiadana dvojica (D, f), kde D je orientécia
hrén grafu a f je priradenie hodnét hrandm. Hodnotu hrany e budeme oznacovat ¢(e).
Pre kazdy vrchol v plati podmienka kontinuity - stcet hodnot hran, ktoré vychédzaja
z vrchola v je rovny st¢tu hodnot hrén, ktoré vchadzaju do vrchola v.

Nikde-nulovy r-tok je tok grafu GG, od ktorého pozadujeme pre vSetky hrany e grafu
G p(e) # 0 a zaroven p(e) € {£1,£2,...,+(r — 1)}.

Definicia 1.0.8. Cirkuldrne tokové ¢islo ¢.(G) grafu G je infimum mnoziny realnych

¢isel r, pre ktoré mé G nikde-nulovy r-tok. Ak mé graf G most, definujeme ¢.(G) = oc.

Tutte vyslovil hypotézu, ze celo¢iselné tokové ¢islo bezmostového grafu je najviac

5, ¢o je ekvivalentné nasledujicej hypotéze:

Hypotéza 1.0.9. (W. T. Tutte [6]) Pre kazdy bezmostovy graf G plati ¢.(G) < 5.

Ak pre kubicky graf G plati ¢.(G) < 5, graf spliia Banovu-Linialovu hypotézu
1.0.6. Kontrapriklady by sme teda hladali v mnozine kubickych grafov, pre ktoré plati
¢.(G) > 5. Tutte v8ak prisiel s Hypotézou 1.0.9. Problém je teda nad’alej otvoreny pre

0e(G) = 5.

V nasej praci sa nebudeme venovat dokazovaniu ani jednej zo samotnych Banovej-
Linialovych hypotéz, ale zameriame sa na skiimanie extreméalnych grafov vzhladom na
pocet 2-bisekcii. V dalSej ¢asti upustime od podmienky rovnakého poc¢tu vrcholov v
oboch particiach, pricom ale zachovame podmienku o najviac 2-vrcholovych komponen-
toch a budeme hladat maximéalny rozdiel medzi po¢tom vrcholov v oboch particiach.
Na zéaver uvedieme niektoré nekone¢né mnoziny grafov, pre ktoré je Banova-Linialova

hypotéza overena.

1.1 Cycle premutation grafy

Majme graf G s n vrcholmi pricom plati n < 4. Vrcholy grafu G' budi postupne
oznacené od 0 po n — 1. f)alej majme permutaciu a € S,. Graf a—permutation G,
bude uréeny grafom G a permutéciou P,(G). Graf G, zostrojime z grafu G vytvorenim
jeho dvoch kopii G', G” a pridanim n hran pre ¢ € {0,...n — 1} medzi vrcholmi ¢ v grafe
G’ a vrcholmi a(i) v grafe G”. Ak pre graf G, plati, ze vrchol i je susedny prave s
vrcholom (i + 1) mod n a s vrcholom (i — 1) mod n, potom hovorime, 7ze graf G,
je cycle permutation graf a budeme ho oznacovat C(n,«). Priklad kubického cycle

permutation grafu je na Obr. 1.2]8]

Abreu, Goedgebeur, Labbate a Mazzuoccolo sa vo svojej praci Colourings of cu-

bic graphs inducing isomorphic monochromatic subgraphs|8| zameriavali na dokazanie
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Obr. 1.2: Kubicky cycle permutation graf

silnej zavislosti medzi Banovou-Linialovou Hypotézou 1.0.5 a hypotézou o lineArnom
deleni kubickych grafov na linearne lesy z prace Problem 13[10], s hypotézou o bisekcii
kubickych grafov na izomorfné podgrafy z prace Graphs with monochromatic triangles

in every edge coloring|1]
Tvrdenie 1.1.1. (Ban a Linial [2]) KaZdy 3-zafarbitelny kubicky graf mad 2-bisekciu.

Tvrdenie 1.1.2. (Mazzuoccolo, Esperet a Tarsi [5]) Ak bezmostovy kubicky graf G
neobsahuge 2-bisekciu, potom pre graf G plati ¢.(G) > 5.

Tvrdenie 1.1.2 je silnejSou verziou tvrdenia 1.1.1 a dokézali ho Mazzuoccolo, Esperet
a Tarsi v praci The structure of graphs with circular flow number 5 or more, and the

complexity of their recognition problem. [5].

V dokaze existencie 2-bisekcie pre vSetky kubické cycle permutation grafy budeme
rieSit dva pripady - parny a neparny pocet vrcholov povodného grafu G. Pri parnom
pocte vrcholov n vieme, Ze graf G je 2-faktor z 2 kruznic parnej dizky. Je zjavné, ze
v tomto pripade mozeme zafarbit hrany kruznice v grafe G’ striedavo dvomi farbami.
Rovnaké plati pre hrany grafu G”. Tretiu farbu pouzijeme na zafarbenie hran, ktoré
nepatria grafu G’ ani G”. Tu sa odvolame na tvrdenie 1.1.1 a tym je dokaz pre parne

n ukonceny.

Pripad neparneho n je rozobrany v praci Colourings of cubic graphs inducing iso-

morphic monochromatic subgraphs|8| v casti 2.1.

1.2 Claw-free grafy

Definicia 1.2.1. Hviezda (star) je kompletny bipartitny graf K. Pazir (claw) je
hviezda Kl’g.

Graf nazyvame claw-free, ak neobsahuje claw ako indukovany podgraf. Nech G je

claw-free bezmostovy kubicky graf. Diamantom (diamond) budeme nazyvat graf, ktory
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je indukovany podgraf grafu G a je izomorfny s K, —e. Ealej budeme oznacovat takéto
grafy D. Retazec diamantov (string of diamonds) grafu G je najdlhsia postupnost
Dy, ..., Dy diamantov, kde pre 1 < ¢ < k — 1 méa D; susedny vrchol v D;,;. Ak je
navyse kazdy vrchol sivislého claw-free grafu G sucastou diamantu, graf G nazyvame

prstenec diamantov (ring of diamonds).|7

Tvrdenie 1.2.2. (Oum [4]) Graf G je claw-free bezmostovy a kubicky prave vtedy ked
(i) G ~ K, alebo
(ii) G je prstenec diamantov alebo

(11i) G vieme zostrojit z bezmostového kubického multigrafu H nahradenim lubovolnych

hrdn retazcami diamantov a nahradenim kaZdého vrchola grafu H trojuholnikom

Priklad zafarbenia prstenca diamantov je zobrazeny na Obr 1.3. ZovSeobecnenim
tohto farbenia dokaZzeme algoritmicky generovat farbenie pre I'ubovolny prstenec dia-
mantov. Indukovanim popisaného farbenia vznika 2 —bisekcia a tymto sme teda ukéazali
dokaz pre bod (i) a bod (7).

Dokaz o existencii 2-bisekcie pre bod (iii) ndjdeme popisany v praci A note on

2-bisections of claw-free cubic graphs[7] na strane 216.

Obr. 1.3: Priklad bisekcie na prsteneci diamantov z prace |7]

1.3 Treelike snarky

Snarkmi budeme nazyvat mnozinu kubickych grafov, ktoré sa nedaji hranovo zafar-
bit tromi farbami. Snarkov existuje nekone¢ne vela a pravdepodobne najznamejsim

snarkom je Petersenov graf.

Kazda hrana sa sklada z dvoch polhrdn (half-edges). Kazda polhrana je incidentna

s prave jednym vrcholom a budeme hovorit, Ze dve hrany st pridruZené (associated)
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pokial spolu tvoria hranu. Jedna polhrana moze byt stucastou najviac jednej hrany a
polhrane, ktora nie je sucastou ziadnej hrany, budeme hovorit volnd (loose). Grafy, ktoré
obsahujti volné polhrany budeme oznacovat zovSeobecnené grafy (generalised graphs).
Podobne ako pri grafoch, s ktorymi sme pracovali doteraz, zovSeobecneny graf budeme
nazyvat kubicky, ak z kazdého vrchola budt vychadzat prave 3 polhrany. Dalsf termin,
ktory zavedieme, bude fragment, oznac¢ujuci zovseobecneny graf s prave piatimi volnymi

polhranami, usporiadanymi ako na Obrl.4.
a1
as
as
as

as

Obr. 1.4: Priklad fragmentu [9]

Petersenov fragment Fp dostaneme z Petersenovho grafu odstrénenim vrchola a

rozdelovanim hran nasledovne:

1. z Petersenovho grafu odstranime vrchol z (Obr. 1.5), a ponechame polhrany

as, ay, a as na incidentnych vrcholoch pévodnych hrén teda y, z, ¢
2. podrozdelime dve hrany incidentné s vrcholom y

3. na nové vrcholy priddme podla obrazka 1.5 nové polhrany ay, as

as ai

as a
x y a3

(a) The Petersen graph. (b) The Petersen fragment Fy.
Obr. 1.5: Postup konstrukcie Petersonovho fragmentu z prace [9]

Halinov graf (Halin graph) G g je kubicky graf, ktory vznikne zo stromu so stupiiami
1 a 3 vnoreného do roviny a néslednym pospajanim listov do kruznice v ,cyklickom®

poradi. Halinove grafy si mnozina kubickych planarnych grafov.
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Nech Gy je Halinov graf, pricom vnutorny strom grafu Gy budeme oznacovat Ty
a vonkajsiu kruznicu grafu Gy budeme oznacovat C.

Treelike snark vznikne nasledovnou konstrukeiou:

e kazdy vrchol na kruznici C'y nahradime koépiou Petersenovho fragmentu, ktory

budeme oznacovat F'5, tak, aby nam zostali volné polhrany a,, as, ay a as.

e zafixujeme smer kruznice C'y a slovo predchodca bude vyjadrovat predchadzajuci
list na orientovanej kruznici. Potom ak pre list ¢ a jeho predchodcu ¢ plati, Ze
F% ma volné polhrany (ai, ..., as) a F5 ma volné polhrany (a}, ..., a), vytvorime

nové hrany spojenim volnych polhran a4 s @) a as s af.

Vys&sie spominana konstrukcia treelike snarkov, rovnako ako priklady 1.6 st z prace
Treelike snarks|9]

%
4 N/

(a) Windmill 1 [7, Figure 7]. (b) Blowup(Prism, C4) [12, Figure 7].

Obr. 1.6: Priklady na treelike snarky z préce |9

Tvrdenie 1.3.1. (Abreu, Kaiser, Labbate a Mazzuoccolo [9]) Pre treelike snarky plati
¢e(G) = 5.

Doposial bolo dokazané tvrdenie 1.3.1. Za predpokladu platnosti Tuttovej hypotézy
1.0.9 plati pre treelike snarky silnejsie ¢.(G) = 5. Ako sme uz spominali vyssie, ak pre
kubicky graf G plati ¢.(G) < 5, graf spliia Banovu-Linialovu hypotézu 1.0.6. Kontrap-
riklady hypotézy 1.0.6, by sme hladali v mnozine grafov, pre ktora plati ¢.(G) > 5.
Mnozina treelike snarkov je teda jednou z potencionalnych kontraprikladov. To ale vy-
vratil J.P. Zerafa v praci Ban-Linial’s Conjecture and treelike snarks [11], kde dokazal,

ze treelike snarky obsahuju 2-bisekciu.
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Kapitola 2
Implementacia algoritmov

Hlavnym problémom pri prehladavani farbeni grafov je ¢asova néarocnost tohto procesu.
Ak n je pocet vrcholov grafu G, pri hladani v8etkych vrcholovych farbeni grafu G
dvomi farbami, je pocet takychto farbeni 2", ¢o predstavuje exponencidlna zlozitost
v zévislosti od velkosti vstupu. Takéto prehladévanie moZze byt znacne neefektivne.
Ak mé vysledné farbenie spliiat konkrétnu podmienku, za uréitych okolnosti je mozné
uz pocas generovania Ciasto¢ného farbenia indikovat, Ze toto generované farbenie nie
je korektné. Z toho vyplyva, ze aj vysledné farbenie, ktoré obsahuje toto Ciastocné
farbenie bude nekorektné. V takomto pripade moze nase prehladavanie zna¢ne zrychlit
proces orezavania vetiev, o ktorych vieme povedat, Ze budu obsahovat jedine nekorektné

farbenia.

V nasej préaci nas budu zaujimat vonkajsie 2-bisekcie na kubickych grafoch. Farbenie
bude predstavovat vonkajsiu 2-bisekciu a dalej ho budeme oznacovat ako korektné, ak
bude kazdy vrchol splitat podmienku najviac jedného suseda rovnakej farby. Budeme

sledovat dva atributy:

1. Pocet vsetkych korektnych farbeni grafu za predpokladu, Ze sa pocet vrcholov

jednej farby rovna poc¢tu vrcholov druhej farby

2. Najvicsi rozdiel medzi poctom vrcholov jednej a druhej farby zo vsetkych korekt-

nych farbeni grafu

Bez ujmy na vSeobecnosti budeme v naSich algoritmoch grafy farbit bielou a ¢iernou
farbou, pricom budeme pouzivat znacenie w pre vrchol bielej farby a b pre vrchol ¢iernej

farby.

2.1 Backtrack

Pre overenie spravnosti farbeni grafov najdenych pomocou algoritmu s orezavanim sme

sa rozhodli implementovat aj Standardny algoritmus prehladavania backtrackom, ktory

13
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postupne overi vSetky farbenia.

Pri algoritme backtracku sme postupovali pomerne priamociaro. Algoritmus po-
stupne zafarboval vrchol v8etkymi farebnymi moznostami, v nasom pripade ¢iernou a
bielou, a dalej pokracoval v prehladavani na nezafarbenom vrchole. Pokial taky ne-

nagiel, prehl'adavanie sa skoncilo a korektnost farbenia sa overila pomocnou funkciou.

Algoritmus na overenie korektnosti farbenia je pomerne priamociary. Pomocné fun-
kcia postupne prechadza vsetky vrcholy a porovnéava farbu vrchola v s farbami vSetkych
vrcholov susediacich s v. Pokial mé vrchol v viac ako jedného suseda rovnakej farby

akou je zafarbeny on sam, funkcia vrati FALSE. V opa¢nom pripade vrati TRUE.

Pocet nezafarbenych vrcholov pocas prehladévania budeme oznacovat U a pocet
¢iernych/bielych vrcholov budeme oznacovat B/W. Ak mé platit podmienka rovnakého
poctu vrcholov oboch farieb (pri sledovani prvého atributu), bolo mozné urobit oreza-
vanie v momente, ked bola splnena podmienka |W — B| > U. Vetvy prehladavania,
do ktorych by sme sa vnorili aj napriek tomu, ze indikujeme véc¢siu absolitnu hodnotu
rozdielu po porovnani, by neobsahovali dostatocny pocet nezafarbenych vrcholov na

to, aby sa pocet Ciernych a bielych vrcholov vo vyslednom farbeni rovnal.

Pri druhom atribiite sa tato podmienka nevyhodnocovala a teda algoritmus back-

tracku prehladal 2" moZnosti.

2.2 Algoritmus s oreziavanim

To, ze prehladavanie hrubou silou popisané v casti Backtrack najde vsetky korektné
farbenia je pomerne zjavné. Algoritmus popisany v tejto ¢asti pouZivajuci orezava-
nie je menej intuitivny. Dokazeme jeho korektnost popisanim orezavanych vetiev, ¢im
ukizeme, ze vetvy, ktoré st pocas nasho algoritmu ignorované neveda ku korektnému

farbeniu.

Na§ algoritmus postupne rekurzivne zafarbuje zatial nezafarbené vrcholy. Algorit-
mus sa nikdy opéat nevnara do vrcholov, ktoré uz raz boli navstivené a teda zafarbené.
Pri priradovani farby vrcholu v mame na zac¢iatku mnozinu moznosti, ktora obsahuje
¢iernu a bielu farbu. V backtracku by sme v tomto momente skisili obe moznosti zafar-
benia a vnorili sa do d'alsieho nezafarbeného vrchola. V algoritme, ktory popisujeme,

ale nastupuje prvé orezavanie vetiev.

f)alej budeme pouzivat pojem dvojkovy na oznacenie vrchola, ktory je sucastou
dvojprvkového komponentu po deleni grafu indukovaného zafarbenim. Inak povedané,

dvojkovy vrchol bude vrchol, ktory bude mat prave jedného suseda rovnakej farby ako
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Obr. 2.1: Konrapriklad

x T2
T3 T4 Ts Te
w v

on sam. Dvojkovy vrchol budeme oznacovat ¢y, kde ¢ € {b,w} je farba komponentu.
Od tohto momentu budi znacenia b a w oznacovat vrcholy, ktoré nie st dvojkové.
Krdtke pozorovanie: Ak chceme urcit, ¢i vieme zafarbit vrchol v bielou farbou, pozo-
rujeme, Ze farbenie bielou farbou neobmedzuju doposial nezafarbené susedné vrcholy.
Dalej si mozeme vSimnat, Ze korektnost zafarbenia sa odvija od po¢tu susedov bielej

farby. Obdobné plati aj pre farbenie vrchola v ¢iernou farbou.

Pri orezévani vetiev v danom prehladévani budeme postupne prechadzat moznosti
farbenia vrcholu v a na zéklade farbenia jeho susedov urc¢ime, ¢i by bolo farbenie
korektné aj po zafarbeni vrchola zvolenou moznostou. Bez ujmy na vSeobecnosti rozo-
berme pripad farbenia vrchola v bielou farbou. Postupnym prechadzanim susednych

vrcholov vrchola v méze nastat pripad, Ze sused w je

1. mezafarbeny: ako sme uz pisali v pozorovani 2.2, susedny vrchol w nijak neovp-
lyviwuje to, ¢i vrchol v méZeme alebo nemoézeme zafarbit bielou farbou. (Naopak,
na zaklade farby, ktorou zafarbime vrchol v, budeme potom vyberat farbu pre

vrchol w.)

2. biely: kedze sa zaoberame farbenim vrchola v bielou farbou, musime rozlisovat ¢i

je susedny vrchol w dvojkovy alebo nie.

e V pripade, Ze ano, odstranime bielu farbu z moznosti farbenia vrchola v. Ak
by sme sa sustredili len na farby susednych vrcholov a podmienku korektného
farbenia riesime lokédlne, a ak by mal vrchol v najviac jedného suseda bielej
farby, potom neméme zjavny doévod na odstranenie bielej farby z moznosti
pre vrchol v. Mohol by nastat pripad pre Obr. 2.1:

Korektné farbenie by v tomto pripade porusoval vrchol w, ktory uz povazu-

jeme za navstiveny a tym padom korektne zafarbeny:.

e Ak vrchol w dvojkovy nie je, ale nie je ani prvy prehladavany sused vrchola
v, ktory je biely, odstranime bielu z moznosti farbenia vrchola v. Zafarbe-

nie vrchola v bielou farbou by za tychto okolnosti porusovalo podmienku
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Obr. 2.2: Konrapriklad

\\ } o

v Ty Te

korektného farbenia (situécia na Obr. 2.2). V opa¢nom pripade je vrchol
w prvy doposial najdeny biely sused vrchola v. Vrchol w si potrebujeme
zapamétat, nakolko ak vrchol v nesusedi s bielym vrcholom réznym od w
a rozhodneme sa zafarbit vrchol v bielou farbou, vrchol w rovnako ako vr-
chol v bude dvojkovy. Z predchadzajiceho bodu vidiet, Ze indikator toho,
¢i je vrchol dvojkovy alebo nie, potrebujeme upravit aj pre vrchol w. Keby
sme tak nespravili, mohol by nastat obdobny problém s lokalnym rieSenim

korektnosti farbenia pre vrchol w.

3. cierny: pokial by bol vrchol w prvy susedny vrchol vrchola v, ktory je ¢ierny, o
farbeni vrchola v bielou farbou nevieme povedat s istotou ni¢. Ak je vSak susedny
vrchol w vrchola v druhy alebo treti, vzhladom na pocet prehladanych susedov
vrchola v Ciernej farby, potom je farba vrchola v nutne biela. Této situécia je
takmer ekvivalentna k situécii, ktortt sme rozoberali pri moznosti bielej farby
vrchola w v pripade, Ze vrchol w nebol dvojkovy. V tomto pripade neobmedzujeme
prehladévanie odstranenim testovanej farby z moZnych farbeni vrchola v, ale

ur¢ime testovand farbu ako jedind korektnd moznost farbenia vrchola v.

Nas efektivny algoritmus bude orezévat vetvy na zaklade podmienok opisanych v
druhom bode (pseudokod 2.1). Vseobecne bude teda platit, ze farbu ¢ vyla¢ime ako
moznost farbenia pre vrchol v na zéklade susednych vrcholov vrchola v zafarbenych
farbou c. Problém pri kontrolovani podmienok len z tretieho pripadu, ktory na prvy
pohlad nemusi byt zjavny, je lokdlnost farbenia (podobne ako je rozpisané v bode dva
v pripade, Ze je vrchol w dvojkovy). Nekontrolujeme totizto, ¢i niektory zo susednych
vrcholov nie je dvojkovy. Musime si uvedomit, Ze pokial by nam vysla jedina korektné
moznost farbenia vrchola v z podmienok v bode tri, dané farbenie by bolo s istotou

korektné len vzhladom na susedné vrcholy opacnej farby.

7 vysSie opisanych situécii, je zrejmé, ze ako moznosti farbenia vrchola v vyluc¢u-
jeme len tie farby, ktoré by viedli ku nekorektnému ¢iastoénému farbeniu a teda aj

nekorektnému celkovému farbeniu.

Podobne ako pri backtracku, pri sledovani prvého atributu mozeme ukonéit prehla-
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ALGORITMUS S OREZAVANIM

Algoritmus 2.1: Orezavanie moznosti farbenia v jazyku C-++

17

std
int

int

for

::set<int> potencial colorings = {w, b};

black n = —1; /x wlozeny biely, cierny sused x/
white n = —1;

(int i = 0; i < 3; i++)

int neigh = graph|cur vertex|[i];

/x sused je mezafarbeny */

if (vertices|neigh|] < 0) continue;

/+* sused je cierny x/
else if (vertices|neigh| % 2 = b)
{
/x sused je sucastou ciernej dvojice vrcholov alebo
ma prehladavany vrchol dvoch ciernych susedov %/
if (vertices|[neigh| = b2 || black _n >= 0)
potencial colorings.erase(b);
else

black n = neigh;

/x sused je biely x/
else
{
/* sused je sucastou bielej dvojice vrcholov alebo

ma prehladavany vrchol dvoch bielych susedov */

if (vertices|neigh| = w2 || white n >= 0)
potencial colorings.erase(w);

else
white n = neigh;
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davanie v niektorych vetvach na zaklade porovnania rozdielu poc¢tu bielych a ¢iernych
vrcholov s po¢tom doposial nezafarbenych vrcholov. Odvodenie korektnosti tejto pod-

mienky by bolo rovnaké ako v pripade backtracku.

Pre porovnanie, ¢asova zlozitost algoritmu pouzivajiceho backtrack je pri sledo-
vani druhého atributu 3n2", kde 2" je pocet vSetkych moznosti farbenia, na ktoré
sa vola pomocné funkcia overujuca korektnost farbenia. Nakol'ko v pomocnej funkcii
potrebujeme pre kazdy z n vrcholov grafu overit farbu vsetkych jeho susedov, ¢o je v
kubickych grafoch pre kazdy vrchol konstantny pocet 3, dostavame ako ¢asovi zlozitost

tejto funkcie 3n.

Casova zlozitost algoritmu s orezavanim pri sledovani druhého atributu lezi v O(3n2"),
kde 3n je ¢asova zlozitost priebezného overovania moznosti. Najvacsi mozny pocet vy-
generovanych farbeni je 2". Je zjavné, Ze najhorsi pripad by bol, keby sme neorezali
Ziadnu vetvu prehladavania a presli vietky moZnosti. Z toho vyplyva, Ze celkovy pocet
kone¢nych farbeni bude patrit do O(2"), avsak velka ¢ast tychto farbeni bude roz-
poznané ako nekorektnéd uz pocas prehladavania. Priemerny pripad bude teda ovela
rychlejsi. Z toho vidime, Ze nas algoritmus je skutoc¢ne zrychlenim.

Podobné odvodenie zlozitosti mdéZzeme urobit aj pri sledovani prvého atributu. Na-
koTko pri sledovani prvého atribitu pozadujeme doplitujicu podmienku rovnosti poctu
vrcholov oboch farieb, robime orezavanie vetiev aj v pripade, ked v danej vetve neexis-
tuje také farbenie, v ktorom sa pocet vrcholov oboch farieb rovna. Orezavania tohto
typu bude ale v oboch algoritmoch rovnaké a teda zrychlenie nasho algoritmu opéat

prichadza z priebeZného prehladévania korektnosti farbeni.



Kapitola 3

Pozorovania

3.1 Casové porovnanie algoritmov

V tabulke 3.1 sa nachadza niekolko ¢asovych tdajov, v ktorych uvadzame ako dlho
boli prehladavané vsetky n-vrcholové grafy algoritmom s orezavanim a backtrackom.
Tabulku sme rozdelili na sledovanie prvého atribttu (pocet vSetkych korektnych farbeni
grafu za predpokladu, Ze sa pocet vrcholov jednej farby rovna poc¢tu vrcholov druhej
farby) a druhého atribitu (najvacsi rozdiel medzi po¢tom vrcholov jednej a druhej
farby z vSetkych korektnych farbeni grafu). Nakol'ko sme v pripade prvého robili véicsie

orezévanie, oCakavame vacsiu rychlost.

Vidime, Ze ¢asy postupne rasti so zvysSujucim sa n. Pri sledovani oboch atributov je
to Ciasto¢ne dosledkom rastu poctu grafov, ktory rastie so zvicsujicim sa po¢tom vr-
cholov. Po porovnani ¢asov v pripade prvého sledovaného atribiitu vidime, Ze algoritmu
s orezavanim je viac ako 100 nasobne rychlejsi oproti backtracku, a v pripade druhého
sledovaného atribitu je algoritmus s orezdvanim rychlejsi viac ako 300 nésobne. Algo-
ritmus s orezavanim je teda skuto¢ne zrychlenim oproti jednoduchému backtracku. Oba
algoritmy po spusteni na vSetkych grafoch od 6-vrcholovych po 20-vrcholové nachadzali

rovnaké pocty korektnych farbeni.

3.2 Vysledky pre pozorované atribtty

V druhej tabulke 3.2 mame zaznamenané vysledky pre jednotlivé skupiny grafov vzhla-
dom na sledované atributy. Pri sledovani 1. atribttu sme sa zameriavali na extremalne

grafy. Za podmienky rovnakého poc¢tu vrcholov oboch farieb sme pozorovali:
e pocet grafov s prave jednym farbenim vzhladom na n

e maximéalny pocet farbeni p na grafe vzhladom na n

19
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1. atribut 2. atribut
Pocet vrcholov
orezavanie backtrack orezavanie backtrack
6-vrcholovy 0.000461 0.000189 0.000527 0.000942
8-vrcholovy 0.000495 0.001378 0.000497 0.00206
10-vrcholovy 0.003278 0.020445 0.003156 0.031053
12-vrcholovy 0.026384 0.367175 0.0255 0.6215
14-vrcholovy 0.269592 7.95891 0.293064 14.6095
16-vrcholovy 3.75385 264.957 3.79608 579.755
18-vrcholovy 70.0591 8865.18 73.2131 22615.6

Tabulka 3.1: Tabulka s ¢asovymi tidajmi udavanymi v sekundach

e pocet grafov obsahujicich prave p farbeni

Pri sledovani 2. atributu sme pozorovali maximalny rozdiel medzi po¢tom vrcholov

Ciernej a bielej farby.

Odpozorovali sme, ze grafy s prave jednym korektnym farbenim sa objavujua v trie-
dach grafov, kde n = 6 + 4k pre k = {0, 1,2,3},4 < n < 20. Vyplyvajic z analyzy jed-
notlivych grafov s prave jednou 2-bisekciou, sme predpokladali, Ze pripadny dalsi graf s
touto vlastnostou bude 22-vrcholovy a bez trojuholnikov. Na zaklade tohto predpokladu
sme spustili algoritmus s orezdvanim na vSetky 22-vrcholové kubické grafy s najkrat-
Sou kruznicou dizky 4. Tychto grafov bolo radovo tol'ko, ako vietkych 20-vrcholovych
grafov. Algoritmus nenasiel ziadny graf spliiajici tito podmienku, a to nas viedlo k

vysloveniu Hypotézy 4.1.3 v kapitole Vyslovenie hypotéz a ich dokazovanie.

Dalst vysledok prehladavania, ktory sme ziskali, bol pocet grafov s maximéalnym
poc¢tom farbeni vzhladom na n. Tento pocet vysiel pre kazdé pozorované n prave jedna.
Nakolko pri grafoch s malym poc¢tom vrcholov moze dochadzat k vynimkam v uréitom
spravani, rozhodli sme sa spustit prehladavanie aj na vsetkych 22-vrcholovych grafoch.
Vychéadzajic z vystupov v8etkych prehladavani, sme vyvodili dva o¢akavané vysledky
pre 24-vrcholové grafy. Zaujimalo nas, ktory z tychto grafov ma vacsi pocet farbeni a
¢ pre Tubovolne velké n plati, Ze n-vrcholovy graf s maximalnym poctom farbeni je
prave jeden. Tieto grafy, rovnako ako ich vzorec (pattern), podla ktoré¢ho sa javi ich
spravanie v pripade otdzky maximalneho poctu farbeni, dalej popisujeme v kapitole

Maximalizdcia poctu farbend.
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1. atribut 2. atribut
Pocet vrcholov
pocet grafov s maximalny pocet grafov s maximalny
jednym farbenim | pocet farbeni p | p farbeniami rozdiel
6-vrcholovy 1 2 1 0
8-vrcholovy 0 6 1 0
10-vrcholovy 2 14 1 1
12-vrcholovy 0 21 1 1
14-vrcholovy 1 44 1 1
16-vrcholovy 0 71 1 1
18-vrcholovy 1 130 1 1
20-vrcholovy 0 236 1 2

Tabulka 3.2: Vysledky pozorovani

Pri sledovani druhého atributu sme sa snazili najst zavislost medzi rastom rozdielu

poc¢tu vrcholov oboch farieb a triedou grafov, ktorda tento rozdiel nadobuda. Pocas

skiimania jednotlivych tried sme objavili opakujicu sa struktiru podgrafov, na ktorej

grafy naberali najvacsi rozdiel vzhladom na vysledky prehladévania. To néas viedlo k

myslienke, ¢i sa da toto spravanie zovseobecnit. Cielom bolo popisat konstrukciu, kto-

rou vznikne trieda grafov s vlastnostou maximélneho rozdielu a teoretické odvodenie,

ze nadobudnuty rozdiel je najvacsi mozny vzhladom na pocet vrcholov grafu.
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Kapitola 4

Vyslovenie hypotéz a ich dokazovanie

4.1 Minimalizacia poctu farbeni

V tejto kapitole sme sa zameriavali na kubické grafy, ktoré maja prave jednu 2-bisekciu.
Pri sledovani prvého atribiitu sme objavili pat grafov s vyuzitim pocitaca s prave jed-
nym korektnym farbenim, za podmienky rovnakého poc¢tu bielych a ¢iernych vrcholov.

A7 na jeden mostovy graf boli vSetky styri grafy podobného charakteru.

Mostovy graf 2K, s prave jednou 2-bisekciou je zobrazeny na Obr. 4.1.
Tg — Xy Ty — 210
el
Ty —— xg/ \x7 S
Obr. 4.1: Mostovy graf 2K, s jednou 2-bisekciou

Vieme, ze vsetky korektné farbenia grafu K4y — e zobrazené na Obr. 4.2 obsahuju

rovnaky pocet bielych a ¢iernych vrcholov.

Obr. 4.2: Mozné korektné zafarbenia grafu K, —e

V grafe 2K, sa nachadzajiu dva podgrafy, ktoré si K, — e. Jeden je na vrcholoch

x1,To,x3, T4 a druhy je na vrcholoch z7,xg, 9, r19. Aby bola zachovania podmienka

23
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rovnakého poc¢tu vrcholov oboch farieb, pre zostavajtuce vrcholy x5, xg plati, Ze jeden
z tychto vrcholov bude mat bielu farbu a druhy z tychto vrcholov bude mat Giernu
farbu. Bez ujmy na vSeobecnosti zafarbime vrchol x5 bielou farbou. Podgraf K, — e na
vrcholoch xq, zo, 3, x4 mdZeme zafarbit tromi spésobmi z Obr. 4.2. AvSak nakolko je
vrchol x4 v prvej aj v druhej moznosti biely dvojkovy, pri susednosti vrcholov x4 a x5
dostavame v oboch tychto moznostiach spor s korektnostou farbenia. Z toho vyplyva,
ze vrcholy x1, 2o, T3, x4, Ts maju jediné korektné farbenie. Podobné tvahy vieme spravit
pre ¢ierny vrchol x4 a podgraf K, — e na vrcholoch 7, xg, xg, x19. Ty¥ymto sme dokézali,

ze mostovy graf 2K, méa préave jednu 2-bisekciu.

Definicia 4.1.1. Nech G a H su kubické grafy, nech v € V(G) a u € V(H). 3-sicin
G x3 H grafov G a H je graf, ktory vznikne z grafov G — v a H — u pridavanim troch
hran medzi vrcholy stupna 2 v grafe G — v a vrcholy stupna 2 v grafe H — u tak, aby

vysledny graf bol kubicky.

Zostéavajuce styri grafy vychadzali z rovnakej konstrukcie. Nech V3 UV5 je biparticia
grafu Kj3j3. Symbolom B; pre i = {0,1,2,3} budeme oznacovat graf, ktory vznikne
opakovanym aplikovanim 3-st¢inu na ¢ vrcholov mnoziny V; s grafom K3 3. Vo vSeobec-
nosti graf GG *3 H z definicie 4.1.1 nie je jednoznac¢ny, no vo vyslednych konstrukciéch
naSe grafy vdaka existujucemu izomorfizmu jednoznacné budu. Dokézeme, Ze vSetky

takto definované grafy, maju prave jednu 2-bisekciu.

(%1 %)
wq W2 w3

Obr. 4.3: Graf nalavo je K33 a graf napravo je Ks 3

Ha X2 €3

Xy Ts Te

Ako prvé ukazeme, ze graf K,z (Obr. 4.3 napravo), ktory vznikne odstranenim
Tubovolného vrchola z K3 3 mé préave jedno korektné farbenie. Bez ujmy na vSeobecnosti
zafarbime vrchol v Gernou farbou. Dalej zafarbime na Eerno aj vrchol wy. S takymto
zafarbenim st vrcholy vy, w; ¢ierne dvojkové. éierny dvojkovy vy vynuti bielu farbu
vrcholom wsy, w3, inak by farbenie porusovalo podmienku korektného farbenia. Podobne
¢ierny dvojkovy vrchol wy vynuti bielu farbu vrcholu v,. Tu dostavame spor s korektnym
farbenim na vrcholoch vs, ws a ws. Obdobne by sme vedeli odvodit nekorektnost farbeni
pri rovnakej farbe vrcholov v; a w; pre Iubovolné j € {1,2},i € {1,2,3}. Korektné
farbenie je jedine v pripade, ze vrcholy v; pre j € {1,2} majua bielu(¢iernu) farbu a

vrcholy w; pre i € {1,2,3} maja ¢iernu(bielu) farbu.



4.1. MINIMALIZACIA POCTU FARBENI 25

Pozndmka 4.1.2. Vidime z toho, Ze po zafarbeni ubovolného vrchola grafu K, 3 vieme

jednoznac¢ne odvodit farbenie vSetkych vrcholov grafu.

Pre B, dostavame povodny graf K33, o ktorom uz vieme, zZe ma jediné korektné

zafarbenie, nakolko je zjednotenim dvoch grafov K, ;.

Dokazeme teraz teoreticky, ze aj lubovolny graf B; ma prave jednu 2-bisekciu. Bez
ujmy na vSeobecnosti nech graf B; vznikne aplikovanim 3-st¢inu na vrchol x; s grafom

K3 3. Takto skonstruovany graf je zobrazeny na Obr. 4.4.

U1 V2
w1 Wy W3 1) Z3
Ty T5 Te
Obr. 4.4: Graf G’ skonstruovany 3-stuc¢inom z dvoch K33

Uz vieme, zZe:

1. vSetky vrcholy jednej particie v grafe K3 maju rovnaku farbu a dve particie st

navzajom farebne rozne.

2. Rozdiel po¢tu vrcholov bielej a ¢iernej farby v grafe K, 3 bude prave 1 pre farbu,

ktortt méa trojkové particia.

Bod 2. vyplyva z bodu 1. Z bodu 1. spolu s bodom 2. vidime, Ze pri hladani
korektného farbenia sa podgraf K53 na vrcholoch vy, ve, w1, ws a ws v grafe B; bude
spravat podobne ako vrchol z; v grafe K53 (z Obr. 4.3 vlavo) s farbou trojkovej particie
podgrafu Ky ;. Dalej budeme pouzivat P na oznacenie particie grafu K33 (z Obr. 4.3),
kde P = {z4, x5, 26} a P’ na oznacenie particie grafu By, kde P’ = {zy4, x5, x¢}. Particiu
obsahujicu vrcholy x;, z9, x3 v grafe K33 budeme oznacovat R. Podgraf K, 3 sa bude
spravat podobne ako vrchol s farbou trojkovej particie podgrafu K, 3 nakolko v oboch

pripadoch plati:

e Do farebného rozdielu prispievaji oba pripady po¢tom 1 pre farbu trojkovej par-

ticie podgrafu Ko 3

e Vsetky vrcholy particie P rovnako ako vSetky vrcholy particie P’, budu susedné

s aspon jednym vrcholom zafarbenym farbou trojkovej particie podgrafu K s.
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Rozdiel medzi spravanim vrchola x; a podgrafu Ks3 je jedine v pripade farbenia
vrchola x; farbou vrcholov particie P a farbenia trojkovej particie K, 3 farbou vrcho-
lov particie P’. Bez ujmy na v8eobecnosti nech je farba vrcholov particie P a farba
vrcholov particie P’ biela. Potom vrchol x; neméZe mat bielu farbu, porusili by sme
tym totizto korektnost farbenia. Naopak trojkova particia K3 bude po zafarbeni bie-
lou obsahovat 3 biele dvojkové vrcholy a farbenie bude korektné. Tu vSak porusime
dopliujucu podmienku rovnosti po¢tu vrcholov oboch farieb a teda ani toto farbenie

nebude spravne.

Jediné farbenie, ktoré je pre dany graf korektné aj vzhladom na dopliujicu pod-
mienku je odvodené z farbenia grafu Kj 3. Vrcholy particie P’ zafarbime farbou vrcholov
particie P. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je farba vrcholov particie P biela, potom
je farba vrcholov particie R €erna. Ciernou farbou zafarbime tie vrcholy grafu B,
ktoré zdiela s mnozinou R. Rovnako zafarbime ¢iernou aj v8etky vrcholy trojkovych
particii podgrafov K, 3. Tieto nam jednoznacne (vyplyvajuc z poznamky 4.1.2) urcia

bielu farbu vrcholov dvojkovej particie.

Rozobrali sme pripad konstrukcie grafu B;. Podobné tvahy vieme spravit pri kon-

Strukcii grafov B, a Bs.

Hypotéza 4.1.3. Mostovy graf 2K4 a bezmostové grafy B; prei € {0,1,2,3} si jediné

grafy, ktoré maji prave jednu 2-bisekciu.
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Obr. 4.5: Grafy By, B1, Bs, B s prave jednym farbenim

27
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4.2 Maximalizacia poc¢tu farbeni

V tejto sekcii sa budeme venovat kubickym grafom, ktoré maju maximélny pocet 2-
bisekcii. Nech n je pocet vrcholov a plati 6 < n < 22. Za podmienky rovnakého poctu
vrcholov oboch farieb, vysledky prehladévania ukéazali pre kazdé z pozorovanych n, ze
existuje prave jeden graf, ktory nadobuida maximéalny pocet farbeni vzhladom na n.
Po preskumani tychto néjdenych grafov sme spozorovali opakujuci sa podgraf F' (Obr.
4.6).

(%) V4 Ve

U1 U3 Vs

Obr. 4.6: Podgraf F’

Rozhodli sme sa preto dané grafy zobrazit tak, aby bol kazdy vyskyt podgrafu
F nahradeny modrou hranou (priklad transformacie na Obr. 4.7). Slovnym spojenim
zafarbenie hrany uv grafu G na modro budeme dalej oznacovat vytvorenie nového grafu
G’ konstrukciou z grafu G tak, Ze na vrcholy u, v pripojime podgraf F' a odstranime
povodnu hranu uv. KedZe takato transformacia zachovava kubickost grafov, vysledkom

zafarbenia I'ubovolnej existujucej hrany povodného grafu na modro bude opét kubicky

graf.
(%) V4 Ve Ug V10 V12
U1 U3 Us U7 %] V11
Ve Ug

L)

Obr. 4.7: Transformaéacia

(%]

%

Pozorované grafy po transformécii zobrazenej na Obr. 4.7 pre 10 < n < 22 su
na Obr. 4.8. Vdaka takémuto tvaru grafov sme mohli nahliadnut na opakujuci sa

vzorec ,pribudania“ modrych hran. Grafy na Obr. 4.8 su cykly parnej dlzky, pricom
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kazda druh& hrana méa paralelnit modra hranu. Pre 14 < n < 22 vieme skonStruovat
n-vrcholovy graf M,, s maximalnym poc¢tom farbeni zafarbenim takej hrany v (n — 4)-
vrcholovom grafe M,,_4 s touto vlastnostou, ktora doposial nebola zafarbena na modro.
Pokial v grafe M,_, neexistuje ziadna hrana, ktora by splhala dané vlastnosti, graf
M, vznikne vytvorenim vécsieho cyklu a zdvojenim kazdej druhej hrany cyklu modrou

hranou.

~—_~— ~—_—
Obr. 4.8: Grafy v prekreslenom tvare

Zaujimalo nas, ¢i n-vrcholovy graf G’ s maximalnym poc¢tom farbeni budeme kon-
struovat z (n — 4)-vrcholového grafu G s maximalnym po¢tom farbeni, dovtedy, pokial
sa v grafe G budu nachadzat hrany, ktoré mozeme zafarbit na modro. Rovnako sme
sa pytali, ¢i pri vacsich n mozeme zafarbit na modro I'ubovolni hranu s rovnakym

vysledkom.

Ocakavali sme, ze 24-vrcholovy graf bude v jednom z nasledovnych tvarov na Obr.
4.9. Prvy graf vychadzal z predpokladu, Ze v grafoch s maximalnym poc¢tom farbeni
budeme maximalizovat pocet modrych hran. Druhy graf vychédzal z predpokladu, ze
pri hranach, ktoré su v grafe nasobné zafarbujeme na modro prave jednu z tychto hréan.

Samotné prehladavanie sme d'alej pustili len na dva o¢akavané vysledky. Druhy graf

obsahoval viac farbeni.

N—— SN

Obr. 4.9: Oc¢akavané tvary grafu pre n = 24
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Na nasledujicich grafoch na Obr. 4.10 sme overovali, ¢i vzajomna pozicia dvoch
hrén, ktoré zafarbujeme na modro, ovplyviiuje pocet farbeni daného grafu. Pre prvy

graf vysiel pocet farbeni vacsi.

R Y T Y T Y

Obr. 4.10: Skumané tvary grafov pre n = 32

Vychadzajic z vysledkov na pozorovanych grafoch na Obr. 4.9 a 4.10 sme mali

uvahu, ktora z nasledujtcich dvoch moznosti nastava:

Moznost 1. Graf G’ s maximalnym poc¢tom farbeni na n vrcholoch skonstruujeme
z (n — 4)-vrcholového grafu G s maximalnym poc¢tom farbeni, tak, ze zafarbime na
modro niektord hranu grafu GG, ktord nie je nasobna a doposial nebola zafarbena. Ak
takato hrana neexistuje, vytvorime graf G’ z cyklu dlzky n/3 a naslednym zdvojenim

kazdej druhej hrany modrou hranou.
Moznost 2. Graf G’ s maximéalnym po¢tom farbeni na n vrcholoch skonstruujeme:

e ak plati n» mod 6 = 4 alebo n mod 6 = 0, z cyklu dlzky n/3 a naslednym

pridanim (n mod 6)/4 modrych hran, ktoré¢ nie st zdvojené

e ak plati n mod 6 = 2, z cyklu dlzky (n — 8)/3 a naslednym pridanim 2 modrych

hran, ktoré nie st zdvojené pric¢om tieto hrany musia byt ¢o najdalej od seba

Pre n = 30 sme opét skimali dva grafy. Prvy graf na Obr. 4.11 je skonStruovany
podla moznosti 1. a druhy graf je skonstruovany podla moznosti 2. Overili sme, ktory
z tychto grafov ma vacsi pocet farbeni. Prvy graf mal o viac ako 1000 farbeni viac. Na

zéklade predchédzajucich vysledkov vyslovujeme nasledujicu hypotézu 4.2.1.

N P Y

Obr. 4.11: Skumané tvary grafov pre n = 30
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Hypotéza 4.2.1. Graf G na n vrcholoch s maximdlnym poctom farbeni vzhladom na
pocet vrcholov vznikne konstrukciou z pdarneho cyklu C dlzky 1. Nech P je najvicsia
moznd podmnoZina hrdan cyklu C, pre ktori plati, Ze Ziadna dvojica z lubovolngch dvoch
hrdn mnoZiny P nezdiela vrchol. Nech N je komplement tejto mnoZiny vzhladom na
mnozinu hrdn cyklu C. Graf G skonstruujeme z cyklu C' tak, Ze na incidentné vrcholy
kazdej hrany z mnoZiny P napojime graf F' (Obr.4.6) a k hrdn z mnoZiny N nahradime
grafom F', pricom | zvolime tak, aby sme mazximalizovali k a plati:

—4
n k:l

3
k<

N | =~

4.3 Maximalizacia rozdielu

Pri sledovani druhého atribtitu sme sa zameriavali na maximalizaciu rozdielu medzi
poctom bielych a ¢ernych vrcholov pri korektnom farbeni. Zaujimalo nas, aky je naj-
vacsi mozny rozdiel vzhladom na pocet vrcholov grafu a ¢i existuje vztah medzi tymito

dvomi premennymi.

4.3.1 Konstrukcia grafov s I'ubovol'ne velkym rozdielom

Ako prvé popiseme konstrukeciu, ktorou vznika trieda grafov zafarbitelna s maximélnym

rozdielom na danom pocte vrcholov.

Na Obr. 4.3.1 vidime zovSeobecneny graf, ktory budeme oznac¢ovat komponent 7.
Snazime sa tvorit ¢o najvacsi rozdiel s ¢o najmensim poc¢tom vrcholov. Prvé grafy
s rozdielom vac¢sim ako nula nasiel algoritmus s orezavanim rovnako ako algoritmus
pouzivajici hrubi silu az na 10 vrcholoch. Z toho sme ocakévali, Ze rozdiel nebude rast

rychlejsie ako po 10 vrcholoch.

V1, V3, 21 w3, — Wi4

V2, V4, 22 Wy, — Wag

) )

Obr. 4.12: Komponent T’

Stvorica vrcholov v;,i € {1,2,3,4} spolu so stvoricou vrcholov w;,i € {1,2,3,4}

vytvaraju okolo dvojice ¢iernych dvojkovych vrcholov zy, zo vypli. Tato vypln je ne-



32 KAPITOLA 4. VYSLOVENIE HYPOTEZ A ICH DOKAZOVANIE

utralna vzhladom na zvécSovanie rozdielu v konkrétnom komponente, no umoznuje
konstruovanie grafov s Tubovolne velkym rozdielom a to spajanim jednotlivych T;
komponentov. Spajanie jednotlivych komponentov T; musi zachovéavat kubickost grafu,

ktory konstruujeme a zaroven nemoze porusovat korektnost farbenia.

Vidime, Ze vrcholy vy ;,v9,;, wy;, we,; st stupia 2 a vSetky ostatné vrcholy kompo-
nentu 7; maju stupen 3. Dva komponenty 7}, T;,; teda spojime pridanim hrany medzi
vrcholy vy ;, w41 a pridanim hrany medzi vrcholy vy ;, wq,11. V pripade koncového
komponentu priddme hranu medzi vrcholy vy ;, v2;. Tymto sme zabezpecili kubickost

grafu.

Vdaka susednosti ¢iernych vrcholov wy ;, us; pre u € {v,w} s dvomi bielymi vr-
cholmi ws;,us; pre u € {v,w}, mozeme pridat hranu medzi vrchol u;; pre u €
{v,w},j € {1,2} a vrchol Tubovolnej farby. Korektnost farbenia je zachovana aj po

pridani hrany k ¢iernemu susednému vrcholu.

COh — % o (i — T

Obr. 4.13: Spajanie jednotlivych T" komponentov

Ukéazali sme, ze takouto konstrukciou vieme zostrojit graf pre I'ubovolne velké i a
teda aj graf s Tubovolne velkym rozdielom. V tomto pripade rozdiel rastol o dva pri
kazdych 10 vrcholoch. Rozdiel po¢tu bielych a ¢iernych vrcholov budeme oznacovat D.
Plati:

bV
10
p_ VI

Tymto sme vSak nedokézali, Ze rozdiel ktory vznika konstrukciou je skutocne naj-

vacsi mozny. Horné ohranicenie rozdielu ukazeme teoretickym odvodenim.

4.3.2 Horné ohranic¢enie rozdielu

Pre mnozinu vrcholov a hran budeme pouzivat znacenie, ktoré sme zaviedli v tvode
prace v pojmoch. Znacenie W bude predstavovat mnozinu bielych jednotkovych vrcho-
lov a W5 bude predstavovat mnozinu bielych dvojkovych vrcholov. Obdobne pre B, By
a vrcholy ¢iernej farby. Mnozinu hréan, ktoré oddeluja ¢iernu a bielu particiu budeme
oznacovat P a znacenie rozdielu bude opat D. NapiSeme zakladné rovnosti, o ktorych

vieme, 7ze platia pre kubické grafy s 2-bisekciou:
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3|V

2

b) V| =[B[]+|Bs| + |W|+ W]
¢) D=|B|+[B| = (|W|+ W)
d) |P|=3|B|+2|Bs|

B W
© |gl=p+ 120 I

a) |E]

(
(
(
(

Pozndmka 4.3.1. Rovnost pre P hovori o tom, Ze pre kazdy vrchol b musia existovat
3 vrcholy w. Vrchol b ma teda v mnozine P tri hrany s ktorymi je incidentny. Kazdy
vrchol by ma ale préave jedného suseda leziaceho v rovnakej particii (ktory je rovnakej
farby) a teda ma v mnozine P iba dve incidentné hrany. Pocet vSetkych hran grafu
sa rovna suctu poc¢tu hran, ktoré tvoria rez medzi particiami a poctu hran, ktoré sa
nachadzaju celé v jednotlivych particiach. To st zjavne tie, ktoré si incidentné s dvomi

dvojkovymi vrcholmi rovnakej farby:.

(1) [VI+D=2(B[+[Bs]) /(b) + (c)
2) WVI=20Bl+|B|)-D /-D

3|V B W-
(3) %:]PH_%-H 22’ / subst. E z (a) do (e)
V| |Ba| | [Wha

5 = BIBI+2AB)) + ==+ ==/ subst. Pz (d) do (3)

3(2(|B| + |Bs|) — D) = 6|B| + 4| Ba| + |Ba| + [Wa|  / subst. V z (2) do (5)

(4) 5 5

(5)

(6)

(7)  6|B| + 6|Bs| — 3D = 6|B| + 5| Bsy| + |Ws|
(8)

(9)

$) —3D=—|By|+ Wyl | —6|B|— /By
9) 3D = [By| — Wy ) x (1)

By —
(10) D = w /+3

Postupnymi apravami z prvotnych rovnic dostaneme vztah rozdielu a poc¢tu dvoj-
kovych vrcholov. Zaujima nas horné ohrani¢enie D. Nakol'ko chceme bez ujmy na vse-
obecnosti dany rozdiel maximalizovat vzhladom na ¢iernu, je zjavné, Ze pre mnozinu
By budeme hladat horné ohranic¢enie a pre mnozinu W5 budeme hladat dolné ohrani-
¢enie. Obdobne ako v situécii pri mnozine P, vidime, ze pre kazdy vrchol z mnoziny B,

musia existovat dva Iubovolné biele vrcholy, s ktorymi je susedny. ZapiSeme pomocou
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rovnic:
2|B
W+ 175 > 22
|Bo| = [V = |B| = (W] + |[Ws|) < |V = (IW]+ [Wa)
2| By|

|Bel < V] = (W[ +[Wa]) < V| = ==

Postupnymi tipravami rovnic dostaneme horné ohranic¢enie mnoziny Bs:

2|B
B+ 222 <)

3|By| + 2| By

3
5| B |

< V]

< |V
2 <]
3|V
el > | B

5
Nekladieme ziadnu podmienku nato, ¢i dané biele vrcholy maja byt dvojkové alebo
nie. Z toho je jasné, Ze najmensi mozny pocet bielych dvojkovych vrcholov je 0. Pre

Bs zvolime horné ohranicenie.

[Wa| =0
3|V
3, = 2V

Dosadime do rovnice, ktort sme dostali predtym:

D — [Bal = W7
3

3|

p- 5
3

p- 3Vl

D * 3
p_ Yl

)

Vidime, Ze teoreticky odvodené horné ohranicenie rozdielu vrcholov medzi dvomi
particiami sa rovna rozdielu, ktory sme ziskali popisanou konstrukciou v kapitole Kon-
Strukcia grafov s lubovolne velkym rozdielom. Rozdiel ziskany konStrukciou bol teda

tesny.
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V nasej praci sme na pozorovanych vysledkoch ukazali, Ze popisany algoritmus s oreza-
vanim je skuto¢ne zrychlenim oproti algoritmu prehladavajuceho backtrackom, pri¢om

oba tieto algoritmy nachadzaju rovnaké korektné farbenia.

f)alej sme sa v praci venovali extremélnym grafom pre Banovu-Linialovu hypotézu.
Pre mnozinu grafov, ktorych konstrukciu sme popisali v kapitole Minimalizdcia poctu
farbeni, sme dokézali, Ze obsahuji prave jednu 2-bisekciu. Vyslovili sme hypotézu o

tom, Ze grafy skonStruované podla danej konstrukcie su jediné s touto vlastnostou.

V kapitole Maximalizdcia poctu farbenisme pozorovali vzorec spravania grafov nabe-
rajucich maximalny pocet 2-bisekcii. Pre grafy z tejto mnoziny sme vyslovili hypotézu

o ich tvare s rasticim poctom vrcholov.

V poslednej c¢asti sme upustili od podmienky rovnakého poc¢tu vrcholov v oboch
particidch 2-bisekcie a pozorovali sme maximélny rozdiel po¢tu vrcholov v tychto par-
ticiach. Zadefinovali sme konstrukciu, ktorou sme dokéazali zostrojit graf s Tubovolne
velkym rozdielom poc¢tu vrcholov medzi dvoma particiami 2-bisekcie a teoreticky sme

odvodili, Ze tento rozdiel je najvacsim moznym vzhladom na pocet vrcholov grafu.
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Priloha A: zdrojovy koéd

Sucastou prace je aj elektronicka priloha obsahujica zdrojovy kod algoritmu s ore-
zévanim popisany v kapitole Implementacia algoritmov. Program berie dva vstupné
parametre - vstupny a vystupny stubor. V pripade, ze dané parametre nedostane, ¢ita
zo suboru vstup.txt a vystup.txt. Prvy parameter zo vstupného suboru oznacuje
pocet vrcholov grafov, pricom je tato hodnota globalna pre vSetky grafy vo vstupnom
sibore. Program oc¢akava vrcholy ¢islované od nuly a samotny graf vo forme zoznamu
susedov, kde je prvy sused implicitne dany poradim riadku vramci jedného grafu. Pri-

klad pre vstup.txt:

N O O O N N O
w = P, W W
[ =S & 2 I & 2 BN & 2 BT S 0N

O O O = N W
N P, P, W W
IS S 2 HE \© NG 2 B e

vystupné hodnoty:

cas: 1042
najvacsi pocet farbeni: 3

najvacsi rozdiel: O
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