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Abstrakt

Téato praca sa venuje modelu zasobnikovych automatov s pomocnou informéaciou na
dodato¢nej paske zavislej od dlzky vstupného slova. Porovndme silu tohto modelu
s modelom kone¢nych automatov s poradnou paskou zavedenym Kiigiitkom et al. Uka-
Zeme existenciu hierarchif v zavislosti od dlzky pomocnej informécie. Presktmame
uzaverové vlastnosti tohto modelu. Ukazeme ako sa vlastnosti modelu lisia medzi

deterministickym a nedeterministickym variantom nésho modelu.

KIicové slova: zasobnikovy automat, koneény automat, pomocnd informacia, po-
) ) )

radnda paska



Abstract

We consider a model of push-down automata with advice string on a separate tape
which depends only on the length of the input word. We compare the power of this
model with the model of finite-state automata with an advice tape introduced by Kiigiik
et al. We show the existence of hierarchies of advice lengths. We explore the closure
properties of this model. Also, we show how the properties of the model differ between

the deterministic and nondeterministic variants of our model.

Keywords: push-down automata, finite-state automata, advised computation, ad-

vice tape
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Uvod

Uniformita je vlastnost vypoctovych modelov, kde sa na spracovanie vstupov Tubovol-
nej dizky pouziva to isté, konetne popisatelné zariadenie. Niektoré vipoctové modely
st prirodzene uniformné, napriklad koneéné automaty, zatialco iné, napriklad logické
obvody st inherentne neuniformné. V minulosti boli skiimané spdsoby, ako neuni-
formné modely spravit uniformnymi (napr. logické obvody vygenerované Turingovym
strojom), a ako uniformné modely spravit neuniformnymi (pomocou pomocnej infor-
mécie zévislej od dlzky vstupu).

Karp a Lipton[4] zaviedli model Turingovych strojov ktoré dostanti pomocni infor-
méciu (radu) prefixovant pred vstupné slovo. Pre vietky slové jednej dlzky n dostane
Turingov stroj rovnakid radu h(n).

Damm a Holzer[1] rozsirili koncept rady prefixovanej pred vstupné slovo aj na
slabsie modely. Ukézali separdciu medzi triedami jazykov s radou konstantnej dizky
a polynomidlnej dlzky, a medzi konetnymi, zdsobnikovymi a linedrne ohrani¢enymi
automatmi.

Modely v ktorych je rada prefixovana pred vstupom si znacne limitované. Ko-
necné automaty s prefixovanou radou nedokazu zuzitkovat radu vécsej nez konstantne;j
diiky[l]. Preto sa zaviedol model v ktorom je rada na dodatoc¢nej paske. Kiigiik a Say/[5]
skimali takyto model deterministickych kone¢nych automatov. Duris et al.[2][3] nad-
viazali na tento vyskum. Venovali sa nedeterministickych koneénych automatov. Uka-
zali tiez, ze deterministické konecné automaty nedokézu vyuzit dlhsiu ako polynomial-
nu radu.

V nasej praci budeme skimat model neuniformnych zasobnikovych automatov s po-
mocnou informaciou na dodatoc¢nej paske. Porovname jeho silu s koneénymi automatmi
predstavenymi v [5]. Ukazeme existenciu hierarchii tried jazykov akceptovanych zésob-
nikovymi automatmi s réznou dlzkou pomocnej informécie. Pozrieme sa na uzéverové
vlastnosti tychto tried. V praci sa venujeme deterministickym aj nedeterministickym

zasobnikovym automatom, ukazeme ako sa ich vlastnosti navzajom lisia.
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Kapitola 1

Model a zakladné definicie

N&s model je veelku priamociarym rozsirenim modelu aky pouziva Kiigiik [5] na zdsob-
nikové automaty. Mame dve pasky, jednu vstupnt, a jednu s pomocnou informéciou.
Pasky sa daju iba c¢itat. Vstupna paska aj poradnd paska st ukoncéené Specialnym
koncovym znakom $. Zasobnikovy automat je osmica A = (K,3,T,4,qo, Zo, F, A).
Vyznam K, X, ') qo, Zp, F' je rovnaky ako pri beznych zasobnikovych automatoch.
A je abeceda poradnej pasky. 0 : K x (U {$}) xT' x (AU {$}) — QQIXIF*X{O’I}X{O’I}
je prechodova funkcia. Posledné dve zlozky urcuji, ¢i sa automat posunie vpred na
vstupnej a poradnej paske. Ak ide o deterministicky automat, navyse vyzadujeme, ze
vsetky hodnoty prechodovej funkcie § st najviac jednoprvkové mnoziny.

Poradna funkcia je funkcia z prirodzenych ¢isel N na slova nad poradnou abecedou
A. Znacime ju h. Pocas vypoctu slova w sa na poradnej paske bude nachadzat slovo
h(Jwl|). Ak sa automat A pri vypocte v ktorom je na vstupnej paske w, a na poradne;
paske h(|w|) dostane do konfiguracie, kde sa hlava na vstupnej paske nachidza na
koncovom znaku $ a automat je v akceptacnom stave, tak povieme, ze A s poradnou
funkciou h akceptuje slovo w.

Jazyk akceptovany automatom A s poradnou funkciou h oznacujeme L(A, h). Mo-
tivaciou pre takéto znacenie je, ze bude uzitocné sa pozerat na jazyky ktoré akceptuje

ten isty automat s réznymi poradnymi funkciami.

Veta 1.1 (normélny tvar). Pre kaZdy nedeterministicky zdasobnikovy automat A existuje
ekvivalentny nedeterministicky zdsobnikovy automat A" taky, Ze L(A’,h) = L(A, h) pre

kazdé h, a A" naviac spliia tieto podmienky:

1. 'V kazZdom kroku automat A" bud pridd jeden znak na zasobnik, alebo odoberie
vrchng znak zo zdsobnika, alebo nechd zdsobnik rovnaky. Teda ak (p,~,vi,vs) €
dar(g,c, Z,d) tak v € {e} U{Zx | x e T U{e}}

2. Automat A’ sa presunie do akceptacného stavu iba ak ma prazdny zdasobnik.
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Dékaz. Ak ma automat A prechod (p, 21725 ... Zk,v1,v9) € da(q,c, Z,d), tak automat

A’ tento prechod spravi v k+1 krokoch. Pouzije na to novozavedené stavy qi, gz, . . ., G-

(qlagaoao) S 5A’(qvca 27 d)
(Vl < {]_, 2, ceey k? — 1})<\V/Z/ < F) 5A/(qi,c, Z,,d) = {(Qi+17 Z,Zi, 0,0)}
S (q, ¢, Z—1,d) = {(p, Zr—12Zk, v1,v2)}

Toto zaruéi 7e automat A’ bude splitat prvid podmienku. Na to aby automat A’ spliial
aj druhi podmienku zavedieme dva nové stavy ¢. a gs. gy je jediny akceptacny stav
automatu A’. Ak sa ¢itacia hlava nachadza na koncovom znaku $ a automat sa naché-
dza v stave ktory bol akceptacny pre automat A, tak prejde do stavu ¢.. Potom bude
automat vyprazdnovat zasobnik az dokym nenarazi na spodny znak Z;. Poslednym

krokom vyberie Z, zo zasobniku a prejde do stavu g¢;.
(Vge Fa)(VZ eT)(Vd € AU{S$}) da(q,$,Z,d) = {(ge, Z,0,0)}
(VZ el')(Vd € AU{$}) 0a (¢, $, Z,d) = {(ge,¢,0,0)}
(Vd S A U {$}> 514’((]67 $a ZOa d) = {<Qfa £, 07 O)}

Ak bol automat A deterministicky tak takto skonStruovany automat A’ je tiez

deterministicky. O



Kapitola 2
Hierarchie podrla dizky rady

V' tejto kapitole sa budeme venovat vplyvu velkosti rady na silu zdsobnikovych automa-
tov. Pozrieme sa tiez na vztahy medzi triedami koneénych a zasobnikovych automatov
s radou.

Triedu jazykov akceptovanych zasobnikovym automatom, ktory pouziva poradnu
pasku dlht O(f(n)) pre slova dlhé n budeme znacit CFL/f(n), ak ide o nedeterminis-
tické automaty a DCFL/f(n), ak ide o deterministické automaty. Pre deterministické
koneéné automaty budeme pouzivat oznacenie SPACE(1)/f(n), aby sme boli konzis-
tentni s [5].

Namiesto f(n) budeme tiez pouzivat poly a exp, ked budeme hovorit vo vseobec-
nosti o radéch polynomialnej, a exponencilnej dlzky (CFL/poly st nedeterministické
zasobnikové automaty s polynomidlnou radou).

Triedu jazykov akceptovanych nedeterministickym zasobnikovym automatom s ra-
dou konstantnej dlzky k, s bindrnou poradnou abecedou budeme znacit CFL /k (pouzi-
vame k alebo ¢islo ked ide o konstantu). CFL/0 = CFL. Rovnakym spdsobom budeme
chapat aj DCFL/k a SPACE(1)/k.

Veta 2.1. DCFL/exp = CFL/ezp = ALL

Dékaz. Trieda CFL/exp je nadmnozinou DCFL/exp. Teda nam staéi dokéazat rovnost
DCFL/ezp = ALL. Inak povedané, staci ndm dokazat, ze kazdy jazyk L je mozné
akceptovat deterministickym zasobnikovym automatom s exponencidlne dlhou radou.

Nech L je jazyk nad abecedou ¥ = {ci,cs,...,cx}. SkonStruujeme zdsobnikovy
automat akceptujici L.

Rada pre slova dlhé n bude k-drny strom hibky n. Listy budu znak 0 alebo 1 a pod-
stromy budt ohranicené zatvorkami. Ked automat precita znak c¢; zo vstupnej pasky,
vnori sa do i-teho dietata v strome na poradnej péaske (presko¢i i — 1 podstromov,
zasobnik pouziva k tomu, aby si pocital zatvorky). Ked dojde na koniec vstupu, bude

sa hlava na poradnej paske nachadzat na liste stromu. Takto kazdy list koresponduje
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k inému slovu w. Rada bude mat znak 1 v listoch ktoré koresponduju k slovam patria-
cim do jazyka L, a 0 v listoch korespondujicim k slovam ktoré nepatria do L. Automat

akceptuje, ak sa po precitani celého vstupu nachadza na liste so znakom 1. Il

Nakolko automaty s exponencialnou radou dokézu akceptovat kazdy jazyk, nebu-

deme sa nimi dalej zaoberat.

Veta 2.2. Pre kazdé k € N, existuje jazyk Ly taky, Ze Ly, patri do SPACE(1)/k + 1,
ale nepatri do CFL/k.

Dékaz. Dokaz bude konstruktivny, popiSeme jazyk Ly a ukdzeme, e spliia tvrdenie
vety. Jazyk Lj bude podmnozinou {¢'a"' | n,l € N, | < k+1}.

Mame kédovanie nedeterministickych zdsobnikovych automatov na prirodzené ¢isla
(poradni funkciu nekédujic). Nezélezi na tom aké, predpokladdme nejaké fixné kodo-
vanie. Automat, ktory sa kéduje na ¢islo m budeme znacit A,,. Automat A,, spolu
s poradnou funkciou A ndm urcuje jazyk L(A,,, h), ktory automat akceptuje.

Pre kéd m mnozina L(A,,, k) N{a,b}™ obsahuje iba slova dlzky m, a teda zavisf iba
od hodnoty h(m). Pre poradné funkcie h : N — {0,1}* je len 2* moZnosti ako mdze
vyzerat mnozina L(A,, h) N {a,b}™.

Nech Ly, je takd podmnoZina mnoziny {b'a™' | 0 <1 < k + 1} (spomedzi 2~!
moznych podmnozin) ktora sa nezhoduje s L(A,,, h) N {a,b}™ pre ziadne h : N —
{0, 1}*.

Jazyk Ly zostrojime takto:
L = | Lim
m=0

Teraz ukdzeme, ze Ly, sa lisi od kazdého jazyka z CFL/k. Nech L € CFL/k. Musi
existovat automat A, a poradnd funkcia h : N — {0, 1}*, takd 7e L = L(A,h). Nech m
je kod automatu A. LyN{a,b}™ = Ly . Z konstrukcie je zjavné, ze LN{a,b}™ # Ly .
Kedze L N{a,b}™ sa nezhoduje s Ly, N {a,b}™, jazyky L a L; musia byt rozne.

Kone¢ny automat akceptujuci Ly bude vyzerat nasledovne: Pre slova dlhé n dostane
automat radu cycy ... cp_1, kde ¢; je 1, ak slovo b'a™ " patri do jazyka Ly, a ¢; je 0,
ak slovo b'a™ " nepatri do jazyka Ly.

Automat sa na poradnej paske posunie tolkokrat, kolko je znakov b na zaciatku
vstupného slova. Potom c¢o narazi na prvé a, skontroluje ¢i vSetky dalSie znaky su a.
Potom akceptuje, ak na poradnej paske precita znak 1. Rada ndm presne popisuje,

aké podmnozina slov tvaru {b'a”' | n,l € N, [ < k + 1} patri do jazyka. ]
Désledok 2.2.1. Pre kazdé k € N, CFL/k C CFL/k + 1

Désledok 2.2.2. Pre kazdé k € N, DCFL/k € DCFL/k + 1



Pre jazyk L nad abecedou ¥ a ¢isla n, k € N definujeme reléciu =y, ,, , nad mnozinou
Yk takto: x =,k y prave vtedy, ked pre vietky 2 dizky n — k, 2z € L — yz € L.

V [5] autori dokézali nasledovné tvrdenie:

Lema 2.1. Ak L € SPACE(1)/f(n), tak pre kaZdé n a kazdé k < n reldicia =, md
O(f(n)) tried ekvivalencie.

Jazyk Lpa. = {ww® | w € {a,b}*} nepatri do SPACE(1)/f(n), pre ziadnu subexpo-
nencialnu funkciu f(n) [5]. Nech Lpais = {w#w | w € {a,b}*}. Zjavne Lpa. € CFL/0
a Lpao € DCFL/O

Veta 2.3. Jazyk Lpao = {w#w? | w € {a,b}*} nepatri do SPACE(1)/f(n), pre Ziadnu

subexponencidlnu funkciu f(n).

Doékaz. Pozrime sa na mnoZinu S = {a, b, #}*, kde k = ”T_l, pre neparne n, a na jej
podmnozinu S’ = {a,b}*. Ziadne dve slovd z,y € S’ nespliaji = =pnk Y. S ma 2k
prvkov, a teda =y, » ma aspon 2* tried ekvivalencie. Asymptoticky to je ©(2"/2) tried
ekvivalencie.

Ak by Lpaa € SPACE(1)/f(n) pre nejakt supexponencialnu funkciu f(n), relacia

=r.nk by mala O(f(n)) tried ekvivalencie, ¢o vedie k sporu. O

Désledok 2.3.1. Pre kazdé k € N, trieda SPACE(1)/k+1 je neporovnatelnd s DCFL/k,
a SPACE(1)/k + 1 je tieZ neporovnatelnd s CFL/k.

Veta 2.4. Ak f(n) je vo(g(n)) a g(n) je subexponencidlna funkcia, tak existuje jazyk
L taky, Ze L patri do DCFL/g(n), ale nepatri do CFL/f(n).

Dokaz. Dokaz bude konstruktivny, popiseme jazyk L a ukdzeme, ze spliia tvrdenie
vety. Jazyk L bude podmnozinou {w#" 18Dl | n e N w € {a,b}lels)]}

Mame kédovanie nedeterministickych zasobnikovych automatov s binarnou porad-
nou péaskou na prirodzené ¢isla (poradnu funkciu nekédujic). Nezalezi na tom aké,
predpokladame nejaké fixné kddovanie. Automat, ktory sa kdéduje na ¢islo m budeme
znacit A,,.

Pre kazdé m,l € N si definujme jazyk L,,;. Nech n = 2™(2] + 1) (toto zarucuje
rozne n pre kazda réznu kombinaciu m a [). Nech L,,; je takd podmnozina mnoziny
{w#n—los@m] | ) € {a, b}los@™D]} (na viber 22" momost{), ktoré sa nezhodu-
jes L(A,, h)N{a,b, #}" pre ziadne h, pre ktoré |h(n)| < 2Ue@()] 1. Za predpokladu,
ze |h(n)| < 28] 1 existuje iba 9215 1 mozmosti, ako moze vyzerat mnozina
L(A,,,h) Nn{a,b,#}™ (napriek tomu ze moznych funkcii A je nekone¢ne vela, moznych
hodnét h(n) je koneéne vela).

Jazyk L zostrojime zjednotenim tychto jazykov:

L= G Ly

m,l=0
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Teraz ukézeme, ze L sa lisi od kazdého jazyka z CFL/f(n). Nech Ly, € CFL/f(n).
Musi existovat automat A, a poradnd funkcia h : N — {0,1}*, takd ze Ly = L(A,h).
Nech m je kéd automatu A. Kedze |h(n)| € o(g(n)), musi existovat také ng, Ze pre
vietky n > ng, g(n) > 4|h(n)|. Z konstrukcie je zjavné, 7e Lo N {a,b, #}2"@notl) £
Loy Aviak L0 {a,b,#}2" o+ = [ Teda L a Ly st rozne jazyky.

Automat A sme brali nad bindrnou poradnou abecedou, kazdy jazyk z CFL/f(n)
sa da akceptovat automatom s binarnou poradnou abecedou. To preto, ze ku kazdému
neuniformnému zasobnikovému automatu, existuje ekvivalentny s binarnou abecedou
(znaky z povodnej abecedy binarne zakédujeme, rada sa tym padom predizi konstant-
nym faktorom).

Zéasobnikovy automat akceptujici L bude vyzerat takto. Na poradnej paske dosta-
ne binarny strom, v ktorom listy budu znak 0 alebo 1 a podstromy budu ohranic¢ené
zatvorkami (priklad “((01)(11))((00)(10))”). Automat postupne ¢ita pismend zo vstu-
pu. Ak precita znak a vnori sa do lavého podstromu, ak precita b vnori sa do pravého
(preskodi Tavy, pocita si zatvorky na zasobniku). Ked sa dostane do listu, skontroluje,
¢i zvysok vstupného slova tvoria znaky #, a akceptuje ak list je 1, neakceptuje ak list
je 0. Tym padom kazdy list ndm o inom slove hovori, ¢i patri alebo nepatri do jazyka.

Tento strom ma 2U°e@(™)] Jistov. Vnttornych vrcholov stromu je menej nez listov.
Pre kazdy vnutorny vrchol, rada obsahuje dva znaky zatvoriek. Pre kazdy list rada
obsahuje jeden znak 0 alebo 1. Teda cela rada je dlha najviac 3g(n) a teda je v O(g(n)).

O

Désledok 2.4.1. Ak f(n) € o(g(n)), tak CFL/f(n) € CFL/g(n)
Désledok 2.4.2. Ak f(n) € o(g(n)), tak DCFL/f(n) € DCFL/g(n)

Veta 2.5. Jazyk Lpap = {wwl#c" | w € {a,b}*,n € N} nepatri do triedy DCFL/ f(n),

ak f(n) je subexponencidlna funkcia.

Dokaz. Povieme ze znak na zasobniku koresponduje so znakom vstupného slova ak ten-
to znak bol na zasobnik pridany ked sa citacia hlava nachadzala na danom znaku slova.
K stvislému tseku vstupného slova koresponduje stvisly tisek na zasobniku (alebo nic).
V kazdej konfiguracii, ak sa tsek A na vstupnom slove nachadza skor ako usek B, tak
usek zasobnika korespondujici k A musi byt na zasobniku nizsie ako tsek korespon-
dujtci k B.

Tvrdenie dokazeme sporom: Nech A je deterministicky zasobnikovy automat v nor-
malnom tvare (veta 1.1), a h je poradna funkcia pricom |h(n)| € O(f(n)). Predpokla-
dédme, ze L(A, h) = Lppp.

Pri deterministickych automatoch, ak existuju dva rozne akceptacné vypocty toho

istého slova, tak jeden musi byt prefixom druhého. Ak dve rozne slova rovnakej dizky



maju spolo¢ny prefix, tak sa aj vypocty na tychto slovach buda zhodovat, az dokym
sa hlava na vstupnej paske nedostane za ich spolo¢ny prefix.

V dokaze sa pozrieme na slova tvaru w = xyyfal#c™, kde z,y € {a,b}", ktoré
budeme chépat ako rozdelené na sStyri tseky w = wujususuy, kde uy = x, ug = v,
uz = ytal uy = #c') a na slovd tvaru w = zyyPalryyfali#, kde 2,y € {a,b}",
ktoré budeme chapat ako rozdelené na styri tseky w = ujusuguy, kde u; = z, us = v,
us = yfalt, uy = syyfal4. Kazdé slovo prvého tvaru sa zhoduje s jednym slovom
druhého tvaru na prefixe zyy®zf a teda aj vypocty nad tymito slovami sa musia
zhodovat dokym sa ¢itacia hlava nedostane za tento prefix.

Rozoberieme dva pripady:

Ak pre dané n, pre aspon polovicu moznych dvojic x,y € {a,b}™ sa vo vypocte
nad slovom zyyftzR#c*™, ked sa &tacia hlava dostane do tseku uy, nachidza na za-
sobniku c¢ast korespondujica k tseku wuq, tak z Dirichletovho principu musi existovat
také y € {a,b}", 7ze pre aspon 2" ! roznych x € {a,b}" plati, Ze pri vypocte nad
slovom xyyRrf#ci™, ked sa éitacia hlava dostane do tseku wuy, tak sa na zasobniku
bude nachadzat cast korespondujica k tseku up. Oznaéme X mnozinu tychto = (teda
| X| > 2n ).

Pozrieme sa na dve rozne slovd xyyyfalidtci™ a zoyyPali#c™, kde zy,20 € X.
V akceptacnom vypocéte automatu A nad slovom z;yy®zf#c™ nastane konfiguracia
my1 v ktorej sa posledny krat vyberie zo zasobnika znak korespondujuci k tseku uq,
pocas prechodu tusekom wus. NeskOor vo vypocte nastane konfiguracia mis v ktorej
sa vyberie zo zasobnika posledny znak korespondujici k tseku us pocas prechodu
tisekom uy. V akceptaénom vypocte nad slovom zoyyRazf#tc!™ si rovnako oznaéime
konfiguracie maq, mas.

Ak sa konfiguracia my; zhoduje s mo; v stave, pozicii na vstupnej a poradnej paske
a znaku na vrchu zasobnika, a mis sa tiez zhoduje s mas v stave, pozicii na vstupnej
a poradnej paske a znaku na vrchu zésobnika, tak A akceptuje slovo zyyftali#c'™ (¢o
by bol spor s predpokladom). Vypocet nad slovom zyyfxli#c'™ sa bude zhodovat
s vypoctom nad slovom zyyfali#c'™ aZ dokym sa nedostane do konfigurdcie m,;, od

toho momentu sa bude zhodovat s vypoctom nad slovom zoyyZazf

#c'™ (a7 na spodnii
¢ast zasobnika ktorej sa vsak nedotkne), vypocet sa potom dostane do konfiguracie
mis a od nej sa bude opét zhodovat s vipoc¢tom nad slovom x,yytalt4tcim.

Aby ni¢ takéto nenastalo, muselo by kazdé x € X mat v konfiguraciach mq, a ms
unikatnu kombinaciu pozicii na vstupnej a poradnej paske, stavu a vrchného znaku na
zésobniku. Tychto kombinécii je vSak len O(n?f(8n)?) ¢o je pre dostatocne velké n
menej ako | X| > 2771, Teda méme spor.

Ak pre dané n, pre aspon polovicu moznych dvojic x,y € {a,b}™ sa vo vypocte
nad slovom zyyxf#c*", ked sa ¢itacia hlava dostane do tseku uy, nenachadza na

zasobniku cast korespondujtca k tiseku usy, tak z Dirichletovho principu musi existovat
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také x € {a,b}", Ze pre aspon 2"~ roznych y € {a, b}" plati, Ze pri vipocte nad slovom
ryyRaltryyteR#, ked sa ¢itacia hlava dostane do tseku uy, tak sa na zdsobniku uz
nebude nachédzat cast koreSpondujica k tiseku uy. Ozna¢me Y mnozinu tychto y (teda
Y] > 271,

Pozrieme sa na dve rozne slovd zy,yRa oy ylal4# a vyoylalay.yliafi4# kde yy, 0 €
Y. V akceptaénom vypocte automatu A nad slovom xy,yRaxfry yRrR4# nastane kon-
figurdcia mqs v ktorej sa prvy krat pocas prechodu tsekom wus nachadzal na vrchu
zasobnika znak korespondujuci k tuseku u;. Pocas prechodu tisekom u; musela nastat
konfiguracia mq; v ktorej bol tento znak na zasobnik pridany. V akceptacnom vypocte
nad slovom zy,yffaRry.ylixf# si rovnako oznac¢ime konfiguracie may, maos.

Ak sa konfiguracia mq; zhoduje s mo; v stave, pozicii na vstupnej a poradnej paske
a znaku na vrchu zasobnika, a mis sa tiez zhoduje s mgs v stave, pozicii na vstupnej
a poradnej paske a znaku na vrchu zasobnika, tak toto opat bude viest k tomu, zZe
nasekanim slov xyyRFafryylal# a vyylialayylali4# vieme vytvorit slovo ktoré A
akceptuje, ale nepatri do jazyka Lpap.

Aby ni¢ takéto nenastalo, muselo by kazdé y € Y mat v konfigurdacidch my; a ms
unikatnu kombinaciu pozicii na vstupnej a poradnej paske, stavu a vrchného znaku na
zasobniku. TYchto kombinacii je vSak len O(n?f(8n)?) ¢o je pre dostatocne velké n

menej ako |Y| > 277!, Teda mame spor. O

Désledok 2.5.1. Ak f(n) € o(g(n)) a g(n) je subexponencidlna funkcia, tak triedy
DCFL/g(n) a CFL/f(n) si neporovnatelné.

Pre Iubovolni subexponencidlnu funkciu f(n) ndm jazyky Lpaiz @ Lpap ukazuji
separdciu medzi triedami SPACE(1)/f(n) € DCFL/f(n) € CFL/f(n). Toto plati aj
pre rady konstantnej dizky: SPACE(1)/k C DCFL/k) C CFL/E.

Veta 2.6. Pre kazdé k € N existuje jazyk Ly, taky, Ze Ly patri do SPACE(1)/n**!, ale
nepatri do CFL/n*.

Dékaz. Dokaz bude konstruktivny, popiSeme jazyk Ly a ukdzeme, Ze spliia tvrdenie

vety. Jazyk Lj bude podmnozinou tejto mnoziny:
{6Ha" " A H#b2a" T2 H L #H#DF "  n e N ¢; € {0,1,...,n}}

Mame kédovanie nedeterministickych zédsobnikovych automatov na prirodzené ¢isla
(poradni funkciu nekédujic). Automat, ktory sa kéduje na ¢islo m budeme znacit A,,.
Pre kazdé m,l € N si definujme jazyk Ly ;. Nech n = 2™(20 4+ 1). Nech L,
je takd podmnozina mnoziny {b“a™ 1 H#b2a" 2 . H#bHR1a" 1 e; € {0,1,...,n}}
(na vyber 2" moznosti), ktord sa 1i&i od L(A,,, h) N {a, b, #}F*+7+% pre kazdé h, pre
ktoré |h(kn+n+k)| < nkt1 —1. Za predpokladu Ze |h(kn+mn+k)| < nFt1 —1, existuje

len 2" — 1 moZnosti, ako mdZe vyzerat mnoZina L(Ap, h) N {a,b, #}kntntk,
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Jazyk Lj definujeme takto:

L= | Lim

m,l=0

Teraz ukaZeme, 7e Ly, sa liSi od kazdého jazyka z CFL/n*. Nech L € CFL/n*. Mu-
sl existovat automat A, a poradna funkcia h : N — {0,1}*, takd ze L = L(A,h).
Nech m je kéd automatu A. KedZe |h(n)] € O(n*), musi existovat ng také, Ze
pre vietky n > ng, plati |h(kn +n + k)| < n*™'. Z konstrukcie je zjavné, ze L N
{a,b’#}k2m(2no+1)+2m(2no+1)+k 7& Lk,m,no- Avsak Li N {a,b’#}k2m(2no+1)+2m(2no+1)+k —
L mn,- Teda L a Ly, st rozne jazyky.

Automat A sme brali nad bindrnou poradnou abecedou, kazdy jazyk z CFL/n* sa d4
akceptovat automatom s binarnou poradnou abecedou.

Konecény automat akceptujici L bude vyzerat takto. Na poradnej paske dostane
strom hlbky %k + 1 s koeficientom vetvenia n, v ktorom listy budt znak 0 alebo 1
a podstromy budt ohranicené zatvorkami. Automat postupne ¢ita pismend zo vstupu.
Ak precita znak b posunie sa na dalsie dieta (pocita si zatvorky v stave, strom ma
konstantnu hibku). Ked nadrazi na znak a, ¢ita znaky a az kym nenarazi na # alebo
koniec slova (overuje ¢i je slovo v spravnom forméte). Ked precita znak #, vnori sa do
podstromu. Ak bolo slovo v spravnom formate, tak po precitani celého slova zostane
hlava na poradnej paske na liste stromu. Akceptuje ak list je 1 neakceptuje ak list je
0. Tym padom kazdy list ndm o jednom slove hovori, ¢i patri alebo nepatri do jazyka.

Dlzka rady je priamotmernd poctu listov. Listov je n**1. Dizka slova je v tomto
pripade kn + k + n. Teda rada je dlha O(n**1) v zévislosti od dlzky slova. N

Doésledok 2.6.1. Pre kazdé k € N, trieda SPACE(1)/n**! je neporovnatelnd s DCFL/n*,
a SPACE(1)/n**t je tieZ neporovnatelnd s CFL/n¥.

Konec¢né automaty nedokazu zizitkovat vacsiu ako polynomidlnu radu [3]. Ak jazyk
L nepatri do SPACE(1)/n* pre Ziadne k, tak L nie je mozné akceptovat koneénym

automatom s radou lubovolnej dlzky.
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Kapitola 3
Uzaverové vlastnosti

V tejto kapitole preskimame uzaverové vlastnosti nasho modelu. Ukazeme ako sa liSia
pre deterministické a nedeterministické zasobnikové automaty s poradnou paskou.
Nakolko trieda DCFL/exp = CFL/exp = ALL, tieto triedy su uzavreté na akikolvek

operaciu, a nebudeme sa nimi dalej zapodievat.

Lema 3.1. Jazyk {a#ty#ali#y® | z,y € {a,b}*} nie je v CFL/f(n), ak f(n) je

subexponencidlna funkcia.

Dokaz. Tvrdenie dokazeme sporom: Nech A je nedeterministicky zasobnikovy automat
v normélnom tvare (veta 1.1) a h je poradné funkcia, pricom |h(n)| € O(f(n)), kde f(n)
je subexponencidlna funkcia. Predpokladame, ze automat A s funkciou h akceptuje
jazyk L = {afty#a"#y™ | v,y € {a,b}"}.

Uvazujme slovo z#y#z#y? ako pozostévajtice zo Styroch tisekov rozdelené podla
znakov #. V dokaze sa budeme pozerat len na slova tvaru {x#y#z#w | x,y,z,w €
{a,b}",n € N} (také v ktorych je kazdy usek rovnako dlhy).

Uvazujme dve slovd z #y#alt#yl a vo#ty#ali#y®, kde z1, 20,y € {a,b}". V ak-
ceptacnom vypocte automatu A nad slovom x #y#xE#y" nastane konfiguracia, v kto-
rej sa posledny krat vybral zo zasobnika znak korespondujtci k prvej casti slova, pocas
prechodu druhou ¢astou slova. Oznac¢me poziciu na ktorej sa v tejto konfiguracii na-
chadza citacia hlava i1;. Neskdr moze nastat konfiguracia, v ktorej sa zo zasobnika
vyberie posledny znak korespondujuici k druhému tseku slova, pocas prechodu stvrtou
castou slova. Oznacme poziciu na ktorej sa v tejto konfiguracii nachadza ¢itacia hlava
i19. V akceptaénom vypocte slova zo#y#arl4#ty? si rovnako oznacime tieto pozicie iy
a 199.

Ak sa iy = o1, i19 = o9, a vypolet slova x#y#al#y" sa s vypoctom slova
oty alHtytt zhodujt tieZ v stave, vrchnom znaku na zdsobniku a pozicif na poradnej
paske v konfiguracii, ked bola hlava na pozicii 7;; na vstupnej paske, a ked bola hlava na
pozicif i19, tak potom mézeme skonstruovat akceptacny vypocet slova x#y#Hrl#y".

Zaciatok vypoctu bude zhodny s vypoctom slova x#y#zl#y™. Od pozicie i, po

13
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i1o bude zhodny s vypoctom slova zo#y#rii#y? az na spodni ¢ast zasobnika (ktorej
sa vSak nedotkne). Od 15 po koniec slova bude vypocet opét zhodny s vypoctom slova
TiFtyFH i H#Hy".

Podla predpokladu A neakceptuje zi#y#al#y"®, pre Ziadne rozne z1,z,. Teda
kazdé 1 musi mat bud unikdtnu volbu tychto parametrov (i1, 19, stavy, znak na vrchu
zésobnika, pozicie na poradnej rade), alebo vo vypocte x1#y#a iy, ked sa dostane
¢itacia hlava do stvrtej casti slova, na zasobniku uz nie je ¢ast koreSpondujica ku druhej
Casti slova. Pocet roznych kombindci{ tychto parametrov je O(n?f(4n)?), zatial ¢o pocet
roznych x je 2". Teda pre dostatocne velké n, pre dané y, pre viac ako polovicu moznych
r, neexistuje vypocet slova x#y#x#4yf, v ktorom by ¢ast zasobnika korespondujiica
k druhej casti slova, bola pritomna ked ¢itacia hlava dorazi do stvrtej casti slova.

Uvazujme dve slova z#y #xl#yl a aftys#a B4yl kde x,y1,yo € {a,b}". V ak-
ceptacnom vypocte automatu A nad slovom z#y, #x#yf moze nastat konfiguricia,
v ktorej sa na vrchu zasobnika prvy krat nachadzal znak korespondujici k prvej cas-
ti slova, pocas prechodu trefou castou slova. Oznac¢me poziciu na ktorej sa v tejto
konfiguracii nachadza citacia hlava 7;5. Ak toto nastalo, tak pocCas prechodu prvou
castou slova musela nastat konfiguracia, v ktorej bol tento znak na vrch zasobnika
pridany. Oznac¢me poziciu na ktorej sa v tejto konfiguracii nachadza citacia hlava iy.
V akcepta¢nom vypocte slova x#y,#x4#ylt si rovnako oznadime tieto pozicie io; a io.

Ak sa iy = o1, i12 = f99, a vypocet slova x#ty #axlt#yl sa s vypodtom slova
atye#ai#yL zhoduji tieZ v stave, vrchnom znaku na zésobniku a pozicif na poradnej
paske v konfiguracii, ked bola hlava na pozicii ¢;; na vstupnej paske, a ked bola hlava na
pozicif i19, tak potom mdzeme skonstruovat akceptacny vypocet slova x#ysFx#yl.
Zadiatok vypoctu bude zhodny s vypoctom slova x#ty #xt#yl. Od pozicie iy; po
i1o bude zhodny s vypoctom slova a#tys#al#yL az na spodni ¢ast zdsobnika (ktorej
sa vSak nedotkne). Od 15 po koniec slova bude vypocet opit zhodny s vypoctom slova
affn F#aEy

PodTla predpokladu A neakceptuje x#tys#x 4yt pre ziadne rozne y, y». Toto ndm
obmedzuje pocet roznych y; pre ktoré existuje vypocet slova z#y #x#yl* v ktorom
by sa pocas prechodu tretou castou slova na vrchu zasobnika nachadzal znak kores-
pondujtci k prvej casti slova na O(n?f(4n)?) moznych. Teda pre dostatoc¢ne velké n,
pre dané x, pre viac ako polovicu moznych vy, neexistuje vypocet slova x#y#xi#yT,
v ktorom by cast zasobnika korespondujica k druhej casti slova, nebola pritomna ked
¢itacia hlava dorazi do stvrtej casti slova.

Z Dirichletovho principu teda musi existovat taka dvojica z,y € {a,b}", Ze pre
slovo x#y# x4y neexistuje ani vypocet v ktorom by éast zasobnika korespondujiica
k druhej casti slova, bola pritomné ked ¢itacia hlava dorazi do Stvrtej casti slova, ani

vypocet v ktorom by bola pritomna. Teda neexistuje ziaden akceptacny vypocet slova
a#y#xR#yt, o je spor. O
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Veta 3.1. Ak f(n) je subezponencidlna funkcia, triedy CFL/f(n) a DCFL/f(n) nie su

uzavreté na prienik jazykov.

Doékaz. Uvazujme jazyky Ly = {a#y#ali#z2 | z,y,2 € {a,b}*} a Ly = {afty#z4y"? |
z,y,z € {a,b}*}. Jazyky Ly a Ly st deterministické bezkontextové jazyky, teda pat-
ria aj do CFL/f(n) a DCFL/f(n). Ich prienik je jazyk z lemy 3.1 a teda nepatri do
CFL/f(n). Kedze DCFL/f(n) C CFL/f(n), Ich prienik nepatri ani do DCFL/f(n). O

Veta 3.2. Pre kazdi funkciu f(n), trieda DCFL/ f(n) je uzavretd na komplement.

Ak deterministicky zdsobnikovy automat A s poradnou funkciou h, kde |h(n)| €
O(f(n)), akceptuju jazyk L, je mozné skonstruovat deterministicky zasobnikovy auto-
mat A’ taky, ze L(A’,h) = L¢. Konstrukcia by bola v principe rovnakd ako v pripade
klasickych (bez pomocnej pasky) deterministickych zasobnikovych automatov (detek-

cia zacyklenia pomocou pocitadla v stave), nebudeme ju tu uvadzat.
Veta 3.3. Pre kazdi funkciu f(n), trieda CFL/f(n) je uzavretd na zjednotenie jazykov.

Doékaz. Nech L je jazyk akceptovany automatom A; s poradnou funkciou iy : N — A¥)
kde |hi(n)] € O(f(n)) a Ly je jazyk akceptovany automatom A s poradnou funkciou
hy : N — A% kde |ha(n)| € O(f(n)).

Definujeme si poradni funkciu b : N — (A3 U Ay U{#})* ako h(n) = hi(n)#ha(n)
(novozavedeny znak # nepatri do abecied A; a Ay). Automat A sa najprv nedeter-
ministicky rozhodne, ¢i bude simulovat automat A, alebo A;. Ak sa rozhodne pre
Ay, bude pri simulécii povazovat symbol # na poradnej paske za znak znaciaci koniec
rady. Ak sa rozhodne odsimulovat As, najprv sa na poradnej paske presunie za znak
# (Cast za tymto znakom je rada pre Ay).

Prave vtedy ak w € L; existuje vypocet v ktorom A akceptuje w, pricom sa na
zacCiatku rozhodne simulovat automat A;. Rovnako existuje vypocet v ktorom A ak-
ceptuje w, pricom sa na zaciatku rozhodne simulovat automat Ay prave vtedy ked

w € Ly. Preto automat A spolu s poradnou funkciou h akceptuje jazyk Ly U Ly. [

Prienik dvoch jazykov vieme vyjadrit pomocou komplementu a zjednotenia: L; N
Ly = (LY U LS). Ak by nejaka trieda jazykov bola uzavretd aj na zjednotenie, aj na
komplement, musela by byt nutne uzavreta aj na prienik. Ako dosledok predchadza-

jucich tvrdeni teda musia platit aj nasledovné dve vety.

Veta 3.4. Ak f(n) je subexponencidlna funkcia, trieda CFL/f(n) nie je uzavretd na

komplement.

Veta 3.5. Ak f(n) je subexponencidlna funkcia, trieda DCFL/f(n) nie je uzavretd na

zjednotenie jazykov.

Veta 3.6. Triedy DCFL/f(n) a CFL/f(n) si uzavreté na prienik s requldrnym jazykom.
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Dokaz. Nech A; je nedeterministicky zasobnikovy automat a h je poradna funkcia,
pricom |h(n)| € O(f(n)). Nech automat A; spolu s poradnou funkciou h akceptuji
jazyk Ly = L(A1,h). Nech A, je deterministicky konecny automat akceptujici jazyk
Lo.

Je mozné skonstruovat automat A taky, ze L(A,h) = Ly N Ly. Stavy automatu
A budid mat dve zlozky K4 = Ka, X K4,. Automat A bude sicasne simulovat aj
Ay aj As. Akceptacné stavy budia Fy = Fy, X Fa,, teda akceptujeme len ak st oba
simulované automaty v akceptacnom stave.

V prvej zlozke si A paméta stav automatu A;. Simulovany automat A; rozhoduje
o pohybe na oboch paskach a diani na zasobniku.

Druhé zlozku tvori stav automatu A,. Meni sa len ked sa ma ¢itacia hlava posunit
dopredu. Tym padom ked sa bude ¢itacia hlava nachadzat na koncovom znaku $, bude
v tejto zlozke taky stav, v akom by bol Ay po precitani celého slova.

Ak A; bol deterministicky, tak vdaka takejto konstrukcii je aj A deterministicky.

O

Veta 3.7. Ak dva jazyky Li, Lo patria do CFL/f(n) tak ich zretazenie LiLy patri do
CFL/n%f(n).

Dékaz. Ukéazeme konstrukciu automatu A a poradnej funkcie h takych, ze L(A,h) =
Ly Ls.

Nech L, je jazyk akceptovany automatom A; s poradnou funkciou h; : N — A7,
kde |hi(n)] € O(f(n)) a Ly je jazyk akceptovany automatom As s poradnou funkciou
hy : N — A} kde |ha(n)| € O(f(n)). Bez ujmi na vseobecnosti, moézeme predpokladat,
7e poradné funkcie hy a hy vidy produkujd rady parnej dizky.

Definujeme si funkciu b} : N — (Ay U {#nm, #})*. Nech w; a wy je prva a druha

polovica slova hi(n), teda hy(n) = wiwy a |w| = |wsl.

hll (n) - wl#mw2#ew1#mw2#e S #ewl#mw2

~
n-Kkréat

Obdobnym sposobom definujeme funkciu hf. Teraz moézme definovat nasu poradnt
funkciu h : N — (A; U Ay U {#,,, #e, #s, #1)*. Predpokladdme Ze novo zavedené
naky #,., #e, #s, #p sa nenachadzaji v poradnych abecedach A; a As.

h(n) = By (1) #h1(2)3s .- M (n)Foh (1) 05 (2)#s - #sho(n)

Kazdé slovo w z jazyka L sa sklada z dvoch c¢asti w = wyws, kde wy € Ly a wy € Ls.
Automat A sa nedeterministicky rozhodne, kde sa nachadza predel medzi tymito slova-
mi. Néasledne odsimuluje vypocet automatu A; nad castou slova pred tymto predelom,
a potom odsimuluje vypocet automatu As na zvysku slova. Oba musia akceptovat aby

A akceptoval.
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Najprv sa hlava na poradnej paske presunie na zaciatok niektorého z tsekov b (7)
(niekolkokrat sa nedeterministicky rozhodne, ¢i sa presunie na nasledujici znak #;
na poradnej paske, ak narazi na #,, neakceptuje). Nésledne zacne simulovat automat
A;. Pamata si stav automatu A; v stave. Ak sa A; chce posunit dopredu na poradnej
péske, A sa posunie dopredu na poradnej paske (presko¢i #,,, ak nan narazi). Ak sa A,
chce posunuf dopredu na vstupnej paske, A sa posunie dopredu na vstupnej paske,
a posunie sa na dalsi segment v b} (i), na to isté miesto v hq(7). K tomu mu pomdzu
symboly #,, a #.. Automat sa bude posivat na poradnej paske dokym nenarazi na
znak #,, alebo #., pricom pre kazdy krok pridd na zasobnik pomocny symbol B.
Potom sa automat posunie dopredu na poradnej paske za kazdy symbol B, vyberajtc
vsetky B zo zasobnika. Néasledne tento proces automat zopakuje druhy krat. Ak narazi
na znak #, alebo #, na poradnej paske, znamena to, ze A; narazil na koniec svojej
Casti slova na vstupnej péaske (v simuldcii A; preéita koncovy znak $). Ked skond¢i
simulacia automatu A;, hlava na poradnej paske sa presunie za symbol #,. Nasledne
zopakuje taku isti proceduru na druhej polovici rady. Nedeterministicky sa presunie
na zaciatok nejakého tseku R (i), a rovnako odsimuluje As.

Automat A akceptuje iba ak obe simulacie akceptovali, a po skonceni druhej simu-
lacie skoncila hlava na vstupnej paske presne na konci (ak koniec "prestreli”; t.j. pocas
druhej simuldcie narazi na koniec vstupu tak neakceptuje). Preto A akceptacné w iba
ak w € Ly Ls.

Ak w € LiLs, tak w = wywy, kde wy € Ly a wy € Ly. Automat A so vstupom

w si moze nedeterministicky zvolit tseky rady b} (Jwi|) a h)(Jwsl|), ¢im sa zaruci, ze A

akceptuje.
Funkcie [hj(n)| a |hy(n)] st O(nf(n)). Teda |h(n)| patri do O(n> 7, f(i)) C
O(n?f(n)). O

Déosledok 3.7.1. Trieda CFL/poly je uzavretd na zretazenie.
Veta 3.8. Ak jazyk L patri do CFL/f(n) tak L* patri do CFL/f(n)n*logn.

Doékaz. Nech L je jazyk akceptovany automatom A s poradnou funkciou h : N — A*
kde |h(n)| € O(f(n)). Ukazeme konstrukciu automatu A’ a poradnej funkcie h”, ktory
akceptuje jazyk L*. Bez ujmy na vsSeobecnosti, mézeme predpokladat, ze poradna
funkcia h vzdy produkuje rady parnej dlzky.

Uvazujme postupnost (a;);en, ktord zaradom vymenuje vsetkych delitelov ¢isla n,

pre vietky &isla n. !

(a;)ien = (1,1,2,1,3,1,2,4,1,5,1,2,3,6,...)

'Postupnost A027750 v On-Line Encyclopedia of Integer Sequences



18 KAPITOLA 3. UZAVEROVE VLASTNOSTI

Nech b,, znad¢i index prvého vyskytu ¢isla n v postupnosti (a;)ien, t.j. najmensie ¢islo,
pre ktoré a,, = n. Postupnost (b;);en je O(nlogn), nakolko kazdé n ma najviac logn
delitelov.

Funkciu A’ si definujeme rovnako ako v dbkaze vety 3.7. Definujeme si poradni
funkciu A" : N — (A U{#m, #e, #s 1)

h'(n) = h'(a0)#: (az)#s - . . #:h (aw,)

Automat A’ bude pracovat takto: niekolkokrat sa presunie za najblizsi znak #, na
poradnej péaske (po kazdom presunuti sa nedeterministicky rozhodne, ¢i pokracuje).
Zastavi sa na zaciatku nejakého tseku h'(i). Nésledne odsimuluje vypocet automatu
A na Casti vstupu dizky 7. Simuldcia bude prebichat rovnako ako t4 v dokaze vety
3.7. Po skonéeni simulacie skon¢i hlava na poradnej paske za tisekom h'(), a hlava na
vstupnej péaske skonéi o i krokov dalej. Toto budeme opakovat v cykle (nedeterminis-
ticky sa presunit na niektory tusek vstupnej pasky, a potom ho pouzif na simulaciu A
na dalSom tseku vstupu). Nakoniec A’ akceptuje iba ak vsetky simulované automaty
A akceptovali svoj tusek vstupu, a cyklus skonéi presne na konci vstupu (ak koniec
"prestreli”; t.j. pocas simuldcie narazi na koniec vstupu tak neakceptuje).

Z konstrukcie je evidentné, Ze ak existuje akceptacny vypocet kde A’ akceptuje
slovo w, tak w sa musi dat rozdelif na niekolko slov w = wiws ... w,, tak, ze w; € L
pre vsetky 1.

Postupnost (ai)fgo ma takuto vlastnost: pre lubovolné kladné celé ¢isla ¢y, ca, . .., ¢
také, ze ", ¢; = n, postupnost (¢;)™, je podpostupnost postupnosti (a;)b,. Preto
ak slovo w patri do L*, teda w = wyws ... w,,, kde vSetky w; € L, tak musi existovat
vypocet ktory w akceptuje. Garantovane si A’ vie nedeterministicky zvolit také tseky
rady, ktoré spravne koresponduji k dlzkam tsekov w;.

Funkcia |h/(n)| je O(nf(n)). Teda |h”(n)| patri do O(f(n)n?logn). O
Désledok 3.8.1. Trieda CFL/poly je uzavretd na Kleeneho uzdver.

Veta 3.9. Ak f(n) je subexponencidlna funkcia a f(n) € Q(n), trieda DCFL/f(n) nie

je uzavretd na zretazenie jazykov.

Doékaz. Jazyk Lpa. = {ww® | w € {a,b}*} je mozné akceptovat s linedrnou radou.
Pre slové parnej dizky bude rada dlh4 polovicu dizky slova. Hlava na poradnej paske
sa bude pohybovat zarovno s hlavou na vstupnej paske. Koniec poradnej pasky znaci
polovicu slova. Automat znaky zo vstupu pridava na zasobnik kym nepride do stredu
slova. Pri prechode druhou polovicou slova znaky zo zasobnika vybera a kontroluje ¢i
sa zhoduji so vstupom. Slova nepérnej dlzky neakceptuje.

Zretazenie s regularnym jazykom {#c" | n € N} nam déva jazyk Lpap = {ww#c™ |
w € {a,b}*,n € N}. Tento jazyk nepatri do DCFL/f(n) (veta 2.5). O
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Désledok 3.9.1. Trieda DCFL/poly nie je uzavretd na zretazenie.

Veta 3.10. Ak f(n) je subexponencidlna funkcia a f(n) € Q(n), trieda DCFL/ f(n) nie

je uzavretd na Kleeneho uzdver.

Dokaz. Jazyk L = {ww?# | w € {a,b}*} U{c" | n € N} je mozné akceptovat s line-
arnou radou. Rada bude opét znacit stred slova. Ak je prvy znak vstupu ¢, automat
len skontroluje ¢i s vSetky znaky c. Inak automat postupuje rovnako, ako automat
v predchadzajicom dokaze, navyse kontroluje, ze ziaden znak nie je c.

Prienik jazyka L* a reguldrneho jazyka {w#c" | w € {a,b}*,n € N} ndm dava
Lpap = {wwf4c™ | w € {a,b}*,n € N}. Jazyk Lpap nepatri do DCFL/f(n) (veta
2.5). Nakolko DCFL/f(n) je uzavreta na prienik s reguldrnym jazykom, nemdze byt

uzavreta na Kleeneho uzaver. Il
Désledok 3.10.1. Trieda DCFL/poly nie je uzavretd na Kleeneho uzdver.

Otézka zretazenia pre triedy DCFL/ f(n), kde funkcia f(n) € o(n) zostava otvorena.
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Zaver

V praci sme preskimali vlastnosti neuniformného modelu zasobnikovych automatov,
ktoré dostévaji pomocni informdciu zdvisli od dizky vstupného slova na dodato¢nej
paske.

Pre radu subexponencidlnej dizky sme ukdzali existenciu hierarchii tried jazykov
oboch variantov (deterministicky a nedeterministicky) ndsho modelu v zavislosti od
dlzky rady. Vyuzili sme na to diagonalizaéné dokazy. Ukézali sme tiez, 7e pri radéch
rovnakej dizky existuje istd forma Chomského hierarchie, t.j. trieda nedeterministic-
kych zésobnikovych automatov s radou dlzky O(f(n)) je vicsia od triedy determinis-
tickych zésobnikovych automatov s radou dlizky O(f(n)) a té je zas vacsia od triedy
deterministickych koneénych automatov s radou dizky O(f(n)), pre subexponenciilne
funkcie f.

Uviedli sme niekolko vysledkov o uzaverovych vlastnostiach tohto modelu. Tieto
vysledky sa lisia medzi deterministickym a nedeterministickym variantom. Zatial¢o
trieda nedeterministickych zdsobnikovych automatov s radou polynomialnej dlzky je
uzavreta na zjednotenie, zretazenie a Kleeneho uzaver, trieda deterministickych zasob-
nikovych automatov s radou polynomialnej dizky je uzavretd iba na komplement (nie
je uzavretd na prienik, zjednotenie, zrefazenie, ani Kleeneho uzéver). Toto sa zho-
duje s tym ako tomu je aj pre klasickych zdsobnikovych automatoch (bez pomocne;j

informaécie).
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