UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

VARIANTY POJMU UZITOCNOSTI INFORMACIE
BAKALARSKA PRACA

2023
VINCENT HLAVAC






UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY

VARIANTY POJMU UZITOCNOSTI INFORMACIE
BAKALARSKA PRACA

Studijny program:  Informatika

Studijny odbor: Informatika

Skoliace pracovisko: Katedra informatiky

Skolitel: prof. RNDr. Branislav Rovan, PhD.

Bratislava, 2023

Vincent Hlavac






77747164

Univerzita Komenského v Bratislave
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

ZADANIE ZAVERECNEJ PRACE

Meno a priezvisko Studenta: Vincent Hlavac

Studijny program: informatika (Jednoodborové stadium, bakalarsky I. st., denna
forma)

Studijny odbor: informatika

Typ zaverecnej prace: bakalarska

Jazyk zaverecnej prace: slovensky

Sekundarny jazyk: anglicky

Nazov: Varianty pojmu uzito¢nosti informacie

Variants of the notion of usefulness of information

Anotacia: Praca bude pokracovanim skiimania pojmu uZzito¢nosti informacie. Ciel'om je
definovat’ a analyzovat’ modifikacie pojmu uzito¢nosti informacie. Napriklad
zaviest moznost viacnasobnej rady alebo zaviest’ prisnejSie podmienky
na uZzitocnost'.

Ciel’: Praca bude pokraCovanim skimania pojmu uzitocnosti informécie. Ciel'om je
definovat’ a analyzovat’ modifikacie pojmu uzito¢nosti informacie. Napriklad

zaviest moznost viacnasobnej rady alebo zaviest prisnejSie podmienky
na uzitoc¢nost’.

Veduci: prof. RNDr. Branislav Rovan, PhD.
Katedra: FMFILKI - Katedra informatiky
Vediici katedry:  prof. RNDr. Martin Skoviera, PhD.

Sposob spristupnenia elektronickej verzie prace:
bez obmedzenia

Datum zadania: 12.10.2022

Datum schvalenia: 13.10.2022 doc. RNDr. Dana Pardubska, CSc.

garant §tudijného programu

Student veduci prace



v

Podakovanie: Dakujem mdjmu skvelému skolitelovi, profesorovi Rovanovi, za

vedenie pri praci a ochotu odpovedat na vsetky moje otazky.



Abstrakt

V tejto praci pokracujeme v skimani pojmu uzitocnosti informacie pri rieseni prob-
lému. Berieme problémy formalizované regularnym jazykom L nad unarnou abecedou
a za zlozitost problému povazujeme stavovovi zlozitost minimalneho automatu A
akceptujuceho jazyk L. Zistujeme ¢i existuje dodato¢nd informéacia L,.q4,, ktord ndm
umozni riesit problém lahsie, teda najst novy problém L., taky, ze Lagy N Lpew = L,
pricom pre automaty Auq, a Apew akceptujuce jazyky Log, & Lpe,, musi platit, ze
maji mensiu stavovu zlozitost ako automat A. Na toto sa pozerame ako na rozklad
automatu A na A.g, a Apew. Zavadzame moznost druhej dodatocnej informacie Lggyo
a skimame rozklad automatu A na tri nové automaty A.qy, Aadvz @ Anew, kde Agguo
akceptuje jazyk Legwe a opét je mensej stavovej zlozitosti ako automat A. Dalej
skimame kvalitu rozkladov, za ktori berieme stucet stavovych zlozitosti automatov
rozkladu. Ukazeme horné a dolné hranice kvality pre jednotlivé rozklady a porovname

kvalitu rozkladov automatu A na dva a tri nové automaty.

KTacové slova: uzitocnost informacie, rada, unarny deterministicky konec¢ny auto-

mat, rozlozitelnost, rozklad, kvalita rozkladu, stavova zlozitost



Abstract

In this thesis we continue the research of the notion of usefulness of information for
problem solving. We deal with problems formalized by the unary regular language
L and for the problem complexity we consider the state complexity of the minimal
automaton A accepting language L. We determine if there exists an additional
information L,q,, which will allow us to solve the problem more easily, thus find
a new problem L,,.,, such that L.g, N Ly = L, while automata A.q, and A,
accepting languages L,q, and L., have lower state complexity then automaton A.
We formalize this situation as decomposition of the automaton A into automata
A and A, We introduce the option of the second additional information Lgg,
and examine decomposition of the automaton A into three new automata A.qg,,
Agdve and A,,.,,, where automaton A,g» accepts language L,4,2 and once again
it has lower state complexity then the automaton A. We further examine the
quality of decomposition, for which we consider the sum of state complexities of
automata forming decomposition. We give upper and lower bounds for quality of
decompositions and compare the quality of decompositions of the automaton A into

two and three new automata.

Keywords: usefulness of information, advice, unary deterministic finite automaton,

decomposability, decomposition, quality of decomposition, state complexity
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Uvod

V tejto praci budeme pokracovat v skiimani pojmu informdcie. Ked hovorime o
pojme informdacia, mozu nas zaujimat jej rozne aspekty ako mnozZstvo, aktudlnost
alebo uZitocnost. Pri mnozstve nas zaujima ako velkd je informécia, ktort sme dostali,
respektive kolko informéacie potrebujeme. To koresponduje s redlnym zivotom, kde
casto na riesenie nejakého problému potrebujeme informéciu urcitého rozsahu alebo
mozeme mat obmedzeny priestor, kde mozeme dand informaciu zaznamenat. V
pripade aktudlnosti nas zaujima ako stard informacia je, respektive kedy sme ju
dostali. Opat to koresponduje s redlnym zivotom, kde ma vyznam, kedy sa nejakt
informaciu dozvieme, pretoze moze byt aktualna len nejaky cas a neskor by uz pre nas
nemala ziadny vyznam. V pripade uzito¢nosti informéacie nas zaujima ako uzito¢né
informacia je, respektive do akej miery nam pomoze. Aj v redlnom zivote si pre
nas niektoré informéacie uzitocnejsie ako iné. Napriklad nam viac pomo6zu pri rieSeni
nejaké problému alebo nas len jednoducho viac zaujmi.

My sa budeme venovat prave skiimaniu uzito¢nosti informéacie. Podstatu pojmu
mozeme popisat takto: Informdciu povaZujeme za uZitocni, ak ndm pomadze riesit
problém lahsie [1]. Pre dany problém chceme zistit ¢i existuje dodato¢né informécia o
vstupe, ktord by nam umoznila riesit problém v istom zmysle lahsie. Od dodatocnej
informacie taktiez pozadujeme, aby bola rozumnd, teda overenie jej spravnosti, by
nemalo byt tazsie ako rieSenie povodného problému. Inak by mala takato informécia
prilis velku silu a rieSenie problému by mohla urobif trividlnym. Prave takato
informacia je pre néas uzitocna, kedze nam zjednodusi rieseny problém.

Budeme mat teda problém, pre ktory budeme chcief zistit ¢i existuje nejaka
dodatocna informécia o vstupe a nejaky novy problém, ktoré spolu presne urcia
rieSenie povodného problému. Od nového problému vyzadujeme, aby jeho riesenie bolo
jednoduchsie ako riesenie povodného problému. Zaroven aj na dodato¢nu informaciu,
ktort nazveme aj rada, sa mézeme pozeraf ako na jednoduchsie riesenie nejakého
dalsieho nového problému. Na celu situaciu sa teda mozeme pozerat aj ako na rozklad
problému, respektive jeho riesenia na dva nové jednoduchsie problémy, respektive
ich riesenia.

Na formalizaciu vyuzijeme tedriu formélnych jazykov a automatov, pricom prob-

lém budeme formalizovat jazykom L a za jeho riesenie budeme povazovat automat A



2 Uvod

akceptujuici dany jazyk. Pricom budeme skiimat moznost rozkladu jazyka L na nové
jazyky, respektive automatu A na nové automaty. V poslednych rokoch sa sktimali
rozne pripady, kde boli brané ako riesenia problémov deterministické konecné auto-
maty DFA, nedeterministické konec¢né automnaty NFA, deterministické zasobnikové
automaty dPDA, ale aj dalsie varianty, kde bolo napriklad najprv potrebné rady
prelozit. Prehlad je mozné nasjt v ¢lanku On Usefulness of Information: Framework
and NFA Case [1].

V nasej praci sa budeme venovat pripadu DFA nad unarnou abecedou, kde
nadviazeme na existujuce vysledky, ktoré uvedieme v Kapitole 1. V Kapitole 2
budeme skiimaft kvalitu kozkladov DFA. V Kapitole 3 uvedieme moznost pridania
druhej rady, teda budeme skiimat ako ndm zjednoduchsia problém dve dodatoc¢né
informacie. Respektive sa budeme pozerat na rozklad DFA na tri nové automaty.
Rozklad na viac automatov zavedieme s myslienkou zlepsenia kvality rozkladu oproti
rozkladom na dva automaty. V zaverecnej Kapitole 4 preskimame kvalitu rozkladov
DFA na tri nové automaty a porovname ju s kvalitou rozkladov DFA na dva nové
automaty.

Povodnou motivaciou pre skiimanie pojmu uzitoc¢nosti informacie bolo vyuzitie
paralelizmu pri alternujicich automatoch. Pri vypocte alternujiceho automatu moze
dojst k rozdeleniu na dve vetvy, ktoré dalej pocitaji nezavisle od seba. Jedna vetva
vypoctu akoby dostane radu od druhej a sama uz riesi len nejaky jednoduchsi problém,

¢o zodpoveda nami skimanému rozkladu automatov.



Kapitola 1
Definicie a stav problematiky

V tejto kapitole formalne definujeme rozklady jazykov a automatov na dva nové jazyky
respektive automaty v pripade DFA, ktorym sa budeme zaoberat. Dalej uvedieme
niektoré vysledky v danej oblasti, na ktoré v tejto praci nadviazeme. Okrem toho
uvedieme aj niekolko pomocnych tvrdeni z réznych oblasti, ktoré budeme neskor

potrebovaf.

1.1 Formalizacia

Pre formalizaciu sme zvolili teériu formalnych jazykov a automatov. Budeme pouzivat
standardné znacenie (pozri napr. J.E. Hoperoft, J.D. Ullman [2]). Dlzku vstupného
slova w budeme oznacovat |w|, pocet prvkov monziny S budeme oznacovat |S].
Prazdne slovo budeme oznacovat ¢ a prazdnu mnozinu (). Deterministicky konec¢ny
automat DFA je pética A = (@, %, 6, qo, F'), kde @ je koneénd mnozina stavov a
F C @@ mnozina akceptacnych stavov, ¥ je vstupna abeceda, teda konecna mnozina
symbolov, § : Q x X — @ je prechodova funkcia, ktora je totalna a ¢o € @ je
pociatocény stav. Konfiguracia je dvojica (¢, u) € @ x ¥*. Krok vypoc¢tu automatu
A je relacia na konfiguraciach 4, pricom plati, ze dve konfiguracie si spolu v
relacii, ak sa da z jednej dostat do druhej pomocou prechodovej funkcie, formélne
(q,au) Fa (p,u) ak 0(q,a) = p. Ked je z kontextu zjavné, ze ide o automat A
budeme krok vypoctu automatu A znacit len . Vypocet automatu A na slove w je
postupnost konfiguracii, kde prva je tvaru (g, w) a poslednd (p, ) pre nejaké p € @,
pricom kazdé dve po sebe idice konfiguracie st spolu v reldcii . Akceptacny vypocet
je vypocet konciaci v akceptacnom stave p € F'. Jazyk akceptovany automatom
A oznacujeme L(A) = {w | w € ¥*,3q € F (qo,w) F* (g,¢)}, teda su to vsSetky
také slova w, na ktorych existuje akceptacny vypocet automatu A. Pocet stavov
automatu A zna¢ime #g(A) = |Q|. Stavova zlozitost automatu A je pocet jeho

stavov, teda #g(A), budeme ju oznacovat sc(A). Deterministicky konecny automat

3



4 KAPITOLA 1. DEFINICIE A STAV PROBLEMATIKY

A, in akceptujujuci jazyk L je minimalny, ak neexistuje automat A akceptujuci L,
pre ktory plati, ze sc(A) < sc(Apmin). Deterministickd stavova zlozitost reguldrneho
jazyka L € R je stavova zlozitost minimélneho DFA akceptujiceho jazyk L, teda
min{sc(A) | L(A) = L}, budeme ju oznacovat sc(L).

1.2 Teébria Cisel

Uvedme niekolko tvrdeni z tedrie ¢isel, ktoré budeme v praci potrebovat.

Veta 1 (Zovseobecnena Cinska Zvyskovd Veta (CRT) [3]). Nechny, ... ,ny st kladné

celé c¢isla a nech ay, ... ,a; su lubovolné celé cisla. Potom systém kongruencii
r=ay (modny), ..., x=a (modnyg)

md rieSenie x prave vtedy, ked gcd(n;,n;) deli a; — a; pre kaZdé i # j. Navyse ak
riesenie x existuje, tak vsetky riesenia su navzdjom kongruentné modulo n, kde

n=Ilem(ny,... ng).

Pozndamka 1. Ak zoberieme ny, ... ,n; po dvoch nestdelitelné, teda ged(n;, n;) =1
pre kazdé i # j, tak dostdvame Cinsku Zvyskovi Vetu v Standardnom zneni.
Pozndmka 2. Uvedomme si, ze podmienku ged(n;,n;) deli a; — a; pre kaZdé i # j
mozeme ekvivalentne prepisat na podmienku a; = a; (mod ged(n;,nj)) pre kazZdé
i J.

Veta 2 (Euklidova Veta [3]). Ezistuje nekonecne vela prvocisel.

Veta 3 (Nerovnost Aritmetického a Geometrického Priemeru (AM-GM) [4]). Nech

a1,0Q3, ... 0, SU lubovolné kladné redlne cisla. Potom plati nerovnost

ay+as+ ...+ ay
n

> Yajas ... ay

pricom rovnost plati prave vtedy, ked a1 = as = ... = ay,.

Tvrdenie 1. Nech x,y € Z, nech A\, \s € Nt. Ak x = y (mod lem(\i, \2)), tak
potom aj x =y (mod A1) a tieZz x =y (mod Ag).

Dékaz. Nech x,y patria do Z, nech \j, Ay patria do N*. Oznac¢me lem(Aq, A2) = 1.
Nech plati z =y (mod lem(\, A2)), teda © =y (mod 1). Vieme, Ze | = ay A1 = apdg
pre nejaké o, oy z N. Dalej plati, ze x —y = kl pre nejaké k z N. Teda = —y = kag My
aaj r—y = kas\y. Potom x —y = 1\ pre 51 = kaq, teda (7 je z N, rovnako aj
x —y = P2 pre Py = kas, teda [ je z N. Z toho dostéavame, ze x =y (mod \;) a
aj r =y (mod ). O
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Tvrdenie 2. Nech a,c € N a nech navyse plati a/c. Potom pre kazZdé n € N plati,

Ze n. mod a = (n mod ¢) mod a.

Dékaz. Nech a,c patria do N a plati a/c. Teda ¢ = aa pre nejaké o z N. Nech n
patri do N. Nech n mod a = z, teda n = kya + x pre nejaké k; z N a tiez plati,
ze v < a. Nech n mod ¢ = y, teda n = koc + y pre nejaké ky z N a tiez plati, ze
y < c. Nech y mod a = z, teda y = ksa + z pre nejaké k3 z N a tiez plati, ze z < a.
Z toho dostavame n = ksc + y = koaa + kza + z = (ke + k3)a + z. Tiez vieme,
ze n = kia + v a taktiez z,x < a. Teda plati k; = ko + k3 a tiez 2z = z. Z toho

dostévame (n mod ¢) mod a =y mod a = z = x = n mod a. O

1.3 2-rozlozitelnost

Podme blizsie pozriet na 2-rozlozitelnost v pripade deterministickych konecénych
automatov DFA, na ktory v tejto praci nadviazeme. Budeme sa zaoberat problémami
formalizovanymi nejakym regularnym jazykom L € R, respektive za problém mozeme
povazovat rozhodnutie ¢i vstupné slovo w patri do L (w € L). DFA A akceptujici
jazyk L budeme povazovat za jeho riesenie. Za zlozitost rieSenia budeme uvazovat
stavovi zlozitost automatu A (sc(A)). Za zlozitost problému L potom budeme
uvazovat deterministickd stavovu zlozitost jazyka L (sc(L)).

Dodato¢nt informéciu o vstupe w formalizujeme pomocou regularneho jazyka
Lagw € R, respektive za radu povazujeme informéaciu, ze w € L,g,. Pre DFA A.q,
akceptujuci radu Lgg, musi platit sc(Aeg) < sc(Amin), kde A, je minimalny
automat akceptujici L, aby bola rada rozumna. Inak by existovalo rieSenie pévodného
problému L, ktoré by bolo jednoduchsie ako overenie spravnosti rady, teda prislusnosti
vstupného slova w do jazyka Laq,. Dalej budeme za radu vzdy povazovat rozumnt
radu.

Zaujima nas ¢i pre dany problém L existuje taka rada Lg,g,, ktorda nam umozni
najst jednoduchsi problém L,,.,,, pricom plati, ze L,g,NLpe, = L, teda riesenia novych
dvoch problémov jednoznacne urcuju riesenie pévodného problému L. Problém L.,
povazujeme za jednoduchsi ako L, ak pre riesenie problému, DFA A, akceptujuci
jazyk Lye, plati, Ze sc(Apew) < SC(Amin). Na tito situdciu sa mdZzeme pozerat aj
ako na rozklad jazyka L na jazyky Lug, & Lnew, respektive ako na rozklad automatu

A na automaty A.g, a Apew. Teraz si to mozeme sformalizovaf.

Definicia 1 ([5]). Nech A je DFA. Dvojicu DFA [A;, As] nazyvame 2-rozklad DFA
A ak L(A) = L(A)) N L(Ay), sc(A1) < sc(A) a sc(Asz) < sc(A). Ak takyto 2-rozklad
A existuje, hovorime, ze A je 2-rozloZitelny.

Pozndmka 3. V povodnom ¢lanku [5] je v definicii namiesto pojmu 2-rozklad len

rozklad a namiesto 2-rozlozitelny len rozlozitelny, kedze sa zaobera len rozkladmi
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automatu A na dva nové automaty. My vsak neskor (Kapitola 3) zavedieme 3-
rozlozitelnost, a preto sme si definiciu trochu upravili pre jednoznac¢né rozliSenie
danych pojmov. Obdobna situacia plati aj pre nasledujicu definiciu. Rovnako v
povodnom ¢lanku [5] nie je rozklad definovany ako dvojica, ale len, ze dva automaty
tvoria rozklad. Tato tpravu sme urobili, aby sa nam lahsie formalne definovala
kvalita rozkladu (Kapitola 2).

Na jazyk L(A;) sa mdzeme pozerat ako na novy jednoduchsi problém, zatial ¢o
na jazyk L(A;) ako na radu. Ak je minimalny DFA A,,;, akceptujici regularny jazyk
L 2-rozlozitelny, potom existuju DFA Auq,, Anew akceptujice jazyky Lagy, Lpew také,
7€ L = Lagy N Lyew a plati sc(Aggy) < sc(Apmin) @ s¢(Apew) < S¢(Amin). Teda existuji
jednoduchsie problémy L,4, a Lyey,, ktoré jednoznacne urcuju riesenie problému L.

Mozeme teda povedat, ze jazyk L je 2-rozloZitelny. Teraz si to mozeme sformalizovaf.

Definicia 2 ([5]). Nech L € R. Hovorime, Ze L je deterministicky 2-rozlozitelny ak

miniméalny DFA akceptujici L je 2-rozlozitelny.

Poznamka 4. Vsimnime si, ze automaty A; respektive A, tvoriace 2-rozklad minimal-
neho DFA A,,;, akceptujiceho L nemusia byt minimélne akceptujice jazyky L(A;)
respektive L(Aj). Sta¢i ndm len existencia mensich automatov ako automat A,,;,
takych, ze L(A;) N L(Ay) = L, aby bol L 2-rozlozitelny.

1.4 Unarne DFA

Teraz sa pozrime na regularne jazyky nad unarnou abecedou. Takéto jazyky su akcep-
tované unarnym deterministickym kone¢nym automatom UDFA, ¢ize klasickym DFA,
ktorého vstupna abeceda ma len jeden symbol. Potom v grafe takéhoto automatu ide
z kazdého stavu najviac jedna sipka. Zaroven v nasej definicii kone¢ného automatu
nepovolujeme, aby sa zasekol a nedocital vstupné slovo, takze z kazdého stavu musi
ist prave jedna sipka vchadzajica do iného. Takyto automat potom bude vyzerat ako
retaz, ktora bude ukoncena cyklom. Kedze pocet stavov automatu musi byt konecny,
na refazi musi prist stav, z ktorého pdjde sipka do nejakého predchadzajiceho stavu,
¢im vytvorime na konci retaze cyklus. Retaz pred zaciatkom cyklu nazyvame chvost.

Prirodzene sa mozeme na velkost takéhoto automatu pozerat ako na velkost
chvosta a velkost cyklu, ktoré meriame poc¢tom ich stavov. Velkost chvosta budeme

oznacovat p € N, velkost cyklu A € N. Teraz formélne.

Definicia 3 ([5]). Velkost UDFA A je dvojica (A, ), kde A je pocet stavov cyklu

automatu A a u je pocet stavov chvostu automatu A.

Pozndmka 5. Viimnime si, chvost moze byt aj nulovej dlzky, vtedy bude cely automat

tvorit len jeden cyklus. Rovnako mézeme mat len cyklus dizky jedna. Vtedy ak je
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stav v cykle akceptacny, tak akceptuje vsetky slova dlhsie ako u, naopak ak nie je

akceptacny, tak akceptuje len konecny jazyk, v ktorom s vsetky slova kratsie ako pu.

Ked sa pozrieme na to, aké slova akceptuje UDFA A velkosti (A, i), vo vSeobec-
nosti moézeme povedat, ze akceptacnymi stavmi v cykle akceptuje slova nejakého
konkrétneho tvaru, kedze sa vzdy po precitani A symbolov vrati do rovnakého stavu.
Akceptacnymi stavmi v chvoste akceptuje konecne vela kratkych slov, ktoré nemusia
spliiat ziadny konkrény tvar, pripadne neakceptuje slovd, ktoré spliiaji potrebny
tvar na akceptéciu podla cyklu, ale st prilis kratke. Kratkymi slovami myslime slova

kratsie nez pu.

Znacenie 1. Dalej budeme za UDFA A, velkosti (), 1) uvazovat automat tvaru
Ay = (Qr,{a}, 0, gi0], Fy), kde Qr = {ax[i] | 7 € Zyin} a orarli], a) = gt + 1]
pre i < p, 0k(qri + ul,a) = q[(i + 1 mod \) + p] pre kazdé i € Zy. Pre UDFA A

analogicky tvar, len bez dolné¢ho indexu k.

a

Obr. 1.1: UDFA A velkosti (A, i)

Definicia 4 ([5]). Nech L je unarny reguldrny jazyk, A € N. Hovorime, ze L je
A-cyklicky ak existuje UDFA A velkosti (A, 0) taky, ze L(A) = L. L nazyvame prisne
A-cyklicky ak je A-cyklicky a neexistuje A < \ také, ze L je N-cyklicky. Hovorime, Ze
L je v zdvere A-cyklicky ak pre nejaké u € N existuje UDFA A velkosti (A, u) taky,
ze L(A) = L. L nazyvame prisne v zdvere A-cyklicky ak je v zdvere A-cyklicky a

neexistuje A < \ také, ze L je v zavere \-cyklicky.

Kedze sa pri skimani rozkladu jazyka L pozerame na minimélny automat akcep-
tujuci tento jazyk, potrebujeme charakterizovat minimalne UDFA pre dany jazyk L.
Teda UDFA A také, 7ze L(A) = L a zaroven neexistuje UDFA A’ také, ze L(A") = L
a stcastne sc(A’) < sc(A). Ked je A velkosti (A, u) a A’ velkosti (X, yt), tak chceme
aby platilo A+ < X + /. Teda pozadujeme, aby mal automat A minimélnu velkost
cyklu a chvosta. Co znamen4, Ze nevieme nahradit cyklus kratsim tak, aby automat
A akceptoval prave slova rovnakého tvaru ak su dlhsie ako . V pripade chvosta to

znamena, ze nevieme cast chvosta takpovediac namotat na cyklus, teda, ze z dvojice
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posledny stav chvosta a posledny stav cyklu je prave jeden akceptacny, inak by sme

ich vedeli zludit.

Veta 4 (Charakterizacia minimélneho UDFA [6]). UDFA A = (Q,{a},d,q[0], F)
velkosti (A, ) je minimdlny automat akceptujici jazyk L prdave vtedy ked platia

nasledujice podmienky:

(i) Pre lubovolné d € N také, Ze d/XNd < X\ ezistuje h € Zy také, Ze qlh + p] € F
prdve vtedy, ked q[((h + d) mod \) + u| & F, respektive a"™ € L prdve vtedy,
ked a"+itr ¢ L.

(ii) Ak p > 0 potom q[p — 1] € F prdve vtedy, ked q[A — 1+ u] ¢ F, respektive
a"~t € L prdve vtedy, ked a* 1t ¢ L.

Na zaklade toho je Tahké nahliadnut, ze pre prisne A-cyklicky jazyk L je minimalny
UDFA akceptujici A velkosti (A, 0). Obdobne pre prisne v zévere A-cyklicky jazyk L
je minimalny UDFA akceptujtici A velkosti (A, ), kde p je minimdlne, teda chvost

sa uz neda viac namotat.

Teraz uvedieme dve lahké tvrdenia, ktoré budeme potrebovat v dékazoch mnohych

dalsich tvrdeni o existencii jazykov s nejakymi vlastnostami.

Tvrdenie 3. Nech L = {a®* | k € N} pre nejaké fizné o € N. Potom L je prisne
A-cyklicky jazyk pre A = a a minimdlny automat akceptujici L je UDFA velkosti
(e, 0), kde F = {q[0]}.

Dékaz. Nech L = {a** | k € N} pre nejaké fixné o € N. Nech A je UDFA velkosti
(cr,0) standardného tvaru (Znacenie 1), kde F' = {¢[0]}. Najprv ukazeme, ze plati
L(A) = A.

Podme dokéazat, ze L C L(A). Nech w lezi v L, teda w je tvaru a®* pre nejaké k z
N. Vypocet A na w bude tvaru (w, ¢[0]) % (¢, ¢glak mod «]). Kedze plati kongruencia
ak =0 (mod «), tak vypocet A na w konéi v stave ¢[0], ¢o je akceptacny stav v A.
Teda w lezi v jazyku L(A).

Teraz podme dokéazat druht inkliziu, teda ze plati aj L(A) C L. Nech w lezi v
L(A). Vieme, 7e w je tvaru a™ pre nejaké m z N. Kedze ¢[0] je jediny akceptacny stav
v A, tak vypocet A na w kondi préave v stave ¢[0]. Potom plati, ze m = 0 (mod «).
Plati teda m — 0 = «l pre nejaké [ z N. Z toho dostavame, ze w je tvaru a® pre [ z
N. Cize w lezi v L.

Tym sme dokazali, ze L(A) = L. Teraz ukdzeme, ze A je minimélny automat
akceptujuci L pomocou charakterizacie minimalneho UDFA (4). Aby bol A minimdlny,

musi platit, Ze pre Tubovolné d z N také, 7e d/a a d < « existuje h zo Z, také, ze
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qlh] € F prave vtedy, ked g[h + d mod o] ¢ F. Ak zoberieme h = 0, tak ¢[0] € F' a
q[d mod o] ¢ F pre kazdé d spliiajice dané podmienky. Teda pre kazdé d spliiajiice
dané podmienky existuje h, konkrétne 0, pre ktoré je tvrdenie pravdivé. Zaroven
vieme, 7e A ma nulovi dizku chvosta. Podla charakterizécie minimalneho UDFA (4)

potom A je minimalny automat akceptujuci jazyk L.

Kedze jazyk L je akceptovany automatom A velkosti («,0), tak L je A-cyklicky
jazyk pre A = «. Nech UDFA B velkosti (,0) kde f < « akceptuje L. Plati
sc(B) < sc(A) a A je minimalny automat akceptujuci L. Teda takéto UDFA B
nemoze existovat, a teda neexistuje N < « také, ze L je N-cyklicky jazyk. Potom L

je prisne A-cyklicky jazyk pre A = «. O]

Tvrdenie 4. Nech L = {a®* | k € N} pre nejaké firné o € N. Nech Ay, ..., A, si
UDFA velkosti (A1,0),...,(M,0), kde F; = {q;[0]} pre kazdé i € {1,... ,n}. Nech
lem(Ay, ..., \y) = a. Potom N}, L(A;) = L.

Dékaz. Nech L = {a®* | k € N} pre nejaké fixné o z N. Oznaéme mnozinu [ =
{1,...,n}. Nech Ay,... A, st UDFA velkosti (A\,0),...,(\,,0) Standardného
tvaru (Znacenie 1), kde F; = {¢;[0]} pre kazdé ¢ z I. Nech lem(Aq,... , \y) = .

Teraz postupne pomocou dvoch inkluzii ukazeme, ze N, L(A;) = L.

Najprv dokézeme, ze L C N, L(A;). Nech w lezi v L, teda w je tvaru a®*

pre nejaké k z N. Pre kazdé i z I vypocet A; na w bude tvaru (w,q[0]) i
(e, [k mod X;]). Nech plati kongruencia ak = x; (mod );) ked x; < \;. Potom
vypocet A; na w kondi v stave ¢;[x;]. Kedze plati lem(Ay, ..., \,) = « tak pre kazdé
z I plati, ze \;/«, teda o = \; B; kde 3; lezi v N. Potom teda plati \;5;k = z; (mod \;).
Kedze z; < \; tak musi platit x; = 0. Teda vypocet A; na w konéi v stave ¢;[0], ¢o je
akceptacny stav v A;. Potom w lezi v jazyku L(A;) a to plati pre kazdé i z I. Teda
w lezi aj v ich prieniku N, L(A4;).

Teraz dokazeme druht inkliziu, teda ze plati aj N, L(A4;) € L. Nech w lezi
v Ny L(A;), teda w lezi v L(A;) pre kazdé i z I. Vieme, ze w je tvaru a™ pre
nejaké m z N. Kedze ¢;[0] je jediny akceptaény stav v A;, tak vypocet A; na w
konéi préve v stave ¢;[0], ¢o plati pre kazdé i z I. Potom nasledujtica kongruencia
m = 0 (mod \;) plati pre kazdé i z I. Majme systém n kongruncii x = 0 (mod \;) pre
1 z 1. Urcite existuje riesenie tohto systému kongruencii, napriklad prave m. Podla
CRT (1) st vSetky rieSenia tohto systému kongruencii navzdjom kongruentné modulo
lem(Ay, ..., \y). Zjavne dalsim riesenim tohto systému kongruencii je 0. Dostavame
teda m =0 (mod lem(Aq, ..., \,)). Plati teda m — 0 = lem(\y, ... , A\p)l pre nejaké

[ z N. Z toho dostavame m = ol a teda w je tvaru a® pre [ z N. Cize w lezi v L.

Spojenim dvoch dokazanych inklizii dostavame, ze plati L = N, L(A4;). O
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Platnost predchadzajucich dvoch tvrdeni (3)(4) budeme dalej v texte implicitne

predpokladat bez toho, aby sme sa na ne priamo odkazovali.

1.5 Rozklad lambda cyklickych jazykov

Na charakterizaciu 2-rozlozitelnych A-cyklickych jazykov vyuzivame graf indukovani

jazykom a zovseobecnenie ¢inskej zvyskovej vety (1).

Definicia 5 ([5]). Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A € N, nech A, Ay € N.
Graf indukovany L, A1, Ay je bipartitny graf G = (V, E), kde

V =V1 UV, kde pre kazdé i € {1,2} V; = {[r,i] | r € Zy,}

E = {([ri],[p,j]) € VxV |i#4j 3m € N m=r (modX) N m =
p (mod X\;) N a™ € L}

Intuitivne, vrcholy grafu si rozdelené do dvoch mnozin, respektive zafarbené
dvomi farbami, pricom vrcholy farby ¢ prislichaji prvkom z Z,,. Kazdému slovu
w = a"™ z L prislicha v grafe G hrana, pricom koncové vrcholy tejto hrany prislichaju

prvkom kongruentnym s m modulo prislusné \;.

Definicia 6 ([5]). Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A € N, nech A, Ay € N.
Nech G je graf indukovany L, A;, A\y. Nech pre vSetky i € {1,2} V/ = {r | r €
Vi, dg(r) > 0}, teda V; vznikne z V; odstranenim vsetkych vrcholov nulového stupiia.
Hovorime, ze graf G rozklada L prave vtedy, ked pre vsetky dvojice ([r, 1], [p,2]) €
VI x V3 plati, ze ak existuje m € N také, ze m =r (mod A1) Am = p (mod Xg), tak
G obsahuje hranu ([r, 1], [p, 2]).

Intuitivne graf G indukovany L, Ai, Ay rozklada L, ak po zanedbani vsetkych
vrcholov nulového stupna v G plati, ze pre kazdé dva vrcholy roznej farby neexistuje
m kongruentné s prvkami prislichajicimi danym vrcholom alebo dané vrcholy spéaja
hrana, a teda pre nejaké m, ktoré spliia dant kongruenciu, a" patri do jazyka L.
Pozndamka 6. Oproti pévodnému clanku [5] sme definiciu indukovaného grafu roz-
kladajuceho jazyk L rozdelili na dve a lahkou tpravou odstranili niektoré formalne

nedostatky.

Ak by sme cheeli rozkladat minimélny UDFA A akceptujtci nejaky prisne A-
cyklicky jazyk L, tak zvolime Aj, Ay < A tak, aby lem(A1, A2) = A a zostrojime graf
G indukovany L, A1, Ay. Vrcholy jednej farby by prislichali stavom jedného z novych
automatov a vrcholy nenulového stupna jeho akceptacnym stavom. Zaroven kedze
lem(XA1, A2) = A, tak vypocty novych automatov na slovach a®**" kde k je z N a
n < A skoncia vSetky v rovnakych stavoch, obdobne ako tomu je aj pri vypoctoch
automatu A. Cize sa ndm stadi pozerat len & nové automaty akceptuji dobré slova

kratsie ako A. Iba také slova budeme uvazovat v nasledujicich avahéch.
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Ak slovo w = a™ lezi v jazyku L, tak medzi vrcholmi kongruentnymi s m modulo
prislusné )\; je hrana. Prave v stavoch prisltichajicich tymto vrcholom by skoncili
vypocty novych automatov na w a kedze tieto vrcholy st nenulového stupna, tak
tieto stavy su akceptacné, a teda slovo w by oba nové automaty akceptovali.

Ak slovo w = a™ lezi v prieniku jazykov akceptovanych takto zostrojenymi
novymi automatmi, ich vypoc¢ty na w skoncia v stavoch, ktoré prislichaja prvkom
z0 7y, kongruentnym s m modulo prislusné \; a tie musia byt akceptacné. Kedze
graf G rozkladd L, tak medzi vrcholmi prislichajicimi tymto stavom lezi hrana,
ktora bola do grafu pri jeho konstrukcii pridand na zédklade toho, ze nejaké slovo
tvaru u = a”, kde n je kongruentné s danymi vrcholmi modulo prislusné \; lezi v
jazyku L. Podla CRT (1) potom m a n st navzajom kongruentné modulo A, kedze
st rieSeniami rovnakého systému kongruencii, a teda vypocty automatu A na tychto
slovach skoncia v rovnakych stavoch. Potom w = a™ tiez patri do jazyka L.

Takto zostrojené automaty teda budua akceptovat jazyky, ktorych prienik sa
rovna L. Potom tvoria 2-rozklad automatu A. Existencia indukovaného grafu G,
ktory rozklada L je teda postacujicou podmienkou pre 2-rozlozitelnost prisne \-
cyklického jazyka L. Ukézalo sa, Ze je aj nutnou a z toho dostavame charakterizaciu

2-rozlozitelnych prisne A-cyklickych jazykov.

Veta 5 ([5]). Nech L je prisne A-cyklickyj jazyk pre nejaké A € N. L je deterministicky
2-rozloZitelny prave vtedy, ked existuje Ay, Ao € N také, Ze A, Ao < X, lem(Ay, Ag) = A
a graf G indukovany L, Ay, Ao rozkladd L.

Uvedme si ilustracny priklad pre lepsie pochopenie charakterizacie 2-rozlozitelnosti.

Priklad 1. Zoberme jazyk L = {a'?**2 q'?**11 | k € N}. D4 sa ukézat, Ze minimalny
automat akceptujici tento jazyk je UDFA A velkosti (12,0), teda L je prisne A-
cyklicky jazyk pre A = 12. Zvolme A\ = 4, Ay = 6. Zostrojme graf G indukovany
L, )\, A2 (Obrézok 1.2). Aby graf G rozkladal L, tak pre kazdd dvojicu vrcholov
nenulového stupna roznej farby bud neexistuje m z N kongruentné s prislusnymi
vrcholmi modulo prislusné A; alebo ich spaja v grafe G hrana. Dvojice [2,1],[2,2] a
[3,1],[5,2] spaja v grafe G hrana. Pre dvojicu [2, 1], [5, 2] nesmie existovat riesenie
systému kongruencii x = 2 (mod 4), x =5 (mod 6), aby graf G rozkladal L. Podla
CRT (1) ma dany systém kongruencii riesenie ak 2 = 5 (mod ged(4,6)), teda ak
2 = 5 (mod 2). Co neplati, kedZe 2 je parne a 5 je neparne ¢islo. Rovnako pre
dvojicu [3,1], [2, 2] nesmie existovat riesenie systému kongruencii z = 3 (mod 4),
x =2 (mod 6), aby graf G rozkladal L. Podla CRT (1) ma dany systém kongruencii
rieSenie ak 3 = 2 (mod gcd(4,6)), teda ak 3 = 2 (mod 2). Co opit neplati, kedze 2 je
parne a 3 je neparne ¢islo. Iné dvojice vrcholov nenulového stupna v grafe nemame,

a teda podmienka je splnend, ¢ize indukovany graf G rozkladd L.
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Obr. 1.2: Graf G indukovany L = {a'?*2 ¢! | k€ N}, A\, Mg, kde A} = 4 a
)\2 - 6

Zaroven pre Ai, Ao plati, ze lem (A1, A2) = A a A1, Ay < A. Potom vieme podla grafu
G uvedenym sposobom zostrojit automaty A;, A; (Obrazok 1.3) velkosti (A1, 0),

(A2, 0), ktoré tvoria 2-rozklad automatu A. Kedze sme nasli takyto 2-rozklad A, tak

potom L je deterministicky 2-rozlozitelny.

@y T
-© @ @ @
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Obr. 1.3: UDFA A, A, velkosti (4,0), (6,0) tvoriace rozklad minimalneho UDFA A
akceptujiceho jazyk L = {a'?**2 ¢!%+11 | k € N}



Kapitola 2
Kvalita rozkladov

V tejto kapitole formalne zadefinujeme kvalitu rozkladov vo vsSeobecnosti a bu-
deme skumaft kvalitu 2-rozkladov A-cyklickych jazykov, kde budeme uvazovat sicet

stavovych zlozitosti automatov rozkladu.

Vzdy ked hovorime o problémoch alebo vypoctovych modeloch akymi st turin-
gove stroje ¢i v nasom pripade konecné automaty, nas zaujima zlozitost daného
problému ¢i modelu. Zaujima néas vypoctova zlozitost, teda ako dlho bude dany
vypocet trvaf alebo kolko paméte nan pouzijeme, ale rovnako nds zaujima aj po-
pisna zlozitost daného vypoctového modelu ako pocet stavov automatu. My zlozitost
deterministického konecného automatu A meriame prave formou stavovej zlozitosti
sc(A). Rovnako zlozitost problému, teda jazyka L, meriame stavovou zlozitostou
minimalneho automatu akceptujiceho tento jazyk.

Pri rozklade automatu A na nové automaty A;, Ay vyzadujeme aby stavova
zlozitost oboch novych automatov bola mensia ako zlozitost pévodného, teda aby
platilo sc(A;) < sc(A) a taktiez sc(Az) < sc(A). Lahko si vsak mozeme vSimnut, ze
pre mnohé automaty existuje vela roznych dvojic automatov A;, Ay takych, Ze tvoria
rozklad pévodného automatu. A hoci vietky spliiaji podmienku sc(A;) < sc(A)
a sc(Ay) < sc(A), je prirodzené ocakavat, Ze nie vSetky tieto rozklady budi z
pohladu zlozitosti novych automatov rovnako dobré. Tak vyvstava prirodzena potreba
nejako merat a nasledne porovnavat kvalitu jednotlivych rozkladov. Kedze zlozitost
pdvodného automatu A meriame jeho stavovou zlozitostou sc(A), Mézeme vyuzit
rovnaky pristup a meraf kvalitu rozkladu pomocou funkcie zavislej od stavovych
zloZitosti novych automatov sc(A;) a sc(Asy).

Pristup, ktory uplatnime, je brat ako kvalitu rozkladu sucet stavovych zlozitosti
dvoch novych automatov Aj, Ay, teda sc(A;) + sc(As). Takto berieme do uvahy cela
stavovi zlozitost rozkladu. Pocet stavov novych automatov sa nam sice znizil oproti
povodnému, ale zase sme pridali jeden novy automat. Takto zahrnieme aj tento

narast zlozitosti sposobenej vzniknutym paralelizmom.

13
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Znacenie 2. Oznac¢me D = {[A;,... ,A,] | Vi€ {1,... ,n}) A; je DFA; Ay,... A,
tvoria n—rozklad nejakého DF A A; n > 2} mnozinu vsetkych n-rozkladov vSetkych
DFA A, kde n > 2.

Intuitivne prvky mnoziny D st n-tice automatov také, ze tvoria n-rozklad nejakého
DFA A.

Definicia 7. Nech D je mnozina vsetkych n-rozkladov vSetkych DFA A, kde n > 2.
Potom funkciu f : D — N, pre ktort plati, ze f([A1,..., An]) = f([Ap)s - Apw)])
pre kazdu [Aq, ..., A,] € D a pre kazdu permutéciu ¢ prvkov mnoziny {1,... ,n},

nazyvame f-kvalita rozkladu.

Pozndmka 7. Ak n-tica automatov [Ay, ... , A,] tvori rozklad nejakého DFA A tak
aj n-tica [Ayqy, ..., Apm)| tvori rozklad toho istého automatu A pre Iubovolni
permutédciu ¢ prvkov mnoziny {1,...,n}. Potom teda vSetky takéto n-tice (pre
kazdd permutéciu) lezia v mnozine D, a teda podmienka v definicii je korektne
zadefinovana. Zaroven ide o preusporiadanie tych istych automatov a teda vlastne
o ten isty rozklad, ¢ize je pochopitelné, aby sme vyzadovali, Ze musi mat rovnaku

kvalitu.

Pozndamka 8. Vsimnime si, ze sme f-kvalitu rozkladu definovali vSeobecne pre Tu-
bovolné rozklady, nie len pre 2-rozklady, ¢o ndm umozni pouzit tito definiciu aj v

budtcnosti pri skiimani kvality rozkladu na viac ako dva nové automaty.

V nasom pripade pri skiimani f-kvality rozkladov budeme ako f pouzivat funkciu
sum, ktora vracia sucet stavovych zlozitosti automatov daného rozkladu. Ale aku-
kolvek zmysluplnu funkciu, ktord rozumnym sposobom skombinuje nejakt rozumni
mieru zlozitosti jednotlivych automatov rozkladu, mozeme zobraf za kvalitu rozkladu.
Dalsie moznosti, ktoré sa prirodzene pontkaji je zobrat funkcie maz alebo mult,
ktoré by vraatili maximum respektive stucin stavovych zlozitosti automatov rozkladu.

Aj ked to nevyzadujeme, mézeme rozumne ocakavat, ze funkcia f na lepSom
rozklade vrati nizsiu hodnotu. Toto oc¢akavanie je v stilade s nami pouzivanou funkciou
sum, ale aj navrhnutymi funkciami max a mult pre stavové zlozitosti jednotlivych

automatov rozkladu. Teraz si mozeme funkciu sum formalne zadefinovat.

Definicia 8. Nech D = [A;,... , A,], D € D je n-rozklad nejakého DFA A. Funkciu

sum : D — N, definovanu ako
sum(D) =Y sc(A,)

nazyvame sum-kvalita rozkladu.
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2.1 Efektivne 2-rozklady A-cyklickych jazykov

Podme sa pozriet na kvalitu 2-rozkladov pre prisne A-cyklické jazyky. Ako sme uz
spomenuli, pre dany regularny 2-rozlozitelny jazyk L nad unarnou abecedou casto
existuje vela roznych rozkladov jeho minimalneho automatu A. Ked sa pozrieme na
dva rozne 2-rozklady [A;, Ay] a [B1, Bs] automatu A, automaty oboch rozkladov mézu
akceptovat rovnaké jazyky, pripadne jedny z danych jazykov mozu byt rovnaké a
druhé rozne alebo aj oba jazyky mozu byt v danych dvoch rozkladoch rozdielne. Casto
sa stretneme aj s rozkladmi, ktoré st vlastne pokazenim inych rozkladov. Pokazenim
myslime napriklad pridanie zbyto¢nych akceptac¢nych stavov tak, ze novo akceptované
slova sa nedostant do prieniku dvoch novych jazykov. Dalsim pokazenim méoze byt
rovnaké jazyky. V oboch tychto pripadoch sme sa ale k danym pokazenym rozkladom
dostali zobratim a naslednym upravenim nejakého pekného rozkladu. Ukazeme, ze ked
mame 2-rozlozitelny prisne A-cyklicky jazyk L, tak pre kazdy 2-rozklad [A;, As] jeho
minimélneho automatu A existuje jeho iny 2-rozklad [By, Bs], ktory je v istom zmysle
pekny a povodny rozklad vznikol prave jeho pokazenim jednym so spomenutych
sposobov. Alternativne sa na to mozeme pozerat tak, ze vieme kazdy 2-rozklad A
upravit na nejaky iny, v istom zmysle pekny 2-rozklad, ktory bude aspon tak dobry
ako povodny pri vSetkych rozumnych funkciami na meranie kvality rozkladu. Este
predtym ako formdlne sformulujeme a dokdzeme toto tvrdenie o moznosti zlepsovania

2-rozkladov uvedme niekolko tvrdeni, ktoré pouzijeme v dokaze.

Veta 6 ([6]). Nech Ly a Ly si dva undrne jazyky. Nech UDFA Ay a As velkosti
(A1, 1) respektive (Ao, p2) st automaty akceptujice jazyky Ly respektive Lo. Potom
vieme zostrojit UDFA A wvelkosti (lem(Xy, Ay), max{u, po}), ktory akceptuje prienik
jazykov Ly a Lo.

Lema 1 ([5]). Nech L je 2-rozlozZitelny prisne \-cyklicky jazyk pre nejaké \ € N.
Nech UDFA A je minimdlny automat akceptujici L. Nech UDFA Ay velkosti (A1, 1)
a Ag velkosti (Mg, p2) tvoria 2-rozklad A. Navyse nech Ay a Ag st minimdlne UDFA
akceptujice prislusné jazyky. Potom A1 /X a Aa/A.

Lema 2 ([5]). Nech L je 2-rozloZitelny prisne v zavere \-cyklicky jazyk pre nejaké
A € N. Nech UDFA A wvelkosti (\, ) je minimdlny automat akceptujici L. Nech
UDFA Ay velkosti (A, 1) a Ag velkosti (Ag, p2) tvoria 2-rozklad A. Navyse nech
Ay a As st minimdlne UDFA akceptujuce prislusné jazyky. Ak py > p, tak existuje
2-rozklad [A}, As] automatu A, kde A} je UDFA wvelkosti (A1, ). Obdobne ak pa > p,
tak existuje 2-rozklad [Ay, Ay| automatu A, kde Al je UDFA wvelkosti (Ao, pt).

Lema 3 (Odrolovacia Lema [5]). Nech A = (Q,{a},d,q[0], F) je UDFA wvelkosti
(A, ). Potom pre lubovolné 1 >y a UDFA A" = (Q', {a}, ', ¢'[0], F') velkosti (A, u'),
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kde mnozina akceptacnych stavov je definovand nasledovne

F'={q[f1€ Q| Guwe L(A)) (¢'0],w) Fy (¢'[f],€)}

plati, Ze L(A") = L(A).

Lema 4. Nech L je undrny jazyk. Nech UDFA Ay wvelkosti (A1, p1) pre nejaké
A1, i1 € N je minimdlny automat akceptujici L. Nech UDFA As velkosti (A, o) pre
nejaké A, 1o € N je ing automat akceptujici L. Potom plati Ay /Ay.

Dékaz. Nech L je unarny jazyk. Nech UDFA A/ standardného tvaru (Znacenie 1)
velkosti (A1, 1) pre nejaké Aj, p; z N je minimalny automat akceptujici L. Nech
UDFA A, standardného tvaru (Znacenie 1) velkosti (Mg, p2) pre nejaké Ao, p2 z N je
iny automat akceptujici L. Na zaklade charakterizdacie minimélneho UDFA (4) je

Tahké nahliadnuf, ze \; < A\g a uy < pg. Ak plati Ay = Ay, tak je tvrdenie splnené.

Teraz predpokladajme, ze \; < Ay. S vyuzitim odrolovacej lemy 3 zostrojme
UDFA A, standardného tvaru (Znacenie 1) velkosti (A1, p2), ktory akceptuje jazyk
L. Ak st vsetky stavy v cykle automatu A; akceptacné, tak kedze A}, ktory je
minimédlny UDFA akceptujici L mé rovnaky cyklus (iba sa do neho pride v inom
stave), tak plati, Ze A; = 1. Potom je tvrdenie trivialne splnené. Obdobn4 situdcia
nastava ak su vsetky stavy v cykle A; neakceptacné. Preto mozeme predpokladaft, ze
v cykle automatu A; existuje akceptacny stav gi[m + ps] pre nejaké m zo Z,, a tiez

neakceptacny stav qi[n + uso] pre nejaké n zo Zy, .

Sporom predpokladajme, Ze \; nedeli \y. Vypocet A; na slove w = ™2 kond{
v stave qi1[m + us]. Ten je akceptacny v Aj, a teda slovo w patri do L. Vypocet A,
na slove w konéi v stave go[(m mod A2) + po]. Kedze m < Ay < Ao, tak konéi v stave
q2[m+ pe]. Ay akeeptuje jazyk L a slovo w = a™#2 patri do L, a teda stav gg[m+ o]
je akceptacny v As. Vypocet A; na slove v = a2 kondi v stave qi[n + po]. Ten
je neakceptacny v Ap, a teda slovo v nepatri do L. Vypocet A, na slove v konci
v stave go[(n mod A\gy) + po]. Kedze n < A\ < Ay, tak konci v stave go[n + po]. Az
akceptuje jazyk L a slovo v = a""#2 nepatri do L, a teda stav ga[n + o] nemoze byt
akceptacny v As. Teda aj v cykle automatu A, existuje nejaky akceptacny a nejaky

neakceptacny stav.

Majme systémy kongruencii x = m (mod A1) a x = n (mod \y) kde q;[m + ps] je
akceptacny stav v A; a qa[n + pso] je neakceptaény stav v As. Ak existuje také m,n,
ze dany systém kongruencii m4 rieSenie z, tak vypocet A; na slove w = a®"#2 skondi
v stave qi[m + ug|, ktory je akceptacény, teda w patri do L. Zaroven vypocet As na

w skonéi v stave ga[n + us], ktory je neakceptacny, teda w nepatri do L, ¢o je spor.

Dany systém kongruencii ma podla CRT (1) rieSenie prave vtedy, ked m =

n (mod ged(A, Ag)). Teda ak neexistuju také m, n, ze dany systém kongruencii mé
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rieSenie, tak ak m =n (mod ged(Ai, \2)), tak stavy qi[m + us] a gz[n + us] st oba
akceptacné alebo s oba neakceptacné. Ak ged(A, A2) = Aq, tak A\ /Ay ¢o je spor.

Nech teda ged(Ai, A3) < A1, ozna¢me ho g. Nech m = n (mod g), kde m < g
potom stavy q; [m+ s, ga[n+ pe] st oba akceptacné alebo neakceptacné, bez ujmy na
vSeobecnosti nech si akceptacné. Zaroven plati aj m 4+ g = n (mod g), pricom kedze
g/, g < A am < g, tak m+ g < A\;. Potom stav ¢;[m + g + o] je tiez akceptacny
v Ay. Zaroven plati, ze m = m + g (mod g). Rozsirenim tejto vahy dostavame, ze ak
r =y (mod g), tak stavy g1z + 2] a q1[y+ p2) st oba akceptacéné alebo neakceptacné.
Potom vieme cyklus v A; nahradit cyklom dizky ¢ < A;. Rovnakym cyklom (len
do neho prideme v inom stave) potom vieme nahradit aj cyklus automatu A}, o je
spor, lebo sme nasli automat akceptujici L mensi nez minimélny (Na tito situdciu
sa mozeme pozeraf aj tak, ze Cast chvosta, ktort sme pri vytvarani A; odrolovali

teraz naspét narolujeme na cyklus). O
Teraz uz moézeme sformulovat a dokazat vetu o zlepSovani 2-rozkladov.

Veta 7 (Veta o zlepsovani 2-rozkladov). Nech L je 2-rozloZitelny prisne \-cyklicky
jazyk pre nejaké X € N. Nech UDFA A je minimdalny automat akceptujici L. Potom
pre kazdy 2-rozklad [Aq, B1] automatu A, kde automaty Ay a By st velkosti (Aa1, fta1)
a (N1, 1) existuje 2-rozklad [A., B.] automatu A, kde automaty A. a Be st velkosti
(Aae, 0) a (Mpe, 0) @ navyse plati, Ze lem(Age, Moe) = A, Aae = Aa1/Qa @ Ape = Ap1/

pre nejaké oy, ap € N.

Dokaz. Nech L je 2-rozlozitelny prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N. Nech
UDFA A je minimalny automat akceptujici L, teda je velkosti (A, 0). Nech [A;, By]
je 2-rozklad automatu A, kde automaty A; a By st velkosti (Ag1, fa1) & (o1, fp1)-
Postupne na viac krokov zostrojime automaty A, B, velkosti (Aue, fioe), (Aves foe)s

ktoré tvoria 2-rozklad A a spliiaji pozadované podmienky.

Oznatme L, = L(A;) a Ly = L(B;). Nech UDFA A, velkosti (a2, fta2) je
minimalny automat akceptujici jazyk L, a UDFA By velkosti (Ap2, tip2) minimalny
automat akceptujici jazyk Lp. Zrejme plati, ze sc(Az) < sc(A;) a tiez sc(Bg) <
sc(By), teda automaty As, By tiez tvoria 2-rozklad automatu A. Podla Lemy 4 potom
Aa2/Aa1 a taktiez Apa/Api. Teda existuje [, z N takd, ze Ay = Ba1Aa2- Rovnako

existuje fy z N taka, ze \p1 = Bp1 Apo.

Kedze Ay a By st miniméalne automaty akceptujice prislusné jazyky a navyse
plati, Ze a0 > 0 a tiez uye > 0, tak dvojnasobnym aplikovanim Lemy 2 dostavame, ze
existujui automaty As, Bs velkosti (As2,0) a (A2, 0), ktoré tvoria 2-rozklad automatu
A. Oznaéme Lo,z = L(A3) a Lys = L(B3). Kedze automaty As, Bz maji nulové
dlzky chvostov, jazyky Las a Lys si prisne A-cyklické pre nejaké Mgz < Ago respektive
Aoz < Apa.
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Potom minimélne automaty A4, B, akceptujuce tieto jazyky su velkosti (A3, 0)
respektive (A3, 0). Zrejme plati, ze sc(Ay) < sc(As) a tiez sc(By) < sc(Bs), teda
automaty Ay, By takisto tvoria 2-rozklad automatu A. Podla Lemy 4 potom .3/ .2
a taktiez A\y3/Ape. Teda existuje fuo z N takd, ze Ag2 = BaaAa3, 2 oho dostavame,
7€ Na1 = Ba1fBa2Aa3, teda gz = Ai1/Pa18a2- Rovnako existuje By z N takd, ze
A2 = BraAss, 2 coho dostavame, ze Ay1 = Bp1 Bravs, teda Az = Ap1/Bp1 Bpe-

Teraz ndm uz len stac¢i dokézat, ze lem(Ag3, Ap3) = A. Kedze automaty A, a
By, tvoria rozklad automatu A a si minimalne akceptujice prislusné jazyky, tak z
Lemy 1 dostavame, Ze A,3/A a tiez Ap3/A. Potom lem(Aas, Ap3) < A. Ak by platilo
lem(Ag3, Ap3) < A, tak podla Vety 6 existuje automat A’ velkosti (lem(Aqs, Aes), 0)
akceptujuci jazyk Lgs N Lys, teda jazyk L. To by ale existoval automat akceptici L

mensi nez minimélny, ¢o nemdze nastat a preto lem(Aas, Ap3) = A

Za A, teda zoberieme A4, za B, zoberieme B,;. Potom A\,. = A3, Ape = i3,
tae = 0, e = 0 a plati, ze lem(Mge, Aoe) = A, e = Aa1/0q @ Mpe = Ap1/ay pre
Qg = Ba1Pa2 & ap = Bp1Pp2. Tym sme nasli 2-rozklad automatu A s pozadovanymi

vlastnostami. O

Veta o zlepsovani 2-rozkladov (7) nam hovori, ze pre kazdy 2-rozklad [A;, As]
minimalneho automatu A akceptujiceho jazyk L existuje iny 2-rozklad [By, Bs] taky,
ze oba jeho automaty maju nulové chvosty, teda nanajvys tak dlhé ako chvosty
povodnych automatov. Rovnako dizky ich cyklov delia dizky cyklov automatov
povodného rozkladu, a teda si nanajvys tak dlhé a ich najmensi spolo¢ny nasobok
je dlzka cyklu povodného automatu. Potom sc(B;) < sc¢(Ay) a tiez sc(By) < sc(Ay).
A teda podla kazdej zmysluplnej funkcie f musi f-kvalita rozkladu vypocitana na
zéklade stavovej zlozitosti automatov rozkladu byt pre rozklad [B;, By] aspon tak
dobré ako pre rozklad [A;, As]. Je lahké nahliadnut, Ze to spliuje aj nami pouzivand
funkcia sum.

Dostavame teda, ze vSetky 2-rozklady A sa daju zlepsit na 2-rozklady urcitého
tvaru. Potom, ked je nasim cielom zistovat ako kvalitné 2-rozklady pre dany automat
existuju, pricom chceme najst tie najlepsie, dava zmysel pozeraf sa prave na tieto

2-rozklady, ktoré nazveme efektivne.

Definicia 9. Nech A je UDFA velkosti (A, 0) pre nejaké A € N. Dvojicu UDFA
[Ay, Ao kde automaty Aj, As s velkosti (A1, 0), (A2, 0) nazyvame efektivny 2-rozklad
UDFA A ak L(A) = L(A;) N L(A2), A1 < A\, Ao < X alem(A, Ag) = A. Ak takyto
efektivny 2-rozklad UDFA A existuje, hovorime, ze A je efektivne 2-rozlozitelny.

Definicia 10. Nech L je prisne A\-cyklicky jazyk pre nejaké A € N, nech UDFA A
je minimélny automat akceptujici L. Hovorime, ze L je deterministicky efektivne
2-rozlozitelny ak UDFA A je efektivne 2-rozlozitelny.



2.2. SUM-KVALITA 2-ROZKLADOV 19

Ak prisne A-cyklicky jazyk L je 2-rozlozitelny, tak existuje nejaky jeho 2-rozklad,
ktory sa d& podla Vety o zlepsovani 2-rozkladov (7) zlepsit na jeho efektivny 2-rozklad.
Ten je zaroven jeho rozkladom, takze je Tahké vidiet, Ze efektivna 2-rozlozitelnost a
2-rozlozitelnost si pre prisne A-cyklicky jazyk L ekvivalentné. Len nie vSetky jeho
rozklady su efektivne. Nas, pri skimani kvality jeho rozkladov, buda zaujimat prave
tie efektivne, kedZe medzi tymi ostatnymi sa vyskytuju zbytocne velké automaty so

zbytocnymi stavmi, a teda pozerat sa na kvalitu takychto rozkladov nie je zaujimavé.

2.2 Sum-kvalita 2-rozkladov

Teraz sa mozeme pozriet na sum-kvalitu 2-rozkladov. Najprv ukazeme, ze pre kazdy
2-rozklad existuje nejaky efektivny 2-rozklad, ktory ma aspon tak dobri sum-kvalitu

ako mal povodny.

Veta 8. Nech [Ay, Ay] je 2-rozklad minimdlneho UDFA A akceptujiceho nejaky
prisne \-cyklicky jazyk L. Potom existuje efektivny 2-rozklad [By, Bs] automatu A
taky, ze sum([By, Bs]) < sum([A1, As)).

Dokaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N, nech A je minimalny
UDFA akceptujtci L. Nech [A;, As] je nejaky 2-rozklad automatu A, kde automaty
Ay, Ag st velkosti (Aa1, fa1), (A2, fa2). Potom podla Vety o zlepsovani 2-rozkladov (7)
vieme, ze existuje 2-rozklad [B;, By| automatu A, kde automaty By, By st velkosti
(Ap1,0), (Ap2,0), pricom plati Ay = Agi/aq a Mg = Aa2/an pre nejaké ag,ay z N.
Kedze a1 > 1 tak Ay < Mg1. Dalej zrejme g1 > 0. Potom A < Aa1 + flai,
teda sc(B1) < sc(Ap). Analogickou ivahou dostavame, Ze sc(Bs) < sc(Aj), a teda
sc(By) + sc(Bz) < sc(Ay) + sc(Az). Kedze sum([By, Ba]) = sc(By) + sc(Bs) a tiez
sum([Ay, As]) = sc(Aq) + sc(Asy), tak potom sum([By, Ba]) < sum([A;, As]). O

Teraz sa nam staci pozerat uz len na efektivne 2-rozklady, lebo ako sme dokazali,
kazdy 2-rozklad sa da zlepsit na nejaky efektivny, ktory ma lepsiu sum-kvalitu.
Ukazeme akd je horna a dolnad hranica sum-kvality tychto rozkladov a ako daleko sa

od nej mozu jednotlivé rozklady pohybovat.

Lema 5. Nech [A1, As] je efektivny 2-rozklad minimdlneho automatu A pre nejaky
prisne \-cyklicky jazyk L pre nejaké X € N. Potom [2v/A] < sum([A1, Ag]).

Doékaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N. Nech A je minimalny
automat akceptujuci L. Nech [A;, Ay] je efektivny 2-rozklad A. Potom automaty
Aq, Ag st velkosti (A1, 0), (A2, 0) a plati, ze lem(Ay, Ay) = \. Zaroven plati \; < A,
Ao < A a tiez A\ /) respektive Ay/A. Oznacme z = Viag= gcd(A1, A2). Vieme, ze
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2? = lem(), \2) a teraz ukdZeme, Ze plati 2z < A\ + \o. Dostédvame teda

A+ A > 22
AM+AN—22>0
A As = 2/lem(A, A) > 0
VA
g
MVG = 2VA A+ NG
75 >

Kedze g > 1, potom aj /g > 1 a teda musi platit

/\1+>\2—2

>0

AT — 20/ A A + Aay/g > 0

(VAVE — 29 + 2/ My de(vg — 1) 2 0

Zrejme plati, ze (VA1Y/G — VA2/9)? > 0 a tiez 2/ A1/ A2 > 0 lebo Ay > 0 aj
Ay > 0, kedze lem(A1, A2) = A > 0. Ak teda navyse plati, Ze (/g — 1) > 0, tak
2v/ A1V A2(y/g — 1) > 0 a nerovnica je splnend. Ale (/g — 1) > 0 plati lebo ako sme
nahliadli \/g > 1.

Tym sme dokdzali, ze 2V X < A\ + \. Potom plati aj, ze [2\/X1 < A + Ao
Zéaroven vieme, ze sum([A;, As]) = sc(A;) + sc(Az) = A1 + A2. Z toho dostavame, ze

12VA] < sum([A;, As]). O

Pozndmka 9. Navrhnime alternativny sposob na dokoncenie dokazu predchadzajice;
lemy (5). Kedze /g > 1 a /A1, A2 > 0, tak potom plati, ze % < Vg A teda
pre Tubovolné x plati x — % > 2 — /A1 \g. Potom ak si za x dosadime \; + Ao
a odcitavany vyraz este prenasobime 2, tak nam na dokazanie nerovnosti v dokaze
staci dokézat, ze

A+ Ao — 24/ A, >0

No a to priamo vyplyva z AM-GM nerovnosti (3). Ukézali sme teda alternativny
sposob dokazu Lemy 5. V povodnom dokaze sme sa vsak nemusili odvolavat na

platnost ziadneho dalsieho tvrdenia.

Lema 6. Nech [A1, As] je efektivny 2-rozklad minimdlneho automatu A pre nejaky
prisne A\-cyklicky jazyk L pre nejaké X € N. Potom sum([Ay, As]) < 2.

Dokaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N. Nech A je minimalny
automat akceptujuci L. Nech [A;, Ay] je efektivny 2-rozklad A. Potom automaty
Aq, Ay st velkosti (A1, 0), (A, 0) a plati, Ze lem(Ay, Ay) = \. Zaroven plati \; < A,
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Ao < A a tiez A\;/A respektive Ay/A. Teda A = aA; pre a z N, a > 1. Rovnako
A= PNy pre Bz N, B> 1. Ak by ged(a, 8) > 1, oznacme ho g, potom dostavame

al; = [
ah _ Bl
g g9

Pre [ plati, ze je z N, [ < A a tiez A1/l a A2/l. Teda [ je spoloény ndsobok Aj, Ay mensi
ako ten najmensi. Potom musi platit, ze «, 5 st nesudelitelné, teda ged(a, f) = 1.
Kedze a > 2 a ged(a, ) = 1, tak najmesia mozna hodnota pre (3 je 3, a teda 5 > 3.

7 toho dostavame

2)\1§Oé)\1:)\ ~ 2)\1§)\ ~ )\1§*)\

3)\2§6)\2:>\ ~ 3/\2§)\ ~ )\ggf/\

Potom plati
Ml A+ a=(545) A=A
S A M O R Y A
Zéaroven vieme, ze sum([A;, As]) = sc(A;) + sc(Asz) = A1 + A2. Z toho dostavame, ze
sum([Ay, As]) < 2\ O

Spojenim tychto dvoch liem (5)(6) dostavame ohranic¢enie sum-kvality efektivnych

2-rozkladov pre prisne A-cyklické jazyky.

Veta 9. Nech [A1, Ay] je efektivny 2-rozklad minimdlneho automatu A pre nejaky
prisne \-cyklicky jazyk L pre nejaké A € N. Potom [2v/X] < sum([Ay, A3)) < %)\.

Mame teda dolny aj horny odhad pre sum-kvalitu efektivnych 2-rozkladov. To ale
este nehovori ako kvalitné efektivne 2-rozklady naozaj existuju, len, ze sa ich sum-
kvalita pohybuje medzi dokdzanymi hranicami. Teraz ukazeme, zZe nami odhadnuté
hranice st presné tak, ze ndjdeme jazyky a efektivne 2-rozklady ich minimalnych

automatov, ktorych sum-kvalita sa bude rovnat prave tymto hraniciam.

Veta 10. Ezistuje prisne \-cyklicky jazyk L pre nejaké X € N a efektivny 2-rozklad
[A1, Ay] jeho minimdlneho automatu A taky, Ze sum([Ay, Ag]) = [2V/A].

Doékaz. Zoberme jazyk L = {a'** | k € N}. L je prisne A-cyklicky jazyk pre A = 12
a minimdlny automat akceptujuci L je UDFA A velkosti (12,0) standardného tvaru
(Znacenie 1), kde F' = {q[0]}. Zoberme UDFA A;, A, velkosti (3,0), (4,0) standard-
ného tvaru (Znacenie 1), kde Fy = {q:[0]} a F3» = {g2]0]}. Plati, ze lem(3,4) = 12.
Potom pre automaty A;, As plati, ze L(A;) N L(Ay) = L a tiez sc(A;) = 3 < 12
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a sc(Ay) = 4 < 12, teda automaty Ay, Ay tvoria efektivny 2-rozklad automatu A,

ktory je miniméalny akceptujuci L.

Plati, ze sum([A1, As]) = sc(Ay) + sc(A2) = 3+ 4 = 7. Zaroven plati, ze
[24/12] = [6,928] = 7. Nasli sme teda prisne A-cyklicky jazyk L a efektivny 2-rozklad
[A1, Ay] jeho minimalneho automatu A, kde plati sum([Ay, As]) = [2v/A]. O

Veta 11. Ezistuje prisne A-cyklicky jazyk L pre nejaké A € N a efektivny 2-rozklad
[Ay, As] jeho minimdlneho automatu A taky, Ze sum([A;, As]) = 2.

Dokaz. Opit zoberme jazyk L = {a'?* | k € N}. L je prisne M\-cyklicky jazyk pre
A = 12 a minimélny automat akceptujici L je UDFA A velkosti (12,0) standard-
ného tvaru (Znacenie 1), kde F' = {¢q[0]}. Zoberme UDFA A;, Ay velkosti (6,0),
(4,0) standardného tvaru (Znacenie 1), kde Fy = {¢1[0]} a F» = {¢[0]}. Plati, ze
lem(6,4) = 12. Potom vieme, ze L(A;) N L(A2) = L a tiez sc(4;) = 6 < 12 a
sc(Ay) =4 < 12, teda automaty A;, Ay tvoria efektivny 2-rozklad automatu A, ktory

je minimalny akceptujici L.

Plati, ze sum([A1, As]) = sc(Ar) + sc(A2) = 6 +4 = 10. Zaroven plati, ze
212 = 10. Nasli sme teda prisne A-cyklicky jazyk L a efektivny 2-rozklad [A;, As]
jeho minimalneho automatu A, kde plati sum([Ay, As]) = 2\ O

Napriek tomu, zZe st nase odhady sum-kvality presné, ukazeme, ze existuju jazyky,
ktorych aj najkvalitnejsie efektivne 2-rozklady st v porovnani s dolnym odhadom
velmi zlé. Dokonca sa nam podari ukazat, ze rozdiel medzi dolnym odhadom sum-
kvality pre efektivne 2-rozklady a najkvalitnejsim efektivnym 2-rozkladom modze byt

Iubovolne velky.

Veta 12. Pre kazdé § € N existuje 2-rozlozZitelny prisne A-cyklicky jazyk L pre nejaké
A € N taky, Ze pre kazdy efektivny 2-rozklad [Ay, As] jeho minimdlneho automatu A
plati, Ze sum([A1, A1]) — [2V/ ] > 6.

Dékaz. Nech § patri do N. Nech L, = {a®** | k € N}, kde p je nejaké prvocislo,
p > 2. L, je prisne A-cyklicky jazyk pre A = 2p. Minimalny automat akceptujuci L,
je UDFA A, velkosti (2p,0) Standardného tvaru (Znacenie 1), kde F, = {¢,[0]}.

Ak [A;, Ay je efektivny 2-rozklad A, tak musi platit, ze A;, Ay st UDFA velkosti
(A1,0), (A2,0), lem(A1, A2) = A, A < A, e < Aa L(Ay) N L(As) = L. Potom taktiez
plati, ze A\ /X a aj A\o/A. Kedze A = 2p, kde 2 aj p st prvocisla, tak A\; aj Ay moézu
nadobidat iba hodnoty 1,2, p,2p. Ale ak \; = 2p pre nejaké i z {1,2}, tak potom
Ai = A, ¢o nemdze nastat. Taktiez ak A\; = 1 pre nejaké i z {1,2}, tak potom aby
platilo lem(Aq, A2) = A, tak A, pre j # i sa musi rovnat 2p, ¢o nemoze nastat. Teda

A1, A2 mozu nadobudnit iba hodnoty 2 a p. Zaroven sa ale nesmu rovnat, aby platilo
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lem(A1, A2) = A = 2p. Potom jediné pripustné hodnoty, az na poradie, st \; =2 a
)\2 =DPp.

Zaroven vieme, ze pre UDFA By, B, velkosti (2,0), (p,0) standardného tvaru
(Znacenie 1), kde F; = {¢:1[0]} a F» = {q2[0]} plati, ze L(B;) N L(Bs) = L,, a teda
tvoria efektivny 2-rozklad A,. A, je teda efektivne 2-rozlozitelny a pre kazdy jeho
efektivny 2-rozklad [A;, As] plati, ze Ay, Ay st velkosti (2,0) respektive (p,0). Teda
sc(Ay) = 2 a sc(As) = p, z ¢oho dostavame, ze sum([Ay, As]) = sc(A1) + sc(Ay) =
p+ 2.

Ak cheeme, aby platilo p + 2 — [24/2p]| > §, uz potrebujeme len zvolit vhodné

prvocislo p. Vo vSeobecnosti plati, ze 24/2p + 1 > [24/2p], potom p + 2 — [2y/2p] >
p+2—(24/2p+1). Staci ndm teda ukizat, ze p+2 —2,/2p — 1 > §. Dostédvame teda

p+2—22p—1>9§
p+2—22p>5+1
(Vp—V2)?>5+1
VP—V2>Vi+1
VP> Vi+1+V2
p>6+1422(6+1)+2

p>0+3+2v20+2

Potom ak p > & + 3 + 2v/20 + 2, tak L, je nami hladany jazyk. Pri¢om takéto
p urcite existuje pre kazdé 0 z N, lebo podla Vety 2 je prvocisel nekonecne vela.
Dostavame teda, ze pre lubovolné ¢ z N existuje 2-rozlozitelny prisne A-cyklicky jazyk
taky, ze pre kazdy efektivny 2-rozklad [A;, As] jeho minimalneho automatu plati, ze

sum([A1, A1]) — [2VA] > 6. O






Kapitola 3
3-rozlozitelnost

V tejto kapitole zavedieme rozklad jazykov a automatov na tri nové jazyky respek-
tive automaty v pripade DFA s cielom zlepsit kvalitu rozkladov. Obdobne ako pri
rozkladoch DFA na dva nové automaty definujeme efektivne rozklady na tri nové

automaty a takto rozlozitelné jazyky nasledne charakterizujeme.

Vzdy je zaujimavé skumat, ¢i ndm pridanie novych moznosti umozni riesit viac
problémov, ako napriklad pri prechode z kone¢nych automatov na zasobnikové, alebo
nam umozni riesif problémy efektivnejsie, ako napriklad pri prechode z jednopésko-
vého turingovho stroja na viacpaskovy v pripade ¢asovej zlozitosti. Preto sa teraz
pozrieme na moznost pridania druhej rady. Pre nas problém, regularny jazyk L € R,
budeme mat dve rady, reguldrne jazyky Logv1, Ladgve € R a bude nas zaujimat ¢i vieme
najst novy problém L., € R taky, ze spolu jednoznacne urcia rieSenie pévodného
problému, teda L = Lygy1 N Lagua N Lypew-. Za zlozitost riesenia A opéf povazujeme
stavovi zlozitost daného automatu (sc(A)). Rovnako za zlozitost problému L berieme
jeho deterministickt stavovu zlozitost (sc(L)). Znovu sa na tuto situdciu budeme
pozerat ako na rozklad minimalneho automatu A,,;, akceptujiceho L na tri nové
automaty Aggvt, Aadv2s Anew akceptujuce jazyky Lagot, Ladv2, Lnew- Rovnako opat po-
zadujeme aby boli rady rozumné, teda sc(Augp1) < SC(Amin) & sc(Agavz) < $c(Amin)
a novy problém jednoduchsi nez pévodny, teda sc(Anew) < sc(Amin)-

Na rozdiel od 2-rozkladu automatu A potrebujeme pri 3-rozklade este nejaké
dodatoéné podmienky na nové automaty A;, Ay, As. Uvedme ilustracny priklad, z

ktorého vyplynie aki dalsiu podmienku budeme pozadovat.

Priklad 2. Zoberme jazyk L = {a®* | k € N}. Minimélny automat A akceptujtici
L bude UDFA velkosti (6,0) standardného tvaru (Znacenie 1), kde F' = {¢q[0]}.
Zostrojme UDFA A;, Ay, A3 Standardného tvaru (Znacenie 1), kde F; = {¢;[0]} pre
kazdé i z {1, 2,3}, velkosti (3,0), (2,0) respektive (1,0). Takto zostrojené automaty
akceptuji jazyky L(A;) = {a®* | k € N}, L(Ay) = {a®* | k € N} L(43) = {a*}.
Pre tieto automaty sice plati, ze sc(A;) < sc(A) pre kazdé i z {1,2,3} a tiez

25
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L =L(Ay) N L(Ay) N L(A3), kedze lem(3,2,1) = 6, ale plati aj L = L(A;) N L(As),
kedze teiz lem(2,3) = 6. Automat A akceptuje {a}*, teda vSetky slovd nad abecedou
Y jazyka L a preto je v tomto rozklade uplne zbytoény. Ak by sme jazyk L(Aj3)
povazovali za radu, tak by nam takato rada ziadnu novt informéaciu nepridala, ak by
sme ho povazovali za novy problém, tak by bol trividlny, presne comu sme sa pri
2-rozklade potrebovali vyhnit zavedenim podmienky na stavovi zlozitost novych

automatov. Preto tento pripad nebudeme povazovat za 3-rozklad.

Je lahké nahliadnuf, ze podobné situacia so zbyto¢nym automatom v rozklade
nastane nielen vtedy, ked jeden z automatov akceptuje vsetky slova nad danou abe-
cedou, ale vzdy, ked jeden z automatov A; akceptuje lubovolni nadmnozinu prieniku
jazykov akceptovanych automatmi A;, A;, teda L(A;) O L(A;) N L(A;) pre i # j #1
a zaroven sa tento prienik uz rovna jazyku akceptovanému povodnym automatom
A, teda L(A) = L(A;) N L(A;). Potom jazyk L(A;) neprispieva nijakou uzito¢nou
informéciou do tvorby rozkladu. Teraz uz mozeme obdobne ako pri 2-rozlozitelnosti
pomocou dvoch definicii formalne sformulovat 3-rozlozitelnost automatu A a nasledne

jazyka L.

Definicia 11. Nech A je DFA. Trojicu DFA [A;, Ay, A3] nazyvame 3-rozklad DFA A
ak L(A) = L(Ay) N L(A2) N L(Aj3), sc(Ar) < sc(A), sc(Az) < sc(A), sc(Az) < sc(A)
a pre kazdé i,5 € {1,2,3}, i # j plati, ze L(A;)NL(A;) # L(A). Ak takyto 3-rozklad

DFA A existuje, hovorime, ze A je 3-rozlozitelny.

Definicia 12. Nech L € R. Hovorime, zZe L je deterministicky 3-rozlozitelny ak

minimalny DFA akceptujtci L je 3-rozlozitelny.

3.1 Efektivne 3-rozklady A-cyklickych jazykov

Je prirodzené, Ze pri skiimani 3-rozkladu prisne A-cyklickych jazykov vyjdeme z ich
2-rozkladu. Kedze motivacia za zavedenim 3-rozkladu bola zlepsit kvalitu samotného
rozkladu, uz v definicii sme vypustili potencidlne rozklady, ktoré by boli len 2-
rozkladmi obohatenymi o zbytoc¢ny jazyk, ktory nijako neovplyvny ich spolo¢ny
prienik. Avsak sa ukazalo, ze podla tejto definicie stale existuju 3-rozklady urcitych
prisne A-cyklickych jazykov, ktoré si inherentne horsie ako niektoré ich 2-rozklady.
Takéto rozklady mozeme zostrojit tak, ze zoberieme nejaky 2-rozklad, ktory pokazime
pridanim zbytoc¢nych akceptacnych stavov do prislusnych automatov a nasledne
pridame treti automat, ktory bude tieto novo pridané zlé slova filtrovat. Existuju
prisne A-cyklické jazyky, pre ktoré vieme takéto automaty zostrojit tak, ze splnia

definiciu 3-rozkladu.
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Priklad 3. Zoberme jazyk L = {a'***? | k € N}. D4 sa ukézat, Ze minimalny
automat akceptujuci L je UDFA A velkosti (12,0). Zostrojme UDFA A;, Ay, A3 Stan-
dardného tvaru (Znacenie 1) velkosti (3,0), (4,0), (5,0), kde Fy = {q:[1], ¢1[2]}, F> =
{@(1], @2[2]} a F3 = {q3[0], g3[2]}. D4 sa ukdzat, ze L(A;) = {a®*!, a®*2 | k € N}.
Rovnako sa dd ukazat, ze L(As) = {a** ! a2 | k € N} a L(A3) = {a%, a2 | k €
N}. Potom prienik L(A;) N L(Ay) = {a'?+1 q1%+2 12645 126410 | L ¢ N}. Da-
lej prienik L(A;) N L(Az) = {a'?**2 a'%+8 | k € N} a prienik L(A) N L(A3) =
{a'?*+2 q12*+6 | k € N}. Skuto¢ne prienik L(A;) N L(Ay) N L(A3) = L a pre kazdi
dvojicu automatov A;, A;, kde 4,5 st z {1, 2,3} plati, ze prienik jazykov, ktoré ak-
ceptuju, sa nerovna L. Ay, Ao, Az teda tvoria 3-rozklad A. Ale rovako sa da ukazaft,
ze automat A sa da rozlozit na automaty By, By Standardného tvaru (Znacenie 1)
velkosti (3,0), (4,0), kde F; = {q:[2]} a Fy = {¢2[2]}. V 3-rozklade je teda automat
Ajg vlastne zbyto¢ny, kedze len zachranuje to, ze dvojica automatov [A;, As] je vlastne

len pokazenim rozkladu [By, By] (Vznikla pridanim zbytocénych akceptacnych stavov
q1[1], g2[1]).

Podobne ako nas takéto vlastne pokazené rozklady nezujimali pri skiimani kvality
2-rozkladov, nie st pre nas z pohladu kvality zaujimavé ani takéto 3-rozklady.
Obdobne ako pri 2-rozlozitelnosti mozeme teda zadefinovat efektivne 3-rozklady, kde
automaty takéhoto rozkladu budu mat nulové chvosty a najmensi spoloény nasobok
dlzok ich cyklov bude dizka cyklu minimélneho automatu akceptujiceho dany jazyk
L. Avsak ako ukazuje Priklad 3, tak to nestaci, lebo stdle mame rozklady, ktoré sice
nie su pokazenim iného 3-rozkladu, ale pokazenim nejakého 2-rozkladu pre dany
jazyk L. VSetky takéto 3-rozklady maju spolo¢nu vlastnost, Ze pre dva automaty z
daného 3-rozkladu A;, A;, kde @ # j, velkosti (A, 0), (A;,0) plati, ze lem(A1, A2) > .
Urcite to plati prave pre tie dva automaty, ktoré su pokazenim nejakého 2-rozkladu.
Teda pri skiimani 3-rozkladov, kedze pévodna motivacia bola zlepsit kvalitu rozkladov
oproti 2-rozkladom, nas skutocne mézu zaujimaft iba rozklady na automaty A;, As, A3
velkosti (A1, 0), (A2,0), (A3,0), kde lem(A;, A;) < A pre kazdé 4,5 z {1,2,3}, i # j.
Obdobne ako pri 2-rozlozitelnosti pre prisne A-cyklické jazyky definujeme efektivnu
3-rozlozitelnost s danymi prisnejsimi podmienkami a prave jej skiimaniu sa budeme

v tejto kapitole venovat.

Definicia 13. Nech A je UDFA velkosti (A, 0) pre nejaké A\ € N. Trojicu UDFA
[A1, Ag, A3] kde automaty Aj, As, Az su velkosti (Aq,0), (A, 0), (A3,0) nazyvame
efektivny 3-rozklad UDFA A ak L(A) = L(A1) N L(As) N L(A3s), lem(Ai, Ao, Ag) = A
a pre kazdé 7,7 € {1,2,3}, i # j plati, ze lem(\;, ;) < A. Ak takyto efektivny

3-rozklad UDFA A existuje, hovorime, ze A je efektivne 3-rozlozitelny.

Pozndmka 10. Vsimnimne si, ze v definicii efektivneho 3-rozkladu nie je priamo

uvedend podmienka, aby pre automat A; velkosti (\;,0) z rozkladu platilo, ze A; < A.
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Teda, ze tento automat je mensi ako povodny automat A. Tato vlastnost priamo
vyplynie z podmienky, ze lem();, Aj) < A, kde ();,0) je velkost dalsieho automatu
A; z rozkladu pre ¢ # j, kedze ocividne plati, ze \; < lem(\;, Aj).

Definicia 14. Nech L je prisne A\-cyklicky jazyk pre nejaké A € N, nech UDFA A
je minimélny automat akceptujici L. Hovorime, ze L je deterministicky efektivne
3-rozlozitelny ak UDFA A je efektivne 3-rozlozitelny.

Teraz dokazeme, ze efektivne 3-rozlozitelné jazyky st skutocne vsetky 3-rozlozitelné
a teda nasa nova definicia je len zizenim definicie 3-rozlozitelnosti pre prisne A-cyklické
jazyky, aby sme odfiltrovali z pohladu kvality pre nas nezaujimavé 3-rozklady. Na
rozdiel od efektivnej 2-rozlozitelnosti 3-rozlozitelnost a efektivna 3-rozlozitelnost nie
su ekvivalentné a existuju 3-rozlozitelné jazyky, ktoré nie st efektivne 3-rozlozitelné.
Prikladom takého jazyka je prave jazyk z Prikladu 3. Teda plati len jedna z dvoch

implikacii, ktori teraz dokazeme.

Veta 13. Nech L je prisne \-cyklicky jazyk pre nejaké A € N. Ak je L deterministicky

efektivne 3-rozlozZitelny, tak je aj deterministicky 3-rozloZitelny.

Doékaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N. Nech L je deterministicky
efektivne 3-rozloziteIny a nech A je minimalny UDFA akceptujici L. Potom A je
efektivne 3-rozlozitelny. Nech UDFA A;, Ay, A velkosti (A1, 0), (A2, 0), (A3, 0) tvoria
efektivny 3-rozklad UDFA A. Teda plati L = L(A;)NL(Aa)NL(As), lem(A1, A2, A3) =
A a pre kazdé 1,7 z {1,2,3}, kde ¢ # j plati, ze lem(\;, Aj) < A. Ozna¢me mnozinu
{1,2,3} = I. Ukdzeme, ze automaty Ay, Ay, A tvoria 3-rozklad automatu A.

Pre kazdé a, bz N plati, ze a/lecm(a, b) a tiez b/lecm(a, b). Potom plati a < lem(a, b)
a b <lcm(a,b). Teda plati aj \; < lem(N;, Aj) a A; < lem(\;, \j) a tiez vieme, ze
lem(Ni, Aj) < lem(A1, A2, A3) pre kazdé i,j z I, kde i # j. Z toho dostavame, Ze pre
kazdé i z I plati \; < lem(Aq, A2, A3), teda plati A; < A. Taktiez vieme, Ze pre kazdé
UDFA B velkosti (A, ttp) plati sc(B) = Ay + up. Teda plati aj sc(A4;) = \; pre kazdé
iz I asc(A) =\ Coznamend, 7e pre kazdé i z I plati, 7e sc(A;) < sc(A).

Teraz uz potrebujeme len dokézat, ze pre kazdé i, z I, kde ¢ # j plati L(A4;) N
L(A;) # L. Sporom predpokladajme, ze existuji 4,j z I, kde i # j také, ze L(A;) N
L(A;) = L. Bez ujmy na vseobecnosti nech i = 1 a j = 2. Plati teda L(A;)NL(As) =
L, pricom A; je velkosti (A1,0) a Ay je velkosti (Mg, 0). Podla Vety 6 potom existuje
automat A’ velkosti (lem(A1, A2), 0) akceptujici jazyk L(A;) N L(As), teda jazyk L.
Zaroven plati, Ze lem(Ay, Ag) < X a tiez, ze automat A velkosti (A, 0) je minimalny
automat akceptujtci L. Dalej plati, ze sc(A) = X a sc(A") = lem(\, Ay). Cim
dostavame spor, lebo sme nasli automat A’ akceptujici jazyk L, ktory je mensi nez
minimélny automat akceptujici dany jazyk, kedze sc(A’) < sc(A). Potom pre kazdé
i,j z I, kde ¢ # j musi platit L(A;) N L(A;) # L.
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Z toho dostavame, ze automaty A;, Ay, A3 tvoria 3-rozklad automatu A. Teda

UDFA A je 3-rozlozitelny a potom L je deterministicky 3-rozlozitelny. O

Pri charakterizovani 2-rozloziteInych prisne A-cyklickych jazykov vyuzivame bi-
partitny, teda vrcholovo dva-zafarbitelny graf a zovsSeobecnenie ¢inskej zvyskovej
vety (1). Dany prisne A-cyklicky jazyk L je 2-rozlozitelny prave vtedy, ked je aj
efektivne 2-rozlozitelny. A prave jeho efektivny 2-rozklad je pouzity pri dokaze cha-
rakterizacie 2-rozlozitelnosti (5). Ukaze sa, ze obdobne vyuzijeme tri-zafarbitelny
graf a zovSeobecnenie ¢inskej zvyskovej vety (1) aj pri charakterizécii efektivnej 3-
rozlozitelnosti. Konstrukcia tri-zafarbitelného grafu bude zovseobecnenim konstrukcie
pre 2-rozlozitelnost, len budeme musiet eSte doriesit niektoré problémy, ktoré pri

rozsireni rozkladu nastali.

3.2 Graf indukovany jazykom

Definicia 15. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre A € N, nech A1, Ay, A3 € N. Graf
indukovany L, A1, Ay, A3 je 3-zafarbitelny graf G = (V| F), kde

V =V UV, UVj, kde pre kazdé i € {1,2,3} Vi = {[r,i] | r € Z),}
E={(r,[p,j]) e VxV | s,k €eV)i#j#k, (3meN)m=r(mod ) Am=
p (mod A\;) N m=s (mod \;) N o™ € L}

Intuitivne vrcholy grafu st rozdelené do troch mnozin, respektive zafarbené tromi
farbami, pricom kazda farba prislicha nejakému i z {1,2,3}. Vrcholy tejto farby
predstavuju prvky zo Z,,. Pre kazdé slovo w = a™ z jazyka L sa v grafe nachadza
trojuholnik (kruznica dizky 3) s kazdym vrcholom inej farby, kde tieto vrcholy
prisluchjua prvkom zo Z,, kongruentnym s m modulo prislusné \;. Uvedomme si, zZe
presne toto hovori podmienka na existenciu hrany medzi dvomi vrcholmi. Vrcholy 7, p
spaja hrana, ak existuje vrchol s taky, ze kazdy z tejto trojice vrcholov je inej farby a
existuje prirodzené ¢islo m také, Ze je kongruentné s prvkom zo Z,, prislichajicemu
vrcholu zafarmenému farbou ¢ modulo A; a tiez a™ lezi v L. Potom hrana spaja aj
vrcholy r, s a p, s lebo pre ne taky treti vrchol tiez existuje, prave p respektive r, a
tiez pre ne existuje také prirodzené cislo, prave m. Zaroven pre vSetky prirodzené
¢isla m, A existuje také t € Z,, ktoré je kongruentné s m modulo dané A\, ¢ize pre
kazdé slovo z jazyka L existuje trojica vrcholov, ktord spliia dant podmienku a tvor

v indukovanom grafe trojuholnik.

Priklad 4. Majme jazyk L = {a3%*4, ¢®%%*8 | k € N}. D4 sa ukézat, Ze minimalny
automat A akceptujuci tento jazyk je UDFA velkosti (30,0), teda L je prisne -
cyklicky jazyk pre A = 30. Zvolme \; =5, Ay = 3, A3 = 2. Zostrojme tri-zafarbitelny
graf G indukovany L, A, A2, A3 podla definicie (Obréazok 3.1).
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Vi= {[0> 1]7 [17 1]7 [27 1]a [37 1]’ [4’ 1]}

Va = {[0? 2]7 [17 2]7 [27 2]}

Vi ={10,3],[1,3];

Trojica vrcholov [4, 1], [1, 2], [0, 3] tvorf prislusny trojuholnik pre slova tvaru a™, kde
m = 30k+4 pre nejaké k z N, kedze pre lubovolné dva z nich existuje vrchol, ten treti,
taky, ze si zafarbené roznymi farbami a plati, ze m =4 (mod 5), m = 1 (mod 3),
m =0 (mod 2) a a™ lezi v jazyku L. Obdobne pre slova tvaru a™, kde m = 30k + 8
pre nejaké k z N, mame v grafe trojuholnik z vrcholov [3,1],[2,2], [0, 3]. Ziadne iné

slova nie st v jazyku a preto ani v grafe G nemo6zu byt dalsie hrany.

ORORD

Obr. 3.1: Graf G indukovany L = {a?%*4 ¢3%+8 | k € N}, \;, Ao, A3, kde A\, = 5,
)\2 =3a )\3 =2

Definicia 16. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre A € N, nech A, A\, A3 €
N. Nech G je graf indukovany L, A;, Ay, A3, nech pre vSetky i € {1,2,3} V! =
{r | r € Vi,dg(r) > 0}, teda V/ vznikne z V; odstranenim vsetkych vrcholov
nulového stupna. Hovorime, ze graf G rozklada L prave vtedy, ked pre vsetky
trojice ([r,1],[p,2],[s,3]) € V{ x V§ x V§ a pre vSetky m € N plati, ze ak m =
r (mod M) A m=p (mod \y) N m=s (mod A3), tak potom a™ € L.

Intuitivne graf G indukovany L, A, Ao, A\3 rozklada jazyk L, ak po zanedbani
vsetkych vrcholov stupna nula, pre kazdu trojicu vrcholov réznej farby plati, ze bud
neexistuje m kongruentné s prislusnymi tromi vrcholmi modulo prislusné \; alebo
pre kazdé m, ktoré spliia dant kongruenciu slovo a™ patri do jazyka L.

Tym hovorime, ze medzi vrcholy s nenulovym stupnom roéznych farieb v grafe
G uz nevieme pridaf dalsie hrany podla podmienky z konstrukcie grafu ani keby
sme nevyzadovali, ze musi platit zaver tejto podmienky, teda, ze a™ patri do jazyka
L, ale stacila by nam iba existencia m kongruentného s danymi vrcholmi modulo
prislusné \;.

Takisto kazdy trojuholnik v grafe G prislicha nejakym slovam z jazyka, ¢ize sme

nevytvori nijaky trojuholnik takpovediac nechtiac. Takato situacia moze nastat ak do
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grafu pridame tri trojuholniky, pre ktoré plati, ze kazda dvojica z nich ma spoloc¢ny
jeden vrchol, ale vSetky tri nemaju spolo¢ny ziadny vrchol. Vtedy dostavame tri
vrcholy [p, 1], [r, 2], [s, 3] a tri prirodzené ¢isla mq, mo, ms, kde plati p = my (mod A;)
ar =my (mod \p), dalej 1 = my (mod Xy) a s = my (mod A3) a taktiez p =
ms (mod A1) a s = mg (mod A3). Podla zovSeobecnenia ¢inskej zvyskovej vety (1)
potom existuje jedno m kongruentné s p mod A, r mod Ao, s mod A3. Preto aby
bola splnena podmienka z definicie grafu rozkladajticeho jazyk L, musia aj vsetky
slova prislichajice tomuto trojuholniku patrit do jazyka L, a teda naozaj kazdy

trojuholnik v grafe prislicha nejakym slovam z jazyka.

Priklad 5. Uvedme priklad jazyka, kde graf indukovany L a prislusnymi \; obsahuje
prave takyto nechtiac vytvoreny trojuholnik a teda nerozkladéd jazyk L. Majme
L = {af0k+4 gO0k+11 q60k+22 (60R+32 60k+34 00k+4d (60k+52 | | ¢ N}, D4 sa ukd-
zat, Ze minimélny automat akceptujuci tento jazyk je UDFA A velkosti (60,0),
teda L je prisne A-cyklicky jazyk pre A = 60. Zvolme Ay = 5, Ay = 3, A3 = 4
a zostrojme prislusny indukovany graf G (Obrazok 3.2). Specidlne sa pozrime

60k+32 prislicha

na tri trojuholniky, ktoré vytvoria ten nechceny. Slovam tvaru a
trojuholnik s vrcholmi [2,1],[2,2], [0, 3]. Slovim tvaru a%**14 prislicha trojuhol-
nik s vrcholmi [4,1],[2,2],[2,3]. Slovam tvaru a®**2? prislicha trojuholnik s vr-
cholmi [2,1],[1,2],[2,3]. Tymto sme v grafe vytvorili aj trojuholnik z vrcholov
[2,1],12,2],[2,3], ktory by prislichal slovam tvaru a®**2, kedze plati 60k + 2 =
2 (mod 5), 60k +2 = 2 (mod 3) a 60k +2 = 2 (mod 4) pre kazdé k z N, avsak
takéto slova nelezia v jazyku L. Kedze sme nasli trojicu vrcholov nenulového stupna
roznej farby a m = 60k + 2 pre nejaké k z N, kongruenté s danymi vrcholmi modulo

prislusné \; také, ze a™ nelezi v jazyku, tak G nerozklada L.

Obr. 3.2: Graf G indukovanjf L = {a60k+47 a60k+14, a60k+227 a60k+327 a60kz+347 a60k+447
a60k+52 | ke N}, )\1, )\2, )\3, kde )\1 = 5, )\2 =3a )\3 =4

legenda: cierna tenkd - trojuholniky tvoriace nechceny; cierna hrubd - nechcene
vytvoreny trojuholnik; sedd - zvysné hrany grafu
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Pozndmka 11. Vsimnime si, ze ak by sme podmienku kedy graf G rozklada jazyk L
formulovali ako pri 2-rozlozitelnosti, teda nasledovne:

Howvorime, Ze graf G rozklada L prave vtedy, ked pre vsetky dvojice ([r, 1], [p, 2], [s, 3]) €
Vi x Vi x Vi plati, Ze ak ezistuje m € N také, Ze m = r (mod \) N m =

p (mod A\y) A m = s (mod \3), tak potom ([r, 1], [p,2]), ([r, 1], [s, 3])([p, 2], [s, 3]) € E.

Tak potom by podla tejto podmienky graf z Prikladu 5 rozkladal L a automaty

zostrojené podla tohto grafu by akceptovali aj zlé slova tvaru a5%%+2,

Uvedomme si, ze ak navySe i, Ao, A3 spliiaji podmienky z deficie efektivnej
3-rozlozitelnosti (13), tak graf G indukovany L, A, Ao, A3, kde L je nejaky prisne
A-cyklicky jazyk, ktory navyse rozklada L, urcuje efektivny 3-rozklad minimalneho
automatu A akceptujiceho jazyk L. Vrcholy grafu zafarbené jednou farbou predsta-
vuju stavy nového automatu, tie ktoré si nenulového stupna predstavujia akceptacné.
Pri tvahe ¢i skuto¢ne prenik jazykov akceptovanych takto zostrojenymi automatmi
sa rovna jazyku L, sa staci pozerat len na slova tvaru o', kde m < A, lebo kedze
lem(A1, Mo, A3) = A, tak vypocty novych automatov na vietkych slovach tvaru a***n,
kde k je z N a n < A\, vSetky skonc¢ia v rovnakych stavoch, rovnako ako aj vypocty
automatu A. CiZze sa nam stadf pozerat len slova kratsie ako .

Vypocty takto zostrojenych novych automatov na vstupnom slove w = a™ pre
nejaké m z N skoncia vsetky v akceptacnych stavoch len ak je m kongruentné s
prvkami zo Zjy, prislichajicimi danym stavom modulo prislusné \;. Kedze graf G
rozklada L, potom w patri do jazyka L.

Rovnako ked vstupné slovo w patri do L, tak mu v grafe G podla toho ako
bol skonstruovany prislicha nejaky trojuholnik, ktorého vrcholy sa prave stavy
novych automatov, v ktorych skoncia ich vypocty. Kedze tieto vrcholy st nenulového
stupna, tak budu tieto stavy akceptacné a nové automaty budua vsetky akceptovat
vstupné slovo w. Na zdklade tohto mozeme teda sformulovat postacujicu podmienku
efektivnej 3-rozlozitelnosti pre prisne A-cyklické jazyky. Ukéaze sa, ze tato podmienka

je zaroven aj nutnou.

Teraz uvedme niekolko prikladov prisne A-cyklickych jazykov s danymi Ai, Ag, A3,
pre ktoré plati lem(A1, A2, A3) = A a pre kazdé 4, j z {1,2,3}, kde ¢ # j lem(\;, \)) <
A, a prislusnymi indukovanymi grafmi, aby sme lepsie ukazali, kedy prislusny graf
rozklada dany jazyk a zaroven ako budu vyzerat automaty tvoriace efektivny 3-rozklad
minimélneho automatu akceptujiceho dany jazyk zostrojené podla prislusného

indukovaného grafu.

Priklad 6. Zoberme jazyk L = {a®*™ a3%*8 | k € N} a Aj, Ay, A3 z Prikladu 4.
Zostrojme graf indukovany L, Aj, Ay, A3 (Obrazok 3.1). V tomto pripade je Tahké
nahliadnut, ze graf G nerozklada L. A\, A2, A3 sl po dvoch nestdelitelné a preto podla

CRT (1) systém kongruencii z = p (mod A1), z = r (mod Xp), © = s (mod A3) ma



3.2. GRAF INDUKOVANY JAZYKOM 33

riesenie pre Iubovolné p,r, s z Z. Teda aby graf G rozkladal L, pre Iubovolni trojicu
vrcholov nenulového stupiia roznych farieb musia slova tvaru ™+ lezat v jazyku,
kde z je rieSsenim prislusného systému kongruencii pre dané vrcholy a £k je z N. V
tomto pripade hned vidime, ze tato podmienka nie je splnend, lebo podla konstrukcie
grafu G by musela Tubovolna trojica vrcholov réznych farieb a nenulového stupna
tvorit trojuholnik, ¢o neplati napriklad pre vrcholy [3,1],[1,2], [0, 3]. (V Priklade 5
kazda trojica vrcholov nenulového stupna a réznych farieb tvori trojuholnik a preto
je tazsie nahliadnut, Ze dany graf nerozkladd dany jazyk.) Pre tieto tri vrcholy je
rieSenim daného systému kongruencii zo Z, 28 a napriklad aj pre tieto hodnoty nie
je splnend podmienka, aby graf rozkladal L. Potom graf G nerozklada L. V tomto
pripade teda nevieme zostrojit efektivny 3-rozklad L podla grafu G a kedze neskor
ukazeme, ze existencia indukované grafu, ktory rozklada L, pricom Ay, A9, A3 spiflajfl
podmienky vyzadované v definicii efektivnej 3-rozlozitelnosti (13), je charakterizaciou
efektivnej 3-rozlozitelnosti pre prisne A-cyklické jazyky, vieme povedat, ze jazyk L

nie je efektivne 3-rozlozitelny.

Priklad 7. Zoberme jazyk L = {a®%%4 3%%+28 | L € N}. D4 sa ukazat, Ze minimalny
automat akceptujuici tento jazyk je UDFA A velkosti (30,0), teda L je prisne A-
cyklicky jazyk pre A = 30. Zvolme A\ = 5, Ay = 3, A\3 = 2. Zostrojme graf G
indukovany L, A, A2, A3 (Obrazok 3.3). A1, A2, A3 st po dvoch nestdelitelné, teda
podla CRT (1) systém kongruencii x = p (mod A1), © = r (mod \3), x = s (mod \3)
ma rieSenie pre fubovolné p,r, s z Z. Potom, aby graf G rozkladal L, tak pre kazdu
trojicu vrcholov nenulového stupna roznych farieb a pre kazdé riesenie daného systému
kongruenii m s prislusnymi vrcholmi modulo prislusné \;, musi slovo a™ patrit do
jazyka L. Pre trojicu vrcholov [3,1],[1,2],[0,3] je rieSenim 28. DalSie riesenia st
s nfm podla CRT (1) kongruentné modulo X a slovd tvaru a***+28 lezia v L. Pre
trojicu [4,1],[1,2], [0, 3] je rieSenim 4, ostatné st s nim kongruentné modulo A a slové

tvaru a Mt

taktiez lezia v L. Iné trojice takychto vrcholov v grafe nemame, a teda
podmienka je splnena, ¢ize G rozklada L.

Zaroven pre Ai, Ay, A3 plati, ze lem(A, A2, A3) = A a pre kazdé i,j z {1,2,3},
kde i # j plati lem(\;, A;) < A. Potom vieme podla grafu G uvedenym spdésobom
zostrojit automaty Ay, Ay, Az (Obrazok 3.4) velkosti (A1,0), (A2,0), (A3,0), ktoré
tvoria efektivny 3-rozklad automatu A. Kedze sme nasli takyto efektivny 3-rozklad

A, tak potom L je deterministicky efektivne 3-rozlozitelny.

Priklad 8. Teraz zoberme jazyk L = {aS0FF11 qO0k+12 o60k+36 60k+47 | ¢ N},
D4 sa ukézat, ze minimalny automat akceptujici tento jazyk je UDFA A velkosti
(60,0), teda L je prisne A-cyklicky jazyk pre A = 60. Zvolme \; = 6, Ay =4, A3 = 5.
Zostrojme graf G indukovany L, A1, Ay, A3 (Obrézok 3.5). Rovnakym sposobom ako

v Priklade 7 sa d& ukazaf, ze pre kazdu trojicu vrcholov nenulového stupna réznej
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Obr. 3.3: Graf G indukovany L = {a®0%*+* a3%+28 | k € N}, A\j, Ao, A3, kde \; = 5,
)\2 =3a )\3 =2
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Obr. 3.4: UDFA A;, Ay, A3 velkosti (6,0), (4,0), (5,0) tvoriace rozklad minimalneho
UDFA A akceptujiceho jazyk L = {aS0%+11 q60k+12 q00k+36 o607 | o e N}

farby v grafe a pre vsetky m kongruentné s prislusnymi vrcholmi modulo prislusné \;
plati, ze slovo a™ lezi v jazyku. Su to slova styroch tvarov, ktoré vytvorili v grafe G
styri trojuholniky. Ked si zoberieme trojicu vrcholov nenulového stupna réznej farby
netvoriacu trojuholnik, da sa pomocou CRT (1) ukazat, Ze neexistuje také m, ktoré
by bolo kongruentné s danymi vrcholmi modulo prislusné \;, a teda pre tieto trojice
je podmienka trividlne splnend. Pre vSetky ostatné trojice danych vrcholov prislusné
slova patria do jazyka. Na ukdzku zoberme vrcholy [0, 1], [3,2], [2, 3]. Pozrime sa
na dvojicu kongruencii m = 0 (mod 6), m = 3 (mod 4). T4 ma podla CRT (1)
rieSenie prave vtedy, ked plati 0 = 3 (mod gcd(6,4)) teda 0 = 3 (mod 2). Co o¢ividne
neplati, kedze 0 je parna a 3 neparna. Potom nemdze existovat rieSenie ani pre systém
vsetkych troch kongruencii. Obdobne je to pre ostatné trojice vrcholov nenulového
stupna réznych farieb, ktoré netvoria trojuholnik v grafe. Potom graf G rozklada

jazyk L.
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Obr. 3.5: Graf G indukovany L = {aS0%+11 q00k+12 q60k+36 60k+4T | I e N} \p, Mg, As,
kde)\1:6, )\2:43)\3:5

Zaroven pre Ai, A2, Az plati, ze lem(A\, A2, A3) = A a pre kazdé i,j z {1,2,3},
kde i # j plati lem(\;, A;) < A. Potom vieme podla grafu G uvedenym spdésobom
zostrojit automaty Ay, Ay, Az (Obrazok 3.6) velkosti (A1,0), (A2,0), (A3,0), ktoré
tvoria efektivny 3-rozklad automatu A. Kedze sme nasli takyto efektivny 3-rozklad

A, tak potom L je deterministicky efektivne 3-rozlozitelny.

Obr. 3.6: UDFA A, Ay, A3 velkosti (6,0), (4,0), (5,0) tvoriace rozklad minimalneho
UDFA A akceptujiceho jazyk L = {aS0k+1L q60k+12 q00k+36 46047 | o e N}

Q
g

4
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3.3 Charakterizacia 3-rozlozitelnych jazykov

Na zaklade ukazanych myslienok mézeme charakterizovat efektivne 3-rozlozitelné pri-
sne A-cyklické jazyky. Zacneme naformulovanim a dokazanim postacujicej podmienky

pre ich efektivnu 3-rozlozitelnost.

Lema 7. Nech L je prisne \-cyklicky jazyk pre nejaké X € N. Ak existuji A1, \o, A3 €
N také, Ze lem(Ai, A2, A3) = X a pre vsetky i,j € {1,2,3} plati, Ze lem(X;, \;) < A
a graf G indukovany L, )\, Ao, A3 rozkladd L, tak L je deterministicky efektivne

3-rozloZitelny.

Doékaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N. Nech UDFA A =
(@Q,{a},9,q[0], F) taky, ze L(A) = L je minimélny automat akceptujici L, A je
teda UDFA velkosti (A, 0) Standardného tvaru (Znacenie 1). Ozna¢me mnozinu
{1,2,3} = I. Nech \{, Ay, A3 patria do N, pricom pre ne plati, Ze lem(A1, Ao, A3) = A
a pre vSetky 4,5 z I plati, ze lem(\;, Aj) < A. Nech grat G = (V, E) induko-
vany L, A1, A2, A3 rozkladd L. Zostrojme UDFA A; = (Q1,{a},d1,1[0], F1), Ay =
(Q2,{a}, 02, 42]0], F3), A3 = (Q3, {a}, 03, q3[0], F3) také, ze L = L(A;)NL(As)NL(As).

Pre kazdé i z I zostrojme A; nasledovne:

Qi=1alil | j € Zx}
(Vj € Zy,) di(qilj], @) = @:[j + 1 mod A
Fy = {qi[m mod \j] | m € Zy, qlm] € F} = {q[n] | [n,i] € V]}

Najprv dokdzme, ze L C L(A;) N L(A2) N L(A3). Nech w patri do L, chceme
dokazat, ze w patri aj do L(A;) N L(Ay) N L(As). Kedze w patri do L, musi byt
tvaru w = a" pre nejaké n z N. Nech m =n (mod \) a m < A. Potom akcepta¢ny
vypocet A na w je tvaru (¢[0],w) % (¢[m], ), kde ¢[m] je akceptacény stav v A.
Vypocet A; na w je tvaru (¢[0],w) Fiy. (g[n mod A\, e) pre kazdé i z I. Kedze
A = lem(Aq, Ag, A3), tak pre kazdé i z I plati, ze A\;/A. Potom podla Tvrdenia 2
dostavame, ze n mod \; = (n mod \) mod \; pre kazdé i z I. Teda pre kazdé i
z I plati, ze g;[n mod X\;| = ¢;[(n mod X\) mod \;] = g;lm mod \;]. Kedze gq[m]
patri do F, tak potom podla kostrukcie automatov A; pre kazdé i z I plati, ze
gilm mod X\;] padtri do F;, teda je to akceptacny stav automatu A;. Teda vypocty
automatov A, As, Az na slove w st vSetky akceptacné, z ¢oho dostavame, ze w patri
do jazykov L(A;), L(Az), L(Aj3), a teda patri aj do ich prieniku L(A;)NL(Ay)NL(A;3).
Dostévame teda, ze L C L(A;) N L(As) N L(As3).

Teraz dokazeme, ze plati aj druha inklizia, teda L(A;) N L(Ay) N L(A3) C L.
Nech w patri do L(A;) N L(A2) N L(A;s), chceme dokézat, ze w patri aj do L. Kedze
w patri do L(A;) N L(A2) N L(As), musi byt tvaru w = a” pre nejaké n z N. Vypocet
A; na w je tvaru (¢;[0],w) F. (gi[n mod A, e) pre kazdé i z I. Kedze pre kazdé
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i z I plati, ze w patri do L(A4;), tak ¢;[n mod \;] je akceptaény stav automatu A;
pre kazdé i z I. Nech r; = n (mod \;) a r; < \;, teda ¢;[n mod \;] = ¢[r;] ¢o je
akceptacny stav pre kazdé i z I. Podla definicie automatov A; dostavame, ze pre
kazdé i z I existuje m; zo Zy také, ze m; = r; (mod )\;) a sticasne ¢[m;] patri do F,
teda je akceptacny stav automatu A. Potom pre kazdé i z I slovo a™ patri do L,
kedZze vypocet A na a™ je tvaru (q[0], a™) % (q[m;], e) a ¢[m;] patri do F. Zoberme
a™. Nech s;5 = my (mod Ay), kde s19 < Ay a s13 = my (mod A3), kde s13 < As.

Dalej vieme, ze r1 = my (mod A1) a r; < A;. Nasledujuci systém kongruenci

rr=x (mod \y)
si2 =x (mod \z)

si3=1x (mod \3)

ma teda riesenie, napriklad my. Taktiez a™ patri do L, potom graf G musi obsahovat
hrany ([r1, 1], [s12,2]), ([r1,1], [s13,3]), ([s12, 2], [s13, 3]). Analogickt Gvahu mo6zeme
uplatnif na slovd a2 a a™3. Dostavame, Ze vrcholy [rq, 1], [re, 2], [r3, 3] st v grafe G
nenulového stupna a teda plati, ze [rq, 1] patri do V{, [rq, 2] patri do Vj a [rs, 3] patri

do V3. Taktiez vieme, ze systém kongruencii

rr=az (mod \)
ro =x (mod A)

rs=x (mod A3)

ma riesenie, jedno z jeho rieseni je napriklad n. Potom, kedze G rozklada L musi
platit, Ze a™ = w patri do jazyka L. Dostavame teda L(A;) N L(Asy) N L(As) C L.

Potom L = L(A;)NL(Ay) N L(As). Zaroven plati, ze Ay, Ay, A3 st UDFA velkosti
(A1,0), (A2,0), (A3,0) a pre Aj, Ao, A3 plati, Ze lem(A1, Ao, A3) = X a pre kazdé i, j =
I, kde i # j plata, ze lem(A;, \;) < A. Automaty Ay, Ay, A3 teda tvoria efektivny
3-rozklad automatu A velkosti (A, 0), ktory je minimalny automat akceptujici jazyk

L. Potom L je deterministicky efektivne 3-rozlozitelny. [

Pozndmka 12. Vsimnime si, ze pri dokaze prvej inklazie, teda L(A) C L(A;) N
L(A2) N L(As), sme vobec nevyuzili, ze graf G rozklada L. Pouzili sme len vlastnost,
ze lem(Aq, Mg, A3) = A. Této inklizia teda plati vo vseobecnosti, pre Tubovolny prisne
A-cyklicky jazyk L, ak existuji Aj, Ag, A3 také, ze lem(Aq, Ao, A3) = A, tak existuji
Ai-cyklické jazyky L;, pre kazdé i z {1,2,3} také, ze L C Ly N Ly N L3 a tiez pre
miniméalny automat A; akceptujici jazyk L; plati, ze sc(A4;) < sc(A), pre kazdé i z
{1,2,3}, kde A je minimalny automat akceptujici L.

Pozndmka 13. Kedze plati, ze ak je jazyk L efektivne 3-rozlozitelny, tak je aj 3-
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rozlozitelny, potom tato podmienka je postacujicou podmienkou aj pre 3-rozlozitelnost
vo vSeobecnosti, nie len pre efektivnu. AvSak v tomto vseobecnom pripade uz nie je

aj nutnou podmienkou.

Teraz ukazeme, ze tato podmienka je zaroven aj nutnou podmienkou efektivne;j

3-rozlozitelnosti pre prisne A-cyklické jazyky, a tym dostaneme ich charakterizaciu.

Lema 8. Nech L je prisne A\-cyklicky jazyk pre nejaké A € N. Ak L je deterministicky
efektivne 3-rozloZitelny, tak existuji A1, Ao, A3 € N také, Ze lem(A, A2, \3) = A a
pre kazdé i,5 € {1,2,3}, kde i # j plati, Ze lem(\;, N;) < X a graf G indukovany
L, M, Ao, A3 rozkladd L.

Dokaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A € N. Nech L je deterministicky
efektivne 3-rozlozitelny a UDFA A je minimalny automat akceptujuci L, teda ma
velkost (A, 0). Oznacme mnozinu {1,2,3} = I. Potom existuji UDFA A;, As, A3
velkosti (A1, 0), (A, 0), (A3, 0) také, ze L(A;) N L(Ag) N L(A3) = L(A) = L. Taktiez
pre Ai, Ao, Az plati, ze lem(A1, Ao, A3) = A a pre kazdé i,j z I, kde i # j plati, ze
lem(A;, Aj) < A. Zostrojme graf G = (V, E) indukovany L, A1, A2, A3 podla definicie a

ukazeme, ze rozklada L.

V =V1UVaUVj, kde pre vetky @ € I plati V; = {[r,i] | r € Zy,}
E={([r,i,[p,7])) e VXV | Q[s, k] € V)i#j#k, (Im e N)m =r (mod\;) A\m =
p (mod \;) N m=s (mod \;) Na™ € L}

Sporom predpokladajme, ze G nerozklada L. Teda existuji vrcholy nenulového
stupna [r,1] z V/, [p,2] z V3, [s,3] z V5 a existuje prirodzené ¢islo m také, ze
m =71 (mod A1), m = p (mod \2), m = s (mod \3) a a™ nepatri do jazyka L. Kedze
[r, 1] je vrchol nenulového stupna, v grafe G existuje vrchol [r;, 4], kde i # 1 a hrana
([r, 1], [ri, ?]) medzi nimi. Podla definicie hranovej mnoziny grafu G existuje vrchol
(75, 7], kde j # i a tiez j # 1. Takisto existuje prirodzené ¢islo n pre ktoré plati, ze
n=r (mod A1), n =r; (mod X\;), n =r; (mod \;) a tiez a™ € L. Vypocet A; na a”
je tvaru (q1[0],a") =4, (qi[r],€), lebo m = r (mod A;) a tiez r je zo Zy,, teda r < A;.
Kedze a™ patri do L = L(A) = L(A;) N L(Ay) N L(A;3), patri aj do L(A;), a preto
tento vypocet je akceptacny a ¢1[r] patri do Fi, teda je akceptacny stav automatu
A;. Analogicky vieme ukézat, Ze aj ¢o[p] patri do Fs a g3[s] patri do F3, teda su to

akceptacné stavy prislusnych automatov A,, As.

Vypocet A; na slove a™ je tvaru (¢[0],a™) Fi, (q1[m mod \,e). Ale m =
r (mod A1), kde r < A, a teda vypocet konéi v stave ¢;[r], ¢o je akceptaény stav
automatu A;. Teda A; akceptuje slovo a™, ¢ize a™ patri do L(A;). Analogicky vieme
ukazat, ze slovo a™ je akceptované aj automatmi Ay, As, a teda o™ patri do L(Ay) a
tiez a™ patri do L(A3). Potom a™ patri aj do L(Ay) N L(As) N L(A3) = L(A) = L.
Co je spor lebo a™ nepatri do jazyka L.
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Dostavame teda, ze graf G indukovany L, Ai, A9, A3 rozkladd L. Zaroven pre
A1, A2, Az plati, ze lem(A1, Ao, A3) = X a pre kazdé i,5 z I, kde i # j plati, ze
lcm()\i, >\]) <A O

Spojenim tychto dvoch liem (7)(8) dostavame charakterizdciu deterministicky

efektivne 3-rozlozitelnych prisne A-cyklickych jazykov.

Veta 14. Nech L je prisne \-cyklicky jazyk pre nejaké A € N. L je determi-
nisticky efektivne 3-rozloZitelny prdave vtedy, ked existujii A1, Ay, A3 € N také, Ze
lem(A1, A2, A3) = A a pre kaZdé i,j € {1,2,3}, kde i # j plati, Ze lem(\;, Nj) < X a
graf G indukovany L, \y, Ao, A3 rozkladd L.






Kapitola 4
Porovnanie rozkladov

V tejto kapitole ukazeme aky je vztah medzi triedami efektivne 2-rozlozitelnych
a efektivne 3-rozlozitelnjch jazykov. Dalej budeme skiimat kvalitu 3-rozkladov a
nasledne ju porovname s kvalitou 2-rozkladov, kedZe zlepsenie kvality rozkladov bol

nas prvotny ciel pri zavedeni 3-rozkladov.

4.1 Vztah 2-rozkladov a 3-rozkladov

Na to, aby sme mohli porovnavat kvalitu efektivnych 2-rozkladov a efektivnych
3-rozkladov pre prisne A-cyklické jazyky, potrebujeme zistit aky je vztah medzi
mnozinami jazykov, ktoré si deterministicky efektivne 2-rozlozitelné, respektive
3-rozlozitelné. Ukazeme, ze ak je jazyk L efektivne 3-rozlozitelny, tak je aj efektivne
2-rozlozitelny. Teda ked existuje efektivny 3-rozklad minimalneho automatu akcep-
tujuceho nejaky prisne A-cyklicky jazyk L, tak existuje aj jeho efektivny 2-rozklad.
Potom mdzeme bez problémov porovnat kvalitu jeho rozkladov. Ukaze sa, ze opacna
implikacia neplati, a teda, ze existuje efektivne 2-rozlozietelny jazyk, ktory nie je
efektivne 3-rozlozitelny. V tomto pripade je teda jeho efektivny 2-rozklad to najlepsie,
¢o mozeme dosiahnut, kedze ziadny jeho 3-rozklad neexistuje. Prirodzene ich potom
ani nemoézeme porovnavat. Teraz podme sformulovat a dokazat uvedené myslienky.

Zacnime dokazom tvrdenia, ze kazdy efektivne 3-rozlozitelny prisne A-cyklicky
jazyk L je aj efektivne 2-rozlozitelny. V dokaze vyuzijeme charakterizacie takychto

jazykov pomocou indukovanych grafov.
Veta 15. Nech L je prisne \-cyklicky jazyk pre nejaké X € N. Potom ak L je deter-
manisticky efektivne 3-rozloZitelny, tak je aj deterministicky efektivne 2-rozloZitelny.

Dokaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N. Nech L je deterministicky
efektivne 3-rozlozitelny. Potom existuji Ai, Ag, A3 z N také, ze lem (A1, Ao, A3) = A a
pre kazdé i,j z {1,2,3} = I, kde i # j, plati, ze lem(\;, ;) < . Zaroven plati, ze
graf G = (V, E) indukovany L, A1, Ag, A3 rozkladd L. Ozna¢me lem (A1, \2) = A, a

41
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A3 = Ay. Plati, ze lem(A;, \y) = lem(lem (A1, A2), A2) = lem(Ayg, Ao, A3) = A. Taktiez
vieme, ze A\, < A a A\, < \. Zostrojme graf G; = (V4, £) indukovany L, \;, A, a

ukazeme, ze G; rozklada L.

Sporom predpokladajme, ze GG7 nerozklada L. Teda existuje dvojica vrcholov
roznej farby [ry, 1], [ry, 2] z V/, ¢o je mnozina vrcholov nenulového stupna, kde r, je
z Ly, a1y z ZLy,, pricom plati, Ze existuje m z N také, ze plati m = r, (mod ;) a
m =r, (mod \,) a tiez hrana ([r,, 1], [r,,2]) nelezi v E; hranovej mnozine grafu Gj.

Na zéklade konstrukcie E; vieme, ze potom a'™ nelezi v jazyku L.

Vieme, ze m = r, (mod )\;), teda m = r, (mod lem(\i, \2)). Potom podla
Tvrdenia 1 plati aj m = r, (mod \y), respektive m = r, (mod A2). Zaroven vieme,

ze m =1, (mod \,) teda m = r, (mod \3).

Nech r, = 7 (mod \;), kde r; patri do Z,,. Rovnako nech r, = ry (mod Ag),
kde ry patri do Zy,. Oznacme r, = r3. Teraz zoberme trojicu vrcholov v grafe ¢
[11,1], [r2, 2], [r3, 3]. Vieme, ze platia kongruencie m = 1 (mod A;), m = ry (mod As)
am = r3 (mod \3), pricom m je z N. Potom ak si nami vybrané tri vrcholy v G
nenulového stupna, tak a™ lezi v jazyku L, kedze G rozkladd L. Tym dostavame

spor a teda GG rozklada L.

Teraz uz musime len dokazat, ze vrcholy [ry, 1], [re,2], [rs, 3] maju v grafe G
nenulovy stupen. Vieme, ze vrcholy [r,, 1], [r,, 2] maji nenulovy stupen v grafe Gj,

teda existuji vrcholy [rf, 2], [r;, 1] vo V/, teda nenulového stupnia v Gy, kde 7 je zo

+
Y

mnozine grafu Gj.

Zy, ary 70 Ly, anavyse existujt hrany ([r,, 1], [rF,2]), ([}, 1], [y, 2]) v E) hranovej

Kedze Gy je indukovany L, A\;, A, a ([rz, 1], [, 2]) lezi v Ey, tak podla konstrukcie
G, vieme, Ze existuje n, z N také, ze n, = r, (mod \;) a n, = r (mod \,)
a navyse a"* lezi v L. Potom podla Tvrdenia 1 plati, ze n, = r, (mod \) a
tiez n, = 1, (mod Ap). Kedze r1 = r, (mod \) a ro = r, (mod Ay), tak aj
ne =11 (mod A1) a n, =ry (mod \y), kde vieme, 7e r| je zo Zy, a 1y z0 Zy,. Dalej
vieme, Ze n, = r; (mod A3) lebo A\, = A3, kde 77 je zo Z,,. Kedze a™ lezi v L a plati
ne =11 (mod A1), ngy =1y (Mmod X3) an, =1} (mod \3), tak potom kedze G je graf
indukovany L, A, Ao, A3, tak hrany ([r1, 1], [re,2]), ([r1, 1], [}, 3]) a ([r2, 2], [r], 3])
lezia v E' hranovej mnozine grafu G. Teda vrcholy [rq, 1], [r2, 2] st v G nenulového

stupna.

Este potrebujeme dokazat, ze aj vrchol [rs, 3] je v G nenulového stupna. Kedze G,
je indukovany L, A,, Ay a ([r}, 1], [ry,2]) lezi v Ey, tak podla konstrukcie Gy vieme,
Ze existuje n, z N také, ze n, = r, (mod \,) a n, = r} (mod \,) a navyse a™ lezi
v L. Potom podla Tvrdenia 1 plati, Ze n, = r; (mod \1) a tiez n, = r;f (mod \).

Nech 7;f = 7{" (mod A1), kde ri patri do Zy,. Rovnako nech 7,5 = 735 (mod Xz), kde
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r3 patri do Z,,. Potom plati aj, ze n, = r{ (mod \) a n, = ry (mod )\y). Dalej
vieme, ze n, = 13 (mod A3) lebo A\, = A3 a r, = r3, kde 73 je zo Zy,. Kedze a™ lezi
v L a plati n, = r{ (mod A1), n, = r5 (mod X\3) a n, = r3 (mod )3), tak potom
kedZe G je graf indukovany L, A\, Ao, A3, tak hrany ([r{,1],[r5,2]), ([r, 1], [r3,3]) a
([r3,2], [r3, 3]) lezia v E hranovej mnozine grafu G. Teda vrchol [rs, 3] je v grafe G

takisto nenulového stupna.

Tym sme ukézali, Ze G; rozklada L. Kedze G, je graf indukovany L, \;, A, a
dalej plati, ze lem(X;, \y) = A a tiez A\, < A a A\, < A, tak L je deterministicky
2-rozlozitelny, kedze spltia charakterizdciu deterministickej 2-rozlozitelnosti pre prisne

A-cyklické jazyky (5). Potom je aj deterministicky efektivne 2-rozlozitelny. O]

Pozndamka 14. Uvedme alternativny sposob ako dokdzat predchddzajicu vetu (15). Ak
prisne A-cyklicky jazyk L je efektivne 3-rozlozitelny, tak existuje 3-rozklad [A;, Ag, As]
jeho minimalneho UDFA A. Pricom tieto automaty st velkosti (A1, 0), (A2, 0), (A3,0),
kde pre kazdé i, j z {1,2,3}, kde i # j, plati lem(\;, A;) < X a lem(Aq, Ag, Ag) = A
Potom vieme podla Vety 6 zostrojit UDFA Ay velkosti (lem(\;, A;), 0), ktory akceptuje
prienik L(A;) a L(A;). Bez ujmy na vSeobecnosti pre i = 1 a j = 2 dostavame, ze
L(A3) N L(Ay) = L a aj lem(Ag, lem(A, A2)) = A, lem(A1, A2) < A a A3 < A Teda
sme nasli efektivny 2-rozklad [As, Ay] UDFA A, ktory je minimélny akceptujici L, a

teda L je deterministicky efektivne 2-rozlozitelny.

7 alternativneho dokazu uvedeného v Pozndmke 14 vyplyva aj dalsi vzfah efek-

tivnych 3-rozkladov a 2-rozkladov, ktory zachycuje nasledujiice tvrdenie.

Veta 16. Nech L je prisne \-cyklicky jazyk pre nejaké N € N. Potom ak L je
deterministicky efektivne 3-rozloZitelny, tak existuje efektivny 2-rozklad [Ay, As] jeho
manimdlneho automatu A taky, Ze Ay je znovu efektivne 2-rozloZitelny a existuje jeho
efektivny 2-rozklad [By, Bs| pre ktory plati, Ze [Ay, By, Bs] je efektivny 3-rozklad A.

Dékaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N. Nech A je minimalny
automat akceptujici L, teda je velkosti (A, 0). Ak L je efektivne 3-rozlozitelny, tak
existuje 3-rozklad [By, By, B3] automatu A, pricom automaty By, By, B3 su velkosti
(A1,0), (A2,0), (A3,0), kde pre kazdé 4, j z {1,2,3}, kde ¢ # j, plati lem(\;, Aj) < X a
zaroven plati, Ze lem(Aq, A2, A3) = A. Podla Vety 6 vieme zostrojit UDFA A; velkosti
(lem(A1, A2), 0), ktory akceptuje prienik L(B;)NL(Bsy). Pre automaty A; a Bj plati, ze
L(A)) N L(B;) = L a aj lem(Ag, lem(Ar, A2)) = lem( A, A2, A3) = A, lem(Aq, Ag) < A,
A3 < A, kedze aj lem(A1, \3) < A. Teda [Ay, Bs] je efektivny 2-rozklad UDFA A.

Ak by platilo A\; = lem(\q, A2), tak potom dostavame A = lem(Ai, A2, A3) =
lem(lem(Xy, Ag), Az) = lem (A1, A3) < A. Dostavame A < A, ¢o nemoze nastat, a teda

A1 < lem(Aq, A2). Analogicky musi platit aj, ze Ay < lem(A1, \2). Potom kedze plati
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L(Ay) = L(B;) N L(By) a Ay je velkosti (lem(Aq, A2),0), tak By, B tvoria efektivny
2-rozklad A; a teda A; je efektivne 2-rozlozitelny.

Nasli sme teda efektivny 2-rozklad [A;, B3] automatu A, ktory je minimdlny
akceptujuici L, pre ktory plati, ze Ay je znovu efektivne 2-rozlozitelny. A nasli sme aj
efektivny 2-rozklad [Bj, Bs] automatu Ay, pre ktory plati, Ze [B;, Bs, B3] je efektivny

3-rozklad minimalneho automatu A akceptujiceho L. O]

Teraz sa vratime k porovnaniu mnozin efektivne 2-rozlozitelnych a efektivne
3-rozlozitelnych jazykov a ukazeme, Ze existuje efektivne 2-rozlozitelny jazyk L, ktory
nie je efektivne 3-rozlozitelny. Ako sme si mohli vSimnuf, podmienky na efektivnu
3-rozlozitelnost pozaduji aby A, teda dlzka cyklu daného minimalneho automatu
akceptujuceho L, bola dost velka. Pre prilis malé A neexistuji vhodné \i, Aa, A3,
ktoré by spliiali podmienky z definicie. Prave na tejto myslienke postavime dokaz
nasledujiceho tvrdenia, v ktorom vyuzijeme dobre znamy priklad 2-rozloziteIného

jazyka pre delitelnost Siestimi.

Veta 17. Existuje prisne \-cyklicky jazyk L pre nejaké A € N taky, Ze L je efektivne

2-rozloZitelny, ale L nie je efektivne 3-rozloZitelny.

Dokaz. Zoberme jazyk L = {a% | k € N}. L je prisne A-cyklicky jazyk pre A = 6.
Minimalny automat akceptujtuci L je UDFA A velkosti (6,0) standardného tvaru
(Znacenie 1) kde F' = {q[0]}.

Zoberme UDFA A;, A, velkosti (2,0), (3,0) standardného tvaru (Znacenie 1)
kde Fy = {q:[0]} a Fy, = {¢[0]}. Plati, ze lem(2,3) = 6 a tiez sc(A;) =2 < 6 a
sc(Ay) = 3 < 6, teda plati, ze L(A;) N L(Ag) = L. Potom Aj, Ay tvoria efektivny
2-rozklad A, c¢ize A je efektivne 2-rozlozitelny. Potom teda aj L je efektivne 2-
rozlozitelny.

Ak [By, By, B3] je efektivny 3-rozklad A, tak musi platit, ze By, By, B3 si UDFA
velkosti (A1, 0), (A2, 0), (A3,0), dalej lem(A\y, A2, A\3) = Aaprekazdé i,z {1,2,3}, kde
i # j, plati, ze lem(\;, A;) < A. Okrem toho musi samozrejme platit aj L(B;)NL(By)N
L(B3) = L. Potom taktiez plati, ze Ay /A, Aa/A a aj A3/ Kedze A =6 =23, kde 2
aj 3 su prvocisla, tak Ai, Ay aj A3 moézu nadobudaft iba hodnoty 1,2, 3,6. Ale ak \; = 6
pre nejaké ¢ z {1, 2, 3}, tak potom \; = A, ¢o nemoze nastat, lebo lem(A;, Aj) < A pre
nejaké j z {1,2,3}, kde j # i. Taktiez ak \; = 1 pre nejaké i z {1, 2, 3}, tak potom
lem(Xi, Aj) = A; pre nejaké j z {1,2,3}, kde j # i. Z toho dostaneme, ze by malo
platit A = lem(A1, A2, A3) = lem(lem(A;, Ni), k) = lem (N, A\g) < A pre k z {1,2,3},
kde k # ¢ a tiez k # j. Teda by malo platit A < A, ¢o nemdze nastaf a preto \; # 1
pre ziadne i. Teda A1, A2, A3 m6zu nadobudntt iba hodnoty 2 a 3.

Zaroven ak \; = \j kde i # j, i,j st z {1,2,3}, tak lem(\;, \;) = A;. Tym sa

dostavame do analogickej situdcie, ktord nemoze platif, a teda \; # A; pre ziadne ¢, j.
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Potom ale hodnoty, ktoré by mohli A;, Ay, A3 nadobtidat nemdézu existovat a teda

nemdze existovat ani efektivny 3-rozklad A. Cize L nie je efektivne 3-rozlozitelny. [

4.2 Sum-kvalita 3-rozkladov

KedzZe sme zaviedli efektivny 3-rozklad, aby sme ziskali kvalitnejsie rozklady v
porovnani s 2-rozkladmi, podme sa teraz pozriet ako kvalitné efektivne 3-rozklady
naozaj su. Nasledne ich mozeme porovnat s efektivnymi 2-rozkladmi, ktoré ako sme
dokazali, vzdy existuju, ak je dany jazyk efektivne 3-rozlozitelny. Opéf sa na ich
kvalitu budeme pozerat prostrednictvom sum-kvality, teda budeme brat do tvahy
sucet stavov novych automatov tvoriacich 3-rozklad. Znovu ukdzeme horni a dolnt

hranicu sum-kvality tychto rozkladov a ako daleko sa od nej budi pohybovat.

Lema 9. Nech [Ay, Ay, A3] je efektivny 3-rozklad minimalneho automatu A pre
nejaky \-cyklickyj jazyk L pre nejaké X € N. Potom [3V/A] < sum([A;, Az, Ag)).

Dokaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N. Nech A je minimalny
automat akceptujici L. Nech [A;, As, A3 je efektivny 3-rozklad A. Potom automaty
Ay, Ay, Ag st velkosti (A1, 0), (Ag,0), (A3,0) a plati, ze lem(\y, A2, A3) = A. Zaroven
plati lem(A1, A2) < A, lem(Ag, A3) < X a lem(Xg, A3) < A. Z toho vyplyva, ze A;/A,
Ao/, A3/A a zdroven Ay < A, Ay < A a tiez A3 < . Oznaéme z = VAag=
ged(A1, Ao, A3). Vieme, Ze 23 = lem(Aq, Ao, A3). UkdZeme, Ze plati 3z < A\; + Ay + As.

Dostédvame teda

)\1 + )\2 + /\3 Z 3x
)\1+)\2+>\3—3£L‘20
M+ Az Ay — 3{lem(Ar, A, Ag) 2 0
VA1 A3
\.s/g

)\1+)\2+)\3—3

Kedze g > 1, potom aj /g > 1. Zaroveni plati v/ A1 A2A3 > 0, z Coho dostdvame

A Ao
\;;3 < JA1A2s

Potom zjavne

YN Aos
A4 Ao+ Az — 3\1/_” S VEED VT V. ¥ WO VO W

9
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A teda nam stac¢i dokazaft, ze

AL+ A+ A3 — 37 A A A3 >0

Ale tato nerovnost priamo vyplyva z AM-GM nerovnosti (3), kedze \; je z N pre
kazdé i z {1,2,3}.

Tym dostédvame, Ze plati 3v/ A < A\ + Ao+ 3. Potom plati aj (3%1 < A1+t As.
Zaroven vieme, ze sum([Ay, As, As]) = sc(A1) + sc(As) + sc(Az) = A + Aa + A3. Z
toho teda dostavame, Ze [3v/A] < sum([Ay, As, As)). O

Lema 10. Nech [A, Ay, A3 je efektivny 3-rozklad minimdlneho automatu A pre
nejaky prisne A-cyklicky jazyk L pre nejaké X\ € N. Potom sum([A;, Ay, A3]) < %)\.

Doékaz. Nech L je prisne A-cyklicky jazyk pre nejaké A z N. Nech A je minimalny
automat akceptujici L. Nech [Ay, As, A3 je efektivny 3-rozklad A. Potom automaty
Ay, Ag, Ag st velkosti (A1, 0), (A2,0), (A3,0) a plati, ze lem(Aq, A2, A3) = A. Zaroven
plati lem(A1, A2) < A, lem(Ag, A3) < A alem(Ag, Ag) < A

Plati, ze lem(lem(Ag, Xo), lem(Ay, A3), lem(Ag, A3)) = lem(Aq, Ao, Ap, Az, Ao, A3)
= lem(M, A2, A3) = A. Z toho vyplyva, ze lem(Ag, Aa)/A, lem(Ag, A3)/A\ a tiez
lem(Ag, A3)/A. Dostdvame, ze A = lem(A, A2)a pre o z N; o > 1. Rovnako A =
lem(Xg, A3)8 pre Bz N, f > 1 a tiez A = lem(A, A3)y pre v z N, v > 1. Ak by

platilo, ze ged(c, 5,v) > 1, ozna¢me ho g, potom dostavame

alem (A, Ag) = Blem(Ag, A3) = ylem(Ay, A3)
alem(A1, A2)  Blem(Ag, Az) — ylem(Ag, As)
g g g

=1

Pre [ plati, Ze jez N, I < Natiez A1 /l, Ao/l a A3/1. Teda [ je spoloény ndsobok A1, Aa, A3
mensi ako ten najmensi. Potom musi platit, Ze «, 5,7 st ako trojica nestdelitelné,
teda ged(a, B,7) = 1.

Zaroven zrejme plati, ze Ay /lem(A1, A2) aj A1 /lem(Aq, A3). Rovnako aj Ao /lem(Ag, Aa),
aj Ag/lem(Ag, Az) a tiez Ag/lem(Aq, A3) aj A3/lem(Ag, A3). Teda lem (A, A2) = a1\
pre a; z N a tiez lem(A1, A2) = asXy pre ay z N. Dalej rovnako plati lem(g, A3) =
Pads pre By z N a lem(Ag, A3) = B33 pre (3 z N a aj lem(A, A\3) = 11A1 pre 11 z N
a lem(Ai, A3) = 733 pre 73 z N. Potom dostavame

)\10&10& = A )\201205 =A )\3’}/3’}/ = A
Ay = A A2fafl = A Asfs0 = A
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Ak by platilo, ze lem(a,7y) > 1, ozna¢me ho g; tak dostavame

>\10410é = A )\QOéQOé =\ /\3’}/3’)/ = A
lamjon o AaQiax A37Y37Y
i et g =1 =1

g1 g1 g1

Pre [y plati, ze je z N, [ < X a tiez A1 /Iy, A\o/l1 a A3/l;. Teda l; je spoloény ndsobok
A1, A2, A3 mensi ako ten najmensi. Potom musi platit, Ze «, v st nestudelitelné, teda
gcd(ar,v) = 1. Anologickou tivahou dospejeme k tomu, Ze aj «, 5 a st nesidelitelné,

teda ged(a, ) = 1 a rovnako aj (3, st nesidelitelné, teda ged(S, ) = 1. Ale plati aj
=717 aa= B 3y =030

Potom kedze ged(a,y) = 1 tak zjavne v/a; a tiez a/~;. Tym dostavame, ze plati
A = MY1ya kde ap = Yy a ¥ je z N. Uplatnenim analogickej ivahy dospejeme k

A= Moy A = Mathraf3 A = Aztp3 3y

kde vieme, ze 19,13 su tiez z N a dalej, ze «, 3,7 st po dvoch nestudelitelné. Kedze
a > 2 a ged(a, 3) = 1 tak najmesia moznéa hodnota pre 3 je 3, teda 8 > 3. Dalej
kedze ged(a,v) =1 a tiez ged(3,v) = 1, tak najmensia mozna hodnota pre v je 5,
teda v > 5. Z toho dostavame

1
1
1
Potom plati
1 1 1 1 1 1 3+5+2 1
AMF+A+ A3 < A A A= \ = A= -\
1A S STy 3 T R (2.5+2.3+3.5> 30

Zaroven vieme, ze sum([Ay, Aa, A3]) = sc(Ay) + sc(As) + sc(Az) = A1+ Ao+ A3. Z
toho dostédvame, ze sum([Ay, As, As]) < 3. O
Pozndmka 15. Vsimnime si, ze dokazy dolného (18) a horného (10) odhadu sum-
kvality efektivnych 3-rozkladov vyuzivaju rovnaké myslienky ako dékazy dolného (5)
a horného (6) odhadu sum-kvality efektivnych 2-rozkladov. Obdobné myslienky by
sa dali pre vhodne zadefinovany efektivny n-rozklad vyuzif aj pri dokaze horného a

dolného odhadu jeho kvality, kde berieme n > 3.
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Spojenim tychto dvoch liem (18)(10) dostavame ohranicenie sum-kvality efektiv-

nych 3-rozkladov pre prisne A-cyklické jazyky.

Veta 18. Nech [Ay, As, A3] je efektivny 3-rozklad minimdlneho automatu A pre nejaky
\-cyklicky jazyk L pre nejaké X € N. Potom [3v/A] < sum([Ay, Ag, As]) < A

Podobne ako pri odhade hranic sum-kvality pre efektivne 2-rozklady, aj teraz
nas zaujima ako presne sme odhadli sum-kvalitu efektivnych 3-rozkladov. Opat sa
nam podari ukazat, ze nase odhady su presné tak, ze najdemne jazyky a efektivne
3-rozklady ich minimalnych automatov, ktorych sum-kvalita sa bude presne rovnat

nami dokazanym hraniciam.

Veta 19. Ezistuje prisne \-cyklicky jazyk L pre nejaké A € N a efektivny 3-rozklad
[A1, Ay, As] jeho minimdlneho automatu A taky, Ze sum([Ay, Az, As]) = [3V/X].

Doékaz. Zoberme jazyk L = {a%* | k € N}. L je prisne A-cyklicky jazyk pre A = 60
a minimélny automat akceptujici L je UDFA A velkosti (60, 0) standardného tvaru
(Znacenie 1), kde F' = {¢[0]}. Zoberme UDFA A;, As, A3 velkosti (5,0),(3,0), (4,0)
standardného tvaru (Znacenie 1) kde F; = {¢1[0]}, F» = {¢2[0]} a F3 = {g3]0]}. Plati,
ze lem(5,3,4) = 60. Potom pre automaty Ay, Ay, Az plati, ze L(A;)NL(As)NL(A3) =
L a tiez lem(5,3) = 15 < 60, lem(5,4) = 20 < 60 a lem(3,4) = 12 < 60. Teda
automaty A;, As, Az tvoria efektivny 3-rozklad automatu A, ktory je minimalny

akceptujuci L.

Plati, ze sum([A1, Az, A3]) = sc(Ay) + sc(Az) + sc(A3) = 5+ 3 +4 = 12.
Zaroven plati, 7e [3v/60] = [11,745] = 12. Nagli sme teda prisne A-cyklicky ja-
zyk L a efektivny 3-rozklad [A;, As, A3] jeho minimélneho automatu A, kde plati
sum([Ay1, Ay, As]) = [3V/A]. [

Veta 20. Ezistuje prisne A-cyklicky jazyk L pre nejaké A € N a efektivny 3-rozklad
[A1, Ay, A jeho minimdineho automatu A taky, Ze sum([A;, A, As]) = 3.

Doékaz. Znovu zoberme jazyk L = {a®®* | k € N}. L je prisne M-cyklicky jazyk pre
A = 60 a minimélny automat akceptujici L je UDFA A velkosti (60, 0) standardného
tvaru (Znacenie 1), kde F' = {¢[0]}. Zoberme UDFA A;, A, A5 velkosti (10, 0), (6,0),
(4,0) standardného tvaru (Znacenie 1) kde Fy = {q1[0]}, F5 = {¢2[0]} a F5 = {g3[0]}.
Plati, ze lem(10,6,4) = 60. Potom dostavame, ze L(A;) N L(A2) N L(A3) = L a tiez
lem(10,6) = 30 < 60, lem(10,4) =20 < 60 a lem(6,4) = 12 < 60. Teda automaty

Ay, Ay, As tvoria efektivny 3-rozklad automatu A, ktory je minimalny akceptujici L.

Plati, ze sum([A1, Aa, A3]) = sc(Ay) + sc(Az) + sc(As) = 104644 = 20. Zaroveil
plati, ze %60 = 20. Nasli sme teda prisne A\-cyklicky jazyk L a efektivny 3-rozklad
[A1, Az, Ag] jeho minimélneho automatu A, kde plati sum([A;, Az, As]) = 3A. O
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4.3 Porovnanie sum-kvality rozkladov

Teraz mozeme porovnat sum-kvalitu efektivnych 2-rozkladov a 3-rozkladov pre
prisne A-cyklické jazyky. V stilade s nasimi ocakavaniami sa ukaze, ze 3-rozklady
st vo vSeobecnosti kvalitnejsie ako 2-rozklady. Avsak neplati to pre vsetky rozklady
vsetkych jazykov a ukaze sa, ze niektoré 2-rozklady mézu byt lepsie ako niektoré
3-rozklady:.

Veta 21. Ezistuje efektivne 3-rozloZitelny prisne A-cyklicky jazyk L pre nejaké A € N
taky, Ze pre kazdy efektivny S-rozklad [A1, Ay, As] a kaZdy efektivny 2-rozklad [ By, Bs]
jeho minimdlneho automatu A plati, Ze sum([Ay, Ag, As]) < sum([B1, Ba).

Doékaz. Zoberme jazyk L = {a*** | k € N}. L je prisne M-cyklicky jazyk pre A = 30
a minimalny automat akceptujuci L je UDFA A velkosti (30, 0) standardného tvaru
(Znacenie 1) kde F' = {q[0]}. Pre kazdy jeho efektivny 3-rozklad [A;, Ay, A3] plati,
ze sum([A1, Az, As]) < 330 = 10. Zaroven pre kazdy jeho efektivny 2-rozklad
(B, By plati, Ze sum([Bi, By]) > [2v/30] = [2-5,477] = 11. Teda pre kazdy
efektivny 3-rozklad [A;, As, A3] a kazdy efektivny 2-rozklad [Bj, Bs] automatu A
plati, ze sum([A1, Aa, As]) < sum([By, Bs]). Teraz uz potrebujeme len ukézat, ze L

je efektivne 3-rozlozitelny.

Zoberme UDFA A;, A, Az velkosti (2,0), (3,0),(5,0) standardného tvaru (Zna-
Cenie 1) kde Fy = {q1[0]}, Fy, = {¢2[0]} a F3 = {q3[0]}. Plati, ze lem(2,3,5) = 30,
potom pre automaty Aj, As, Az plati, ze L(A;) N L(A2) N L(A3) = L. Tiez plati, Ze
lem(2,3) = 6 < 30, lem(2,5) = 10 < 30 a aj lem(3,5) = 15 < 30. Teda automaty
Ay, As, A3 tvoria efektivny 3-rozklad automatu A, ktory je minimélny akceptujtci L.

Potom L je efektivne 3-rozlozitelny. O]

Veta 22. Fxistuje efektivne 3-rozlozZitelny prisne \-cyklicky jazyk L pre nejaké A € N
a efektivny 3-rozklad [Ay, Az, As] jeho minimdlneho automatu A taky, Ze pre kazdy
efektivny 2-rozklad | By, Bs| automatu A plati, Ze sum([Ay, Aa, A3]) < sum([By, Bs))
a zdroven ezistuje efektivny 3-rozklad [Cy, Cy, Cs] automatu A a efektivny 2-rozklad
[Dy, Ds] automatu A, pre ktoré plati, Ze sum([Cy, Cy, Cs]) > sum([Dy, Ds)).

Doékaz. Zoberme jazyk L = {a%* | k € N}. L je prisne A-cyklicky jazyk pre A = 60
a minimalny automat akceptujuci L je UDFA A velkosti (60, 0) standardného tvaru
(Znacenie 1) kde F' = {q[0]}.

Zoberme UDFA A;, A, A3 velkosti (4,0), (3,0),(5,0) standardného tvaru (Zna-
Cenie 1), kde F} = {q1[0]}, F» = {q2[0]} a F5 = {gs[0]}. Plati, ze lem(4,3,5) = 60,
potom pre automaty Aj, A, Az plati, ze L(A;) N L(A2) N L(A3) = L. Tiez plati, ze
lem(4,3) = 12 < 60, lem(4,5) = 20 < 60 a aj lem(3,5) = 15 < 60. Teda automaty
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Ay, As, A3 tvoria efektivny 3-rozklad automatu A, ktory je minimélny akceptujuci L.

Potom L je efektivne 3-rozlozitelny.

Zaroven vieme, ze pre kazdy efektivny 2-rozklad [B;, By| automatu A plati, ze
sum([By, By]) > [2v/60] = [2-7,746] = 16. K tomu plati, Ze sum([A;, Ay, A3]) =
sc(Ay) + sc(As) + sc(Az) = 12 Teda pre efektivny 3-rozklad [A;, As, As] a kazdy
efektivny 2-rozklad [B;, B automatu A plati, ze sum([Ay, Ag, As]) < sum([B, Ba)).

Teraz zoberme UDFA C}, Cy, C3 velkosti (4,0), (6,0), (10,0) standardného tvaru
(Znacenie 1), kde Fy = {q1[0]}, > = {¢[0]} a F3 = {g3]0]}. Plati, ze lecm(4,6,10) =
60, potom pre automaty Cy, Cy, C3 plati, ze L(Cy) N L(Cy) N L(C3) = L. Tiez
plati, ze lem(4,6) = 12 < 60, lem(4,10) = 20 < 60 a aj lem(6,10) = 30 < 60.
Teda automaty C7, Cs, C3 tvoria efektivny 3-rozklad automatu A a zaroven plati, ze

sum([Cy, Cy, Cs]) = 20

Teraz zoberme UDFA Dy, Dy velkosti (5,0), (12,0) standardného tvaru (Znacenie
1), kde Fy = {q1[0]} a F; = {¢2[0]}. Plati, Ze lem(5,12) = 60, potom pre automaty
Dy, Dy plati, ze L(Dy) N L(Ds) = L. Kedze sc(D;) = 5 < 60 a sc¢(Dq) = 12 <
60, automaty Dy, D, tvoria efektivny 2-rozklad automatu A a zaroven plati, ze
sum([Dy, Ds]) = 17

Nasli sme teda taky efektivny 3-rozklad [C}, Cy, Cs] a efektivny 2-rozklad [Dy, Do
automatu A, ze pre ne plati sum([Dy, Ds]) < sum(|C, Cy, C3)). O

Poznamka 16. Ked sa zamyslime, tento vysledok je vlastne celkom prirodzeny, kedze
intervaly, z ktorych nadobidaji hodnoty sum-kvality efektivnych 2-rozkladov a
efektivnych 3-rozkladov minimalnych automatov akceptujtcich nejaky A-cyklicky
jazyk, sa prekryvaja pre vacsinu pripustnych hodnot A. RieSenim lahkej nerovnice sa
da ukézat, ze sa prekryvaja pre kazdé A\ > 36, ¢o je v stlade s nasimi vysledkami.
Navyse jediné mozné A < 36 také, aby dany prisne A-cyklicky jazyk bol 3-rozlozitelny

je prave hodnota 30 vyuzita pri dokaze jedného z predchadzajucich tvrdeni.



Zaver

V tejto praci sme nadviazali na skimanie pojmu uzitoc¢nosti informéacie, krory
formalizujeme rozkladom automatov, kde automat A povazujeme za riesenie problému
L = L(A). A automaty tvoriace jeho rozklad za rieSenia jednoduchsich problémov,
z ktorych jeden uvazujeme ako novy problém a ostatné ako rady, teda dodatoc¢né
uzitocné informacie o vstupe. Pokracovali sme vo vyskume rozkladu UDFA, kde sme
sa pozerali na kvalitu rozkladov a zaviedli sme moznost dvojnasobnej rady.

Pri 2-rozkladoch sme definovali efektivne 2-rozklady, teda roklady nejakého
pekného tvaru a ukazali, ze kazdy 2-rozklad sa da zlepsit na nejaky efektivny, ktory
je aspon tak kvalitny ako bol povodny. Kvalitu 2-rozkladov sme merali pomocou
sum-kvality, teda suctu stavovych zlozitosti automatov rozkladu. Podarilo sa nam
presne stanovit hornu aj dolnt hranicu sum-kvality efektivnych 2-rozkladov a ukazaf,
kde sa redlne kvalita tychto rozkladov pohybuje.

Dalej sme definovali 3-rozklady a nésledne sme nasu definiciu zazili na efektivne
3-rozklady, kedze cielom rozsirenia poc¢tu automatov rozkladu bolo ziskat kvalitnejsie
rozklady. Charakterizovali sme efektivne 3-rozklady a ukazali, Ze kazdy jazyk, ktory
je efektivne 3-rozlozitelny, je aj efektivne 2-rozlozitelny.

Nasledne sme obdobne ako pri efektivnych 2-rozkladoch presne stanovili horni
aj dolnd hranicu sum-kvality efektivnych 3-rozkladov a ukazali sme, kde sa redlne
kvalita tychto rozkladov pohybuje. Na zaver sme porovnali sum-kvalitu efektivnych
2-rozkladov a 3-rozkladov a stlade s nasimi ocakavaniami sa ukazalo, ze 3-rozklady
su kvalitnejsie.

Dalej by sa dalo pokracovat v nafom vyskume skiimanim neefektivnych 3-
rozkladov a ich kvality, rovnako ako aj kvality neefektivnych 2-rozkladov. Inymi
moznymi rozsireniami by bolo pridanie n-néasobnej rady a pozerat sa n + 1-rozklady,
kde n uvazujeme vacsie ako 2 alebo merat kvalitu rozkladov inak ako pomocou siuctu
stavovych zlozitosti novych automatov. Ako sme v praci navrhli, zmysluplné miery

by boli napriklad maximum alebo stcin.
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