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Experimentalne zistované parametre I'udského rieSenia vizualne zadaného problému
obchodného cestujiiceho ukazuju, ze ¢lovek vie tento problém riesit’ vel'mi efektivne,
pri¢om dosahuje pomerne kvalitné vysledky. Otazkou je, ¢i je mozné na zaklade
pozorovania I'udského postupu navrhnut’ algoritmus, ktory by dokazal riesit’ problém

s podobnym uspechom. Hlavnou vyhodou ¢loveka je globalny pohl'ad na vizualne
prezentovany problém, ktory pocita¢ dokéaze vyvazit' rychlost'ou svojej prace a vyssou
schopnost'ou rozliSenia drobnych rozdielov vo vzdialenostiach vrcholov. V tejto praci na
zaklade vysledkov pozorovania I'udského postupu navrhujeme algoritmus pre riesenie
problému obchodného cestujuceho v rovine a analyzujeme jeho vlastnosti v porovnani

s algoritmami podobného typu. Vysledkom je algoritmus linedrneho prehl'addvania, ktory
pracuje v ¢ase O(n*) a kvalita jeho rieSeni je porovnatel'na a v niektorych pripadom lepsia,

ako kvalita rieSeni porovnavanych algoritmov.

Krucové slova: probléem obchodného cestujiiceho — hamiltonovska kruznica — linearne
prehladdvanie — konvexny obal — metoda najlacnejsieho vkladania — lokdlna

optimalizacia
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1. Uvod

Pocitac vzdy sluzil ¢loveku ako pomocnik na ,,tazka‘ pracu. Oproti ¢loveku ma viacero
velkych vyhod. Medzi jeho hlavné prednosti patri netinavnost’ a schopnost’ pracovat’ vel'mi
rychlo. Napriek tymto vyhoddm sa informatika po ¢ase dostala k mnozine praktickych
problémov, pre ktoré neexistuje algoritmus, ktory by umozioval pocitacu problém vyriesit’
v realnom Case, pripadne s redlnymi zdrojmi. Zlozitost’ niektorych problémov jednoducho

presahuje schopnosti sucasnych pocitacov.

Pri rieseni takychto problémov sa vyuzivaju tri zdkladné pristupy. Prvy spdsob je
obmedzenie mnoziny vstupov na taku, pre ktort sa podari najst’ algoritmus, ktory je
schopny na tejto obmedzenej mnozine pracovat’ v porovnani s dovtedy vyuzivanymi
algoritmami ovel’a efektivnejSie. Takéto algoritmy vedu k polynomidlnym ¢asom pre

rieSenie problému.

Druhy pristup ponechava kompletni mnoZzinu vstupov problému a povol'uje obmedzenia
na kvalitu rieSenia problému. Bud’ je dosiahnuty vysledok poznaéeny urcitou konkrétnou
nepresnost'ou, alebo je vysledok spravny s urcitou pravdepodobnostou. Takéto vysledky
maju vel’ky vyznam pre prakticku stranku problémov, lebo poskytuju, aj ked’ nie absolutne
presné, ale vo vel'kej miere postacujlce rieSenie problému. Tak isto je mozné podl'a nich
stanovit’ obmedzenie, na hranicné hodnoty optimalnych rieSeni, ktoré¢ umoznuju nésledné
zefektivnenie prace deterministickych metdd. Sem patria napriklad aj genetické algoritmy,
simulované zihanie. VSetky st zaloZzené na lokalnom prehl'addvani mnoziny rieSeni

s ur¢itym aspektom zndhodnenia prehl'adavania..

Treti pristup, ktory je vlastne z historického hl'adiska prvym v poradi, je snaha o absolutne
rieSenie problému. Tento pristup pri tazkych problémoch spociva vacsinou

v implementécii kompletného prehl'adavania mnoziny rieSeni dané¢ho problému. V zasade
podl'a mojich (do velkej miery obmedzenych) informacii v poslednom ¢ase nedoslo v tejto
oblasti ku prelomovému objavu, alebo rieSeniu. Deterministické metoédy vedu

k exponencialnej alebo dokonca faktoridlenej zlozitosti. A cely informaticky svet stoji pred

otazkou P=NP?.
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Algoritmus je pre pocita¢ postup na vykonanie prace. V podstate vie vykonat’ len to, o mu
clovek prikdze pomocou prikazov programovacieho jazyka. Aj algoritmy, ktoré sa dokazu
ucit’ na zaklade dopredu pripravenej mnoziny zadani a rieSeni, pripadne pocas uc¢ebného
procesu vedeného ¢lovekom, v skuto¢nosti pracuju len s informaciami, ktoré do nich
niekto fyzicky vlozil. Pripadne sa pocita s tym, Ze ,,vacSie* inStancie problému st v zasade
podobné mensim, takze ked’ ,,vychovame* algoritmus na mensich zadaniach, bude si
vediet’ na vdc¢Sich uz poradit’ sdm. Tento proces u¢enia ma byt podobny procesu ucenia
P'udského mozgu, o ktorom existuje velky objem teorie aj praktickych stadii. Maju vSak
jednu hlavnu spolo¢nt myslienku. A tou je, Ze aj 'udsky mozog dokaze pracovat’ len

s informaciou, ktoréa sa do neho nejakym sposobom dostane. Vel'kou nezndmou stale
zostavaju objavy, pripadne teorie, ktoré sa Uplne vymykaji aktudlnemu spdsobu myslenia
a urovni vedomosti. Tu sa veda ubera smerom hl'adania ,,genidlneho* mozgu a odpovede
hl'ada napriklad v spésoboch jeho vyuZivania. Bezny ¢lovek podla si¢asnych poznatkov
vyuziva svoj mozog len na 10 percent. Otazkou je, ¢i spdsob vyuzivania mozgu, pripadne
vyuzivanie jeho vicSej Casti je naozaj to, co umoziuje vynimocnym l'ud’om postvat’ vyvoj

l'udskej spolo¢nosti dopredu.

Pozrime sa teraz na spdsob riesenia problémov pomocou pocitaca z iného pohl'adu.
Jednoduchym prikladom méze byt rieSenie kvadratickej rovnice. Predstavme si, Ze
nepozname Vietove vzorce na rieSenie kvadratickej rovnice. Ako by sme takyto problém

riesili na pocitaci? V podstate hned’ sa ponuka nasledovny jednoduchy postup:

* Zostrojime algoritmus, ktory jednoduchym spdsobom zobrazi graf kvadratickej
funkcie.

» Z grafu budeme vidiet, na kol’kych miestach pretne graf funkcie os x.

* Podrla toho ur¢ime pociato¢né body intervalov pre pocitanie korenov

* NapiSeme algoritmus, ktory napriklad metodou polenia intervalov vypocita korene
rovnice (v pripade dvoch koreniov) alebo postupnym vypoctom menSich a mensich

hodnét dospeje ku koreiiu (v pripade dvojnasobného korena).

Co sme vlastne urobili? Bez hlbsej znalosti problému sme vyuzili schopnost’ poéitaca
neunavne pracovat na jeho vyrieSeni. Ak by sme vS§ak mali hlbSie vedomosti o probléme,

reprezentované v tomto pripade znalostou Vietovych vzorcov pre vypocet koreniov
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kvadratickej rovnice, nas$ algoritmus by pracoval ovela rychlejsie. Ak vezmeme do uvahy,
ze vypocet hodndt trva v oboch pripadoch rovnako dlho (konStantny Cas), algoritmus,

vyuzivajuci hlbsiu vedomost’ o probléme, pracuje v konstantnom case.

Tu je naznacend jedna z ciest ku hlavnej myslienke tejto prace. Podstatna pri rieSenti
akéhokol'vek problému pomocou pocitaca je tiroven vedomosti o probléme toho, kto
algoritmus vytvara, nie hruba pracovna sila pocitaca, ani jeho rychlost’. Vsetko, o pocitac
robi alebo nerobi, zvladne alebo nezvladne, zavisi len od toho, kto prefiho chystd ndvod na
pracu. To znamend, Ze podstatny v tomto smere je mozog programatora a jeho spdsob

uvazovania a miera jeho poznania problému.

Toto tvrdenie mézZzeme zovseobecnit’ na cloveka. Ked’ze vel'ké mnoZstvo problémov

v informatike ma jednoduché, praktické zadanie, ktoré nie je vel'mi vzdialené chépaniu
beznych l'udi, pontika sa ako moZnost’ rieSenia problému s pomocou SirSieho okruhu l'udi.
Nakoniec, hlavné pokroky klasickej vedy, napriklad v oblasti fyziky, v davnejSich dobach
vychadzali do velkej miery z experimentalnych vysledkov a pozorovani prirody, na
zaklade ktorych boli nasledne formulované teorie. Po urcitom ¢ase sa schopnosti
pozorovat’ prirodu rozsirili, napriklad o vykonnejSie pristroje, ktoré umoznili hlbsi pohl'ad

na veci okolo nas a tedria sa znovu o kusok viac priblizila pozorovane;j realite.

Ako metdda pre navrh algoritmu sa podla predoslych uvah ponuka nasledovné:

Ked’Ze pre rieSenie problémov je tak, ¢i onak podstatny a hlavny aktér clovek s jeho
schopnost'ou vyuzivat’ vlastny mozog, je mozZno potrebné sa sustredit’ na neho a pocitaé
mu ponuknut’ ako prostriedok pre zber informacii, ktoré mu moézu pomoct’ vyriesit
problém, miesto spoliehania sa na pocita¢, Ze vyriesi problém zaftho. Clovek mozZe byt a aj
vzdy bude pre pocitac ten genialny vodca, ktory mu umozni hlbsi nahl'ad na problém

a v kone¢nom S$tadiu aj jeho vyrieSenie.

St dve moznosti, ako takato spolupracu vyuzit:

*  Algoritmus, ktory ma riesit’ problém, bude obsahovat’ rozhranie pre spolupracu s

,»VySS§im vedenim*, ktoré bude predstavovat’ ¢lovek. Pocita¢ ponukne ¢loveku vzdy
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medzivysledky svojej prace, a hodnotenie bude ne ¢loveku, ktory urci smer
d’alSieho vypoctu.

* Vytvorime algoritmus umoziiujuci v SirSom meradle zbierat’ informécie o rieSeni
probléme od l'udi, ktorym umozni prostrednictvom jednoduchého rozhrania,
pripadne aj vysledkov svojich vypoctov, problém riesit. Z nasledného
vyhodnotenia rieSenia problému bude mozné formulovat’ teoriu, ktora sa pokusi
experimentator dokazat’. Vysledkom nakoniec bude algoritmus, ktorého schopnosti

riesit’ problém budu d’alej analyzované.

Pouzijeme experimentalny postup druhého typu. Postup bude nasledovny:

* Vyber problému,

* Analyza doteraz dosiahnutych vysledkov a poznatkov o rieSeni tohto problému za
pomoci ¢loveka,

* Naprogramovanie rozhrania pre rieSenie problému ¢lovekom spolu s algoritmami,
ktoré dodaju ¢loveku priblizny pohl'ad na optiméalne rieSenie,

* Experiment a analyza vysledkov,

* Na zéklade vysledkov experimentov pokus o navrh algoritmu pre rieSenie
problému,

* Odhad zlozitosti algoritmu,

* Diskusia o dosiahnutych vysledkoch a zhodnotenie experimentu.

Samozrejme, postup by mal v sebe obsahovat aj dokaz spravnosti a zlozitosti algoritmu.
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2. Vyber problému

Dolezitou ast'ou experimentu je vyber problému. Musi byt vhodny na prezentaciu
rieSitel'om a mat’ dostatocne jednoduché zadanie. Samozrejme velkou vyhodou je aj
spojenie s nejakym praktickym problémom z redlneho Zivota a moznost’ vhodnej graficke;j
vizualnej prezentacie, ktord by umoznovala jednoduché pristup pre riesitel'a. Vzhl'adom na
moznost’ prevedenia jedného problému na iny (NP tplnost’) je vhodné vybrat’ problém,

ktorého rieSenie bude mozné vyuzit’ aj pre rieSenie d’alSich z mnoziny tazkych problémov.

V ramci tejto prace bol zvoleny problém, ktory ma vel'mi dlhu historiu a spiia vietky hore
uvedené poziadavky. Ide o takzvany Problém obchodného cestujuceho. Pre potreby

jednoduchej grafickej reprezentacie som zvolil nasledovné zadanie:

Je dany stibor vrcholov (bodov na obrazovke), so zndmymi stiradnicami. Ulohou je najst
najkratSiu cestu, spajajucu vsetky vrcholy, ktord prechadza kazdym vrcholom prave raz

a zaCina a kon¢i v jednom vrchole.

Toto je ,,l'udova“ formulacia problému, ktora je po uvedeni prikladu vicSine I'udi jasna

a zrozumitel'nd. V jazyku teérie grafov ide o ndjdenie najkratsej hamiltonovskej kruznice
v rovinnom neorientovanom grafe o n vrcholoch, takzvany Euklidovsky problém
obchodného cestujliceho pre dvojrozmerny pripad. Tento problém vo vSeobecnosti patri do

mnoziny NP tplnych problémov [6].

Pre rieSenie problému existuje naozaj vel'mi pestra paleta algoritmov zo vSetkym moznych
oblasti pristupu. AvSak ziadny deterministicky algoritmus, ktory by vedel néjst’ optimalne
rieSenie v redlnom cCase, zatial’ neexistuje. Niektoré zo znamych algoritmov je mozné
pouzit’ pre porovnanie rieSeni ¢loveka, respektive navrhovaného algoritmického rieSenia

a bezne pouzivanych metdd podobného typu v tejto oblasti.
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3. Analyza doteraz dosiahnutych vysledkov a poznatkov

v oblasti fudského rieSenia TSP

Na podobnu tému bolo vykonanych niekol’ko experimentov a publikovanych viacero
¢lankov. Okrem informatiky tato téma zasahuje aj do oblasti psycholégie, takze niektoré
publikacie sa témou zaoberaju aj z tohto pohl'adu. Pristupy k rieSeniu problému by sme

mohli rozdelit’ nasledovne:

* Riesenie problému ¢lovekom.
* RieSenie problému pocitac¢om, pricom v ur¢itom okamihu ¢lovek vstupuje do

vypoctu.

V nasledujuce;j Casti uvedieme stru¢ny historicky prehl'ad vacsiny verejne publikovanych
experimentov na tému l'udského rieSenia TSP zoradenych podla roku, v ktorom boli

publikované vysledky:

1968 Michie, Oldfield a Fleming [10]
Jedna z prvych Studii na tato tému, ktorej vysledkom bolo, Ze ¢lovek vo vacsine pripadov
podal porovnatel'ny a v jednom pripade dokonca lepsi vykon, ako vtedajSie algoritmy pre

vyhladavanie v grafoch.

1971 Krolak, Felts, Marble [7]

V tejto Stadii sa autori zaoberaji moznost'ou kombinacie pocitacového a l'udského
potencialu prie rieSeni euklidovského TSP. Podarilo sa im navrhntt’ postup, ktory vedie
k efektivnemu rieSeniu problému pre instancie o vel’kosti 100 az 200 vrcholov. Dévod,
ktory ich k tomu viedol, je, Ze pri velkych poctoch vrcholov ani vizualne podané zadanie

neda ¢loveku dostatok informécii pre vyrieSenie problému.

Zakladna myslienka spociva v tom, ze pocita¢ svojou vypoctovou silou pripravi pre
¢loveka vizualne prezentovanu informaciu o grafe, podl'a ktorej sa lovek rozhodne, ktoré
vrcholy budu s d’alSom kroku spojené a ktoré nie. Pocitac¢ vzdy pripravuje viacero navrhov

a ¢lovek by z nich mal vybrat’ ten najlepsi.
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Postup pouzity pri rieSeni problému bol nasledovny:

e Viacnasobnym pouzitim algoritmu pre problém priradenia pocitac vypocita oblasti
vrcholov, ktoré lezia blizko seba a vo vyslednej kruznici by mohli byt’ prepojené
navzajom. Tento vypocet sa aplikuje viackrat vzdy na vysledok predoslého
vypoctu. Vysledok bude podobny ako na obrazku 1.

« Clovek vygeneruje svoje vlastné riesenie problému (je mozné pouZit’ na riesenie aj
viacero l'udi paralelne).

* PouZitim znamych algoritmov pre rieSenie TSP pocita¢ vypocita viacero rieSeni.

* Vsetky tieto informacie sa daju k dispozicii vo vizuédlnej podobe ¢loveku.

* Na zéklade svojej schopnosti nadhl'adu ¢lovek vytipuje oblasti, kde by sa dal
vysledok zlepsit’ (tieto oblasti mu modze ponuknut’ aj pocita¢ s pomocou uz
znamych procedur).

* Nasledne sa spustia procedury pre lokalne zlepsenie vysledku pre dané oblasti.

 Clovek podla vizualnej informéacie skombinuje pontiknuté riesenia do vysledku.

* Vysledok je mozné zase rovnakym postupom zlepsit, odhad, ¢i sa eSte vysledok

oplati zlepSovat’ alebo nie, je tlohou cloveka.

3000

Obriazok 1 Priklad navrhu oblasti v grafe pri spolo¢nej praci ¢loveka a algoritmu

Vzhl'adom na casové obdobie, kedy experiment prebiehal (rok 1971), autori ohodnotili

hodinu prace ¢loveka ako ekvivalent jednej mintte prace pocitaca.
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Vysledky experimentu ukdzali, ze pri spominanom modeli spoluprace boli problémy

o velkosti 100 az 200 vrcholov vyrieSené za menej ako 90 minuat. Autori porovnavali
vysledky s uz zndmymi vysledkami pre pouzité grafy a okrem jedného pripadu bolo vzdy
najdené optimalne rieSenie. Pri ndhodne vygenerovanych problémoch pouzili vtedajsie

odhady pre vlastnosti optimalnych rieseni.

Tento experiment v sebe okrem uZzito¢nych testovacich dat obsahuje zaujimavi myslienku
a to je dodat’ ¢loveku nejaka pociatocnu informaciu o grafe, pre ktory ma zostrojit’
minimalnu hamilntonovskl kruznicu. Napriklad ako pomoc moéze sluZit’ mnoZina rieSeni
pre dany graf, ktoré budu vysledkom nejakého ¢asovo nie naro¢ného algoritmu. Problém je
v tom, ¢i tieto informdcie zasadne neovplyvnia postup ¢loveka pri rieSeni problému a ¢i
tento nebude chciet’ ,,napodobniovat™ pouzity algoritmus. Tento postup taktiez otestujeme

v experimentalnej Casti.

1996 MacGregor, Ormerod [9]

Motivéaciou tejto Studie, ako autori popisuji na zaciatku, nebolo zlepsit’ vykon algoritmov
pre rieSenie problému, ale zistit’ a popisat’ schopnosti ¢loveka riesit’ tento problém. Autori
popisali mnozinu experimentov, za ucelom otestovania hypotézy, podl'a ktorej efektivita
Pudského rieSenia TSP zavisi od toho, v akom pomere je pocet vrcholov konvexného obalu
mnoziny vrcholov ku celkovému poctu vrcholov. T4to myslienka je motivovana
vysledkom, ktory publikoval Flood v roku 1956 [4], kde ukazal, Ze optimalne rieSenie

euklidovského TSP ma nasledujucu vlastnost™:

Body, ktoré patria do konvexného obalu grafu su v optimalnom rieSeni zoradené v poradi,
v akom tvoria konvexny obal. RieSenie, ktoré¢ porusuje toto pravidlo, teda nie je

optimalnym rieSenim.

Vo svojom experimente autori prisli k zaveru, Ze ¢lovek je schopny tym l'ahSie néjst

efektivne rieSenie, ¢im viac vrcholov v inStancii problému patri do konvexného obalu.
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Na hodnotenie kvality 'udského rieSenia boli pouzité tri metdody:

» Kbvalita rieSenia sa hodnotila na zaklade jeho odchylky od optimalneho rieSenia.
Toto hodnotenie vSak nie je mozné pouzit’ vo vSeobecnosti, ale len pre dant
inStanciu problému pre porovnanie pouzitelnosti viacero metdd pre tlto instanciu.

Ak nie je k dispozicii optimalne rieSenie, vyberie sa najlepSie zndme riesenie.

* Druhd metoda je zaloZena na Statistickom hodnoteni a priemernej odchylke od

strednej hodnoty rozdelenia vetkych moznych diZok ciest pre dany graf.

» Treti pristup porovnava 'udské rieSenia s vysledkami troch heuristickych procedur.
Bola pouzita metéda Hl'adanie najblizsich susedov (Nearest Neighbour Search),
a dve metddy vkladania vrcholov do konvexného obalu. Vkladanie podl'a
najvacsieho vnutorného uhla (Largest interior angle) a vkladanie s pouzitim kritéria

najlacnejSieho vkladu (Cheapest insertion criterion).

Experiment bol rozdeleny na dve Casti.

V prvej Casti boli pouzité rovinné grafy s desiatimi vrcholmi. Bolo pouzitych 7 zadani.
Pocet vntitornych vrcholov prvych 6 zadani bol od 1 do 6, pricom vonkajsie vrcholy boli
usporiadané do pravidelného mnohouholnika. Vnuatorné vrcholy boli generované nahodne,
s ur¢itymi obmedzeniami, napriklad museli mat’ ur¢iti minimalnu vzdialenost’ od stredu
mnohouholnika. Ako siedmy graf bol pouzity graf z odbornej literatary [1] (d’alej Dantzig
graf), ktory bol definovany pre testovanie heuristickych metod, ked’ze sa ukazalo, ze
vacSina aj pomerne kvalitnych algoritmov na iom zlyhéava pri hl'adani optimalneho
rieSenia. Ako testovacie subjekty boli vybranych 58 Studentov univerzity, na ktorej
experiment prebiehal. Studentom boli problémy predloZené na papieri, ktory obsahoval

vytlatené body. Cas na rieSenie jedného zadania bol ur¢eny na pat’ minut.

Vysledky prvej Casti experimentu boli Statisticky vyhodnotené. Vykazovali dve dolezité

vlastnosti:

+  Studenti boli pri rieSeni problému uspesnejsi ako tri pouzité algoritmy pre hl'adanie

optimalneho rieSenia. Pre Dantzig graf sa trom Studentom podarilo najst’ optimalne
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rieSenie, €o sa to nepodarilo ani jednému z troch pouzitych algoritmov. V priemere
boli rieSenia Studentov od 1% do 3% blizSie optimalnemu rieSeniu, ako rieSenia

pouzitych algoritmov.

Po analyze rieSeni Studentov sa zistilo, Ze miera rozdielov v rieSeniach
jednotlivych Studentov a tym aj miera optimalnosti rieSenia bola v korelacii

s poétom vniitornych vrcholov v zadaniach. Cim vagsi bol pocet vntitornych
vrcholov, tym viac sa pre dany graf rieSenia jednotlivych Studentov navzajom

odliSovali, a tym viac sa rieSenia Studentov odliSovali od optimalneho rieSenia.

DalSie zaujimavé pozorovanie je, ze vo vysledkoch, ktoré boli blizsie optimalnemu

rieSeniu, bol mensi pocet spojeni vrcholov konvexného obalu s vnatornymi

vrcholmi.
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Obrazok 2 Priklad na r6zny pocet spojenia vniitornych bodov s bodmi konvexného obalu pre ten isty graf

Druha Cast’ experimentu prebiehala podobne, len s tym rozdielom, ze Studentom boli

predlozené zadania obsahujtice 20 vrcholov. Testovanych bolo 295tudentov. Pocty

vnutornych vrcholov sa pohybovali od 4 po 16. Zadani bolo rovnako sedem ako

v predoslom pripade. Jediné naviac pouzité obmedzenie bolo, Ze vnttorné vrcholy, ked'ze

ich bolo viac, nemohli byt prili§ blizko seba. Zadania boli rozdané Studentom rovnakym

spdsobom, ako v predoSlom pripade.

Vysledky boli podobné ako v prvom pripade. Rozdiely medzi odchylkami od optimalneho

rieSenia pri Studentoch na jednej strane a pouzitych algoritmoch na druhej strane boli
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vysSie a pohybovali sa v rozmedzi 2-9%. Tak isto podporovali hypotézu, Ze kvalita

I'udského rieSenia problému vyrazne zavisi od poctu vnutornych bodov v zadanom grafe.

Zavery prace su pomerne obsirne, na podporu skiimanej hypotézy uvadzaju aj
nepublikovany ¢lanok, v ktorom boli analyzované problémy o rozmeroch od 10 do 60
vrcholov a vykazovali podobné vysledky ako popisany experiment. Rozdiely medzi
I'udskym a optimalnym rieSenim zaviseli do vacsej miery od poctu vnatornych vrcholov,

nez od celkového poctu vrcholov.

V zéaverecnej diskusii je okrem iného spomenuté, Ze v pripade zadania formou
incidencenej tabul’ky so zadanymi vzdialenostami bodov by sme sa v pripade I'udského
vykonu s vel'kou pravdepodobnostiou nedockali tak kvalitného vysledku ako pri graficke;j
reprezentécii zadania. Tvrdenie je podporené publikovanym experimentom [11], v ktorom
su vysledky pre tabul'kové zadanie grafu kvalitativne ovela horSie. To znamena, ze

vizualna stranka veci je pri rieSeni problému ¢lovekom zrejme rozhodujuca.

Dolezitou informaciou uvedenou v zaveroch tejto prace je, Ze Studenti pri rieSeni problému
vo vel'kej vac¢sine pripadov pospajali do svojho riesenia body konvexného obalu v poradi
za sebou., to znamena, ze vo vyslednej ceste sa nachadzali v poradi tak, ako stali

v pravidelnom mnoho uholniku bud’ v smere alebo proti smeru hodinovych ru¢i¢iek. Cize
v podstate bez hlbsich vedomosti o probléme intuitivne postupovali podl'a zdsady urcene;j
Floodom v roku 1956 [4]. Tak isto je zaujimavé, Ze filozofia, ktorou postupovali pri rieSeni
problému bola najblizsie jednoduchému greedy algoritmu, ktory tvori kruznicu tak, ze

vzdy zaradi najblizSieho suseda.

Vysledky tohto experimentu poskytuju dolezité podklady pre tuto pracu. Podporuji
tvrdenie, Ze Clovek vo vSeobecnosti lepsie riesi vizualne zadany TSP problém, ako

testované algoritmy.

2006 Dry, Lee, Vickers, Hughes [3]
Tento experiment mal za tlohu zistit’ Casovu zloZitost’ 'udského rieSenia problému. Autori
nadviazali na podobny experiment z roku 2000 [5]. Vel'ky doraz v tomto experimente sa

kladie na Statistickii doveryhodnost” experimentu.
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Autori pouzili ako vstupy pre rieSenie grafy s 10, 20,.. 120 vrcholmi vybrané z 10000
nahodne vygenerovanych vzoriek. Dolezité bolo, aby obsahovali pokial’ mozno
reprezenta¢nul vzorku problémov aj vzhl'adom na vlastnosti, ktoré ovplyviiuju zlozitost’
rieSenia pre ¢loveka, t.j. pocet bodov konvexného obalu a pocet moznych priesecnikov
spojnic dvoch vrcholov v grafe (vychddza z predchédzajicej stadie z roku 2000°74]).
Dosiahnuté vysledky st porovnavané s algoritmami na rieSenie problému. Ide o algoritmus
vkladania do konvexného obalu [9] z predoslého experimentu, hierarchicky pristup
publikovany Grahamom a kolektiv v roku 2000 [4] a piatimi algoritmami prebratymi

z oblasti umelej inteligencie a opera¢né¢ho vyskumu.

Utastnici experimentu riesili ilohu priamo na pogitaci, pri¢om dostavali spitn(i vizbu
o kvalite ich rieSenia vo forme percentudlnej odchylky od odhadovaného optimélneho

rieSenia vypocitaného metdédou simulovaného Zihania.

Vysledkom S$tatistického vyhodnotenia bolo, Ze riesitelia problému ho dokazali riesit

v linedrnom &ase. Co sa tyka Easovej zloZitosti rieSenia prekonali ostatné testované
algoritmy. Na druhej strane, pri vysSich ¢asovych nakladoch niektoré testované algoritmy
dosahovali lepsie vysledky.

Ked’Ze ¢lovek pri rieSeni problému dosahuje linedrnu ¢asovl zlozitost’, je zrejmé Ze pri
rieSeni problému postupuje linearne. V §tidii bol tento pristup nazvany algoritmus
hierarchického hl'adania najbliz§ieho suseda (hierarchical nearest neighbour-HNN)[3].
Hrladanim najbliZSieho suseda sa vytvoria skupiny navzajom prepojenych vrcholov

a v d’alSom kroku sa hl'ada prepojenie tychto skupin.

V zavere autori odporucaji tvorcom modernych algoritmov zamerat’ sa na sposob

I'udského riesenia problému TSP.
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4. Postup prace

Vsetky prestudované ¢lanky a experimenty v tejto oblasti boli motivované dvoma
zékladnymi ciel'mi. V prvom pripade bol zamerom psychologicky vyskum za icelom
analyzy l'udského myslenia a vnimania pri rieSeni vizualne podaného problému([5], [8], [9],
[11]. V druhom pripade iSlo o porovnanie vykonov pocitaca s vykonmi ¢loveka

a stanovenie Casovej zlozitosti pre rieSenie problému ¢lovekom [1], [3], [8], [10]. Jedna

Studia sa zaoberala kombinaciou prace ¢loveka a pocitaca [7].

V tejto praci je zamer vedomosti o rieSeni problému ¢lovekom pouzit’ pre zostrojenie
algoritmu, ktory bude riesit’ problém samostatne bez d’alSiecho prispenia ¢loveka. Jeho
vykon sa nasledne pokusime overit’ na ¢o najvi¢Som mnozstve experimentalnych dat.
Algoritmus by nemal byt’ zaloZzeny na uceni, alebo lokdlnom vylepSovani rychlo

vypocitaného suboptimalneho rieSenia, ale na znalosti problému ako takého.
Vzhl'adom na tento ciel’ pouzijeme nasledovny postup:

* Vytvorenie aplikécie, ktora umoziuje cloveku riesit’ vizudlne zadany E-TSP
problém na pocitaci.

* Distribuovanie aplikacie 'ud’'om z mojho okolia a analyza ich postupov a postrehov
pri rieSeni problému.

* Zhodnotenie vysledkov a postupov pouzitych riesitel'mi pri rieSeni problému.

* Na zéklade vysledkov navrh jedného, pripadne viac algoritmov pre rieSenie
problému.

* Odhad a dokaz ich zlozitosti.

* Test algoritmov na ¢o najvac¢Som pocte vstupnych dat a vyhodnotenie vysledkov.
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5. Praktické spracovanie

5.1. Pracovna aplikacia

Na vytvorenie aplikacie bol pouZzity programovaci jazyk Delphi, vyvojové prostredie

Borland Deplhi 7.0. Aplikécia pracuje v prostredi MS Windows.

PouZivatel'ské rozhranie aplikacie sa sklada z troch okien. Prvé okno sliiZi na zaddvanie
vrcholov grafu, klikanim mysi do plocha okna a nasledné spustanie algoritmov. Dalej
obsahuje funkcie pre odstraiiovanie hran a odstrafiovanie celého grafu.

Pre dany graf je mozné spustit’ kompletné prehl'adavanie a algoritmus hl'adania
najblizSieho suseda (d’alej len NS algoritmus). Pre algoritmus kompletného prehl'adavania
je pouzité generovanie permutacii bez optimalizacie, takze vo vyhovujiicom ¢ase tento

postup nachadza rieSenia len pre grafy do 15 vrcholov.

NS algoritmus je jednoduché hl'adanie najblizSieho suseda, pracujiuce v kvadratickom case.
Do aplikacie bol zaradeny jednak kvodli porovnaniu s d’alej navrhovanymi algoritmami

a tak isto aj za ucelom ziskania odhadov na vlastnosti rieSenia pre grafy s va¢Sim poctom
vrcholov, pre ktoré nebolo mozné spustit’ kompletné prehl'adavanie. Pre tento algoritmus
som zaradil aj moznost’ vyberu vrcholu, z ktorého ma vypocet zaCinat'.

Oba algoritmy po ukonceni vypoctu vypisu postupnost’ vrcholov, znazornia hrany

v grafickom okne a vypisu celkovii dizku vypogitanej kruznice.

Pre porovnanie vysledkov so simuldciou 'udského postupu bolo navyse pridané aj tlacidlo
pre lokalnu optimalizéciu, ktord bola pdvodne urcena ako sucast’ algoritmu linedrneho

prehl'adévania.

Grafy do aplikacie st zadavané pouZzivatel'om klikanim my$i do na to uréeného pola.
Takto zaddvané grafy je moZzné povaZovat’ za ndhodne generované, ak, samozrejme,
zadavatel’ umyselne alebo podvedome nepridéva vrcholy vzdy rovnakym sposobom.
Vrcholy grafov st reprezentované ¢ervenymi kruhmi s takym priemerom, aby bolo mozné

pohodlne na ne klikat’ mySou.
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Okrem toho bolo do aplikacie ,,napevno* vlozenych niekol’ko grafov kvoli testovaniu
vykonov a algoritmov na problémoch, ktoré sa povazuju za beznymi algoritmami t'azko

rieSitelné a pouzivaji sa na hodnoteni vykonnosti a kvality.

Na hlavnom okne st d’alej tlacidla spustajice d’alSie dve okna (,,ru¢ny vypocet*

a ,,konvexny obal®).

Prvé z nich sluzi na manualne rieSenie problému zadaného v hlavnom okne. Ru¢ny
vypocet pri spusteni skopiruje z prvého okna len zadanie grafu. Nasledne umozni
pouzivatelovi spajat’ vrcholy hranami (klikanim mysi) a vypisuje celkova dizku doteraz
vytvorenej trasy. Takymto sposobom mdze pouzivatel’ vytvorit’ vlastné rieSenie a porovnat’
ho s vysledkami NS a kompletného prehl'adavania. Spojnice je mozné zmazat’ a zaCat’
spajanie odznova. Do tohto okna bol neskdr pridany aj algoritmus, ktory bol navrhnuty

podl'a pozorovania 'udského postupu, o ktorom bude re¢ d’alej.

Druhé okno sluzi na vypocet postupnosti konvexnych obalov pre zadany graf a zaroven
ako vstupna informdcia pre navrhovani metddu spéjania konvexnych obalov, ktora bude

popisana d’ale;j.

Pri vyvoji aplikacie bol kladeny doraz hlavne na praktické pouzitie aplikacie, ked'ze pre
ucel prace neboli dizajn a robustnost’ az také podstatné. To znamen4, Ze aplikacia
predpokladd, ze pouzivatel’ sa bude spravat’ ,,logicky* a postupovat’ po poradi tak ako maju
operacie vyznam. Kedze aplikacie nie je urc¢ena na distribliciu ani prezentaciu,

z praktického hl'adiska ju povazujem za dostacujiicu. Rozhranie aplikacie je na

nasledujucom obrazku:
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Obrazok 3 Hlavna pracovna plocha aplikacie

5.2. Experiment

Aplikéciu bola odovzdana vybranym ucastnikom z mdjho okolia. Ked’Ze neslo

o psychologicky alebo Statisticky vyskum, nebol ndhodny vyber participantov az tak
dolezity. Potrebné skor bolo, aby participanti mali urcité analytické a logické myslenie,
potrebné pre riesenie takéhoto problému.

Ugastnici boli povicsine Pudia z IT prostredia.

Z prieskumu postupov pri rieSeni problému vyplynuli nasledujlice pozorovania:

* Najcastejsi postup pri rieSeni problému spocival v linedrnej technike pridavania
najblizSieho vrcholu k naposledy pridanému, s oh'adom na najbliZsie okolie
pridaného vrcholu. To znamena, ze skor, ako ¢lovek vrchol pridal, preskimal
vizualne jeho najblizsie okolie. V mysli prehodnotil moznosti a podl'a toho pridal
nasledujuci vrchol. V podstate by sa tento postup dal nazvat’ metdédou najblizsieho
suseda s lokalnym prehl'adavanim. Uspesnost’ postupu zavisela hlavne na tom, &
bol graf zadany dostatocne prehl'adne, to znamen4, ¢i boli dostatocne viditeIné
rozdiely vo vzdialenostiach bodov. Nasledne po prezreti hotovej kruznice bola

urobend lokalna optimalizécia.
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Obrazok 4 Priklad lokalnej optimalizacie pri postupe ¢loveka

* Podl'a o¢akéavani bol pre riesitel’a problém zlozitejsi, ani nie je tak pri vi¢Som
pocte vrcholov, ako pri vy$Som pocte vnttornych bodov (body, ktoré nepatria do
konvexného obalu). Tento pristup bol najcastejsi a odraza pravdepodobne
najrozsirenejsie l'udské vnimanie tohto problému, ¢ize linedrny postup s lokalnym
prehl'adavanim a néaslednou reviziou vysledku. Podla vyssie spominanych prac

vedie tento postup, z hl'adiska ¢asovej narocnosti, k pomerne dobrym vysledkom..

e Druhy postup pouzity participantmi bol pomerne zriedkavy (dva pripady). Postup
sa lisi od predoslého len v prvej Casti, kde boli pospajané vrcholy tak, ze kazdy bol
spojeny najviac s jednym vrcholom. Ako vrchol pre vytvorenie dvojice bol vzdy
brany najblizsi vol'ny vrchol. Ako prvé boli vybrané vrcholy, ktorych vzdialenost’
bola najkratsia v grafe. Nasledne druhd najkratsia a tak d’alej. Po vybere dvojic

vyzeral graf ako na nasledujucom obrazku:

/‘”\

—

/

Obrazok 5 Spajanie dvojic najblizsich vrcholov
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Samozrejme je potrebné davat’ pozor aby spojnice bodov neviedli krizom cez graf.
Ak ostala posledné nespojena dvojica vrcholov kazdy na opacnej strane grafu, tak
boli v prvej faze nechané tak. Nasledne bol graf doplneny na kompletny okruh ako

na nasledujicom obrazku:

Obrazok 6 Dokoncenie kruznice pri metode spajania najblizsich vrcholov

Tato metdda by sa dala nazvat’ vyhl'adanim najkratSich vzdialenosti a naslednym
spajanim komponentov, ktoré¢ st k sebe najblizie, pripadne, ktoré st v poradi.

V pripade tohto grafu to viedlo k uspechu, ale v globalnom meritku tdto metdda nebola
tak uspeSna ako prva popisovand. Po dokresleni kruZnice bolo nutné viac krat sa vratit’
a menit’ poc¢iatocné spojenie hran. Toto umoziuje nadhl'ad ¢loveka nad problémom, ale
pri préci algoritmu by bolo nutné komplikované prehl'adavanie. Z tohto pohl'adu je

prvy postup menej ¢asovo naroc¢ny.

V pouzitej literature sa ¢asto spomina heuristika najlacnejSieho vkladania alebo vkladania
podl'a najvécsieho uhla. Ako pociato¢ny stav pre tento algoritmus v oboch pripadoch sluzi
konvexny obal mnoziny vrcholov. Autor programu sam prispel navrhom metddy rieSenia
problému TSP, nakol’ko, z pochopite'nych dovodov, bol on sdm najcastejSim testovacim
subjektom tejto aplikacie.

Z autorovych vlastnych zaverov vyplyva navrh algoritmu, ktory bude pracovat’ podobne
ako spominané dva, lenze bude vzdy vkladat’ do vnutra konvexného obalu len body zo
susedného konvexného obalu o jednu uroven vyssie. Algoritmus je blizsie popisany

v d’alSej Casti prace.
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5.3. Navrh algoritmov pre rieSenie problému

5.4. Algoritmus linearneho prehladavania

Vlastnost’, ktorou sa 'udské prehl'adavanie grafu lisi od algoritmu hl'adania najblizSieho
suseda, je, Ze ¢lovek zac¢ne prehl'adavat’ graf jednym smerom a ten dodrzuje. Prehl'adava
graf v podstate ,,dokola‘, a preto sa mu nestane, Ze by porusil pravidlo, ze body
konvexného obalu musia byt’ vo vyslednej kruznici zoradené v poradi, v akom tvoria
konvexny obal. Tak isto sa mu nestane, ze by vytvoril dve krizujtice sa hrany. To znamena,
ze v navrhovanom algoritme je potrebné postupovat’ po smere alebo proti smeru
hodinovych ruci¢iek, smer nemenit’ a testovat’, €i sa prave pridavana hrana nekrizuje

s nejakou uz pridanou. V tomto ohl'ade je postup podobny, ako pri h'adani konvexného
obalu. Takze prvé vylepSenie prehl'adavania bude spocivat’ v dodrzovani smeru
prehladavania. To zabezpecCime zavedenim orientacie. Budeme si poc€as vypoctu udrziavat’
informéciu o tom, ktorym smerom po kruznici sa pohybujeme. Pri kazdom priddvanom
vrchole budeme nésledne testovat’, ¢i sa prave pridavane hrany nepretinaji s nejakou
predtym vytvorenou. Ked’Ze sa nepodarilo interpretovat’ verne 'udské prehl'adavanie grafu,
zvolili sme postup s vkladanim vrcholov a naslednou lokalnou optimalizaciou. Tato by

mala zastupovat’ naslednu vizualnu kontrolu vysledného grafu clovekom.

5.5. Postup

V algoritme budeme postupovat’ vzdy proti smeru hodinovych ruciciek. Zaciatok
suradnicovej sustavy je v l'avom hornom rohu obrazovky a cely postup je popisovany

z pohl'adu pouZivatela.

1. V prvej faze ndjdeme vrcholy s maximalnymi a minimalnymi stiradnicami, teda
najvrchnejsi, najspodnejsi, najviac vpravo a najviac vlavo. V pripade, ze pre kazdy
typ je takychto vrcholov viac, zoradime ich do postupnosti podl’a druhej suradnice
tak, aby to zodpovedalo smeru prehl'adévania.

2. Zacneme od vrcholu s najvacSou y suradnicou a postupujeme proti smeru
hodinovych ruciciek. Ak je takych vrcholov viacero, tak za¢neme od vrcholu

s najmensou x stradnicou..
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3.

10.

Hl'adame vzdy najblizsi vrchol umiestneny smerom vpravo a nahor od aktudlneho
vrcholu. Ak je takych vrcholov viac, vezmeme ten, ktory je blizsie ku okraju grafu.
Pri postupe doprava nahor to bude vrchol s najmenSou y suradnicou.
Takto postupujeme, az kym neprideme na bod s maximalnom x stiradnicou. Pri
hl'adani robime nasledovné testy:
a. Ci vrchol, ktory sme prave pridali, nebude menit’ smer prehl’adavania, teda
¢i nie je okrajovy (v tomto pripade bod s maximalnou x suradnicou).
b. Ci vrchol, ktory pridavame, nema mensiu y saradnicu ako vrchol (alebo
vrcholy, ak je ich viac) najviac vpravo. Situécia je zndzornend na
nasledujicom obrazku. Tymto zabezpecime, ze vrchol, ktory je najviac

v pravo bude urcite zaradeny do postupnosti.

Obrazok 7 Priklad chybného postupu pri linedrnom prehl'adavani

c. Ci vrchol, ktory priddvame nevytvori s naposledy pridanym hranu, ktora
pretina niektoru z doteraz vytvorenych hran.
Pri praci udrziavame vzdy dve disjunktné skupiny vrcholov, z jednej vyberame, do
druhej pridavame.
Takto sa dostaneme k vrcholu s maximalnou x suradnicou.
Ak je vrcholov s maximalnou x suradnicou viac, pridame ten z nich, ktory ma
najviacsiu y stiradnicu a nastavime zmenu smeru.
Dalej postupujeme analogickym sposobom v smeroch dolava a hore, dol'ava
a dole respektive doprava a dole.
Kruznicu uzatvarame v stave, ked’ uz nie je mozne pridat’ vrchol pri ceste doprava
dole. Posledny vrchol spojime s prvym vrcholom postupnosti.
Vysledkom bude kruznica blizka konvexnému obalu, ktora vSak vo vSeobecnosti

nebude obsahovat’ vSetky vrcholy grafu (pozri nasledujici obrazok)
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Obriazok 8 Vysledok prvej fazy linearneho prehl'adavania

11. Nasledne budeme prechadzat’ po hranach vytvorenej trasy a budeme vkladat’ d’alSie
vrcholy. Pri vkladani vrcholu zru§ime hranu kruznice tvoreni dvoma vrcholmi,
medzi ktoré¢ vrchol vkladdme a priddme dve hrany spojenim vkladaného vrcholu
s vrcholmi odstranenej hrany. Vkladany vrchol musi mat’ nasledovné vlastnosti:

a. Pre dan®i hranu musi jeho pridanie sposobit’ najmensi mozny narast dizky
kruznice zo vsetkych volnych vrcholov.

b. VlozZenie vrcholu nebude spdsobovat’ mensi narast dizky kruznice pre
ziadnu inu hranu kruZznice.

c. Pridanim vrcholu do kruznice nesmu vznikat’ krizenia hran.

V danej situdcii takto vloZeny vrchol predstavuje najmensi mozny narast dizky
kruZznice pri jeho vloZeni a pri dodrzani podmienky nekriZenia sa hran. Tento
postup moze vyzadovat viacero prechodov kruznice, kym budi zaradené vsetky
vrcholy. (ak sa pri vkladani dostaneme na koniec kruznice, zacneme ju prechadzat’
odznova) Pokial’ bude vrchol vykazovat rovnaky narast dizky kruZnice pri vloZeni
na dve rozne miesta, vlozime ho medzi tie dva vrcholy, ktoré su blizsie k zaciatku

kruznice. Ked zaradime posledny vrchol, prejdeme k d’alsej faze.

12. Po zaradeni vSetkych vrcholov urobime jednoduchu optimalizaciu:
a. Prechadzame vsetky vrcholy v poradi, v akom su zoradené v kruznici.
b. Kazdy vrchol z kruznice vyberieme.
c. Nasledne ho vlozime do kruZnice naspit, tak aby bol narast dizky kruZnice
minimalny.
d. Vzdy, ked’ sa poradie vrcholov zmeni, zacneme cely proces odznova od

prvého vrcholu.
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Tento postup budeme opakovat’ dovtedy, kym sa bude diZka kruZnice zmensovat.
Ked’ sa po prechode celej kruznice diZka kruznice nezmeni, skon&ime.

Popisovana metoda zabezpecuje, ze postupnost’ vrcholov zmenime len vtedy, ak sa
tym skrati kruznica. Tento krok ma nahradit’ lokalnu optimalizéaciu pri praci
¢loveka.

13. V poslednom kroku algoritmus vykresli vysledok na obrazovku.

Teraz je potrebné ukazat, Ze vysledkom algoritmu bude hamilntonovska kruznica pre dany

graf spliiajuca podmienku o usporiadani vrcholov konvexného obalu..

* Pridanie prvého bodu je v poriadku. Nasledne pri postupe smerom doprava a nahor
tvorime jednoduchq, suvisla cestu, v ktorej ziadny vrchol nie je dvakrat, a je
koneéna. Jej maximalna dizka je ohrani¢ena poétom vrcholov grafu. Podobne to
plati aj o nasledujucich krokoch. (postupne cez vSetky body s maximéalnymi
suradnicami) V poslednom kroku sa pripoji bod, z ktorého cesta zacinala. Takze
vysledkom bude kruZznica, ktora ale nemusi obsahovat vSetky vrcholy. Ked'ze nové
vrcholy pridavame vzdy tak, aby sa vzniknuté hrany nekrizili, vysledna kruznica
nebude obsahovat krizujice sa hrany.

e Pripriddvani zvySnych vrcholov udrzujeme kruznicu. Vyhl'addme hranu a vrchol
na pridanie, zrus§ime hranu a jej dva vrcholy spojime s pridavanym vrcholom (pozri
nasledujuci obrazok). Tym kruznica ostane zachovand a zarovein zabranime
krizeniu hran. VolI'ny vrchol vieme vzdy pridat’ do kruznice. Tento postup tak isto

skonci, ked’ze vol'nych vrcholov je konecny pocet.

Obrazok 9 Vkladanie vrcholu do kruznice
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* Nasleduje optimalizacia. Kazdym vybranim vrcholu a jeho pridanim naspét’ ostane
zachovand kruznica, pricom tento proces je konecny, nakol’ko vd’aka podmienke
vkladania vrcholu metddou najlacnejsieho vloZenia je celkova dizka kruznice

nerastuca

Formulujeme nasledujtce tvrdenie:

Ak kruznica nereSpektuje pravidlo o usporiadani vrcholov konvexného obalu, potom musi
obsahovat’ kriziace sa hrany.

Dokaz:

Predpokladajme, ze v, v»,...,v,, je postupnost’ vrcholov konvexného obalu, kde m 2 3

(v trojuholniku existuje len jedno moZné poradie). Majme tri susedné vrcholy v;, v; a vy,
ktoré sa v obale nachadzaju v tomto poradi. Nech sa vo vyslednej kruznici nachadzaja

v inom poradi, napriklad v;, vi, v; (vZdy sa jedné o usporiadanie v kladnom smere).
Vezmime si ¢ast’ kruznice, ktora vedie z v;do v. Tento obluk oddel'uje vrchol v; od ostatnej
casti grafu. Ak ho chceme spojit’ so zvySkom grafu do kruznice, tak tato spajajiica cesta
musi niektorou svojou hranou pretinat’ obluk v;, vi. A teda kruznica obsahuje kriZzujuce sa

hrany (pre lepSiu ilustraciu pozri obrazok nizsie

Vi

Obriazok 10 Oddelenie vrcholu konvexného obalu od zvysku grafu spoésobujuce krizenie hran

Z predoslého tvrdenia nasledne vyplyva, zZe ak kruznica neobsahuje vzajomne pretinajice
sa hrany, tak vrcholy konvexného obalu budt v kruZnici zoradené v poradi tak, ako tvoria

konvexny obal. Vysledok nasho algoritmu tito podmienku teda spiia.
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5.6. Zlozitost algoritmu

* Inicializacia premennych a pripravné vypocty, napriklad vypocet vzdialenosti pre
inciden¢nt maticu, trva vzhl'adom na pouzité datové Struktary O(n’).

* Extrémne body vieme najst’ v ¢ase O(n) jednouchym prehl'adanim pola vrcholov.

 Utriedit extrémne body do postupnosti trva maximalne O(710g7 ) pri pouziti
optimalneho triedenia.

¢ Pridanie jedného vrcholu do vytvaranej kruznice trva aj s testami maximalne O(n’)
Vzhl'adom na Specifickost’ kazdého testované¢ho grafu nie je mozné vo
vieobecnosti uréit’ ,,priemerni** dizku vytvaranej kruznice, no vzdy ju vieme
ohranicit’ poctom vrcholov dané¢ho grafu. Tu predpokladame, ze takto vytvorena

kruznica bude mat’ £ vrcholov. Potom sucet potrebného ¢asu pre najhorsi pripad je

2f (n- 1), kde k moze byt 3,4, ..., n.
=1

o Prejdenie polom nepridanych vrcholov a najdenie vhodného vrcholu podl'a
smeru a vzdialenosti bude trvat’ ¢as 7 - i, kde i je pocet doteraz zaradenych
vrcholov.

o Podla zvolen¢ho smeru prechadzania grafu otestujeme, ¢i kandidat
neprekracuje extrémny vrchol v ¢ase O(1).

o Test, ¢i kandidat nevytvara hranu, ktora by vytvarala krizenie s uz
pridanymi hranami vykoname v ¢ase n - I.

o Cely postup opakujeme £ krat, kym nie je zaradenych vSetkych k vrcholov
pociatocnej kruznice.

* Popridévanie vrcholov, ktoré ostavaji mimo pociato¢nej kruznice, trva najviac
O(n*). Predpokladajme, Ze v prvom kroku vznikla kruznica dizky & a teda volnych
vrcholov v grafe ostalo 7 - k, potom popridavanie zvy$nych vrcholov bude trvat

n-k-1
2 ZO (k+ i) (n- k-1, ¢o je v najhorSom pripade O(n?), ak bude k malé ¢islo
Vv porovnani s 7.

o Vypocet vzdialenosti vol'ného vrcholu od & hran a testy, ¢i nevytvara

krizenie hran trvaju 2k?. Toto musime urobit’ pre kazdy volny vrchol, aby
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sme nasli vrchol s minimalnym vkladom, &o spiiia podmienku nepretinania
sa hran. Teda celkovy &as pre pridanie jedného vrcholu je 2k° (n - k) .

o Cely postup sa vykond maximalne (n - k) krat (V najhorSom pripade, ked’
pri jednom prechode priddme vzdy len jeden vrchol).

e Optimalizacia bude trvat’ maximalne O(n’):

o prechod k vrcholu trva O(n),

o najdenie hrany, od ktorej mé vrchol najmensiu vzdialenost’ bez krizenia,
bude trvat’ O(n?),

o vlozenie vrcholu O(1),

o cela procedura sa potencialne zopakuje pre kazdy vrchol.

Pre celkovu ¢asovu zloZitost’ pouzitého algoritmu nésledne dostdvame:

k n-k-1
2y (n-i)*+2Y (k+i)*(n- k- i)+ om)
=1 =0
AKk k je malé &islo oproti n, tak z prvej sumy dostaneme O(n°) a z druhej O(n*). V opaénom
pripade, ak sa ndam v prvom kroku podari vytvorit’ ¢o najviésia kruznica (dizkou blizka ku

n), tak z prvej sumy dostaneme O(n’) a z druhej O(n*). V priemernom pripade, ked’ je

k priblizne g, celkova zlozitost’ bude tiez O(n?) kvoli hodnote druhej sumy.

Takze celkova zlozitost’ algoritmu je v najlepSom pripade O(n’) a v priemernom

a najhorSom pripade O(n’).

Priestorova zlozitost’ algoritmu bude O(n’), ked’ze pouzivame konstantny pocet linearnych
poli a jedno dvojrozmerné pre incidencni maticu s vzdialenostami vrcholov. Pouzitiu
tohto pol'’a by sme sa mohli vyhnut za predpokladu, ze by sme vzdy, ked’ by to bolo
potrebné, vypocitavali vzdialenosti medzi vrcholmi. Inicializacia a pripravné vypocty,

napriklad vypocet vzdialenosti trva rovnako dlho.

Algoritmus bol testovany na vel'kom mnoZstve nahodnych grafov a na Specidlnom grafe,
ktory je pouZzivany na testovanie algoritmov. Ide o Dantzig graf spominany v [1] zobrazeny

na obrazku niz8ie aj s optimalnou kruznicou.
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Obriazok 11 Optimalne rieSenie pre Dantzig graf

Pre potreby testovania bol algoritmus zaradeny do aplikécie, pricom bola jeho ¢innost’
rozdelend na vys$Sie popisované tri fazy, vytvorenie prvotnej kruZnice, pridavanie zvysnych

vrcholov a optimalizéciu, ¢o umoznilo lep$iu analyzu jeho ¢innosti.

5.7. Algoritmus postupnosti konvexnych obalov

Tento algoritmus je navrhnuty nie zaklade experimentov, ale ako vysledok autorovho
pozorovania a Studia problému. Konvexny obal ako taky ma velky vyznam pri rieSeni
tohto problému a viacero heuristik ho vyuziva ako pociatocny stav pri vypocte rieSenia. Do
kruznice vytvorenej konvexnym obalom sa néasledne vkladaju vrcholy metdédou
najlacnejSieho vkladu alebo metédou najvicsieho uhla. V podstate sa jedna o greedy
pristup.

Pri testovani roznych grafov a ru€ného sktsania vel'kého mnozstva postupov bola
testovana aj tato metdda pre ziskanie lepSieho prehl'adu o probléme. Ako hlavny problém
greedy algoritmov vo vSeobecnosti sa javi ich priliSna ,,Zravost™. Bez ohl'adu na buduci
postup alebo bez ohl'adu na vnutorni povahu problému sa akceptuje ako d’alsi krok vzdy
najlepSie pontkané rieSenie. Aj bez dokonalej znalosti problému je intuitivne jasné, Ze
zavedenim urcitej striedmosti by mohlo byt mozné dospiet’ k lepSiemu rieSeniu. Pri
znalosti podstatnych vlastnosti problému by dokonca mohlo byt moZzné najst’ optimalny
pristup.

Na zaklade pozorovania a tejto uvahy rozdelime graf na postupnost’ konvexnych obalov.
Vytvorime som konvexny obal grafu, tento z grafu vylu¢ime a zo zvysku nasledne
vytvorim d’al$i konvexny obal. Takymto postupom vznikla kone¢né postupnost’ do seba
vnorenych a vzajomne disjunktnych konvexnych obalov (konkrétny priklad takejto

postupnosti je zobrazeny nizsie).
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’

Obrazok 12 Priklad postupnosti konvexnych obalov

Za ucelom najdenia vztahu medzi vytvorenou postupnost’ou konvexnych obalov a
optimalneho riesenia TSP bolo vykonanych viacero pokusov. Pre lepsie priblizenie
Citatel'ovi sme nédhodne zvolili dva grafy (obrazok nizsie),na ktorych je demonstrovany

tento vzt'ah optimalnej kruznice a hierarchie konvexnych obalov.

(R
45

Obrazok 13 Priklady vztahu optimalneho rieSenia a hierarchie konvexnych obalov

Na zéklade pozorovania je mozné formulovat’ hypotézu, ze pravidlo pre usporiadanie

vrcholov konvexného obalu musi platit’ aj pre podradené konvexné obaly. To by ndm
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davalo d’alsie obmedzenie na vlastnosti rieSenia. Toto tvrdenie vSak neplati. Totiz ak aj
kruznica obsahuje vrcholy niektorého z vnttornych obalov v inom poradi, k prekrizeniu
hran nemusi dojst’, kruznica moze prechadzat’ ,,obchadzkou* cez nadradeny konvexny
obal, ako je mozné vidiet’ pri optiméalnom rieSeni pre Dantzig graf na nasledujicom

obrazku.

Obrazok 14 Optimalne rieSenia a konvexné obaly pre Dantzig graf

Kruznica obsahuje vrcholy prostredného obalu v poprehadzovanom poradi. Dantzig graf
potvrdzuje skuto¢nost’, Ze tuto charakteristiku optimalnej kruznice nie je mozné zahrnat’ do

navrhu tvorby hl'adané¢ho algoritmu.

Na ukéazkovych obrazkoch optimalna kruznica prechadza z jedného obalu len o jeden obal
v hierarchii nizSie alebo vyssie. Ale nie je tomu tak. V niektorych pripadoch kruznica
prechadza aj cez viacero obalov dovnutra, takze s touto vlastnost'ou rovnako nie je mozné

pri navrhovani algoritmu pocitat’.

5.8. Postup

Moznosti, ako spajat’ konvexné obaly, je viacero:

* Ako prvy vezmeme vonkajsi obal a za¢neme k nemu pridavat’ postupne vnitorné
obaly tak, ze vzdy priddme obal o jednu Groven nizsie.

* Ako prvy vezmeme najvnutornejsi obal a postupujeme opacnym smerom.

* Obaly spajame spdsobom vyhl'adania vrcholu s najlacnej$im vkladom a jeho

pridania do vytvaranej kruznice, alebo postupujeme po poradi v postupnosti
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vrcholov vkladaného konvexného obalu a kazdy vkladany vrchol vlozime

najlacnejSie ako vieme

V nasledujiicom texte sa obmedzime na jednu zo spomenutych metdd, av§ak nevieme
vopred urcit’, ktord nam poskytne lepsie vysledky. Zvolime metédu postupu smerom

z vnitra von, s vkladanim vrcholu metédou najmensieho narastu dizky kruznice. Nasledne
som nevolil ziadnu optimalizaciu v o¢akavani, ze algoritmus bude pocitat’ pomerne dobré

vysledky. Postup prace algoritmu je teda nasledovny:

1. Algoritmus vypocita konvexny obal mnoziny vrcholov nejakou vSeobecne
znamou metddou pre pocitanie konvexného obalu. Pre tento pripad sme
zvolili metédou Graham scan, ktora pracuje v ¢ase O(nlogn), pricom sme ju
prisposobili aj pre Specificky pripad umiestnenia viacerych vrcholov na
jednu priamku, a to bez zasadného vplyvu na jej Casovu zlozZitost'.

2. Nasledne algoritmus vyradi vrcholy konvexného obalu z mnoziny vrcholov
a vypocita rovnakym sposobom d’al$i konvexny obal.

3. Konvexné obaly ulozi do dvojrozmerného pol’a pre rychle spracovanie (tu
bolo mozné postupovat’ aj tak, ze vzdy vypocita len jeden obal a ten prida
do priebezne vytvaranej kruznice, ukladanie do pol'a sme zvolili kvoli
naslednej vizualizécii postupnosti obalov).

4. Algoritmus zadefinuje vnutorny obal za doterajsiu kruznicu a postupne k
nej pridava vonkajSie obaly podl'a poradia v hierarchii. Pri priddvani
vrcholu z obalu o troven vyssie k doteraz vytvorenej kruznice algoritmus
postupuje nasledovne:

= Najde vrchol s najlacnejsim vkladom, ktory spiia podmienku
nekrizenia hran.

= Vrchol vlozi do vytvéaranej kruznice podobne ako predchadzajuci
algoritmus.

= Postup opakuje pre vSetky vrcholy obalu o trovei vyssie.

5. Po pridani posledného vrcholu vonkajSieho obalu algoritmus kon¢i.

6. Nasledne program vykresli vypocitant kruznicu.

Teraz ukézeme, Ze algoritmus vypocita hamilntonovskua kruZznicu a odhadneme jeho

éasovu zlozitost'.
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* V prvych krokoch sa pouziva Graham scan, ktory je v§eobecne znamy. Jeho
spravnost’ tu z tohto dovodu nebudeme dokazovat'.

* Predpokladajme, ze teda mame postupnost’ konvexnych obalov. Vybrany vnutorny
obal tvori hamilntonovsku kruZznicu pre vrcholy tohto obalu.

* K nej priddvame vZdy jeden vrchol z nadradeného obalu. Po pridani ostane
kruznica zachovana a taktiez nevzniknu pretinajtce sa hrany.

e Vzhl'adom na to, Ze obalov aj vrcholov je kone¢ny pocet, tento postup bude
konec¢ny.

* Teda vystupom algoritmu bude hamilntonovské kruZnica pre dany graf, ktora
nebude obsahovat’ pretinajice sa hrany a teda bude spiiat’ aj podmienku

o usporiadani vrcholov konvexného obalu

5.9. Zlozitost algoritmu

* Inicializacia premennych a pripravné vypocty, napriklad vypocet vzdialenosti pre
inciden¢nt maticu, trva vzhl'adom na pouzité datové Struktiry ¢as O(n’).

n’logn

* Vypocet postupnosti konvexnych obalov bude trvat’ maximalne O( ), lebo:

o Vypocitanie prvého konvexného obalu trva O(nlogn).
o Nasledné pocitanie d’alSicho obalu bude trvat’ O((n-k)log(n-k)), kde k je pocet

vrcholov predosiého obalu.

o Obalov je v najhorSom pripade g + 1 (postupnost’ do seba vnorenych

trojuholnikov), takZze najhorsi pripad bude trvat’ i (n -3 k) log(n - 3k)» €0
=)

2
. - n” logn
vieme ohranicit’ O(—g

).

* Pripojenie nadradené¢ho konvexného obalu s m vrcholmi ku dovtedy vypocitane;j
kruznici s k vrcholmi bude trvat’ maximalne 2mk? .
o Pridanie jedného vrcholu bude trvat’ 22, ¢o je Gasova naro¢nost’ vypocétu

narastu dlzky kruznice pri vloZeni vrcholu zahfnajuca testovanie na £k moznych

kolizii s ostatnymi hranami kruznice.
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o Pridavame m vrcholov.

* Pridanie vSetkych konvexnych obalov bude trvat’ v najhorSom pripade (napriklad

"

do seba vnorené trojuholniky) 632 ( n- 3k) 2, ¢o vieme ohranié¢it’ O(n’)
|

» TakZe celkova asova zlozitost algoritmu bude v najhorSom pripade O(n’).

Priestorova zlozitost” algoritmu bude O(n’) podobne ako v predchadzajiicom pripade,
nakol’ko boli pouzité tie isté datové Struktury.

Algoritmus bol testovany na rovnakej mnozine grafov ako predchadzajuci.
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6. Vysledky

V tejto kapitole sa venujeme popisu vysledkov testovania nami navrhovanych algoritmov
a porovnaniu ich rieSeni s rieSeniami ziskanymi metédou kompletného prehl'adavania, ¢i
NS algoritmom s optimalizaciou alebo bez nej. Popisované rieSenia NS s vzdy najlepsie
rieSenia tejto metddy na danom grafe, ziskané spustanim algoritmu pre vSetky mozné
Startovacie vrcholy. AvSak ak by sme chceli byt’ dosledni, bolo by potrebné bud’ brat’ do
uvahy priemerny vysledok NS, alebo ho rozsirit’ na prehl'adanie vSetkych moZnosti vol'by
pociato¢ného vrcholu. Toto zvacsi Casovi narocnost’ algoritmu o jeden rad na kubicku.
Pridanie lokalnej optimalizacie ¢asovia naro¢nost’ radovo nezmeni. Casovéa naro¢nost’

ostatnych dvoch metdd je priblizne rovnaka.

6.1 Algoritmus linearneho prehladavania

Na néhodne generovanych grafoch s mensim poc¢tom vrcholov(pren < 12 hlavne kvoli
porovnaniu s vysledkami kompletného prehl'adavania ) dosahuje algoritmus takmer 100 %
uspesnost’. V kazdom pripade bol tspesnejsi ako NS algoritmus hl'adania najblizsieho
suseda, ktory vo vicsine pripadov generoval prekrizenie hran. Pri mensom pocte
vnutornych vrcholov v grafe je to zdévodnitel'né tym, Ze takéto pripady obsahuju
minimalny pocet vkladania vrcholov do uz vytvorenej kruznice.

Po vypnuti lokalnej optimalizacie uz rozdiely v kvalite rieSeni medzi NS a linearnym
prehl'adavanim neboli také markantné, ale rozdiely oproti optimalnemu rieSeniu narastli.
V podstate algoritmus bez optimalizacie bol schopny najst’ optiméalne rieSenie len pri

malom pocte vnaitornych vrcholov.

Po pridani lokalnej optimalizacie aj do NS algoritmu, tento v najlepSom pripade nachadzal

porovnateI'né rieSenia.

Pri grafoch s vacSim poctom vrcholov (viac ako 30) sa rozdiely medzi rieSeniami
dosiahnutymi algoritmom LP a predpokladanym optimalnym rieSenim zvacsili.

Ked’Ze v aplikacii nebol implementovany algoritmus na odhad hodnoty optimélneho
rieSenia, rozdiel medzi vypocitanou hodnotou a optimalnou bol odhadovany na zaklade

vizualnej informécie. Pre grafy, v ktorych zna¢ne naréstol aj pocet vnatornych vrcholov,
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dosahoval algoritmus bez optimalizacie kvalitativne priblizne rovnaku Groven rieSenia ako
metdda hl'adania najblizSieho suseda avSak oproti nemu bol podstatne citlivejsi na

vzajomné usporiadanie vrcholov v rdmci skimaného grafu.

Pocas testovania sa zistilo, ze najvéacsie nedostatky méa LP algoritmus na vstupoch, ktoré
obsahuju vrcholy s navzajom rovnakymi vzdialenost'ami, alebo na grafoch, ktoré su
urcitym spdsobom symetrické. Ukazkovym prikladom takéhoto grafu je uz viackrat
spominany Dantzig graf. Pre lepSiu ilustraciu problému je v I'avej Casti nasledujiceho
obrazku umiestnené rieSenie dané LP metddou a pre porovnanie aj vysledok ziskany

metodou hl'adania najblizSieho suseda.

Obrazok 15 Porovnanie vysledkov metod pre Dantzig graf. Vlavo LP, vpravo NS

Jednoduché hl'adanie najbliZSieho suseda v tomto pripade dosiahlo lepsi vysledok, a to aj
bez optimalizacie, ktora by, vd’aka symetrii grafu, rieSenie nezlepsila,. Pre dosiahnutie
lepsieho vysledku by bolo potrebné zaviest’ optimalizaciu, ktord bude vymienat’ vacsiu
Cast’ grafu. Toto opatrenie by vSak pri podobne symetrickom grafe s ovel'a vi¢sim poctom

vrcholov nebolo dostacujuce.

Vykon a nedostatky algoritmu linedrneho prehl'addvania mozno zhrnut’ nasledovnym
spdsobom:

* Na grafoch s men§im poc¢tom vrcholov s pouzitim optimalizacie bol algoritmus
uspesny a lepsi ako metdda hl'adania najblizSieho suseda. Po vypnuti lokalne;j
optimalizacie alebo jej pridani do druhého algoritmu sa ich vykon vyrovnal.

* Na grafoch s va¢§im poctom vrcholov, vzhl'adom k nedostatku informacii

o optimalnom rieSeni, sa porovnavané algoritmy javili ako rovnocenné.
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* Na Dantzig grafe bolo rieSenie ziskané metddou hl'adania najblizsieho suseda

kvalitativne lepSie nez rieSenie ndjdené LP algoritmom.

6.2 Algoritmus postupnosti konvexnych obalov

Podobne ako LP algoritmus, aj tento algoritmus bol pre grafy s mensim poctom vrcholov
lepsi ako NS algoritmus a vo vacSine pripadov nasiel optimalne rieSenie. Do tohto

algoritmu nebola zaradena lokalna optimalizacia.

Pre grafy s va¢$im poctom vrcholov uz vysledky neboli také dobré. Podobne ako v
predchadzajiicom pripade, aj tu sa ukazala klesajuca kvalita dosiahnutych vysledkov s
rasticim poctom vrcholov grafu. Pri porovnani vysledkov s algoritmami LP a NS bez
optimalizacie bola kvalita rieSeni pribliZzne rovnaka. Pri porovnani s predos§lymi
algoritmami so zaradenou lokalnou optimalizaciou boli rieSenia, najdené touto metodou,

vyrazne horsie.

Podobne ako v predchédzajucom pripade pre symetrické grafy, mal tento algoritmus
problém najst’ optimalne rieSenie aj pri malom pocte vrcholov. Na pripojenom obrazku st
vedl'a seba zobrazené rieSenia Dantzig grafu pre vSetky tri porovnadvané metody v poradi

NS, LP a metoda spdjania konvexnych obalov.

Obrazok 16 Vysledky pre Dantzig graf v poradi NS, LP, KO

Poradie na obrazku zaroven zodpoveda aj kvalite vypocitaného rieSenia, nakol'ko najlepsi
vysledok v tomto pripade vypo¢ital NS algoritmus aj bez optimalizacie. Dizky ciest boli
v poradi 761, 773, 776. Dizka optimalnej cesty, zistena metddou kompletného
prehl'adavania je 756.
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Pre lep$iu nazornost’ rozdielu v efektivite a kvalite dosahovanych rieseni pre tri uvazované
algoritmy, ddvame Citatel'ovi do pozornosti nasledujicu tabulku, ktord porovnava tieto tri
algoritmy a algoritmus NS s optimalizaciou na vzorke 10 grafov s 30 vrcholmi. Posledny

udaj v tabul’ke je priemernd hodnota.

NS LP CH NS OPT
2067 1986 2062 1997
1772 1481 1551 1514
1695 1584 1729 1561
1548 1474 1500 1461
2475 2184 2504 2176
1859 1878 1902 1819
2282 1748 1913 1748
1225 1185 1409 1178
1299 1179 1412 1203
2031 1719 1927 1810

1825,3 1641,8] 1790,9 1646,7

Tabulka 1 Porovnanie vysledkov algoritmov na 10 nahodne vybranych grafoch s 30 vrcholmi
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7. Diskusia
7.1 Priebeh experimentu a navrh algoritmov

Experimentalna Cast’ prace prebehla pomerne hladko. Aplik4cia navrhnuta za tymto
ucelom ho plne splnila. Jedinym jej nedostatkom sa ukazala byt moznost’ hl'adat’
optiméalne rieSenia len pre grafy s malym poctom vrcholov. PoCiatocna predstava, ze mensi
pocet vrcholov v skimanych grafoch celkom postacuje na otestovanie vacsiny
,problémovych* pripadov sa ukdzala nepravdiva. Niektoré nedostatky testovanych
algoritmov sa prejavili az pri grafoch nad 40 vrcholov. V pripade pokracovania v praci by
bolo potrebné zaradit’ do aplikécie metddu na odhadovanie dolnej hranice pre optimalne
rieSenie. Tento ucel by mohol splnit’ napriklad aproximativny algoritmus, pracujuci

v polynomialnom case.

Pri navrhu algoritmu, ktory by mal simulovat’ l'udska pracu na rieSeni problému, bolo
najt'azSou tlohou interpretovat’ 'udskt schopnost’ drzat’ smer postupu v grafe. Navrhovany
pristup tento zamer splnil len ¢iastocne. Najvacsim problémom bolo interpretovat’
schopnost’ docasne porusit’ smer pre odbocku k lokélnej Casti grafu, ktora lezala mimo
hlavného smeru prehl'adavania. Ked'ze je tazké, vzh'adom na pocet moznosti, odhadnut,
kedy by sa mal algoritmus zase vratit’ na cestu smerom, ktorym zacal, bolo potrebné tieto
odbocky vyriesit’ naslednym pridavanim vrcholov metédou najlacnejSieho vkladu. Tymto
krokom sa algoritmus vzd’al'uje od riadeného postupu po grafe, ktory je vlastny I'udskému
rieSeniu a vrcholy pridava len na zaklade najmensicho nérastu celkovej diZky cesty. Tento
postup mozeme priblizit’ lokalnemu prehl'adavaniu tym, ze pridavame tieto vrcholy

postupne k hrandm postupne v doteraz vytvorenej kruznici a nie globalne v celom grafe.

Navrh algoritmu spajania konvexnych obalov vychddza z mierneho upustenia poziadavky
na najlacnejsi vklad vrcholu do grafu za Gi€elom ziskania lepSieho rieSenia. Nakoniec sa
tato metoda ukazala ako najmenej uspesna. Je vSak mozné predpokladat’, Ze moznost’

optimalizacie by mohla spdsobit’ zmensenie rozdielov medzi vykonmi pouzitych metod.
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7.2 ZloZitost a vykon navrhovanych algoritmov

Ciastkové porovnanie algoritmov na malych testovacich vzorkach, uvedené v prehl'adovej
tabul’ke v predchadzajtcej kapitole, verne odraza celkové vysledky testovania a
vzajomného porovnavania efektivity jednotlivych algoritmov. Algoritmy s vysSou ¢asovou
zlozitostou mali vo vSeobecnosti lepsie vysledky ako algoritmy s nizSou ¢asovou
zlozitost'ou, pri¢om najlepsie vysledky dosiahol algoritmus LP, ktory maj aj zo vSetkych
pouzitych (okrem metddy kompletného prehl'adédvania) najvacsiu casovi zloZitost'.

V LP algoritme mala zasadny vplyv na ¢asovii zloZitost’ dizka pociato¢nej kruznice. Tato
bola vytvarana so snahou maximalne udrZat’ smer postupu. V malych grafoch s nie velkym
podtom vnatornych vrcholov bola dizka tejto inicialnej kruZnice vo vieobecnosti vicsia.
Nasledne postup obsahoval menej vkladani bodov s najmensim pridanim k celkovej dizke
kruznice. V pripade, keby sa podarilo navrhnit’ pociato¢nti cestu lepsie (ako sme uz
spominali, keby lepSie odrazala linearny postup ¢loveka), bolo by mozné vylepsit’ aj
priemerny pripad préace tohto algoritmu.

V KO algoritme mal zdsadny vplyv na ¢asovl zloZitost’ rovnako pocet vkladanych
vrcholov.

Tu sa dostavame k zaujimavému problému, ktorym je spdsob vkladania vrcholov bez

povolenia vzajomného pretinania sa hran. V oboch pripadoch ndm tento postup spdsobil

narast ¢asovej zlozitosti algoritmov o jeden rad. Z O(n3) na O(n*) vprvomaz

O(n’ logn) na O(n’) v druhom pripade. Je potrebné spomeniit’, ze v prvom pripade bol
tento postup motivovany 'udskou postupom na rieSeni problému. Kazdy z rieSitel'ov totiz
vel'mi rychlo prisiel na to, Ze kriZenie hran zviésuje dizku kruznice a preto sa mu uz
dopredu pri jej tvoreni vedome vyhybal. Navyse tato vlastnost’ zabezpecuje, ze vrcholy
konvexného obalu budu vo vyslednej kruznici v poradi, ¢o je nevyhnutna vlastnost’
optimalneho rieSenia. V druhom algoritme, kde to nevyzaduje postup, by sme vS§ak mohli
tito podmienku porusit. Tym by sme znizili ¢asovi naro¢nost’ o jeden rad. Nasledne by
sme mohli vzniknuté krizenia odstranit’ lokalnou optimalizaciou s podl'a nasledovného

obrazku:
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Obriazok 17 Priklad optimalizacie odstrafiovanim kriziacich sa hran

Predpokladany ¢asovy odhad takejto optimalizacie zavisi od toho, kol'ko krizeni

v priemernom pripade generuje pouzity algoritmus. Pokial’ by algoritmus generoval len

O(n) krizent, tak ich odstranenie bude trvat’ O(n”), o nam celkovy vysledok nezlepsi.

Oba skimané algoritmy boli vysoko citlivé na pocet vntutornych bodov v grafe a
nedokézali dostato¢ne efektivne pracovat’ v pripade symetrickych grafov, co mozno
hodnotit’ ako ich najvacsie nedostatky. Tato skuto¢nost’ sa dala oCakéavat’, ked’Zze od poctu
vnutornych bodov zavisi aj dizka prvotnej kruznice v prvom pripade, aj poéet konvexnych
obalov v druhom pripade. A od toho zavisi aj pocet pridavania bodov, ¢o je v podstate
krok, ktory vnasa ur€it ,,ndhodnost™ do postupu. Symetria ako také4 zase pridava pocet
moznosti ako jeden konkrétny vrchol do grafu vlozit, takze tiez v podstate zvySuje
,heistotu®. Symetria by sa dala riesit’ len prehl'addvanim, ¢im vel'mi narastie ¢asova
zlozitost” algoritmov. Ked'ze NS algoritmu pocet vnutornych bodov v grafe nekomplikuje
postup, tak rozdiely medzi vysledkami jednotlivych postupov sa pri va¢Som pocte

vnutornych bodov zmenSovali, pripadne zva¢Sovali v neprospech testovanych algoritmov.

Ostava otazka, ¢i by bolo mozné nejakym spdsobom skombinovat’ ,,nezavislost™ NS
algoritmu od poctu vnutornych bodov a obmedzenu ,,zravost™ navrhovanych algoritmov
KO a LP. Ako moznost’ sa pontka uz spominané lepSie drzanie smeru postupu

a umoznenie kontrolovanych lokalnych odchylok od tohto smeru v algoritme LP. Tym by
sa zvicsila jeho nezavislost’ od poc¢tu vnutornych vrcholov grafu a zaroven by sa zachovala

poziadavka na ,,striedmost™ greedy pristupu.

V Studovanej literatire bola vo vac¢Sine pripadov vel'mi vyzdvihovana I'udské schopnost’
rieSenia vizualne zadaného problému. Autori popisovali Cas potrebny pre rieSeni problému

clovekom ako linedrny. V ¢om teda spociva jeho linearita? Pri pokuse popisat’ vykon
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Cloveka algoritmicky sa v podstate ukdzalo, ¢o bolo aj o¢akavané. Lokalne prehl'adavanie,
nekrizovanie hran, vSetky tieto problémy riesi l'udsky riesitel’ 'udovo povedané ,,od
pohladu®. Takze v konStantnom Case vyriesi nieco, ¢o algoritmu trva polynomialny cas.

V tomto sa pocita¢ cloveku pravdepodobne tak skoro nevyrovnd. Druhou stranou mince je
ale kvalita rieSenia problému. Pokus o simuldciu l'udského postupu nakoniec produkoval
lepSie vysledky v porovnani s ostatnymi popisovanymi algoritmami. Ale lisil sa od nich
jednou podstatnou vlastnost'ou, ktorou sa lisil aj 'udsky postup pri rieSeni vo vacsine
prestudovanych prac a tou je nasledna lokalna optimalizacia, ktord je ¢loveku, na rozdiel
od algoritmu, pri vizudlnom rieSeni problému vzdy umoznend. Porovndvanym algoritmom
umoznena nebola. Takze v pripade, ked’ algoritmu povolime néaslednti optimalizéciu jeho
rieSenia, prebiehajucu v ¢ase podobnom ako je Cas prace algoritmu, vysledky jeho

a l'udskej prace na probléme sa k sebe trochu pribliZia.

7.3 Zhodnotenie pouzitej metédy

V zavere diskusie sa dostavame spét’ k zaciatku tejto prace a k poc¢iatocnej motivacii. Bol
flou zamer navrhnut algoritmus pre rieSenie vybraného tazkého problému na zéklade
pozorovania a hodnotenia postupu 'udského riesitel'a. Ako sa podarilo tento ciel’ splnit™?
Vysledkom je algoritmus pracujuci v ¢ase O(n*), ktorého riesenia sa ukazuju byt’ v zasade
lepsSie, nez rieSenia ostatnych navrhovanych a testovanych metod. V diskusii navrhujeme
mozné dalsie zlepsenia, predizenie prvej cesty, zaloZenej na lepsom pochopeni vlastnosti
najkratSej hamilntonovskej kruznice pre dany graf a pochopeni prace l'udskej intuicie pri
budovani kruznice. Aj ked’ ocakavania boli vysSie nez dosiahnuty vysledok, v zésade
navrhovany algoritmus splnil aspofi ilohu mierneho vylepsenia kvality rieSenia oproti
beznym metédam za cenu nie prili§ vel’kého narastu Casovej zlozitosti. Problém
obchodného cestujuceho pocas prace odkryl svoju zlozitost’ a svoje zakladné vlastnosti,
avSak k naozajstnému pochopeniu jeho vnutornych zakonitosti (priklad o Vietovych
vzorcoch optimisticky pouzity v ivode prace) bude potrebné ovel'a dlhsie a podrobnejsie

Stadium.

Co sa tyka samotného skimania 'udského rieSenia ako takého, tento postup sa zda byt
vel'mi uzito¢ny. Pocas prace som Studoval literatiru zaoberajicu sa touto témou,

komunikoval s priate'mi, ¢i znamymi, ktori tiez nejakym spoésobom vedecky pracuju alebo
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pracovali aj v oblasti informatiky. Diskusie s nimi mali vel’ky vyznam, ale vSetky mali
jednu spolocnu €rtu a tou bol vel'mi ,,informatizovany* pohl'ad na vec. Diskusia sa obratila
na oblasti ako ¢asova zlozitost’, osekdvanie vetiev kompletného prehl'adavania, pripadne
priblizné metoddy vypoctu. Laikovi, ktorému sa len ponikne problém na rieSenie, a ktory
nevie ni¢ o jeho skuto¢nej vnltornej zlozitosti, nie je ni¢ nemozné a mnohokrat urobi
intuitivne krok, na ktory clovek mysliaci pod vplyvom mnoZstva preStudovane;j literatary
tak jednoducho nepride. A to je kladny prinos skiimania 'udského myslenia za uc¢elom

vytvorenia algoritmu pre rieSenie problému.

Navrhovana metoda ako taka sa teda ukazala byt pouZiteI'na na ¢iasto¢né vylepSenie
vysledkov pre rieSenie daného problému. V pripade inych, tak isto jednoducho zadanych
a beznému ¢loveku zrozumitelnych problémov, by mohlo byt mozné takto dosiahnut’
mozno aj vacsie zlepSenie doterajSich vysledkov vzhI’'adom na to, Ze problém obchodného
cestujuceho ma vel'mi dlhu historiu a vysoku troven preskiimania. Ak sa ngjde ,,voI'né
pole® v priestore takto jednoducho zadanych zlozitych problémov, navrhovana metoda by

mohla pomoct’ asponi k jeho hlbSiemu pochopeniu.
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8. Zaver

Vysledkom skumania I'udského postupu pri rieSeni vizualne zadaného t'azkého problému
v tejto praci je algoritmus linearneho prehl'adavania. Jeho rieSenia st porovnatel'né a vo
véacsine pripadov o trochu lepsie, ako rieSenia porovnavanych podobnych metdéd. V jeho
postupe existuje viacero moznosti vylepsenia, ktoré¢ by mohli viest’ k posunutiu jeho
rieSeni smerom k optimalnemu rieseniu. V zésade je teda mozné povedat, Ze metdda
skiimania 'udského postupu by mohla viest’ k dobrym vysledkom, ked’ uz nie

k absolttnemu rieSeniu problému, tak asponi k vylepSeniu doterajSich vysledkov. V tomto
praca splnila svoj ucel.

V budtcnosti by tento postup mohol byt pouzity aj pre iné problémy, pre ktoré existuje
jednoduché, ¢loveku I'ahko pochopitel'né zadanie spojené s moznostou jednoduchej

a prehl'adnej vizualizacie.
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