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Abstrakt
Analyzujeme dva paralelné modely - Generatívny systém (d’alej už len G-systém) a alternujúci
Turingov stroj (d’alej už len ATS). Táto práca sa zaoberá porovnaním týchto dvoch paralelných
modelov, resp. porovnaním ich tried zložitosti, vzhl’adomna dve miery zložitosti -̌cas a priestor.

Najskôr prinášame základné definície modelov, tried zložitosti a notácie, ktorú budeme použí-
vat’. Nasleduje prehl’ad už dokázaných tvrdení, prípadne triviálne vyplývajúcich tvrdení, z už
dokázaných.

Ďalej v práci porovnávame triedy zložitosti oboch modelov sformulovaním a dokázaním
horných a dolných odhadov. Pri horných odhadoch popíšeme simuláciu jedného modelu druhým
a dokážeme jej správnost’. Dolné odhady dokážeme nájdením “kontrapríkladových“ jazykov a
ukážeme, že, za určitých okolností, jeden model “kontrapríkladový“ jazyk vie akceptovat’, resp.
generovat’ a druhý nie.

Kl’účové slová:G-systém, ATS, triedy zložitosti, dolný odhad, formálne jazyky



Predhovor
Ciel’om tejto práce bolo v prvom rade analyzovat’ G-systém a ATS - identifikovat’ ich slabé a
silné miesta. Na základe týchto informácií potom porovnat’oba modely, t.j. preskúmat’ vzt’ahy
medzi ich triedami zložitosti.

Oblast’ je rozsiahla a len v malej miere preskúmaná, zčoho aj vyplýva hlavná motivácia tejto
práce. Nové výsledky z tejto oblasti sa dajú zužitkovat’ na porovnanie iných, nielen paralelných
modelov.

Podarilo sa nám nájst’ slabé, resp. silné miesto G-systému -pomalá vnútorná komunikácia,
resp. efektívne generovanie niektorých rýchlo generovatel’ných jazykov. Taktiež pri ATS sme
našli slabé, resp. silné miesto - problém správneho rozdelenia vstupu medzi jednotlivé procesy,
resp. efektívna práca vo vel’mi malom priestore.

Druhý ciel’ sa nám podarilo dosiahnut’ leňciastǒcne, z dôvodu vel’keǰcasovej nárǒcnosti
úlohy. Podarilo sa nám dokázat’ horný odhad - skonštruovat’simuláciu ATS pomocou G-systému,
ktorá je tesná, t.j. simulujúci G-systém pracuje v rovnakomčase ako ATS.̌Dalej sa nám podarilo
dokázat’ dolný odhad - ukázat’, že existuje jazyk, ktorý vieATS akceptovat’ v logaritmickom
čase a zárověn ho G-systém nevie vygenerovat’ v logaritmickom priestore. Nakoniec uvádzame
dve hypotézy, ktoré zrejme platia, nepodarilo sa ich však formálne dokázat’. Dôkazy oboch
hypotéz nechávame na budúce práce.

Vychádzali sme z referencovanej literatúry, z poznatkov z oblasti formálnych jazykov a teórie
paralelných výpǒctov.

Kl’účové slová:G-systém, ATS, triedy zložitosti, dolný odhad, formálne jazyky
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ÚVOD

V d’alšom si vysvetlíme motiváciu práce, popíšeme v krátkosti oblast’, do ktorej práca patrí, ciel’
práce a štruktúru práce.

Paralelizmus je oblast’, ktorá je skúmaná už roky. Napriek tomu nepoznáme odpovede na
množstvo otázok. V snahe nejak charakterizovat’, zaradit’a popísat’ rôzne druhy paralelizmu,
vzniklo viacero paralelných modelov - ruské a indické paralelné gramatiky, PCGS, CDGS,
Lindenmayerove systémy, Generatívne systémy, alternujúce Turingove stroje, Boolovské obvody
a mnohé d’alšie. Po zavedení týchto modelov sa začalo so skúmaním generatívnej sily týchto
modelov a zarad’ovaním do Chomského hierarchie. Ukázalo sa,že generatívna sila G-systémov
a ATS je rovnaká -LRE.

Pozrime sa detailnejšie na tieto dva modely. G-systém je v podstate paralelná gramatika,
ktorá nepoužíva pravidlá pri odvodení, ale 1-a prekladač (koněcný automat s výstupom). Začína
s pǒciatǒcným neterminálom a krok odvodenia realizuje transformáciou vetnej formy pomocou
1-a prekladǎca. ATS pracuje na úplne inom princípe. Ide o rozšírenie nedeterministického
Turingovho stroja (d’alej už len NTS). Rozdiel je v tom, že ATSmá množinu stavov rozdelenú
na dve disjunktné podmnožiny. Jedna podmnožina je množina obyčajných stavov NTS, voláme
ju množina existeňcných stavov. Druhá podmnožina sa nazýva množina univerzálnych stavov.
Ked’ je ATS v existeňcnom stave, správa sa ako NTS. Ked’ je však v univerzálnom stave, tak
rozvetví (rozdelí) proces na viacero už nezávislých (nekomunikujúcich) procesov so separátnymi
páskami. Podrobné definície oboch modelov uvádzame v kapitole 1.

Ako vidíme, ide o dva vel’mi rozdielne modely. Zistenie rovnosti generatívnej sily oboch
modelov vyvolalo d’alšie otázky. Motiváciou tejto práce jeobjasnit’ dosial’ neznáme poznatky o
vzt’ahoch týchto dvoch modelov.

Pre oba modely definujeme miery zložitosti:časovú a priestorovú zložitost’. Pre G-systém
časová, resp. priestorová zložitost’ je taký počet krokov, kol’ko potrebuje na odvodenie slova,
resp. maximálna d́lžka vetnej formy, ktorú potrebuje na odvodenie slova. Pre ATS sú miery
zložitosti obdobné:časovú zložitost’ definujeme ako počet krokov potrebný na akceptáciu a
priestorovú zložitost’ ako maximálnu vel’kost’ použitej pásky pri výpǒcte.

Na základe mier zložitosti definujeme tiedy zložitosti ATIME, ASPACE, GTIME, GSPACE.
Formálne definície uvedieme v kapitole 1. Hlavný ciel’ práceje porovnat’ triedy zložitosti
ATIME, ASPACE, GTIME, GSPACE za rôznych podmienok, skonštruovat’ simulácie (horné
odhady) a nájst’ “kontrapríkladové“ jazyky, t.j. dokázat’dolné odhady. Týmto sa zaoberáme v
kapitole 2. Kapitola 2 sa skladá z troch sekcií, v každej sekcii skúmame triedy zložitosti pre iný
charakter funkcií. Na zǎciatku každej sekcie uvádzame prehl’ad tvrdení, ktoré sekcia obsahuje,
pričom hlavné tvrdenia tejto práce sú od ostatných tvrdení odlíšené poďciarknutím.



1. ZÁKLADNÉ DEFINÍCIE A POPIS NOTÁCIE

V tejto práci budeme používat’ notáciu a niektoré výsledky pre alternujúci Turingov stroj a
generatívny systém, prevzaté z [1]. Nasledujú potrebné definície a tvrdenia.

1.1 Generatívny systém

Definícia1.1.1: 1-a prekladǎc je šesticaM = (K, Σ1, Σ2, H, q0, F ), kdeK je koněcná množina
stavov,Σ1, Σ2 sú vstupná, resp. výstupná abeceda,q0 ∈ K je pǒciatǒcný stav,F ⊆ K je množina
akceptǎcných stavov aH koněcná množina štvorícH ⊆ K × Σ1 × Σ∗2 × K.

Výpočet 1-a prekladǎca sa dá zapísat’ ako slovov1 . . . vn ∈ H∗, pričom platí, že 1-a prekladač
je špeciálnym prípadom a-prekladača. 1-a prekladǎc má obmedzený početčítaných symbolov, v
jednej štvorici (v prechode po jednej hrane), na práve jeden.

Notácia pre grafické zakreslenie 1-a prekladača je nasledovná. Množinu stavov zakreslíme
ako množinu vrcholov. Dva vrcholyp a q sú spojené orientovanou hranou zp do q práve
vtedy, ked’ štvorica(p, a, w, q) ∈ H. Transformáciǎcasti vstupu, realizovaná touto hranou,
je nakreslená nad hranou, vo formátea, w (a sa prepisuje naw). Detailnejšie informácie o a-
prekladǎcoch sú v [2].

Definícia1.1.2: Generatívny systém (d’alej už iba G-systém) je štvorica G = (N, T,M, S),
kdeN a T sú koněcné množiny neterminálnych a terminálnych symbolov,M je zobrazenie 1-a
prekladǎcom aS ∈ N je pǒciatǒcný neterminál.

Definícia1.1.3: Krok odvodenia G-systému definujeme ako reláciua ⇒ w práve vtedy, ked’
w ∈ M(a).

Definícia1.1.4: Jazyk generovaný G-systémomG = (N, T,M, S) je jazykL(G) = {w ∈ T ∗ |
S ⇒∗ w}. Kde⇒∗ je reflexívnym a tranzitívnym uzáverom relácie kroku odvodenia.

Poznámka1.1.1: G-systém môže na prvý pohl’ad vyzerat’ ako sekvenčný model. Treba si však
dôkladne prezriet’, ako je definovaná množinaH v 1-a prekladǎci. Z tejto definície vyplýva,
že symboly vo vetnej forme 1-a prekladač spracúvava po jednom. V jednom prechode vetnou
formou, 1-a prekladǎc pracuje s každým symbolom, a teda každý symbol sa môže zmenit’. Kedže
jeden prechod 1-a prekladača je jeden krok odvodenia, celá vetná forma je prepísaná naraz, teda
paralelne.
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1.2 Alternujúci Turingov stroj

Všetky definície týkajúce sa Turingových strojov sa dajú nájst’ v [2].

Definícia1.2.1: Alternujúci Turingov stroj (d’alej už len ATS) je šesticaA = (K, Σ, Γ, δ, q0, F ),
kde K je koněcná množina stavov, skladajúca sa z dvoch disjunktnýchčastíK = K∀ ∪ K∃,
kde K∀ je množina univerzálnych stavov,K∃ je množina existeňcných stavov,Σ je vstupná
abeceda,Γ je pracovná abeceda,q0 je pǒciatǒcný stav,F je množina akceptǎcných stavov aδ je
prechodová funkcia

δ : K × Γ → 2K×Γ×{−1,0,1}

ATS predstavuje jeden z najprirodzenejších spôsobov paralelného riešenia problémov. V
l’ubovol’nom kroku sa na základeδ-funkcie môže proces rozvetvit’ na niekol’ko d’alej paralelne
pracujúcich procesov. Takto možno riešit’ problém paralelne, a tým ušetrit’̌cas v porovnaní s
Turingovým strojom. Je to analógia operácieFORK z programovacích jazykov. V tejto práci
sa budeme zaoberat’ jednopáskovými Turingovými strojmi, pokial’ nebude povedané inak.

Definícia1.2.2: Konfiguráciu ATS definujeme analogicky ako pre nedeterministický Turingov
stroj (d’alej už len NTS).

Poznámka1.2.1: V d’alšom budeme potrebovat’ pracovat’ s ATS tak, že budeme sledovat’ "glo-
bálny stav", t.j. konfigurácie všetkých procesov.

Definícia1.2.3: Ak má ATS v danom okamihup bežiacich procesov, tak jeho globálny stav
definujeme akop-ticu (u1, u2, . . . , up), kdeui je konfiguráciai-teho procesu. Globálny stav ATS
je rozšírenie konfigurácie NTS. ATS môže mat’ naraz viacero bežiacich procesov, teda globálny
stav ATS bude zložený z viacero konfigurácií (pre každý proces jedna konfigurácia).

Definícia1.2.4: Krok výpǒctu ATS je relácia⊢ na konfiguráciách definovaná analogicky ako
pre NTS.

Definícia1.2.5: Úplný strom konfigurácií pre ATS A a vstupné slovow je strom, ktorého vrcholy
sú oznǎcené konfiguráciami, taký, že:

• korěn je oznǎcený pǒciatǒcnou konfiguráciou na slovew

• každý vrchol má za priamych (bezprostredných) nasledovníkov tol’ko vrcholov, kol’ko
konfigurácií je v relácii⊢ s konfiguráciou v danom vrchole, pričom každý je oznǎcený
príslušnou konfiguráciou.

Definícia1.2.6: Výpǒcet ATS A na slovew je podstrom úplného stromu konfigurácií na slove
w taký, že:

• obsahuje korěn
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• každý univerzálny vrchol obsahuje všetkých jeho priamych nasledovníkov

• každý existeňcný vrchol obsahuje práve jedného jeho nasledovníka, ak existuje

Definícia1.2.7: Akceptǎcný výpǒcet ATS A na slovew je taký výpǒcet naw, ktorý je koněcný
a každý list je oznǎcený akceptǎcnou konfiguráciou (t.j. obsahuje stav zF ).

Definícia1.2.8: Jazyk akceptovaný ATS A jeL(A) = {w ∈ Σ∗ | existuje akceptǎcný výpǒcet
A naw}.

Definícia1.2.9: ATS je v binárnom normálnom tvare, ak je stupeň vetvenia každého vrcholu
výpočtu ATS najviac dva.

Poznámka1.2.2: L’ahko vidiet’, že ku každému ATS sa dá nájst’ ekvivalentný v binárnom
normálnom tvare. Dôkaz sa dá nájst’ v [1].

Pri paralelných výpǒctoch môže dôjst’ k situácii, že výpočet by mohol prebehnút’ rýchlejšie
ako v lineárnom̌case. Aby náš model toto umožnil, budeme v týchto prípadoch používat’ variant
ATS "s rýchlym prístupom na vstup".

Definícia1.2.10: ATS s rýchlym prístupom na vstup je model ATS, ktorý je rozšírený o register.
Písat’ do registra sa môžu iba symboly0 a1, teda obsah registra, t.j. adresa políčka pozostáva iba
z týchto dvoch symbolov. Adresak-teho polí̌cka (̌císlované od0, zl’ava) jek binárne zakódované.
Naviac, môže ATS vrámciδ-funkcie použit’ špeciálnu inštrukciuJUMP , ktorá v konštantnom
čase premiestni hlavu vstupnej pásky na políčko, ktorého adresa je práve v registri. Pokial’ je
adresa nekorektná, dôjde k zaseknutiu. Formálnejšie:

δ : K × Γ × {0, 1} → 2K×Γ×{0,1}×{−1,0,1,J}×{−1,0,1}

δ-funkcia bola rozšírená o komponenty potrebné na riadenie hlavy v registri. SymbolJ
reprezentuje inštrukciuJUMP . Konfigurácia ATS je rozšírená o príslušný obsah registra. Počia-
točná konfigurácia má v obsahu registra adresu prvého (najl’avejšieho) polí̌cka, t.j.0log(n). Hlava
registra je na zǎciatku výpǒctu nastavená na prvom políčku registra. Obsah registra môžeme
zapísat’ vel’mi podobne ako konfiguráciu LBA, t.j.@u♮v$, kdeu, v ∈ {0, 1}∗ a | u | + | v |=
log(n). Aby nedošlo k zneužitiu registra na pracovnú pásku, zavedieme obmedzenia na prácu
s registrom. Čítat’ z registra sa môže l’ubovol’ne, ale zapisovat’ sa môželen vtedy, ak sa ide
naraz zapísat’ adresa nejakého políčka a ihned’ po vyplnení registra adresou sa vykonáJUMP .
Po premiestnení̌cítacej hlavy na polí̌cko sa hlava registra vráti opät’ na začiatok registra. Tento
model používame iba v prípade, ak skúmamečasovú zložitostnú mieru pre funkcief(n) = o(n).

Poznámka1.2.3: ATS s rýchlym prístupom na vstup sa dá zadefinovat’ aj inak. Namiesto
registra model rozšírime o binárny strom, ktorý bude umiestnený nad vstupnou páskou, pričom
listy budú polí̌cka vstupnej pásky. Tento model má možnost’ postupne presúvat’ čítaciu hlavu od
korěna k niektorému listu na základe riadiacej informácie. V každom kroku je treba špecifikovat’,
do ktorého z dvoch nasledovníkov aktuálneho uzla sa má hlavapohnút’, t.j.0 (prvý nasledovník)
alebo1 (druhý nasledovník).δ-funkciu rozšírime o komponent, obsahujúci riadiacu informáciu.
V tomto prípade konfiguráciu neobohatíme o obsah registra, ale o pointer do stromovej štruktúry
nad vstupnou páskou.
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Poznámka1.2.4: Je l’ahko vidiet’, že oba modely ATS s rýchlym prístupom na vstup sú ekviva-
lentné. V tejto práci budeme používat’ verziu s registrom.

1.3 Triedy zložitosti

V tejto časti budeme definovat’ triedy zložitosti postupne pre oba modely. Vždy najprv definujeme
miery a potom samotné triedy zložitosti.

1.3.1 Triedy zložitosti pre G-systém

Najprv definujeme miery (čas a priestor), ktoré budeme potrebovat’ na definovanie tried zložitosti
G-systému.

Definícia1.3.1.1: TIME(G,w) = min{l | S ⇒l w}, t.j. minimálny pǒcet krokov na odvodenie
w v G.

Definícia1.3.1.2: TIME(G, n) = max{TIME(G,w) | w ∈ L(G), | w |≤ n}.

Definícia1.3.1.3: SPACE(G,w) = min{l | l = max{| wi | | S ⇒ w1 ⇒ w2 ⇒ . . . ⇒ wk ≡
w}}, t.j. minimálny priestor potrebný na odvodeniew v G.

Definícia1.3.1.4: SPACE(G, n) = max{SPACE(G,w) | w ∈ L(G), | w |≤ n}.

Teraz sme pripravení definovat’ triedy zložitosti pre G-systémy. NechU je trieda G-systémov.

Definícia1.3.1.5: GTIMEU(f(n)) = {L | ∃G ∈ U , L = L(G), T IME(G, n) = O(f(n))}.

Definícia1.3.1.6: GSPACEU(f(n)) = {L | ∃G ∈ U , L = L(G), SPACE(G, n) = O(f(n))}.

Triedy zložitosti, sú v niektorých prípadoch prázdne, prípadne obsahujú iba konečné jazyky.

Poznámka1.3.1.1: GSPACE(f(n)) = ∅, pref(n) = o(n).

Poznámka1.3.1.2: GTIME(f(n)) = F , pref(n) = o(log(n)), kdeF je trieda koněcných
jazykov.

1.3.2 Triedy zložitosti pre ATS

Ešte pred samotnými definíciami tried zložitosti definujemečasové a priestorové ohraničenie pre
ATS.

Definícia1.3.2.1: Hovoríme, že ATS A jef(n) časovo ohraničený, ak pre každé slovow ∈
L(A) dĺžky n existuje výpǒcet, ktorý urobí najviacf(n) krokov.
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Definícia1.3.2.2: Hovoríme, že ATS A jef(n) priestorovo ohraničený, ak pre každé slovow ∈
L(A) dĺžky n existuje výpǒcet, ktorý použije maximálnef(n) políčok na každej z pracovných
pások.

Teraz sme pripravení definovat’ triedy zložitosti pre ATS.

Definícia1.3.2.3: ATIME(f(n)) = {L | ∃ ATS A taký, žeL = L(A) a zárověn je f(n)
časovo ohraničený}.

Definícia1.3.2.4: ASPACE(f(n)) = {L | ∃ ATS A taký, žeL = L(A) a zárověn je f(n)
priestorovo ohraničený}.

Triviálne prípady tried zložitosti

Poznámka1.3.2.1: ATIME(f(n)) = F , pref(n) = o(log(n)). Toto tvrdenie predpokladá,
že Turingov stroj musí prěcítat’ celý vstup. Ak by sme zmenili definíciu Turingovho stroja a
nepožadovali, aby musel prečítat’ celý vstup, l’ahko vieme ukázat’, žeATIME(f(n)) ⊃ F

Poznámka1.3.2.2: ASPACE(f(n)) = R, pref(n) = O(c).



2. POROVNANIE TRIED ZLOŽITOSTI

Naším ciel’om je porovnat’ triedy zložitostiATIME(f(n)), ASPACE(f(n)), GTIME(f(n))
a GSPACE(f(n)). Nakol’ko tieto množiny vel’mi výrazne menia charakter vzhl’adom na
typ funkcief a taktiež sa menia podmienky pre používanie už dokázaných tvrdení, rozdelíme
tvrdenia na viacero separátnychčastí, podl’a typu funkcií. Základne rozdelíme funkcie naf(n) =
Ω(n), f(n) = o(n) a f(n) = O(c). Jemnejšie delenie budeme rozoberat’ v rámci konkrétnej
sekcie. Na zǎciatok strǔcne prejdeme už dokázané tvrdenia, prípadne tvrdenia, ktoré triviálne
vyplývajú z už dokázaných tvrdení. Potom pre každé možné (netriviálne) porovnanie tried
zložitosti (okrem porovnania v rámci jedného modelu) sa pokúsime urobit’ najprv horný odhad,
teda simuláciu jedného modelu druhým, vzhl’adom na príslušné miery zložitosti. V rámci týchto
simulácií identifikujeme slabé a silné miesta oboch modelova na ich základe sa pokúsime spravit’
dolné odhady, t.j. nájst’ kontrapríkladové jazyky, dokazujúce naše tvrdenia, t.j. vylučujúce
existenciu tesnej simulácie.

Na zǎciatku každej sekcie uvádzame prehl’ad tvrdení, ktoré sekcia obsahuje, pričom hlavné
tvrdenia tejto práce sú od ostatných tvrdení odlíšené podčiarknutím.

2.1 Porovnanie tried zložitosti pref(n) = Ω(n)

• GTIME(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

• GSPACE(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

• ASPACE(f(n)) ⊆
⋃

c GTIME(cf(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

• ASPACE(f(n)) ⊆
⋃

c GSPACE(cf(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

• ATIME(f(n)) ⊆ GTIME(f(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

• ATIME(f(n)) ⊆ GSPACE(f(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

• GTIME(f(n)) ⊆ ATIME(f 2(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

• GSPACE(f(n)) ⊆ ATIME(f 2(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Intuitívne by sme ǒcakávali, že triedaASPACE(f(n)) bude asi najmohutnejšia, preto hned’
na zǎciatok uvedieme dve triviálne tvrdenia týkajúce sa tejto triedy zložitosti.
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Veta 2.1.1: GTIME(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n)), pref(n) = Ω(n).

Dôkaz: Vieme, žeGTIME(f(n)) = NSPACE(f(n)) pref(n) = Ω(n) z [1]. Ďalej z definície
ATS triviálne vyplývaNSPACE(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n)), pref(n) = Ω(n). Naše tvrdenie
vyplýva priamo z týchto dvoch tvrdení.

Veta 2.1.2: GSPACE(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n)), pref(n) = Ω(n).

Dôkaz: Z [1] vieme, žeGSPACE(f(n)) = GTIME(f(n)) pre f(n) = Ω(n). Z tohto a
predchádzajúceho tvrdenia vyplýva naše tvrdenie.

Nasledujúce tvrdenie skrýva viac, ako sa môže na prvý pohl’ad zdat’. Výsledok tohto tvrdenia
sa dá totiž použit’ na porovnanie dvoch modelov Turingovýchstrojov: NTS a ATS. Najprv
ukážeme, kde stroskotal pokus o simuláciu, potom uvedieme myšlienky pre dolný odhad.

Veta 2.1.3: ASPACE(f(n)) ⊆
⋃

c GTIME(cf(n)), pref(n) = Ω(n).

Dôkaz: Triviálny horný odhad. Postupným prehl’adávaním (napr. prehl’adávaním do hĺbky)
výpočtu ATS zistíme,̌ci ide o akceptǎcný výpǒcet. Musíme prejst’ každým vrcholom stromu,
ktorých je exponenciálne vel’a. V jednom kroku prejdeme jeden vrchol, preto jěcas výpǒctu
exponenciálny.

Núka sa použit’ myšlienku dôkazu1NSPACE(f(n)) ⊆ GTIME(f(n)) z [1]. Išlo o
pat’poschodovú vetnú formu, ktorá reprezentovala zmeny, ktoré sa diali na konkrétnom políčku
pásky pǒcas celého výpǒctu. Keby sme vedeli urobit’ paralelnú verziu tejto konštrukcie, dokázali
by sme naše tvrdenie. Opät’ by išlo o sledovanie zmien, ktorésa diali na konkrétnom políčku
pásky, ale tentokrát počas akceptǎcného výpǒctu ATS,čo je strom. Vetná forma by sa skladala z
viacerýchčastí, oddelených od seba špeciálnymi symbolmi. Početčastí by bol rovnaký ako počet
listov v akceptǎcnom výpǒcte ATS. Celá vetná forma by sledovala zmeny konkrétneho políčka
pásky, prǐcom každá̌cast’ vetnej formy by sledovala unikátnu cestu od koreňa do niektorého listu
v akceptǎcnom výpǒcte ATS. Sú tu ale dva problémy.

Prvý je zabezpěcit’, aby každá̌cast’ vetnej formy sledovala svoju unikátnu cestu, t.j. abysa
nestalo, že dvěcasti vetnej formy budú sledovat’ tú istú cestu od koreňa k listu v akceptǎcnom
výpočte ATS. Tento problém sa dá vyriešit’ pridaním šiestej stopy, v ktorej bude informácia,
ktoré častiδ-fukcie sú, v uřcitom kroku simulácie, pre danú̌cast’ vetnej formy legálne, a ktoré
nie. Pre vygenerovanie šiestej stopy je kl’účové vygenerovat’ jazyk, ktorého podslová (oddelené
symbolom#), pozostávajúce iba z 0 a 1, sú všetky binárnečísla rovnakej vel’kosti, zoradené
zl’ava doprava podl’a ich hodnoty.

L = {0k#0k−11#0k−210# . . . #1k−10#1k | k > 0}

Tento jazyk sa dá vygenerovat’ G-systémom včaseO(log(n)). Ked’že je podslovo zo šiestej
stopy exponenciálne dlhé vzhl’adom ku výstupnému slovu,čas generovania je v tomto prípade
O(n). Teda, vygenerovanie šiestej stopy sa dá zrealizovat’ v lineárnomčase.

Druhý, omnoho závažnejší problém, nastáva pri synchronizácii prvého poschodia vetnej
formy. Prirodzene, požadujeme, aby každáčast’ vetnej formy pracovala na rovnakom slove.
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Dĺžka prvého poschodia je však exponenciálna vzhl’adom ku výstupnému slovu. Podl’a "lemy o
bariére" (rozoberieme neskôr) je potrebný exponenciálne dlhý čas na synchronizované vygenero-
vanie takejto vetnej formy. Toto je hlavný problém našej simulácie.

Sústred’me sa na dolný odhad. Ked’že platíGTIME(f(n)) = NSPACE(f(n)), pre
f(n) = Ω(n), naše tvrdenie sa dá previest’ naASPACE(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n)), pre
f(n) = Ω(n), čo je vlastne otázka, do akej miery pomáha alternovanie pre priestor. ATS
môže odvetvit’ až exponeniálne vel’a procesov a zdanlivo mák dispozícii až exponenciálne
vel’a priestoru. Po dôkladnejšom preskúmaní sa zdá, že ten na prvý pohl’ad vel’ký priestor, je
rozkúskovaný medzi vel’a procesov, ktoré nemôžu komunikovat’. Taktiež vieme, že alternovanie
pomáha najmä pri ušetreníčasu v porovnaní so sekvenčnými modelmi. Ked’ skúmame iba
priestor, tak máme k dispozícii aj exponenciálne vel’ačasu, a preto je možné, že alternovanie v
tomto prípade nepomáha tak, ako by sme očakávali. Je možné, že táto simulácia je zvládnutel’ná
v polynomiálnom priestore.

Nakol’ko rozhodnút’ do akej miery pomáha alternovanie, sa zdá byt’ príliš t’ažké, skúsime
trochu zjednodušit’ problém - obmedzit’ alternovanie. Zavedieme mieru ALT,̌co je maximálny
počet univerzálnych stavov po ceste od koreňa k listu v najkratšom akceptačnom výpǒcte na
danom slove. Tvrdíme, že

ASPACE-ALT (f(n), g(n)) ⊆ GTIME(max(f(n), g(n)))

Zdôvodníme naše tvrdenie.k-páskový ATS budeme simulovat’ pomocouk + 1 páskového NTS.
NTS bude realizovat’ prehl’adávanie do hĺbky na akceptǎcnom výpǒcte. Bude mat’ jednu pásku
navyše, kde bude mat’ uloženú adresu aktuálnej cesty v akceptačnom výpǒcte. V adrese cesty
stǎcí mat’ iba uložené, aké boli rozhodnutia pri univerzálnom vetvení. Na zvyšných páskach
udržujeme konfigurácie ATS a simulujeme prácu ATS na jednotlivých páskach. G-systém bude
simulovat’ tento NTS. Ako neskôr uvidíme, G-systém dokáže simulovat’ ajk-páskový NTS.

Veta 2.1.4: ASPACE(f(n)) ⊆
⋃

c GSPACE(cf(n)), pref(n) = Ω(n).

Dôkaz: Triviálny horný odhad. Postupným prehl’adávaním výpočtu ATS zistíme,̌ci ide o akcep-
tačný výpǒcet. Musíme prejst’ každým vrcholom stromu, ktorých je exponenciálne vel’a. Musíme
si pritom pamätat’ konkrétnu vetvu v strome, v ktorej sa práve nachádzame. Táto informácia
može byt’ až exponenciálne dlhá. Preto priestor, ktorý potrebujeme, je exponenciálny.

Pomocou tvrdeniaGSPACE(f(n)) = GTIME(f(n)), pref(n) = Ω(n), vieme previest’
dolný odhad tohto tvrdenia na dolný odhad predchádzajúcej vety. Teda, ak sa podarí spravit’
dolný odhad predchádzajúcej vety, dá sa použit’ na dolný odhad tejto vety. Platí to aj opačne.

V nasledujúcom tvrdení urobíme tesnú simuláciu ATS pomocouG-systému vzhl’adom na
časovú zložitostnú mieru.

Veta 2.1.5: ATIME(f(n)) ⊆ GTIME(f(n)), pref(n) = Ω(n).

Máme daný alternujúci Turingov stroj, bez ujmy na všeobecnosti predpokladáme, že je v
binárnom normálnom tvare (stupeň vetvenia je najviac dva), s jedinou páskou. Skonštruujeme



2. Porovnanie tried zložitosti 17

k nemu G-systém, ktorý bude priamo simulovat’ ATS, krok po kroku, resp. vrstvu po vrstve
v akceptǎcnom výpǒcte ATS. Teda ku každému globálnemu stavu ATS počas akceptǎcného
výpočtu vytvoríme "korešpondujúcu" vetnú formu. Neskôr ukážeme, ako sa dá táto konštrukcia
rozšírit’ na simuláciuk-páskového ATS. Najprv načrtneme myšlienku dôkazu, potom formálne
popíšeme konštrukciu G-systému a nakoniec dokážeme správnost’ konštrukcie.

Neformálny popis konštrukcie

Prácu G-systému rozdelíme na tri hlavné fázy, tri medzifázy, inicializáciu a finalizáciu. Inicializá-
cia predpripraví vetnú formu na d’alšiu prácu. V prvej fáze nastáva množenie netermináluS
na l’ubovol’ný pǒcet (aj exponenciálne vel’a, ak treba). G-systém musí vyrobit’ o jeden viac
neterminálovS ako je listov v akceptǎcnom výpǒcte ATS. Kedy skoňcit’ s generovaním, hádame
nedeterministicky, ak neuhádneme správne, dôjde k zaseknutiu (ako neskôr uvidíme). Prvá
medzifáza vloží medzi jednotlivé neterminályS rôzne oddel’ovǎce -# oznǎcuje zǎciatok úseku,
♦ oznǎcuje koniec úseku a[] oznǎcuje koniec pracovneǰcasti vetnej formy.♦ tiež reprezentuje
symbolBLANK (zo sémantického hl’adiska). Úseky budú neskôr obsahovat’konfigurácie ATS,
zatial’čo čast’ vetnej formy za oddel’ovačom [] sa na konci prepíše na výstup.

V druhej fáze synchronizovane generujeme slovo, na ktorom bude neskôr prebiehat’ výpočet,
na všetkých úsekoch vetnej formy, aj na poslednom úseku za oddel’ovǎcom[]. Myšlienka genero-
vania je jednoduchá - prvý úsek si vyberie symbol zo vstupnejabecedy ATS, pridá ho pred
neterminálS a uloží vybraný symbol do stavu. Ostatné úseky pridajú predS ten symbol, ktorý
je uložený v stave, pričom ponechajú uložený symbol v stave pre d’alšie úseky. V jednom kroku
synchronizovane vytvoríme jeden symbol. Toto sa opakuje, kým nevygenerujeme celé slovo,
na ktorom bude prebiehat’ výpočet (nedeterministicky uhádneme). Po skončení generovania
prejdeme do druhej medzifázy.

Pǒcas druhej medzifázy G-systém predpripraví úseky na simuláciu ATS tým, že vygenerované
slová v jednotlivých úsekoch upraví na počiatǒcné konfigurácie ATS. Vo všetkých úsekoch za
symbol# pribudne symbol pǒciatǒcného stavu ATS a symbol(B), ktorý reprezentujeBLANK.
Symbol zǎciatku prvého (najl’avejšieho) úseku#, prepíše na[#] - čo znamená, že úsek bol
aktivovaný (viac o tom v d’alšej fáze). Úprava na konfigurácie sa netýkǎcasti vetnej formy za
oddel’ovǎcom []. V celej vetnej forme sa zmažú neterminályS.

Tretia fáza je jadrom celej konštrukcie - samotná simulácia. Vetná forma sa pred simuláciou
skladá z viacerých úsekov, ktoré obsahujú počiatǒcnú konfiguráciu ATS (na začiatku majú symbo-
ly #(B) a na konci symbol♦). Najl’avejší úsek má na začiatku symbol[#]. Posledný úsek
(najpravejší), oddelený[] od zvyšku vetnej formy, obsahuje iba slovo, ktoré sa neskôr (možno)
prepíše na výstupné slovo. Počas celej tejto fázy ho nebudeme menit’, a teda vôbec nebudeme
o ňom ani hovorit’. Vysvetlime si teraz sémantiku symbolov, ktoré sa nachádzajú na začiatku
úsekov. # oznǎcuje neaktivovaný úsek,[#] oznǎcuje aktivovaný úsek a(#) oznǎcuje úsek,
ktorý skoňcil simuláciu v akceptǎcnom stave (jeho konfigurácia sa už d’alej nebude menit’). Na
zǎciatku je aktivovaný iba jeden (najl’avejší) úsek - reprezentuje korěn akceptǎcného výpǒctu
ATS. Ostatné úseky sú zatial’ neaktivované.

Pokial’ je stav v konfigurácii (aktivovaného úseku) existenčný, tak nedeterministicky uhádne-
me príslušnú̌cast’δ-funkcie a podl’a nej zmeníme konfiguráciu aktuálne spracovávaného úseku.
Ak je bičík na jednom z krajov konfigurácie, t.j. je na l’avom kraji (tesne za symbolom(B)),
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alebo je na pravom kraji (číta symbol♦), δ-funkcia sa simuluje tak, ako keby̌cítalaBLANK.
V prípade, že sa posúvame z l’avého kraja konfigurácie dol’ava, neprepisujeme špeciálny symbol
(B). Vygenerujeme nový symbol, podl’aδ-funkcie, medzi(B) a konfiguráciu príslušného úseku,
a teda zvä̌cšíme vel’kost’ konfigurácie. Obdobne ošetríme prípad na pravom kraji konfigurácie.

Každý neaktivovaný úsek bude modifikovat’ svoju konfiguráciu podl’a vzoru úseku, ktorý
sa nachádza bezprostredne nal’avo od neho. Realizujeme to uložením vybraneǰcastiδ-funkcie
do stavu aktivovaným úsekom. Neaktivované úseky nehádajúčasti δ-funkcie ako aktivované
úseky, ale používajú̌castiδ-funkcie, ktoré majú uložené v stave, pričom uloženú̌cast’δ-funkcie
nemenia. V prípade univerzálneho stavu sa deje niečo obdobné. Aktivovaný úsek si vyberie
čast’δ-funkcie, zmení si podl’a nej konfiguráciu a uloží vybranúčast’δ-funkcie do stavu. Potom
postupne spracúvame neaktivované úseky, až kým sa nerozhodneme (nedeterministicky, na kto-
rom) na niektorom neaktivovanom úseku, že ho aktivujeme. Prepíšeme zǎciatǒcný symbol z#
na [#] a znovu vyberáměcast’ δ-funkcie, ale rôznu od teǰcasti, ktorú máme uloženú v stave.
Po úprave konfigurácie vymažeme starúčast’δ-funkcie a nahradíme ju novou - práve vybranou
čast’ouδ-funkcie. Do stavu uložíme aj informáciu, že sme už aktivovali úsek, aby sme predišli
d’alšej aktivácii. Pokrǎcujeme spracovávaním d’alších neaktivovaných úsekov, ktoré sa riadia
práve uloženoǔcast’ouδ-funkcie. Ak prídeme na d’alší aktívny úsek, celá procedúrasa zopakuje.
Aktivácia úseku zodpovedá odvetveniu procesu v ATS.

Pri každom aktívnom úseku sa môžeme nedeterministicky rozhodnút’, že je už skoňcený.
Prepíšeme symbol[#] na(#) a overíme,̌ci jeho konfigurácia je akceptačná. Ak áno, pokrǎcujeme,
ak nie, dôjde k zaseknutiu. V prípade, že prídeme na už skončený úsek (majúci akceptačnú
konfiguráciu), preskǒcíme ho (nemeníme jeho konfiguráciu). Skončené úseky nedovol’ujeme
mat’ na l’ubovol’nom mieste vo vetnej forme. Skončený úsek nemôže byt’ priamo nasledovaný
neaktívnym úsekom (ak je to tak - dôjde k zaseknutiu).

Simulujeme ATS, až kým všetky úseky nie sú skončené, t.j. majú akceptačnú konfiguráciu.
Ked’ tento prípad nastane, ukončíme fázu simulácie a prejdeme do tretej medzifázy.

Úlohou tretej medzifázy je skontrolovat’,či všetky úseky sú riadne skončené, teda,̌ci ich
konfigurácie sú akceptačné. Ak nie, dôjde k zaseknutiu, ak áno, prejdeme do poslednej fázy -
finalizácie.

Finalizácia upraví vetnú formu do tvaru vhodnú na výstup. Zmažeme celú pracovnú̌cast’
vetnej formy, teda všetko až po symbol[] (vrátane). Nezmazanú̌cast’ vetnej formy už môžeme
prehlásit’ za vygenerované slovo.

Technické detaily ako je zabezpečené uhádnutie správneho počtu úsekov a správneho hádania
aktivácií, sú detailne rozobraté neskôr.

Formálny popis konštrukcie G-systému, simulujúci ATS

Nech A je jednopáskový Alternujúci Turingov stroj v binárnom normálnom tvare
A = (K, Σ, Γ, δ, q0, F ), pričomK = {q1, q2, . . . , qz} je množina stavov,Σ = {a1, a2, . . . , ar} je
vstupná abeceda,Γ = {b1, b2, . . . , bv} je pracovná abeceda,F je množina akceptǎcných stavov
a δ je prechodová funkcia. Prechodovú funkciu najprv upravíme. Ked’že ATS je v binárnom
normálnom tvare, pravá stranaδ-funkcie môže mat’ jeden alebo dva prvky. V prípade, že
obsahuje dva prvky, vytvoríme kópiu riadkuδ-funkcie, prǐcom z originálu odstránime druhý
prvok pravej strany a z kópie odstránime prvý prvok pravej strany. Takto dostaneme rozvinutý
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tvar δ-funkcie, ktorý má na pravej strane vždy iba jeden prvok. Touto úpravou sa pǒcet riadkov
δ-funkcie zvýšil o najviacc · | K∀ |, kdec je najvä̌cší pǒcet výskytov univerzálneho stavu na
l’avej strane pravidlaδ-funkcie, t.j. o koněcný pǒcet. Ďalej pre každý riadok

δ(qpj
, B) = {(qrj

, btj , dj)}

pridáme riadok

δ(qpj
,♦) = {(qrj

, btj , dj)}

Dôsledok tejto úpravy je to, že symbol♦ reprezentujeBLANK z pohl’aduδ-funkcie. Pǒcet
riadkovδ-funkcie sa opät’ asymptoticky nezmenil. Po úpravách vyzerá δ-funkcia nasledovne:

δ(qp1 , bs1) = {(qr1 , bt1 , d1)}
δ(qp2 , bs2) = {(qr2 , bt2 , d2)}

...
δ(qpg

, bsg
) = {(qrg

, btg , dg)}

K alternujúcemu Turingovmu stroju A skonštruujeme ekvivalentný G-systém, pracujúci v
rovnakomčase. G = (N, T,M, S), kdeN = {S, (1), (2), (3), (A), (B), #, [#], (#), [],♦} ∪
{qi | qi ∈ K}, T = Γ ∪ {B}, M = (KM , N ∪ T,N ∪ T,H, q0, FM).

KM = {q0, q(1), q1,2, q(2), q2,3, q(3), q(A), qF , q(F ), qa, q(a), q#, q[#], q(#), q[], q[][]} ∪
⋃14

i=1 KMi

KM1 = {qai
| ai ∈ Σ}

KM2 = {q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj) | 1 ≤ j ≤ g}

KM3 = {q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj) | 1 ≤ j ≤ g}

KM4 = {q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

bi
| 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T ∪ {(B)}}

KM5 = {q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

bi
| 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T ∪ {(B)}}

KM6 = {q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ | 1 ≤ j ≤ g}

KM7 = {q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ | 1 ≤ j ≤ g}

KM8 = {q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ | 1 ≤ j ≤ g}

KM9 = {q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 | 1 ≤ j ≤ g}

KM10 = {q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 | 1 ≤ j ≤ g}
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q0qF

q(1)

q1,2 q# q[]

q(2)

qaj

q2,3 q[#]

q(3)

q(A)q[][]

q(F )

S, (1)S

(1), (1)

S, S

S, SS

(1), (2)

S, #S

S, #S♦

S, []S

(2), (2)

ai, ai

#, #

S, ajS

[], []

#, #

♦, ♦

ai, ai

S, ajS

(2), (3)
#, [#](B)q0

S, ǫ
ai, ai

#, #(B)q0

[], []
♦, ♦

(3), (3)

(3), (A) (#), (#)

(B), (B)

bi, bi

qi, qi

♦, ♦

[], []

ai, ai

(A), ǫ

(#), ǫ

bi, ǫ

qi, ǫ

(B), ǫ

♦, ǫ

[], ǫ

Fig. 2.1:Kontrolnáčast’ G-systému

KM11 = {q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 | 1 ≤ j ≤ g}

KM12 = {q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 | 1 ≤ j ≤ g}

KM13 = {q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1 | 1 ≤ j ≤ g}

KM14 = {q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1 | 1 ≤ j ≤ g}

FM = {q(1), qF , q[#], q[], q[][]} ∪ {qai
| ai ∈ Σ}

Notácia: štvorice množinyH sú kvôli prehl’adnosti rozdelené do skupín, podl’a príslušnosti k
fáze. Skupina 1 patrí do inicializácie, skupina 2 do prvej hlavnej fázy, skupina 3 do prvej
medzifázy, skupina 4 do druhej hlavnej fázy, skupina 5 do druhej medzifázy, skupina 6 do tretej
hlavnej fázy (táto fáza je natol’ko rozsiahla, že je d’alej rozdelená do menších logických
celkov), skupina 7 do tretej medzifázy a skupina 8 do finalizácie.

Notácia: zavedieme novú notáciu pre grafickú vizualizáciu 1-a prekladǎca. Podmienený
prechod znǎcíme prerušovanou šípkou, ktorá okrem transformačnej informácie (vstupný
symbol, výstupné symboly) nesie aj podmienku zaznačenú v hranatej zátvorke (napr.[dj = 0]).
Sémantika tejto prerušovanej šípky (podmieneného prechodu) je, ak je podmienka splnená, tak
je na jej mieste normálna šípka (normálny prechod), ak nie, tak tam šípka nie je.

Následne formálne popíšeme množinuH. Význam každej štvorice množinyH je obsiahnutý
v dôkaze správnosti konštrukcie, ktorý nasleduje hned’ za formálnym popisom množinyH. Pre
lepšie pochopenie popisujeme množinuH aj formou obrázkov (obrázky 2.1 - 2.7).
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q(3)

q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)

qa q[][]

q(#) q(a)

[#], [#]
(#), (#)

♦, ♦

[], []

bi, bi

qi, qi

♦, ♦

(B), (B) ai, ai

[#], (#)

bi, bi

(B), (B)

qu, qu

bi, bi ♦, ♦

Fig. 2.2:Simulǎcnáčast’ G-systému

H = {

1. Inicializácia - predpríprava vetnej formy

(a) (q0, S, (1)S, qF )

2. Prvá hlavná fáza - množenie netermináluS

(a) (q0, (1), (1), q(1))

(b) (q(1), S, S, q(1))

(c) (q(1), S, SS, q(1))

3. Prvá medzifáza - vloženie oddel’ovačov

(a) (q0, (1), (2), q1,2)

(b) (q1,2, S, #S, q#)

(c) (q#, S, #S♦, q#)

(d) (q#, S, []S, q[])

4. Druhá hlavná fáza - synchronizovaná generácia slova

(a) (q0, (2), (2), q(2))

(b) (q(2), #, #, q(2))

(c) (q(2), ai, ai, q(2)) | ai ∈ Σ

(d) (q(2), S, aiS, qai
) | ai ∈ Σ

(e) (qai
, [], [], qai

) | ai ∈ Σ

(f) (qai
, #, #, qai

) | ai ∈ Σ
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q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)

q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

bi

q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1

q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1

q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃

q(3) q[][]

bi, bi

bi, qrj

[dj = −1]

qpj
, bi [dj = −1]

qpj
, qrj [dj = 0] qpj

, btj

[dj = 1]

bsj
, btj

[dj = 1]

bsj
, btj [dj = 0] bsj

, qrj

[dj = 1]

bi, bi

♦, ♦ ♦, ♦ [], []

ai, ai

#, #

Fig. 2.3: Čast’ G-systému realizujúcaδ-funkciu pre existeňcné stavy

(g) (qai
,♦,♦, qai

) | ai ∈ Σ

(h) (qai
, aj, aj, qai

) | ai ∈ Σ, aj ∈ Σ

(i) (qai
, S, aiS, qai

) | ai ∈ Σ

5. Druhá medzifáza - vytvorenie konfigurácií

(a) (q0, (2), (3), q2,3)

(b) (q2,3, #, [#](B)q0, q[#])

(c) (q[#], S, ǫ, q[#])

(d) (q[#], ai, ai, q[#])

(e) (q[#], #, #(B)q0, q[#])

(f) (q[#], [], [], q[#])

(g) (q[#],♦,♦, q[#])

6. Tretia hlavná fáza - simulácia

(a) (q0, (3), (3), q(3))

(b) Výberδ - funkcie, uloženie do stavu, simuláciaδ - funkcie (spolǒcnáčast’ pre existeňcný
aj univerzálny stav)

i. (q(3), [#], [#], q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g,∃δ(qpj
, bsj

) = {(qrj
, btj , dj)}

ii. (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj), bi, bi, q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T ∪ {(B)}
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q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)

q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

bi

q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1

q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1

q
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀

q̄(qpk
,bsk

)→(qrk
,btk

,dk)

bi, bi

bi, qrj

[dj = −1]

qpj
, bi [dj = −1]

qpj
, qrj [dj = 0] qpj

, btj

[dj = 1]

bsj
, btj

[dj = 1]

bsj
, btj [dj = 0] bsj

, qrj

[dj = 1]

bi, bi

♦, ♦ #, [#]

#, #

Fig. 2.4: Čast’ G-systému realizujúcaδ-funkciu pre univerzálne stavy,čast’ prvá

iii. (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1), bi, qrj
, q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

bi
) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

iv. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

bi
, qpj

, bi, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

v. (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0), qpj
, qrj

, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 ) | 1 ≤ j ≤ g

vi. (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1), qpj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1)

dj=1 ) | 1 ≤ j ≤ g, bsj
/∈ {♦}

vii. (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1), (B), (B)qrj
, q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

(B) ) | 1 ≤ j ≤ g

viii. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

(B) , qpj
, B, q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

dj=−1 ) | 1 ≤ j ≤ g

ix. (q(qpj
,♦)→(qrj

,btj
,1), qpj

, btj , q
(qpj

,♦)→(qrj
,btj

,1)

dj=1 ) | 1 ≤ j ≤ g

(c) Simuláciaδ - funkcie (̌cast’ špecifická pre existenčný stav)

i. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 , bsj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∃

ii. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 , bsj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∃

iii. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1 , bsj
, qrj

, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∃

iv. (q
(qpj

,♦)→(qrj
,btj

,1)

dj=1 ,♦, qrj
♦, q

(qpj
,♦)→(qrj

,btj
,1)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∃

v. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ , bi, bi, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

vi. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ ,♦,♦, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g

vii. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ , #, #, q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g
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q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)

q̄
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

bi

q̄
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1

q̄
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 q̄
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1

q̄
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀

q(3) q[][]

bi, bi

bi, qrj

[dj = −1]

qpj
, bi [dj = −1]

qpj
, qrj [dj = 0] qpj

, btj

[dj = 1]

bsj
, btj

[dj = 1]

bsj
, btj [dj = 0] bsj

, qrj

[dj = 1]

bi, bi

♦, ♦ ♦, ♦ [], []

ai, ai

#, #

Fig. 2.5: Čast’ G-systému realizujúcaδ-funkciu pre univerzálne stavy,čast’ druhá

viii. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ , [], [], q[][]) | 1 ≤ j ≤ g

ix. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ ,♦,♦, q(3)) | 1 ≤ j ≤ g

(d) Simuláciaδ - funkcie (̌cast’ špecifická pre univerzálny stav, pred aktivovaním úseku)

i. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 , bsj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

ii. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 , bsj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

iii. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1 , bsj
, qrj

, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

iv. (q
(qpj

,♦)→(qrj
,btj

,1)

dj=1 ,♦, qrj
♦, q

(qpj
,♦)→(qrj

,btj
,1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

v. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , bi, bi, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

vi. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ,♦,♦, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g

vii. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , #, #, q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g

(e) Simuláciaδ - funkcie (̌cast’ špecifická pre univerzálny stav, po aktivovaní úseku)

i. (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , #, [#], q̄(qpk
,bsk

)→(qrk
,btk

,dk)) | 1 ≤ j ≤ g, 1 ≤ k ≤ g, j 6= k

ii. (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj), bi, bi, q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T ∪ {(B)}

iii. (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1), bi, qrj
, q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

bi
) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

iv. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

bi
, qpj

, bi, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

v. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 , bsj
, btj , q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀
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q(qpj
,bsj

)→(qrj
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q
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q
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q
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∃ q
q(qpj

,♦)→(qrj
,btj

,1)

∀
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, B

qpj
, btj

[qpj
∈ K∃]
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♦
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∈ K∀]♦, qrj

♦

Fig. 2.6: Čast’ G-systému realizujúcaδ-funkciu pre krajné prípady konfigurácie,čast’ prvá

vi. (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0), qpj
, qrj

, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 ) | 1 ≤ j ≤ g

vii. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 , bsj
, btj , q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

viii. (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1), qpj
, btj , q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1)

dj=1 ) | 1 ≤ j ≤ g

ix. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1 , bsj
, qrj

, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀,

bsj
/∈ {♦}

x. (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1), (B), (B)qrj
, q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

(B) ) | 1 ≤ j ≤ g

xi. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

(B) , qpj
, B, q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

dj=−1 ) | 1 ≤ j ≤ g

xii. (q̄(qpj
,♦)→(qrj

,btj
,1), qpj

, btj , q̄
(qpj

,♦)→(qrj
,btj

,1)

dj=1 ) | 1 ≤ j ≤ g

xiii. (q̄
(qpj

,♦)→(qrj
,btj

,1)

dj=1 ,♦, qrj
♦, q̄

(qpj
,♦)→(qrj

,btj
,1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

xiv. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , bi, bi, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

xv. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ,♦,♦, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g

xvi. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , #, #, q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g

xvii. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , [], [], q[][]) | 1 ≤ j ≤ g

xviii. (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ,♦,♦, q(3)) | 1 ≤ j ≤ g

(f) (q[][], ai, ai, q[][]) | ai ∈ Σ

(g) Preskǒcenie akceptǎcných úsekov (kopírovacie cykly)

i. (q(3), (#), (#), qa)

ii. (qa, bi, bi, qa) | bi ∈ T
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q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

q̄
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

(B)

q̄
q(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1

q̄(qpj
,♦)→(qrj

,btj
,1) q̄

q(qpj
,♦)→(qrj

,btj
,1)

dj=1

q̄
q(qpj

,♦)→(qrj
,btj

,1)

∀

(B), (B)qrj

qpj
, B

qpj
, btj

[qpj
∈ K∀]♦, qrj

♦

Fig. 2.7: Čast’ G-systému realizujúcaδ-funkciu pre krajné prípady konfigurácie,čast’ druhá

iii. (qa, qi, qi, qa) | qi ∈ K

iv. (qa,♦,♦, qa)

v. (qa, (B), (B), qa)

vi. (qa, [], [], q[][])

vii. (qa,♦,♦, q(3))

(h) Transformácia aktívneho úseku na akceptačný

i. (q(3), [#], (#), q(#))

ii. (q(#), bi, bi, q(#)) | bi ∈ T

iii. (q(#), (B), (B), q(#))

iv. (q(#), qu, qu, q(a)) | qu ∈ FM

v. (q(a), bi, bi, q(a)) | bi ∈ T

vi. (q(a),♦,♦, q(3))

7. Tretia medzifáza - kontrola spávnosti akceptácie úsekov

(a) (q0, (3), (A), q(A))

(b) (q(A), (#), (#), q(A))

(c) (q(A), (B), (B), q(A))

(d) (q(A), bi, bi, q(A)) | bi ∈ T

(e) (q(A), qi, qi, q(A)) | qi ∈ K

(f) (q(A),♦,♦, q(A))

(g) (q(A), [], [], q[][])
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8. Finalizácia - vymazanie pracovnejčasti vetnej formy

(a) (q0, (A), ǫ, q(F ))

(b) (q(F ), (#), ǫ, q(F ))

(c) (q(F ), bi, ǫ, q(F )) | bi ∈ T

(d) (q(F ), qi, ǫ, q(F )) | qi ∈ K

(e) (q(F ), (B), ǫ, q(F ))

(f) (q(F ),♦, ǫ, q(F ))

(g) (q(F ), [], ǫ, q[][])

}

Dôkaz správnosti konštrukcie

Lema 2.1.1: Fázy generovania G-systému prebehnú v tomto poradí:inicializácia, prvá hlavná
fáza, prvá medzifáza, druhá hlavná fáza, druhá medzifáza, tretia hlavná fáza, tretia medzifáza a
finalizácia. Žiadne iné poradie nie je možné.

Dôkaz: Na zǎciatku generovania sa vetná forma skladá iba z netermináluS a zǎcíname v
staveq0. V množineH je viacero štvoríc, ktoré majú v prvej komponente stavq0. Sú to
štvorice 1(a), 2(a), 3(a), 4(a), 5(a), 6(a), 7(a) a 8(a). Vstup sa skladá iba z netermináluS a
iba jediná štvorica má tento neterminál v druhej komponente- štvorica 1(a). Teda G-systém
nemá na výber inú štvoricu ako 1(a), ktorá reprezentuje inicializáciu. V inicializácii vytvoríme
špeciálny symbol(1) na zǎciatku vetnej formy, ktorý bude udržovat’ informáciu o aktuálnej fáze
a zablokuje zopakovanie inicializácie. Tento údaj sa môže menit’ len pǒcas medzifáz, nemôže sa
menit’ pǒcas hlavných fáz. Po prebehnutí inicializácie sa aj skončí prvý prechod vetnou formou,
nakol’ko vetná forma pozostávala len z jediného symbolu.

Tvar vetnej formy po inicializácii:

(1)S

V druhom prechode máme opät’ na výber štvorice 1(a), 2(a), 3(a), 4(a), 5(a), 6(a), 7(a) a 8(a).
Tentokrát na zǎciatku vetnej formy máme informáciu o hlavnej fáze - špeciálny symbol(1). Do
úvahy prichádzajú štvorice 2(a) a 3(a). G-systém musí vybrat’ ako prvú štvoricu 2(a), v d’alších
prechodoch má na výber. Iné poradie vedie k zaseknutiu, ako sa ukáže v d’alšej medzifáze.
Medzifázy slúžia nielen na predprípravu vetnej formy, ale majú aj kontrolný význam. G-systém
spraví niekol’ko prechodov vetnou formou, vyberajúc si štvoricu 2(a). Toto reprezentuje prvú
hlavnú fázu a množenie netermináluS na l’ubovol’ný pǒcet. Výberom štvorice 3(a) ukončí prvú
hlavnú fázu a rozhodne sa prejst’ do prvej medzifázy. Výber štvorice 3(a) musí raz nastat’, v
opǎcnom prípade nevedie odvodenie k terminálnej vetnej forme,nakol’ko štvorica 2(a) a nǎnu
nadväzujúce štvorice 2(b) a 2(c) neobsahujú terminály.
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Tvar vetnej formy po prvej hlavnej fáze:

(1)S+

Štvorica 3(a) prepíše symbol(1) na(2), teda vojde do prvej medzifázy (zablokuje návrat do
prvej hlavnej fázy). Naväzujúce štvorice 3(b),3(c) a 3(d) povkladajú d’alšie špeciálne symboly
medzi neterminályS a skontrolujú,̌ci sa vo vetnej forme nachádzajú aspoň dva neterminályS.
Ak je vo vetnej forme iba jedenS, tak vstup sa dǒcíta v staveq#, ktorý ale nie je akceptačný,
teda dôjde k zaseknutiu. Nesprávne uhádnutie poslednéhoS, na ktorý treba aplikovat’ štvoricu
3(d), vedie tiež k zaseknutiu.

Tvar vetnej formy po prvej medzifáze:

(2)(#S♦)+[]S

Definujeme "úsek", v d’alšom ho budemečasto používat’. Úsek jěcast’ vetnej formy zǎcínajú-
ci symbolom#, [#] alebo(#), za ktorým hned’ nasleduje symbol(B) a koňciaci symbolom
♦, neobsahujúci d’alšie špeciálne symboly. Špeciálny úsek je čast’ vetnej formy zǎcínajúci
symbolom[] a siahajúcim až po koniec vetnej formy.

Pred druhou fázou má G-systém opät’ dve možnosti výberu. Štvorica 4(a) a 5(a) vyhovujú
stavu a vstupu. V prípade štvorice 4(a) sa prejde do druhej hlavnej fázy, ktorá má za úlohu
synchronizovane vygenerovat’ rovnaké slovo, na ktorom bude prebiehat’ výpǒcet, na každom
úseku (aj na špeciálnom úseku). Po vygenerovaní tohoto slova sa niekedy G-systém musí rozhod-
nút’ použit’ štvoricu 5(a), a tým ukoňcit’ túto fázu. Ak tak neurobí, nevygeneruje sa terminálny
výstup, nakol’ko vetná forma obsahuje neterminálS a štvorica 4(a) a naväzujúce štvorice (4(b)-
4(i)) nevediaS vymazat’. Je prípustné vybrat’ hned’ štvoricu 5(a) a štvoricu 4(a) vôbec nevybrat’,
teda celú druhú hlavnú fázu preskočit’. V tomto prípade je pracovné slovoǫ.

Tvar vetnej formy po druhej hlavnej fáze:

(2)(#wS♦)+[]wS | w ∈ Σ∗

Druhá medzifáza zǎcne vybratím štvorice 5(a), t.j. prepíše symbol(2) na (3) (zablokuje
návrat do druhej hlavnej fázy). Naväzujúce štvorice (5(b)-5(g)) vymažú zo všetkých úsekov (aj
špeciálneho úseku) neterminálS, naviac za každý symbol# vložia symbolq0, čo reprezentuje
stav a bǐcík konfigurácie ATS. Špeciálne aktivuje prvý úsek prepísaním jeho zǎciatǒcného symbo-
lu # na [#] (štvorica 5(b)). O aktiváciách úsekov si povieme viac neskôr. Úlohou druhej
medzifázy je predpripravit’ vetnú formu na simuláciu výpočtu ATS, tým že obsah úsekov zmení
na konfigurácie. Do špeciálneho úseku na konci vetnej formy nie je vložená konfigurácia.

Tvar vetnej formy po druhej medzifáze:

(3)[#](B)q0w♦(#(B)q0w♦)∗[]w | w ∈ Σ∗
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Pred tret’ou fázou je na začiatku vetnej formy symbol(3). Vyhovujú dve štvorice: 6(a) a
7(a). Uvažujme prípad, kedy si vyberieme 6(a), t.j. prejdeme do tretej fázy. Jeden prechod tret’ou
fázou zodpovedá jednému kroku výpočtu ATS. V tejto fáze sa simulujeδ-funkcia, odvetvovanie
a akceptácie procesov. Bližšie sa k nej vrátime neskôr. Dôležité je, že v tretej fáze musí G-
systém zotrvat’, kým neodsimuluje celý akceptačný výpǒcet ATS, t.j. všetky úseky skončia v
akceptǎcných konfiguráciách. Ak by skončil preďcasne prechodom pomocou štvorice 7(a), dostal
by sa do stavuq(A). V tomto stave sa prečíta celá vetná forma (štvorice 7(b)-7(f)), ak tam existuje
aktívny alebo neaktívny úsek (symboly# alebo[#] ), dôjde k zaseknutiu. V prípade, že si hned’
v prvom prechode zvolí štvoricu 7(a), dôjde určite k zaseknutiu, lebo vetná forma určite obsahuje
práve jeden aktívny úsek a (možno) vel’a neaktívnych úsekov. V prípade, že G-systém háda, že
všetky úseky už akceptujú, vyberie štvoricu 7(a) a ukončí fázu. G-systém musí tak raz urobit’,
inak nikdy nevygeneruje terminálne slovo (nezbaví sa špeciálnych symbolov#, [#], (#), (B),
♦ a []).

Tvar vetnej formy po tretej hlavnej fáze:

(3)(#)(B)w1
p1

qp1w
2
p1

♦(#)(B)w1
p2

qp2w
2
p2

♦ . . . (#)(B)w1
ps

qps
w2

ps
♦[]w

| wj
pi
∈ Γ∗, 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ 2, w ∈ L(A)

Štvorica 7(a) prepíše symbol(3) na (A), t.j. ukoňcí tretiu hlavnú fázu (zablokuje návrat do
tretej hlavnej fázy) a zǎcne tretia medzifáza - kontrola akceptácie. V tejto fáze, pomocou štvoríc
7(b)-7(f) prejdeme celú vetnú formu až po symbol[]. Pokial’ nie sú všetky úseky akceptujúce,
tak dôjde k zaseknutiu. Zvyšok vetnej formy (po symbole[]) len dǒcítame (štvorice 7(g) a 7(f)).

Tvar vetnej formy po tretej medzifáze:

(A)(#)(B)w1
p1

qp1w
2
p1

♦(#)(B)w1
p2

qp2w
2
p2

♦ . . . (#)(B)w1
ps

qps
w2

ps
♦[]w

| wj
pi
∈ Γ∗, 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ 2, w ∈ L(A)

Špeciálny symbol(A) na zǎciatku vetnej formy nám umožňuje vybrat’ iba štvoricu 8(a),
pomocou ktorej sa dostaneme do stavuq(F ). V tomto stave, pomocou štvoríc 8(b)-8(f), zmažeme
pracovnú̌cast’ vetnej formy (až po symbol[]). Štvorica 8(g) dostane G-systém do kopírovacieho
stavu, ktorý už zvyšok vetnej formy nezmení, pričom ale zmaže symbol[]. Takto dostaneme
terminálne výstupné slovo. Úlohou finalizácie je iba upravit’ slovo na výstup.

Tvar vetnej formy po finalizácii:

w | w ∈ L(A)

G-systém nemôže vykonat’ d’alší prechod vetnou formou, lebo na vstupe má iba terminály a
žiadna zo štvoríc, majúcaq0 v prvej komponente, nemá v druhej komponente terminál. Neformál-
ne povedané: zq0 nemáme prechod na terminál a dôjde k zaseknutiu. Teraz je už zrejmé, že pri
generovaní slova musí G-systém dodržat’ predpísané poradie fáz.



2. Porovnanie tried zložitosti 30

Definícia2.1.1: Hovoríme, že vetná formau ∼= (u1, u2, . . . , un) (u korešponduje s globálnym
stavom ATS(u1, u2, . . . , un)) práve vtedy, ked’Trans(u) = △(B)u1♦△(B)u2♦ . . .△(B)un♦,
kde△ ∈ {[#], (#)}.

Trans je zobrazenie, ktoré zobrazí niektoréčasti vetnej formy doǫ.

• (3) → ǫ (zmažeme zǎciatǒcný symbol vetnej formy)

• []w → ǫ | w ∈ Σ∗ (zmažeme výstupnú̌cast’ vetnej formy)

• #(B)w1
pi
qpi

w2
pi
♦ → ǫ | wj

pi
∈ Γ∗1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ 2 (zmažeme neaktívne úseky,

nakol’ko zatial’ nenesú žiadnu informáciu, dôležitú pre globálny stav ATS)

Neformálne povedané, vetná forma G-systému obsahuje celý globálny stav ATS a naviac
ho vieme l’ahko zrekonštruovat’. Stačí vymazat’ niektoré̌casti vetnej formy; na toto nám slúži
zobrazenieTrans, ktoré sa dá l’ahko realizovat’ jednoduchým a-prekladačom a jediným precho-
dom vetnou formou. Jeden krok odvodenia v tretej hlavnej fáze reprezentuje jeden krok výpočtu
ATS. Teda vetná forma krok po kroku korešponduje s globálnymstavom ATS. Naším d’alším
snažením bude dokázat’ toto tvrdenie.
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V d’alšom ilustrujeme korešpondenciu medzi vetnou formou G-systému a globálnym stavom ATS počas akceptǎcného výpǒctu.
Uvažujme akceptǎcný výpǒcet ATS nad slovomw. Prepokladáme, že ak niektorý proces skončí a akceptuje, d’alej už nemení
svoju konfiguráciu. Pre jednoduchost’, v našom výpočte dôjde k akceptácii naraz, v konštrukcii túto vlastnost’nepredpokladáme.
Stavyq4

ij
, 1 ≤ j ≤ 6 sú akceptǎcné.

q0w

u1
1q

1
i1
v1

1 u1
2q

1
i2
v1

2

u2
1q

2
i1
v2

1 u2
2q

2
i2
v2

2 u2
3q

2
i3
v2

3

u3
1q

3
i1
v3

1 u3
2q

3
i2
v3

2 u3
3q

3
i3
v3

3 u3
4q

3
i4
v3

4 u3
5q

3
i5
v3

5

u4
1q

4
i1
v41 u4

2q
4
i2
v4

2 u4
3q

4
i3
v4

3 u4
4q

4
i4
v4

4 u4
5q

4
i5
v4

5 u4
6q

4
i6
v4

6

Teraz si ukážeme ako vyzerajú vetné formy G-systému v tretejhlavnej fáze, v ktorej sa simuluje tento akceptačný výpǒcet ATS.
Pre jasnejšie pochopenie je simulácia odvetvovania procesov zvýraznená, l’ahko vidno, že odvetvovanie má rovnakú stromovú
štruktúru ako pri výpǒcte ATS.

[#](B)q0w♦ #(B)q0w♦ #(B)q0w♦ #(B)q0w♦ #(B)q0w♦ #(B)q0w♦

[#](B)u1
1q

1
i1
v1

1 [#](B)u1
2q

1
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1
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2♦ #(B)u1
2q

1
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2q

1
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2 #(B)u1
2q

1
i2
v1

2♦

[#](B)u2
1q

2
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v2

1♦ [#](B)u2
2q

2
i2
v2

2♦ #(B)u2
2q

2
i2
v2

2♦ [#](B)u2
3q

2
i3
v2

3♦ #(B)u2
3q

2
i3
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3q

2
i3
v2

3♦
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3
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3
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3
i3
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3
i4
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3
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3
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5♦
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4
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4
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6q
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1q

4
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2q
4
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4
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4q

4
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4
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4
i6
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6♦
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Definujeme "postupnost’ úsekov". Postupnost’ úsekov sa skladá aspǒn z jedného aktívneho
úseku, ktorý je vždy ako prvý (najl’avejší) a (možno) z viacerých neaktívnych úsekov. Táto
postupnost’ neobsahuje akceptujúce úseky.

Lema 2.1.2: Ak existuje akceptačný výpǒcet ATS na slovew, potom existuje aj odvodenie G-
systému, ktorého vetná forma má na začiatku tretej hlavnej fázy tvar

(3)[#](B)q0w♦(#(B)q0w♦)∗[]w

a naviac pǒcas trvania tretej hlavnej fázy platí, že sa skladá z viacerých (aspǒn jednej) postupností
úsekov, medzi ktorými môžu byt’ akceptujúce úseky.

Dôkaz: Indukciou vzhl’adom na počet krokov odvodenia od začiatku tretej hlavnej fázy.

1. Báza indukcie triviálne platí, nakol’ko na začiatku simulácie (tretej hlavnej fázy) je vetná forma
tvaru (3)[#](B)q0w♦(#(B)q0w♦)∗[]w | w ∈ Σ∗ podl’a lemy 2.1.1. Teda celá vetná forma je
jediná postupnost’ úsekov.

2. Predpokladajme, že pre prvýchk krokov odvodenia tvrdenie platí. Dokážeme tvrdenie pre
k + 1-vý krok.
Pok krokoch odvodenia vetná forma spĺňa naše tvrdenie. Uvažujme teraz pre jednu postupnost’
úsekov všetky prípady. Pre ostatné postupnosti úsekov je dôkaz obdobný.

Najprv si všimnime, že ked’že vetná forma spĺňa podmienku nášho tvrdenia, nemôže sa stat’,
že nejaké akceptujúce úseky sa nachádzajú vnútri našej postupnosti úsekov. Nakol’ko sa poradie
úsekov pǒcas celej simulácie nemení, nemôže sa stat’, že by sa zámenouporadia úsekov dostal
akceptǎcný úsek do postupnosti úsekov. Jediný spôsob, akým by sa tammohol akceptǎcný úsek
dostat’, je prípad, ked’ by sme nejaký úsek už patriaci do postupnosti, zmenili na akceptačný.

Po prěcítaní znaku(3) sa G-systém dostane do stavuq(3) (štvorica 6(a)). Do úvahy prichádza
viacero možností.

Najjednoduchšia z nich je preskočenie akceptujúceho úseku (štvorice 6(g)[i-vii]), v prípade,
že právečítaný úsek je akceptujúci (začína znakom(#)). Vetná forma sa nemení, teda táto
možnost’ podmienku nenarúša.

V prípade, že ide o aktívny úsek (začína symbolom[#]), sú dve možnosti.
Prvá možnost’ je vybrat’ sǐcast’ δ-funkcie a simulovat’ ju (štvorica 6(b)[i-ix]). Skupina

štvoríc 6(b) obsahuje len spoločnú čast’ simulácieδ-funkcie pre existeňcné a aj univerzálne
stavy. Tu rozlišujeme dva prípady, každý má separátnu skupinu štvoríc, ktoré dokoňcia simuláciu
δ-funkcie.

Ak je stav v aktívnom úseku existenčný, tak sa pomocou štvoríc 6(c)[i-ix] simulujeδ-funkcia
a ostatné úseky postupnosti úsekov tiež len simulujúδ-funkciu. Žiadna z týchto štvoríc neaktivuje
úsek, pretože nemení symboly začiatkov úsekov -# a [#], iba ich kopíruje. Teda podmienka zo
znenia lemy sa zachováva.

V prípade, že stav je univerzálny, deje sačosi podobné ako pri existenčnom stave (štvorice
6(d)[i-vii]), ale rozdiel je v tom, že jeden z neaktívnych úsekov sa uřcite aktivuje (štvorice 6(e)[i-
xviii]), inak dôjde k zaseknutiu, a teda toto nemohlo byt’ odvodenie. Teda naša postupnost’
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úsekov sa rozdelila na dve nové postupnosti v bode novoaktivovaného úseku. Pôvodná postupnost’
až po novoaktivovaný úsek je prvá nová postupnost’ a zvyšok pôvodnej postupnosti začínajúcej
novoaktivovaným úsekom sa stane druhou novou postupnost’ou úsekov. Nové postupnosti spĺňajú
podmienku zo znenia lemy, lebo neboli vytvorené žiadne akceptujúce úseky.

Druhá možnost’ je zmenit’ aktívny úsek na akceptačný a skontrolovat’ oprávnenost’ jeho
akceptácie (štvorica 6(h)[i]). Ak úsek pri kontrole neobsahuje akceptǎcný stav, tak dôjde k
zaseknutiu (štvorice 6(h)[ii-vi]). Ak sa stane, že touto zmenou spôsobíme porušenie podmienky
zo znenia lemy, t.j. neaktívny úsek sa ocitne priamo za akceptujúcim, dôjde pri nasledujúcom
prechode vetnou formou k zaseknutiu (zo stavuq(3) neexistuje prechod na#), a teda toto nemohlo
byt’ odvodenie. Znamená to, že sme vytvorili príliš vel’a úsekov alebo boli zle uhádnuté aktivácie
úsekov. Ale ked’že existuje akceptačný výpǒcet ATS naw, existuje aj odvodenie G-systému,
ktoré uhádne správny počet úsekov a správne aktivácie úsekov, nakol’ko vieme vygenerovat’
l’ubovol’ný počet úsekov a aktivácie vieme spravit’ v l’ubovol’nom mieste, kde je to legálne.

Dokázali sme, že pri každom prípade, bud’ podmienka ostáva splnená, alebo nevyhnutne
dôjde k zaseknutiu.

Lema 2.1.3: Pǒcas simulácie (tretia hlavná fáza) jeδ-funkcia ATS, korektne simulovaná G-
systémom na konfiguráciách, pri existenčných aj univerzálnych stavoch.

Dôkaz: Vyplýva z konštrukcie a-prekladača.

• Ak dj = −1, tedaδ(qpj
, bsj

) = {(qrj
, btj ,−1)}, simulujeme pohyb vl’avo tým, že uhádneme

symbol, ktorý je tesne pred bičíkomqpj
. Tento symbol uložíme do stavu a na jeho miesto

napíšeme ciel’ový stavqrj
δ-funkcie. Namiesto bičíka napíšeme uložený symbol a nasledu-

júci symbol je ten, ktorý bolδ-funkciou právečítaný (bsj
). Ten prepíšeme na ciel’ový

symbolbtj .

• Ak dj = 0, tedaδ(qpj
, bsj

) = {(qrj
, btj , 0)}, jednoducho prepíšeme stav na ciel’ový stav

(qpj
naqrj

) a čítaný symbol na ciel’ový (bsj
nabtj ).

• Ak dj = 1, tedaδ(qpj
, bsj

) = {(qrj
, btj , 1)}, postupujeme podobne ako v predchádzajúcom

prípade, iba vymeníme pozíciu stavu a symbolu. Prepíšeme stav na ciel’ový symbol (qpj

nabtj ) a čítaný symbol na ciel’ový stav (bsj
naqrj

).

Na krajoch úseku je simuláciaδ-funkcie trochu odlišná. Symboly(B) a ♦ sa správajú ako
BLANK-y. Nechceme ich prepísat’ alebo vymazat’, preto sa na l’avom kraji vytvorí symbolB
a dôjde k posunutiu symbolu(B), a teda aj zvä̌cšeniu vetnej formy. Na pravom kraji sa symbol
♦ tiež iba posunie a simuluje saδ-funkcia, ako keby̌cítalaBLANK.

Lema 2.1.4: δ-funkcia je korektne simulovaná na celej postupnosti úsekov, zǎcínajúca aktívnym
úsekom, ktorý obsahuje existenčný stav.

Dôkaz: Vyplýva z konštrukcie a-prekladača.
G-systém je v staveq(3), ked’ zǎcne čítat’ postupnost’ úsekov - najl’avejší aktívny úsek,

zǎcínajúci symbolom[#]. V tomto prechode si vyberiěcast’ δ-funkcie a uloží ju do stavu
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(štvorica 6(b)[i]). Z predchádzajúcej lemy vyplýva, žeδ-funkcia je korektne simulovaná na
aktívnom úseku, podl’a uloženej informácie. Na ostatných (neaktívnych) úsekoch postupnosti
úsekov je tiež korektne simulovanáδ-funkcia podl’a uloženej informácie v stave, nakol’ko ju
tieto úseky nemenia (štvorica 6(c)[vii]). Po prečítaní všetkých úsekov postupnosti sa vrátime
opät’ do stavuq(3) (štvorica 6(c)[ix]).

Lema 2.1.5: δ-funkcia je korektne simulovaná na celej postupnosti úsekov, zǎcínajúca aktívnym
úsekom, ktorý obsahuje univerzálny stav. Taktiež je korektne simulovaná aktivácia niektorého z
neaktívnych úsekov postupnosti úsekov.

Dôkaz: Vyplýva z konštrukcie a-prekladača a je vel’mi podobný dôkazu z predcházajúcej
lemy.

G-systém je v staveq(3), ked’ zǎcne čítat’ postupnost’ úsekov - najl’avejší aktívny úsek,
zǎcínajúci symbolom[#]. V tomto prechode si vyberiěcast’ δ-funkcie a uloží ju do stavu
(štvorica 6(b)[i]). Z lemy 2.1.3 vyplýva, žeδ-funkcia je na aktívnom úseku korektne simulovaná
podl’a tejto uloženej informácie. Na ostatných (neaktívnych) úsekoch postupnosti úsekov je
tiež korektne simulovanáδ-funkcia podl’a uloženej informácie v stave, nakol’ko ju tieto úseky
nemenia (štvorica 6(d)[vii]). Na rozdiel od predchádzajúceho dôkazu, nemáme možnost’ sa
vrátit’ do stavuq(3). Môžeme bud’ pokrǎcovat’ prechodom neaktívnymi úsekmi alebo aktivovat’
nejaký úsek. Ak sa neaktivuje ani jeden úsek, dôjde k zaseknutiu (nemáme prechod zo stavu

q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ do stavuq(3)). Pri aktivácii zmeníme symbol aktuálnečítaného úseku z# na
[#], vyberie sa nová̌cast’ δ-funkcie (štvorica 6(e)[i]), ktorá sa uloží do stavu namiesto starej.
Taktiež do stavu uložíme informáciu o tom, že už prebehla jedna aktivácia (reprezentujeme
pruhom nad stavom). Po aktivácii sa korektne simulujeδ-funkcia na novoaktivovanom úseku
a zvyšné neaktívne úseky taktiež korektne simulujúδ-funkciu podl’a nového predpisu (štvorice
6(e)[ii-xviii]). Pruhovaná verziǎcasti, ktorá realizujeδ-funkciu, nám nedovolí aktivovat’ d’alší
úsek, umož̌nuje ale návrat do stavuq(3).

Lema 2.1.6: Uvažujme l’ubovol’ný úsek vetnej formy G-systému počas tretej hlavnej fázy. Nech
je to△(B)ui♦, kde△ ∈ {[#], (#)}. Pokial’ nejde o pǒciatǒcnú konfiguráciu vieme na základe
δ-funkcie skonštruovat’ a-prekladač, ktorý simuluje inverznúδ-funkciu a pomocou tohto a-prekla-
dǎca pretransformovat’ úsek na podobu, ako vyzeral v predchádzajúcom kroku.

Dôkaz: Vyplýva z konštrukcie a-prekladača.
Všimnime si, žěcast’ a-prekladǎca simulujúcaδ-funkciu zobrazuje vä̌cšinou iba jeden symbol

na jeden symbol. Taktiež kδ-funkcii v upravenom formáte (pozri začiatok konštrukcie) je l’ahko
vytvorená inverznáδ-funkcia. Rozoberme si jednotlivé inverzné prípady.

• Najjednoduchší prípad je použitie inverznejδ-funkcie v nie krajovýchčastiach úseku.
Jednoducho simulujme inverznúδ-funkciu (štvorice 2(a) - 2(f)). Pre existenčný stav štvorice
3(a) - 3(i).

• Krajné prípady úseku sú ošetrené špeciálne, nakol’ko v nichdochádza k skráteniu úseku
(štvorice 2(g) - 2(m), ich pruhovaná kópia 5(j) - 5(p)).



2. Porovnanie tried zložitosti 35

• Pri univerzálnom stave je to o niečo zložitejšie. Zavedieme inverznú operáciu ku aktivácii -
deaktiváciu (štvorica 5(a)). Deaktivácia núti vybrat’ deaktivovaný úsek inú̌cast’ inverznej
δ-funkcie, ako je uložená v stave. Ak vykonanie tejto operácie vedie ku inej konfigurácii
ako má úsek, ktorý uložil informáciu do stavu, určite niekedy dôjde k zaseknutiu (v d’alšom
kroku je úsek už neaktívny a ak má inú konfiguráciu ako vedúci úsek, tak sa tǒcasom
prejaví).

• Akceptujúce úseky môžeme prejst’ bez zmeny, avšak môžme sa aj nedeterministicky rozhod-
nút’, že aktivujeme akceptačný úsek.

Kvôli prehl’adnosti zopakujeme definíciu G-systému, ktorýsimuluje ATS.G = (N, T,M, S),
kdeN = {S, (1), (2), (3), (A), (B), #, [#], (#), [],♦} ∪ {qi | qi ∈ K}, T = Γ ∪ {B}, M =
(KM , N ∪ T,N ∪ T,H, q0, FM).

Skonštruujeme inverzný a-prekladač M̄ . M̄ = (KM , N∪T,N∪T, H̄, q0, FM). Všimnime si,
že sa od pôvodného a-prekladača líši len v množineH a v množine stavov. Definujeme inverzný
smer pohybu hlavy na páske. Akdj je smer pohybu, tak̄dj je inverzný smer pohybu. Predpis je
intuitívny:

d̄j =

• 1 akdj = −1

• 0 akdj = 0

• −1 akdj = 1

d̄j je inverzný pohyb kudj, a teda ajdj je inverzný kud̄j.

H = {

1. (q0, (3), (3), q(3))

2. Čast’ simulujúca inverznúδ - funkciu (spolǒcnáčast’ pre existeňcný aj univerzálny stav)

(a) (q(3), [#], [#], q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g,∃δ(qrj
, btj) = {(qpj

, bsj
, d̄j)}

(b) (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj), bi, bi, q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T ∪ {(B)}

(c) (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1), bi, qrj
, q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

bi
) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T, btj /∈ {♦}

(d) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

bi
, qpj

, bi, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

(e) (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0), qpj
, qrj

, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 ) | 1 ≤ j ≤ g

(f) (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1), qpj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1)

dj=1 ) | 1 ≤ j ≤ g

(g) (q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1), (B), (B), q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

(B) ) | 1 ≤ j ≤ g
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(h) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

(B) , qpj
, qrj

, (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

[B] ) | 1 ≤ j ≤ g

(i) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

[B] , B, ǫ, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

[B̄]
) | 1 ≤ j ≤ g

(j) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

[B̄]
, bsj

, btj , q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∃

(k) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

[B̄]
, bsj

, btj , q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(l) (q(qpj
,btj

)→(qrj
,♦,−1), btj , ǫ, q

(qpj
,btj

)→(qrj
,♦,−1)

♦ ) | 1 ≤ j ≤ g

(m) (q
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

♦ , qpj
, qrj

, q
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

dj=−1 ) | 1 ≤ j ≤ g

3. Čast’ simulujúca inverznúδ - funkciu (̌cast’ špecifická pre existenčný stav)

(a) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 , bsj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∃

(b) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 , bsj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∃

(c) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1 , bsj
, qrj

, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∃

(d) (q
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

dj=−1 ,♦,♦, q
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∃

(e) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ , bi, bi, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

(f) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ ,♦,♦, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ ) | 1 ≤ j ≤ g

(g) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ , #, #, q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g

(h) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ , [], [], q[][]) | 1 ≤ j ≤ g

(i) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∃ ,♦,♦, q(3)) | 1 ≤ j ≤ g

4. Čast’ simulujúca inverznúδ - funkciu (̌cast’ špecifická pre univerzálny stav, pred deaktivo-
vaním úseku)

(a) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 , bsj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(b) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 , bsj
, btj , q

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(c) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1 , bsj
, qrj

, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(d) (q
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

dj=−1 ,♦,♦, q
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(e) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , bi, bi, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

(f) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ,♦,♦, q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g

(g) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , #, #, q(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g
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5. Čast’ simulujúca inverznúδ - funkciu (̌cast’ špecifická pre univerzálny stav, po deaktivo-
vaní úseku)

(a) (q
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , [#], #, q̄(qpk
,bsk

)→(qrk
,btk

,dk)) | 1 ≤ j ≤ g, 1 ≤ k ≤ g, j 6= k

(b) (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj), bi, bi, q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T ∪ {(B)}

(c) (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1), bi, qrj
, q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

bi
) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T, btj /∈ {♦}

(d) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

bi
, qpj

, bi, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

(e) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,−1)

dj=−1 , bsj
, btj , q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,−1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(f) (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0), qpj
, qrj

, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 ) | 1 ≤ j ≤ g

(g) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,0)

dj=0 , bsj
, btj , q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,0)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(h) (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1), qpj
, btj , q̄

(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1)

dj=1 ) | 1 ≤ j ≤ g

(i) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

dj=1 , bsj
, qrj

, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(j) (q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,1), (B), (B), q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

(B) ) | 1 ≤ j ≤ g

(k) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

(B) , qpj
, qrj

, (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

[B] ) | 1 ≤ j ≤ g

(l) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

[B] , B, ǫ, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

[B̄]
) | 1 ≤ j ≤ g

(m) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

[B̄]
, bsj

, btj , q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(n) (q̄(qpj
,btj

)→(qrj
,♦,−1), btj , ǫ, q̄

(qpj
,btj

)→(qrj
,♦,−1)

♦ ) | 1 ≤ j ≤ g

(o) (q̄
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

♦ , qpj
, qrj

, q̄
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

dj=−1 ) | 1 ≤ j ≤ g

(p) (q
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

dj=−1 ,♦,♦, q̄
(qpj

,btj
)→(qrj

,♦,−1)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, qpj
∈ K∀

(q) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , bi, bi, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g, bi ∈ T

(r) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ,♦,♦, q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ) | 1 ≤ j ≤ g

(s) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , #, #, q̄(qpj
,bsj

)→(qrj
,btj

,dj)) | 1 ≤ j ≤ g

(t) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ , [], [], q[][]) | 1 ≤ j ≤ g

(u) (q̄
(qpj

,bsj
)→(qrj

,btj
,dj)

∀ ,♦,♦, q(3)) | 1 ≤ j ≤ g

6. (q[][], ai, ai, q[][]) | ai ∈ Σ

7. Preskǒcenie akceptǎcných úsekov (kopírovacie cykly)
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(a) (q(3), (#), (#), qa)

(b) (qa, bi, bi, qa) | bi ∈ T

(c) (qa, qi, qi, qa) | qi ∈ K

(d) (qa,♦,♦, qa)

(e) (qa, (B), (B), qa)

(f) (qa, [], [], q[][])

(g) (qa,♦,♦, q(3))

8. Deakceptácia úseku (akceptačný úsek sa zmení na aktívny)

(a) (q(3), (#), [#], q(#))

(b) (q(#), bi, bi, q(#)) | bi ∈ T

(c) (q(#), (B), (B), q(#))

(d) (q(#), qu, qu, q(a)) | qu ∈ FM

(e) (q(a), bi, bi, q(a)) | bi ∈ T

(f) (q(a),♦,♦, q(3))

}

Vlastnosti inverzného a-prekladača:

• Pre naše ú̌cely nepotrebujeme púšt’at’ inverzný a-prekladač na vetnú formu, korešpondu-
júcu s pǒciatǒcnou konfiguráciou. Preto tento prípad nebudeme ošetrovat’. Nie je ale
problém upravit’ ATS do takého tvaru, aby sa nevrátil do počiatǒcného stavu. Po tejto
úprave sa inverzný a-prekladač na vetnej forme, korešpondujúcej s počiatǒcnou konfigu-
ráciou, zasekne.

• Ak sa v pôvodnej simulácii vetná forma predlžovala, tak v inverznej simulácii dochádza
ku skracovaniu vetnej formy.

• Kvôli jednoznǎcnosti odvodenia požadujeme, aby G-systém vyberal vždy najkratšie odvo-
denie. Berieme vždy najkratšie odvodenie, teda neuvažujemekroky, v ktorých sa neapli-
kuje žiadnaδ-funkcia.

• V prípade, že existujú dve rôzne rovnako dlhé odvodenia tohto slova, môže nastat’ problém.
Nazvime tieto odvodeniad1 ad2. d̄1 a d̄2 sú ich prislúchajúce inverzné odvodenia. Inverzný
a-prekladǎc môže priradit’ kud1 inverzné odvodeniēd2 a naopak. Tento problém vyriešime
tým, že jedno z týchto odvodení prehlásime za kratšie, a tedatoho druhého sa zbavíme.
Od zǎciatku porovnáme odvodenia. Ked’že sú rôzne, musia sa v nejakom kroku líšit’.
Uprednostíme to odvodenie, ktoré modifikuje vetnú formu zl’ava skôr ako to druhé od-
vodenie. V podstate je jedno, ktoré z odvodení uprednostíme, len to treba jednoznačne
popísat’. Týmto eliminujeme nejednoznačnost’ odvodenia.
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Pre potreby našich dôkazov nepotrebujeme takýto striktný spôsob riešenia. V dôkaze, kde
používame toto tvrdenie potrebujeme ukázat’, že kd1 existuje inverzné odvodeniēd1. Ak
sme to neuhádli správne, hádali sme odvodenied̄2; znamená to, že existuje odvodenied2.
Teda ak existujer rôznych odvodení, rovnakej dĺžky, jedného slova, tak nedeterministicky
hádame pred1 jednu zr možností, prǐcom iba jedna je tá správna. Toto ale nič nemení na
fakte, že inverzné odvodeniēd1 existuje a vieme ho skonštruovat’,čo postǎcuje pre potreby
nášho dôkazu.

Pre lepšie porozumenie si ukážeme jednotlivé operácie, ktoré G-systém vykonáva. Zaujímavé
časti vetnej formy sú orámované, kvôli lepšej viditel’nosti.

Štandarný prípad realizácieδ-funkcie

Uvažujme vetnú formu

(3)[#](B)u1 q a u2♦ #(B)u1 q a u2♦ #(B)u1 q a u2♦ []w

Bez ujmy na všeobecnosti nechq je existeňcný stav au1,u2 ∈ Γ+, teda nejde o kraj vetnej formy.
Nech aktívny úsek hádǎcast’δ-funkcieδ(q, a) = {(p, b, 1)}. Vetná forma v nasledujúcom kroku
bude vyzerat’ takto:

(3)[#](B)u1 b p u2♦ #(B)u1 b p u2♦ #(B)u1 b p u2♦ []w

Inverzná verzia štandardného prípadu je intuitívna. Uvažujme vetnú formu z ukážky štandardného
prípadu.

(3)[#](B)u1 b p u2♦ #(B)u1 b p u2♦ #(B)u1 b p u2♦ []w

Aktívny úsek uhádněcast’ δ-funkcie δ(q, a) = {(p, b, 1)}, ktorej inverznú podobu ((p, b) →
(q, a,−1)) uloží do stavu a odsimuluje ju. V d’alšom kroku bude vetná forma vyzerat’ takto:

(3)[#](B)u1 q a u2♦ #(B)u1 q a u2♦ #(B)u1 q a u2♦ []w

Ostatné pohyby hlavy (−1 a0) sú simulované obdobným spôsobom.

Aktivácia a deaktivácia

Najprv popíšeme aktiváciu úseku. Uvažujme vetnú formu: (u1, u2 ∈ Γ∗)

(3)[#](B)u1 q1 a u2♦ #(B)u1 q1 a u2♦ #(B) u1 q1 a u2♦ []w

Bez ujmy na všeobecnosti nech G-systém uhádol, že aktivujemetretí úsek. Prvý úsek si vybral
čast’ δ-funkcie δ(q1, a) = {(q2, b, 0)}, druhý úsek si vybralδ(q1, a) = {(q3, c, 1)}. V d’alšom
kroku bude vetná forma vyzrat’ takto:

(3)[#](B)u1 q2 b u2♦ #(B)u1 q2 b u2♦ [#](B) u1 c q3 u2♦ []w

Opǎcná operácia k aktivácii je deaktivácia. Uvažujme vetnú formu z ukážky aktivácie.
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(3)[#](B)u1 q2 b u2♦ #(B)u1 q2 b u2♦ [#](B) u1 c q3 u2♦ []w

Robíme inverzné odvodenie, teda hádamečast’δ-funkcie, ktorú máme inverzne vykonat’. Prvý
úsek hádaδ(q1, a) = {(q2, b, 0)}. Túto informáciu v inverznej forme ((q2, b) → (q1, a, 0))
uloží do stavu. Druhý úsek hádaδ(q1, a) = {(q3, c, 1)}, teda inverzná podoba bude(q3, c) →
(q1, a,−1). Je nutné, aby obidva procesy uhádli rôznučast’δ-funkcie, inak dôjde k zaseknutiu.
Druhý úsek sa deaktivuje, t.j. prepíše symbol z[#] na #. Vetná forma bude v d’alšom kroku
vyzerat’ takto:

(3)[#](B)u1 q1 a u2♦ #(B)u1 q1 a u2♦ #(B) u1 q1 a u2♦ []w

Krajné prípady vetnej formy

Krajné prípady treba ošetrit’ osobitne. Totiž úseky vetnejformy obsahujú konfiguráciu ATS
obalenú dvomi špeciálnymi znakmi ((B) a♦), ktoré reprezentujú nekonečne vel’aBLANK-ov
nal’avo a napravo od konfigurácie ATS. Ked’ dôjde k tomu, že ATS ide prejst’ hlavou na tieto
BLANK-y, treba zvä̌cšit’ vel’kost’ konfigurácie v úseku. Ukážeme si oba prípady. Uvažujme
vetnú formu (u ∈ Γ∗):

(3)[#](B) q a u♦ #(B)q a u♦ #(B)q a u♦ []w

Nech aktívny úsek hádǎcast’δ-funkcieδ(q, a) = {(p, b,−1)}, teda chceme sa posunút’ dol’ava.
Tam je ale už koniec konfigurácie a špeciálny symbol(B). Urobíme to tak, že napravo od
symbolu(B) vytvoríme symbolB, a tým zvä̌cšíme vel’kost’ vetnej formy o jeden symbol. V
nasledujúcom kroku bude vetná forma vyzerat’ takto:

(3)[#](B) p B b u♦ #(B)p B b u♦ #(B)p B b u♦ []w

Teraz si ukážeme ako je ošetrený pravý kraj vetnej formy. Uvažujme vetnú formu (u ∈ Γ∗):

(3)[#](B)u q ♦ #(B)u q ♦ #(B)u q ♦ []w

Nech aktívny úsek hádǎcast’δ-funkcieδ(q,♦) = {(p, b, 1)}. Na pravom kraji situáciu riešime
odsunutím symbolu♦ o jedno miesto doprava. V nasledujúcom kroku bude vetná forma vyzerat’
takto:

(3)[#](B)u b p ♦ #(B)u b p ♦ #(B)u b p ♦ []w

Teraz si ukážeme inverzné verzie krajných prípadov. Intuitívne, ked’ sme predlžovali úseky, tak
teraz ich budeme skracovat’. Najprv si vysvetlíme inverznúverziu l’avého prípadu. Uvažujme
vetnú formu (u ∈ Γ∗):

(3)[#](B) p B b u♦ #(B)p B b u♦ #(B)p B b u♦ []w

Treba si uvedomit’, že ak chceme skrátit’ vetnú formu tak musí mat’ tento tvar, t.j. hlava musí
čítat’ BLANK. Nech aktívny úsek hádǎcast’δ-funkcieδ(q, a) = {(p, b,−1)}. Do stavu uloží
inverznú verziu ((p, b) → (q, a, 1)). Skrátenie vetnej formy realizujeme vymazaním symboluB.
Vetná forma v nasledujúcom kroku bude vyzerat’ takto:
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(3)[#](B) q a u♦ #(B)q a u♦ #(B)q a u♦ []w

Inverzná verzia pravého kraju vetnej formy je obdobná. NamiestoBLANK-u, zmažeme symbol,
ktorý bol vytvorený pri zvä̌cšovaní vetnej formy. Uvažujme vetnú formu (u ∈ Γ∗):

(3)[#](B)u b p ♦ #(B)u b p ♦ #(B)u b p ♦ []w

Nech aktívny úsek hádǎcast’δ-funkcieδ(q,♦) = {(p, b, 1)}, teda jej inverznú verziu uložíme do
stavu ((p, b) → (q,♦,−1)). Vetná forma bude v nasledujúcom kroku vyzerat’ takto:

(3)[#](B)u q ♦ #(B)u q ♦ #(B)u q ♦ []w

Akceptácia a deakceptácia

V prípade, že sa aktívny úsek dostane do akceptačnej konfigurácie, má možnost’ zmenit’ sa z
aktívneho úseku na akceptačný. Nechq je akceptǎcný stav au1,u2 ∈ Γ∗. Uvažujme vetnú
formu:

(3) [#] (B)u1 q a u2♦ [#](B)v1 p v2♦ #(B)v1 p v2♦ []w

Nech prvý aktívny úsek háda, že ide o akceptačnú konfiguráciu (ak uhádne zle, tak dôjde k
zaseknutiu). Nasledujúca vetná forma bude vyzerat’ takto:

(3) (#) (B)u1 q a u2♦ [#](B)v̄1 p̄ v̄2♦ #(B)v̄1 p̄ v̄2♦ []w

Inverzná operácia ku akceptácii je deakceptácia. Uvažujmevetnú formu z ukážky aktivácie:

(3) (#) (B)u1 q a u2♦ [#](B)v̄1 p̄ v̄2♦ #(B)v̄1 p̄ v̄2♦ []w

Úsek má možnost’ uhádnut’, že sa jedná o akceptačnú konfiguráciu. Toto skontroluje (ak zle
hádal, dôjde k zaseknutiu) a aktivuje sa, t.j. prepíše symbol (#) na [#]. Vetná forma bude v
nasledujúcom kroku vyzerat’ takto:

(3) [#] (B)u1 q a u2♦ [#](B)v1 p v2♦ #(B)v1 p v2♦ []w

Môže sa zdat’, že nastáva problém zlého poradia priebehuδ-funkcie; lebo hlava ATS najprv
prěcíta, potom zapíše a nakoniec sa pohne. Inverzná operácia saintuitívne chápe v tomto poradí:
najprv sa pohne, potom prečíta a nakoniec zapíše. G-systém však týmto problémom netrpí,
nakol’ko simuluje ATS tak, že realizuje tieto tričinnosti v jednom kroku, teda tento problém
nenastáva.

Lema 2.1.7: Predpokladajme, že existuje výpočet ATS(u1, u2, . . . , un) ⊢∗A (v1, v2, . . . , vm),m ≥
n. Nechv ∼= (v1, v2, . . . , vm), potom existujeu, také že platíu ⇒∗G v au ∼= (u1, u2, . . . , un).

Dôkaz: Indukciou vzhl’adom na dĺžku odvodenia.
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k = 0. Báza indukcie triviálne platí, lebou av sú jedna a tá istá vetná forma.
k = 1. Existuje výpǒcet ATS(w1, w2, . . . , wn) ⊢A (v1, v2, . . . , vm),m ≥ n av ∼= (v1, v2, . . . , vm).
Ukážeme, že existujew také, že platíw ⇒G v a w ∼= (w1, w2, . . . , wn). Existenciu slovaw
dokážeme jeho konštrukciou. Podl’a lemy 2.1.6 vieme každý úsek vetnej formyv transformovat’
na podobu, akú mal v predchádzajúcom kroku odvodenia. Zvyšok vetnej formy sa nemení.
Týmto spôsobom určite dostaneme slovow, pre ktoré platíw ⇒G v. Vyplýva to z konštrukcie
inverzného a-prekladača, z lemy 2.1.6. Podmienkaw ∼= (w1, w2, . . . , wn) platí, nakol’ko smew
vytvorili posladaním z úsekovwi.
k > 1. Predpokladáme, že tvrdenie platí prek krokov odvodenia. Ukážeme, že platí aj prek +1.
Uvažujme výpǒcet ATS(w1, w2, . . . , wn) ⊢k+1

A (v1, v2, . . . , vm),m ≥ n. Je zrejmé, že existuje
konfigurácia(u1, u2, . . . , ul),m ≥ l ≥ n, taká, že(w1, w2, . . . , wn) ⊢A (u1, u2, . . . , ul) ⊢k

A

(v1, v2, . . . , vm). Podl’a induǩcného predpokladu existuje slovou, také, že platí
u ∼= (u1, u2, . . . , ul) au ⇒k

G v. Ukážeme, že existuje slovow, také, že platíw ∼= (w1, w2, . . . , wn)
aw ⇒G u. Postupovat’ budeme obdobne, ako v prípadek = 1.
Existenciu slovaw dokážeme jeho konštrukciou. Podl’a lemy 2.1.6 vieme každý úsek vetnej
formy u transformovat’ na podobu, akú mal v predchádzajúcom kroku odvodenia. Zvyšok vetnej
formy sa nemení. Týmto spôsobom určite dostaneme slovow, pre ktoré platíw ⇒G u. Vyplýva
to z konštrukcie inverzného a-prekladača z lemy 2.1.6. Podmienkaw ∼= (w1, w2, . . . , wn) platí,
nakol’ko smew vytvorili poskladaním z úsekovwi.

Lema 2.1.8: Predpokladajme, že existuje odvodeniew ⇒∗G v a w ∼= (w1, w2, . . . , wn). Potom
existuje globálny stav ATS(v1, v2, . . . , vm) taký, že existuje výpǒcet ATS(w1, w2, . . . , wn) ⊢∗A
(v1, v2, . . . , vm), m ≥ n a platív ∼= (v1, v2, . . . , vm).

Dôkaz: Indukciou vzhl’adom na dĺžku odvodenia.

1. Báza indukcie triviálne platí, lebow av sú jedna a tá istá vetná forma.
2. Predpokladáme, že tvrdenie platí prek krokov odvodenia. Ukážeme, že platí aj prek + 1.
Uvažujme odvodenie G-systému dĺžky k + 1, zrejme existuje vetná formau taká, že platí
w ⇒k

G u a u ⇒G v. Po aplikovaní induǩcného predpokladu dostaneme, že existuje globálny
stav ATS(u1, u2, . . . , ur), kden ≤ r ≤ m, taký, že existuje výpǒcet ATS(w1, w2, . . . , wn) ⊢k

A

(u1, u2, . . . , ur) a platí, žeu ∼= (u1, u2, . . . , ur).
Platí, žeu ⇒G v a u ∼= (u1, u2, . . . , ur). Potrebujeme ukázat’, že existuje výpočet ATS

(u1, u2, . . . , ur) ⊢A (v1, v2, . . . , vm), kder ≤ m a naviac platí, žev ∼= (v1, v2, . . . , vm).
Aplikovaním zobrazeniaTrans na vetnú formuu sa zbavíme nezaujímavýchčastí vetnej

formy. Vetná formaTrans(u) sa skladá zr úsekov. Toto vyplýva z predpokladu
u ∼= (u1, u2, . . . , ur). Ked’žeu ⇒G v, existujer výberovδ-funkcie, jeden na každom úseku
vetnej formyTrans(u). Ked’že odvodenie G-systému sa presne riadiδ-funkciou ATS, musí
existovat’ výpǒcet ATS(u1, u2, . . . , ur) ⊢A (v1, v2, . . . , vm). Skonštruujeme ho tak, že na každú
konfiguráciuui aplikujemeδ-funkciu prislúchajúceho úseku.r ≤ m platí, lebo pǒcet úsekov
sa v simulǎcnej fáze nezmenšuje.v ∼= (v1, v2, . . . , vm) platí, lebo(v1, v2, . . . , vm) sme vytvorili
aplikovanímδ-funkcie vybratej príslušným (i-tym) úsekom naui.

Lema 2.1.9: Inicializácia, všetky medzifázy a finalizácia trvajú konštantný pǒcet krokov.
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Dôkaz: Vyplýva z konštrukcie a-prekladača.

Ked’že tieto fázy menia kontrolnú informáciu na začiatku vetnej formy, štvorice 1(a), 3(a), 5(a),
7(a) a 8(a) sa použijú práve raz. Použitím l’ubovol’nej z týchto štvoríc sa opakované použitie
zablokuje. Použit’ sa aspoň raz musia, inak sa nevygeneruje terminálne slovo (podl’a lemy 2.1.1).

Lema 2.1.10: Všetky hlavné fázy trvajúO(f(n)) krokov.

Dôkaz:

• Prvá fáza generuje exponenciálnou rýchlost’ou vetnú formu(1)S+. Tento jazyk patrí
medzi rýchlo generovatel’né jazyky a je zrejmé, žečas generovania je dokoncaO(log(n)).

• Druhá fáza generuje slovo, na ktorom bude prebiehat’ výpočet, t.j. slovo, ktoré bude na
konci (možno) vygenerované. Toto slovo sa generuje symbol po symbole, t.j. pribudne
jeden symbol v každom úseku, v každom prechode vetnou formou. Je zrejmé, že týmto
spôsobom generovania, slovo dĺžky n potrebuje na vygenerovanieO(n) krokov.

• Tretia fáza simuluje výpǒcet ATS. Jeden prechod touto fázou je ekvivalentný jednému
kroku výpǒctu ATS. Pǒcet krokov výpǒctu ATS jeO(f(n)), teda aj pǒcet krokov odvodenia,
ktoré strávi G-systém v tretej fáze jeO(f(n)).

Ked’že f(n) = Ω(n), je už l’ahko vidiet’, že celkový pǒcet krokov potrebný na všetky hlavné
fázy jeO(log(n)) + O(n) + O(f(n)) = O(f(n)).

Rozšírenie na simuláciuk-páskového ATS

Budeme mat’k poschodovú vetnú formu. Počiatǒcná podoba úsekov bude vyzerat’ tak,
že na najvyššom poschodí bude počiatǒcná konfigurácia ATS, na ostatných poschodiach budú
BLANK-y. Namiesto hádania jednejčasti δ-funkcie, hádamek častí δ-funkcie, pre každé
poschodie jednu. Predlžovanie úseku nastáva vždy vtedy, ked’ aspǒn jedna z pások potrebuje
pred́lžit’ úsek. Na ostatné poschodia, ktoré nepotrebovali predĺžit’ vetnú formu, pridáme na
novovytvorené miestaBLANK-y. Konštrukcia sa mierne líši podl’a štýlu akceptácie ATS.G-
systém treba prispôsobit’ tomu,či vyžadujeme akceptáciu iba jednej pásky, alebo všetkých pások.

Poznámka2.1.1: Konštrukcia je nezávislá na tom,či model ATS, ktorý simuluje, môže, alebo
nemôže zapisovat’BLANK-y.

Detailne sme popísali konštrukciu simulácie a dokázali smejej správnost’. Týmto je naše
tvrdenie dokázané.

Veta 2.1.6: ATIME(f(n)) ⊆ GSPACE(f(n)), pref(n) = Ω(n).

Dokázali sme, žeATIME(f(n)) ⊆ GTIME(f(n)), pref(n) = Ω(n). Vieme, že platí
GSPACE(f(n)) = GTIME(f(n)) pref(n) = Ω(n) z [1]. Naše tvrdenie výplýva priamo z
týchto dvoch tvrdení.
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Veta 2.1.7: GTIME(f(n)) ⊆ ATIME(f 2(n)), pref(n) = Ω(n).

Dôkaz: Z [1] vieme, žeNSPACE(f(n)) ⊆ ATIME(f 2(n)) pre f(n) = Ω(log(n)). Ďalej
vieme z [1], žeGTIME(f(n)) = NSPACE(f(n)) pre f(n) = Ω(n). Dôsledkom týchto
tvrdení je naše tvrdenie.

Ukázali sme, že existuje simulácia, ktorá ale nie je tesná. Vd’alšom si prejdeme problémy,
ktoré bránia konštrukcii tesnej simulácie.

Triviálne riešenie je simulovat’ 1-a prekladač na dvoch separátnych páskach. Problém je
však v tom, že túto simuláciu by musel ATS zrealizovat’ v konštantnomčase. Naviac si treba
uvedomit’, že výpǒcet 1-a prekladǎca môže mat’ až exponenciálne vel’a krokov vzhl’adom na
dĺžku výstupného slova.

Lepšie riešenie je zrejme skontrolovat’ strom odvodenia G-systému a pokúsit’ sa overit’,̌ci
sa vstupné slovo ním dá vygenerovat’. Ked’ sa pozrieme na strom odvodenia, tak si môžeme
všimnút’ dva typy väzieb. Horizontálne - to sú susedné stavy1-a prekladǎca, ktoré musia byt’
v pri sebe ležiacich štvoriciach zhodné. Vertikálne - to sú väzby následnosti generovania -čast’
vetnej formy, ktorú vygeneruje materská štvorica, musia brat’ postupne dcérske štvorice ako
vstup. Myšlienka konštrukcie je spravit’ paralelnú verziusimulácie NTS (prevzaté z [1]). Ku
každej ceste od koreňa k listu v strome odvodenia a prislúchajúcejčasti vygenerovaného slova
priradíme jeden proces. Ten overí,či pre danú cestu je možné odvodit’ danúčast’ výstupného
slova.

Tu však narážame na problémy. Procesy medzi sebou nekomunikujú. Jediný spôsob, ako
overit’ následnost’ stavov, je uhádnut’ ich postupnost’ ešte pred odvetvením. Táto postupnost’
môže byt’ rovnako dlhá, ako je vysoký strom odvodenia G-systému. Takýto výpǒcet ATS by
mohol mat’ ažO(f 2(n)) krokov. Tento prístup vel’mi efektívne overuje vertikálneväzby, ale
má problém s horizontálnymi väzbami. Zdá sa, že G-systém má na rozdiel od ATS istú formu
vnútornej komunikácie, ktorú ATS nemá.

Ďalší problém je samotné overeniečasti vstupu. Proces musí uhádnut’ správnu pozíciu na
vstupnej páske, kde má začat’ porovnávat’̌cast’ vstupu s výstupom, ktorý vypočítal na základe k
nemu priradenej cesty v strome odvodenia.

Problémy by zrejme vyriešilo použitie iného modelu ATS, tzv. synchronizovaného, ktorý
má istú formu vnútornej komunikácie. V našom tvrdení ale takýto predpoklad nemáme, a preto
by sme museli synchronizovaný ATS simulovat’. Dá sa l’ahko nahliadnut’, že táto simulácia je
reálna v kvadratickom̌case. Tedǎcas, ktorý ušetríme použitím synchronizovaného ATS, stratíme
pri jeho simulácii.

Kontrapríkladový jazyk, ktorý hl’adáme, t.j. jazyk, ktorýby vylúčil možnost’ existencie
tesnej simulácie, patrí doGTIME(f(n)) a nepatrí doATIME(f(n)), pref(n) = Ω(n).

Veta 2.1.8: GSPACE(f(n)) ⊆ ATIME(f 2(n)), pref(n) = Ω(n).

Dôkaz: Z [1] vieme, žeGSPACE(f(n)) = GTIME(f(n)), pref(n) = Ω(n). Z predchádzajú-
ceho tvrdenia vieme, že platíGTIME(f(n)) ⊆ ATIME(f 2(n)), pre f(n) = Ω(n). Naše
tvrdenie vyplýva z týchto dvoch tvrdení.

Podobne ako v predchádzajúcom tvrdení sme ukázali, že existuje simulácia, ktorá ale nie je
tesná. V d’alšom si prejdeme problémy, ktoré bránia konštrukcii tesnej simulácie.



2. Porovnanie tried zložitosti 45

Triviálne riešenie je podobné ako v predchádzajúcom tvrdení, t.j. simulovat’ 1-a prekladǎc
na dvoch separátnych páskach. Problém je však v tom, že počet krokov G-systému môže byt’
až exponenciálne vel’a. Preto nech vieme akokol’vek rýchlosimulovat’ 1-a prekladǎc, simulácia
môže stále trvat’ až exponenciálne vel’a krokov.

Lepšie riešenie je zrejme skontrolovat’ strom odvodenia G-systému a pokúsit’ sa overit’̌ci
sa vstupné slovo ním dá vygenerovat’. Kotrola by však prebiehala odlišne ako v úvahách o
predchádzajúcom tvrdení. Rozdiel je v tom, že počet štvoríc na jednej úrovni je vždy najviac
O(f(n)), zatial’ čo h́lbka stromu môže byt’ až exponenciálna. ATS by mohol simulovat’ G-
systém tak, že by každý proces separátne overil jednu úroveň stromu odvodenia G-systému.
Takto vel’mi efektívne overíme horizontálne väzby, problém je však s vertikálnymi väzbami.
Procesy medzi sebou nekomunikujú, a preto by sme museli vertikálne väzby pred odvetvením
hádat’, čo by spomalilo simuláciu. Opät’ sa ukazuje, že G-systém má na rozdiel od ATS istú
formu vnútornej komunikácie, ktorú ATS nemá.

Kontrapríkladový jazyk, ktorý hl’adáme, t.j. jazyk, ktorýby vylúčil možnost’ existencie
tesnej simulácie, patrí doGSPACE(f(n)) a nepatrí doATIME(f(n)), pref(n) = Ω(n).

V d’alšom popíšeme jazyk, ktorý je vhodný kandidát na kontrapríkladový kazyk pre naše
tvrdenie.

JazykL = {w1#w2# . . . #wk | wi 6= wj, pre i 6= j, wi ∈ {0, 1}k} sa dá vygenerovat’
G-systémom v lineárnom priestore, t.j.L ∈ GSPACE(n). Popíšeme konštrukciu G-systému
pre jazykL.

G-systém vygenerujek rovnakých podslov oddelených mrežou. Podslová budú tvaru0k.
Podslová reprezentujú binárne počítadlá a všetky zǎcínajú s hodnotou0. Jedným prechodom
zvýšime hodnotu každého počítadla o jeden. Nedeterministicky sa môžeme rozhodnút’ najviac
jedno pǒcítadlo pǒcas jedného prechodu zastavit’. Zvyšujeme počítadlá, až kým sa všetky
nezastavia. Ak dosiahneme podslovo1k a po tomto prechode existuje ešte aspoň jedno ne-
zastavené pǒcítadlo, dôjde k zaseknutiu. Dĺžka vetnej formy sa pǒcas zvyšovania pǒcítadiel
nemení, a teda priestor potrebný na odvodenie je lineárny. Počet krokov odvodenia môže byt’ až
exponenciálny.

Zvýraznime si problém akceptácie jazykaL pre ATS, tým, že vyriešime pár drobných zá-
drhel’ov, ktoré sa môžu na prvý pohl’ad zdat’ problematické. Prvá vec,̌co musí ATS overit’, je
správny tvar slova. Vstupné slovo sa musí skladat’ zk podslov a každé podslovo musí mat’ dĺžku
právek. Rozdelíme tento problém na dva podproblémy. Prvý podproblém je overit’, či je pǒcet
podslov rovný d́lžke nejakého podslova. Druhý podproblém je overenie,či všetky podslová majú
rovnakú d́lžku.

Za predpokladu, že ATS vie simulovat’ synchronizovaný ATS vtom istomčase, vyriešime
prvý podproblém synchronizovaným ATS a tento predpoklad dokážeme neskôr. Popíšeme syn-
chronizovaný ATS, riešiaci náš problém. Odvetvíme dva procesy, jeden buděcítat’ prvé podslovo
a druhý buděcítat’ znaky#. Ked’že znakov# je o jeden menej ako dĺžka podslova, rátame do
počtu aj prvýBLANK, ktorý je napravo od konfigurácie. Ak je dĺžka prvého podslova rovná
počtu znakov# (+ jedenBLANK), tak procesy synchronizujú a dôjde k akceptácii. Pokial’
bol predpoklad simulácie synchronizovaného ATS nesprávny, tak potom vieme tento problém
triviálne riešit’ bez alternovania v̌caseO(k3), tedaO(n

3
2 ).

Zdá sa, že ide o zle paralelizovatel’ný problém, nakol’ko saasi nedá využit’ alternovanie.
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Problém je v tom, že informácia, ktorú potrebujeme overit’,je rovnomerne rozdrobená po celom
vstupnom slove. Ked’že procesy nekomunikujú, rozdelenie vstupu medzi procesy je problematic-
ké.

Druhá čast’ problému je overit’,̌ci sú všetky podslová rovnakej dĺžky. Na riešenie tohto
problému bude stǎcit’ ATS. Odvetvímek − 1 procesov, prǐcom každý proces bude mat’ na
starosti skontrolovanie dvoch po sebe idúcich podslov. Ked’že d́lžka podslova sṕlňa podmienku
tranzitivity (ak i − 1-vé podslovo je rovnako dlhé akoi-te ai-te je rovnako dlhé akoi + 1-vé,
tak i − 1-vé je rovnako dlhé akoi + 1-vé), komunikácia medzi procesmi nie je nutná. Na takéto
overenie trebaO(n) krokov (odvetvenieO(n) a overenieO(k)).

Riešit’ problém jazykaL nie je možné cez logický komplement jazyka

Lk = {w1#w2# . . . #wk | ∃wi = wj prei 6= j, wi ∈ {0, 1}k}

lebo ide o nedeterministický model. Nemôžeme pustit’ ATS pre jazykLk a potom invertovat’
akceptáciu.

Preskúmajme ako simulovat’ synchronizovaný ATS pomocou obyčajného ATS. Triviálne
riešenie je pred odvetvením procesov uhádnut’ celú synchronizǎcnú postupnost’ a zapísat’ ju
na pásku. Potom odštartovat’ ATS, ktorý simulujeme, a pokial’ sa nejaký proces dostane do
synchronizǎcného stavu, tak overíme správnost’ jeho výpočtu tým, že prerušíme výpočet, skontro-
lujeme stav v synchronizačnej postupnosti, vrátime sa na miesto výpočtu a pokrǎcujeme d’alej vo
výpočte. Miesto prerušenia výpočtu oznǎcíme, aby sme vedeli, kam sa vrátit’. Stavy, ktoré sme
v synchronizǎcnej postupnosti už overili, tiež označíme, aby sme vedeli, ktorý z nich je aktuálne
na rade.

Zhrňme časové nároky vo všeobecnosti. Simulujeme synchronizovaný ATS, pracujúci v
časeO(f(n)). Dĺžka synchronizǎcnej postupnosti môže byt’ ažO(f(n)). Overenie jediného
synchronizǎcného stavu a návrat na miesto prerušenia môže trvat’ ažO(f(n)) krokov. Týchto
overení je treba až tol’ko, aká je dlhá synchronizačná postupnost’. Teda celkovo je toO(f 2(n))
krokov. Vo všeobecnosti je simulácia príliš pomalá.

Zhrňmečasové nároky pre konkrétny synchronizovaný ATS, ktorý používame v našej kon-
štrukcii. Čas výpǒctu synchronizovaného ATS jeO(n). Dĺžka synchronizǎcnej postupnosti je
O(k) a pǒcet prerušení je tiež ibaO(k). Teda celkové̌casové nároky súO(k2). Vyjadrené
vzhl’adom na d́lžku vstupného slova je toO(n). Takáto simulácia postačuje pre naše ú̌cely.

Jediný problém, ktorý ostáva preskúmat’, je,či dokáže ATS v̌caseO(n) overit’, či sú všetky
podslová rôzne. Synchronizácia zrejme nepomôže, lebo nejde o kontrolu d́lžky, prípadne pǒctu
symbolov, ale o kontrolu samotných symbolov. Triviálne riešenie problému je odvetvit’ proces
pre každé podslovo, tedak procesov. Každý proces potom porovná svoje podslovo s každým
iným podslovom. Toto trváO(k4), tedaO(n2) krokov.

Skúsime túto konštrukciu vylepšit’ tým, že zapojíme viacejprocesov, a tým zrýchlime celý
výpočet. Odvetvíme najprvk procesov pre každé podslovo jeden. Potom sa každý z týchto
procesov rozvetví na d’alšíchk − 1 procesov. Teda mámeO(k2) procesov, pre každú dvojicu
podslov jeden. Teraz každý proces overí,či sú dve podslová rôzne. Toto overenie máO(k.n)
krokov (k je pǒcet overovacích krokov an je maximálna možná vzdialenost’ týchto podslov).
Celkovo je toO(n

3
2 ) krokov, čo je lepšie ako predchádzajúci výsledok.
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Výsledok predchádzajúceho výpočtu stálne nie je dostatočne uspokojivý, a preto skúsime
zapojit’ ešte viac procesov. Problém vel’kého počtu krokov potrebného na akceptáciu spočíva
v neefektívnej metóde porovnania dvoch podslov. Zopakujeme konštrukciu z predchádzajúceho
riešenia, ale vylepšíme porovnanie dvoch podslov. Toto porovnanie bolo realizované jediným
procesom. Teraz odvetvíme proces pre každý symbol prvého podslova, a tieto kontrolné procesy
budú mat’ za úlohu overit’,̌ci symbol na pozícii, kde majú hlavu v prvom podslove, je rôzny
od symbolu, ktorý je na korešpondujúcej pozícii v druhom podslove. Ak aspǒn jeden z týchto
kontrolných procesov nájde rôzne symboly, akceptuje. Samotný proces zodpovedný za porovna-
nie dvoch podslov akceptuje, ak akceptuje aspoň jeden z kontrolných procesov, ide teda o
existeňcné vetvenie. Toto vyplýva z faktu, že dve slová su určite rôzne, ak sa nezhodujú v
aspǒn jednom znaku. Týmto sme zrýchlili porovnanie dvoch podslov z O(k.n) naO(n). Teda
celkovýčas výpǒctu jeO(n). Je tu ale jeden problém, ktorý spomal’uje výpočet. Ked’že nemáme
pásku s rýchlym prístupom na vstup, kontrolné procesy si nemajú kde pamätat’, ako sa dostat’
na pozíciu v druhom podslove, pričom táto informácia má dĺžku O(k). V d’alšom budeme
túto informáciu nazývat’ offset. Jediná možnost’ je postupovat’ po jednom symbole a vracat’
sa do prvého podslova po offset postupne. Toto však zaberieO(k.n) krokov, a tým spomalí
celý výpǒcet naO(n

3
2 ) krokov. Tento problém sa zrejme nedá odstránit’, lebo nemáme miesto,

kam by sme offset uložili. Taktiež nemôžeme využit’ nedeterminizmus, lebo overenie takéhoto
hádania je rovnako náročné ako predchádzajúce riešenie (ukladanie offsetu).

Ďalšie zrýchlenie by sa dalo dosiahnut’ skomprimovaním offsetu (d́lžky O(k)) na d́lžku
O(log(k)). Vieme, že existuje synchronizovaný ATS, ktorý dokáže nájst’ stred slova. Tento ATS
vo všeobecnosti používa, na naše potreby, privel’a synchronizǎcných stavov, takže na vstupe
dĺžky k ho vieme simulovat’ v̌caseO(k2), čo ale nevadí, lebo to je ešte stále ibaO(n). Idea
je zmenit’ unárnu podobu offsetu na binárnu, t.j. informáciu podobnú adrese políčka pásky
s rýchlym prístupom na vstup. Najprv musíme vygenerovat’ túto adresu. To robíme tak, že
používame ATS, ktorý hl’adá stred slova. Nedeterministicky hádame, do ktorej polovice slova sa
máme d’alej vnorit’. Informáciu, ktorú polovicu vyberiemeukladáme na pásku. Takto sa niekedy
dopracujeme až k políčku, ktoré má proces skontrolovat’. Týmto ukončíme komprimáciu offsetu
a zǎcneme hl’adat’ ciel’ové polí̌cko, ktoré treba skontrolovat’, podl’a adresy, ktorú sme práve
vytvorili. Znova používame ATS, ktorý hl’adá stred slova a berieme tú polovicu, ktorú nám
predpisuje adresa. Takto nájdeme ciel’ové políčko a skontrolujeme ho.

Prejdemečasové nároky. Skomprimovat’ offset trváO(log(k).n) krokov. Nájst’ ciel’ové
políčko podl’a adresy trvá tiežO(log(k).n) krokov. Vieme, žeO(k2) = O(n), a teda celkové
časové nároky súO(n.log(n)). Je možné, že v̌caseO(n) nie je možné tento jazyk akceptovat’
jednopáskovým ATS.

Hypotéza:L /∈ ATIME(n), kdeL = {w1#w2# . . . #wk | wi 6= wj, prei 6= j, wi ∈ {0, 1}k}.

Poznámka2.1.2: Je l’ahko vidiet’, že ATS akceptuje tento jazyk včaseO(n), ak má aspǒn dve
pásky.
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2.2 Porovnanie tried zložitosti pref(n) = o(n)

• GTIME(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

• ASPACE(f(n)) ⊆
⋃

c GTIME(cf(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

• ATIME(f(n)) ⊆
⋃

c GTIME(cf(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

• GTIME(f(n)) ⊆ ATIME(f 2(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

Predtým, než zǎcneme porovnávat’ triedy zložitosti, stručne prejdeme triviálnymi prípadmi.
GSPACE(f(n)) = ∅ pref(n) = o(n). Preto inklúzie

GSPACE(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n))

GSPACE(f(n)) ⊆ ATIME(f(n))

triviálne platia, nakol’ko prázdna množina je podmnožinoukaždej množiny.̌Dalšie dve tvrdenia

ASPACE(f(n)) ⊆ GSPACE(f(n))

ATIME(f(n)) ⊆ GSPACE(f(n))

sú nepravdivé, pretože žiadna neprázdna množina nie je podmnožinou prázdnej množiny.

Veta 2.2.1: GTIME(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n)), pref(n) = o(n).

Dôkaz: G-systém pracujúci v̌caseO(f(n)) vieme simulovat’ jednosmerným NTS v priestore
O(f(n)), teda triviálne ho vieme simulovat’ aj obyčajným NTS v priestoreO(f(n)). ATS vie
triviálne simulovat’ NTS, vieme teda simulovat’ G-systém pomocou ATS v priestoreO(f(n)).

Definícia2.2.1 (potomok štvorice): Štvorica(qs, b, v, qt) je potomkom štvorice(qp, a, u, qr) prá-
ve vtedy, ked’b ∈ u a v strome odvodenia sa štvorica(qs, b, v, qt) vyskytuje o úrověn nižšie ako
štvorica(qp, a, u, qr). Intuitívne pod potomkom štvorice rozumieme štvoricu, ktorá v d’alšom
kroku spracovávǎcast’ výstupu svojho predka. Predok je inverzná relácia ku potomkovi.

Lema 2.2.1 (o bariére): Pri odvodení slova z jazykaL = {w#w | w ∈ Σ+} v časeO(f(n))
G-systémom, dôjde k preneseniu, z pravejčasti vetnej formy do l’avej (rozdelené symbolom#),
najviacO(f(n)) symbolov.

Uvažujme generovanie slova z jazykaL = {w#w | w ∈ Σ+} G-systémom v̌caseO(f(n)).
Skonštruujeme stredovú postupnost’ štvoríc. Po vygenerovaní je slovo tvaruw#w. Existuje
štvorica, ktorá vygenerovala symbol#. Pridáme túto štvoricu do postupnosti.Ďalej pridáme
predka práve pridanej štvorice. Potom predka predka tejto štvorice, a takto pridávame štvorice
až raz pridáme štvoricu, ktorá je koreňom stromu odvodenia. Teraz transformujeme postupnost’
štvoríc na postupnost’ stavov zobrazenímpr4 (prevzaté z [1]), teda postupnost’ štvoríc zmeníme
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Fig. 2.8:Konštrukcia stredovej postupnosti stavov pri odvodení slovaabab

na postupnost’ stavov v ich štvrtej komponente. Dostali smestredovú postupnost’ stavov dĺžky
f(n). Ked’že postupnost’ je stredová, všetky prenesené symboly, smerujúce z prvého do druhého
podslova, museli byt’ prenesené v stavoch tejto postupnosti. Nakol’ko 1-a prekladǎc prepisuje
vetnú formu zl’ava doprava, nemá zmysel merat’ prenesené symboly smerujúce z druhého pod-
slova do prvého. V každom stave môžeme uložit’ konštantné množstvo symbolov. Indukciou
sa l’ahko nahliadne, že pre stredovú postupnost’ stavov dĺžky f(n) sa pǒcas odvodenia môže
preniest’ najviacO(f(n)) symbolov z prvého podslova do druhého.

Pre lepšie pochopenie ilustrujeme konštrukciu stredovej postupnosti na konkrétnom slove.
Uvažujme slovoabab. Na obrázku 2.8 je zobrazené jeho odvodenie G-systémom. Jeden riadok
reprezentuje jeden krok výpočtu G-systému. Stromová štruktúra reprezentuje prepisovanie ter-
minálov a neterminálov v jednotlivých krokoch (šípky od hora dole). Symbolyq reprezentujú
stavy, v ktorých bol 1-a prekladač pǒcas transformácie vetnej formy. Stredovú postupnost’ stavov
zǎcneme konštruovat’ od symbolu#, nakol’ko rozdel’uje jednotlivé podslová. Konštrukcia
pokrǎcuje pridávaním stavov do postupnosti (šípky od dola nahor).

Na obrázku 2.8 sa stredová posupnost’ drží prevažne v stredestromu odvodenia. Toto však
závisí od konkrétneho stromu odvodenia. V prípade, že by sa vpodstrome, ktorý odvodí l’avé
podslovo, vyrábala dlhá̌cast’ vetnej formy, ktorá by sa neskôr zmazala, bola by stredová pos-
tupnost’ výrazne vychýlená do pravejčasti stromu odvodenia. Rovnako by to fungovalo aj pre
pravé podslovo. Toto vychýlenie neovplyvňuje vlastnost’ stredovej postupnosti - stále všetky
prenesené symboly z l’avejčasti vetnej formy do pravej, musia byt’ prenášané v stavochtejto
postupnosti. Je to z dôvodu, že dočasná̌cast’ vetnej formy, ktorá sa neskôr zmaže, nemá vplyv
na pǒcet prenesených symbolov medzi l’avou a pravoučast’ou vetnej formy.

Konštrukcia sa dá l’ahko upravit’ pre jazykL = {ww | w ∈ Σ+}. Stǎcí namiesto symbolu#
vybrat’ posledný symbol prvého podslovaw.

Veta 2.2.2: ASPACE(f(n)) ⊆
⋃

c GTIME(cf(n)), pref(n) = o(n).

Dôkaz: Triviálny horný odhad. Spravíme dolný odhad.
Prvý nápad je využit’ fakt (prevzaté z [5]), že pre jazyk
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L = {ww | w = 001φ(k)0 . . . 01φ(3k−1)012(3k−1)+2−1, k ≥ 2, φ je permutácia}

platíL ∈ GTIME(Ω(log(n
1
3 )loglog(n

1
3 ))). Ak by sa podarilo ukázat’, žeL ∈ ASPACE(log(n)),

tak by sme tento jazyk mohli použit’ ako základ pre dolný odhad. Ukážeme, že na akceptáciu
tohto jazyka dokonca nepotrebujeme ani alternovanie, t.j.L ∈ NSPACE(log(n)). Z toho
potom bude triviálne vyplývat’, žeL ∈ ASPACE(log(n)).

Pre zjednodušenie konštrukcie rozdelíme overenie vstupného slova na dve hlavné úlohy. Prvá
je overit’, či vstupné slovo je tvaruww a druhá je overit’,̌ci prvé slovo je tvaru

w = 001φ(k)0 . . . 01φ(3k−1)012(3k−1)+2−1

Ak sú tieto dve vlastnosti overené, nie je treba nič viac overovat’. Kvôli jednoduchosti si na
zǎciatku odvetvíme dva procesy. Jeden overí zhodnost’ oboch podslovww. Druhý proces overí
či je prvé (l’avé) podslovo tvaruw = 001φ(k)0 . . . 01φ(3k−1)012(3k−1)+2−1. Alternovanie v tomto
prípade, nie je esenciálne, je použité len kvôli zjednodušeniu. Môžeme sa ho zbavit’ aj tak,
že to pustíme sekvenčne, teda najprv overíme prvú vlastnost’ a potom druhú. Jediné, čo treba
urobit’ medzitým, je vy̌cistit’ pracovnú pásku, ak máme dovolené zapisovat’BLANK-y, ak nie,
tak ju prepísat’ falošnýmiBLANK-ami a triviálne upravit’ nasledovnú konštrukciu na prácu s
falošnýmiBLANK-ami. Najprv popíšeme konštrukciu NTS akceptujúceho jazykL = {ww |
w ∈ Σ+}.

ATS akceptujúciL = {ww | w ∈ Σ+
L} v priestoreO(log(n))

Zostrojíme pre jazykL = {ww | w ∈ Σ+
L} NTS so vstupnou páskou a jednou pracovnou

páskou, ktorý akceptujeL v priestoreO(log(n)). Myšlienka konštrukcie využíva fakt, že naraz
si nepotrebujeme pamätat’ vel’a informácie. Budeme postupne kontrolovat’ dvojice polí̌cok,
ktoré musia byt’ rovnaké. Využijeme rovnakú vzdialenost’ týchto polí̌cok. Túto vzdialenost’
na zǎciatku vypǒcítame a v binárnej podobe uložíme na pracovnú pásku. Na pracovej páske
budeme mat’ pracovnú adresu (vl’avo od oddel’ovača) a adresu stredového políčka (napravo od
oddel’ovǎca). Adresa stredového políčka je vzdialenost’ medzi jednotlivými dvojicami políčok,
ktoré kontrolujeme. Nasleduje formálna konštrukcia. Za formálnou konštrukciou nasleduje
podrobný komentár významu každého riadkuδ - funkcie.

NTSA = (K, Σ, Γ, δ, q0, F ), kdeΣ = ΣL, Γ = ΣL ∪ {0̄, 1̄, #1}, K = {q0,qmid
addr, qinput

inc , qmid
inc ,

qmid
→ , qstore

← , qstore
read , qunmark

inc , qmove
inc , qinput

dec , qmid
dec , qmid

test , q
mid
⇒ , qreset

input, q
input
store , q→, q←, q→unmark, q←unmark,

q⇒, qdec, q→dec, qfinal
seek , qfinal

dec , qfinal
rewind, qF } ∪{qa

→, qa
←, qa|b

⇐ , q
a|→
unmark, q̄a|b

⇐ , q
a|←
unmark, qa

⇒, qa
dec, q

a|→
dec ,

qa
read, qb

⇐, q̄b
⇐, qstore

b | a, b ∈ Σ}, F = {qF} a δ je v tvare

δ(state,input,work) ={(state,work,input dir,work dir)}.

1. Vytvorenie adresy prvého políčka druhého podslova

(a) δ(q0, a, B) = {(qmid
addr, 0, 0, 1)} | a ∈ Σ

(b) δ(qmid
addr, a, B) = {(qmid

addr, 0, 0, 1), (qinput
inc , #1, 0,−1)} | a ∈ Σ

(c) δ(qinput
inc , a, b) = {(qmid

inc , b, 1, 0)} | a, b ∈ Σ
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(d) δ(qmid
inc , a, 1) = {(qmid

inc , 0, 0,−1)} | a ∈ Σ

(e) δ(qmid
inc , a, 0) = {(qmid

→ , 1, 0, 0)} | a ∈ Σ

(f) δ(qmid
→ , a, b) = {(qmid

→ , b, 0,−1)} | a ∈ Σ

(g) δ(qmid
→ , a, #1) = {(qinput

inc , #1, 0,−1), (qstore
← , #1, 0,−1)}

2. Skopírovanie adresy na trvalejšie miesto na páske

(a) δ(qstore
← , a, b) = {(qstore

← , b, 0,−1)} | a ∈ Σ, b ∈ Σ ∪ {#1}

(b) δ(qstore
← , a, b̄) = {(qstore

read , b̄, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(c) δ(qstore
← , a, B) = {(qstore

read , B, 0, 1)} | a ∈ Σ

(d) δ(qstore
read , a, b) = {(qstore

b , b̄, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(e) δ(qstore
read , a, #1) = {(qunmark

inc , #1, 0,−1)} | a ∈ Σ

(f) δ(qstore
b , a, c) = {(qstore

b , c, 0, 1)} | a, b ∈ Σ, c ∈ Σ ∪ {#1}

(g) δ(qstore
b , a, B) = {(qstore

← , b, 0,−1)} | a, b ∈ Σ

(h) δ(qunmark
inc , a, b̄) = {(qunmark

inc , b, 0,−1)} | a, b ∈ Σ

(i) δ(qunmark
inc , a, B) = {(qmove

inc , B, 0, 1)} | a ∈ Σ

(j) δ(qmove
inc , a, b) = {(qmove

inc , b, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(k) δ(qmove
inc , a, #1) = {(qinput

dec , #1, 0,−1)} | a ∈ Σ

3. Overenie správnosti adresy

(a) δ(qinput
dec , a, b) = {(qmid

dec , b, 1, 0)} | a, b ∈ Σ

(b) δ(qinput
dec , B, 0) = {(qmid

test , 0, 0, 0)}

(c) δ(qmid
dec , a, 0) = {(qmid

dec , 1, 0,−1)} | a ∈ Σ ∪ {B}

(d) δ(qmid
dec , a, 1) = {(qmid

⇒ , 0, 0, 0)} | a ∈ Σ ∪ {B}

(e) δ(qmid
⇒ , a, b) = {(qmid

⇒ , b, 0,−1)} | a ∈ Σ ∪ {B}

(f) δ(qmid
⇒ , a, #1) = {(qinput

dec , #1, 0,−1)} | a ∈ Σ ∪ {B}

(g) δ(qmid
test , B, 0) = {(qmid

test , 0, 0,−1)}

(h) δ(qmid
test , B,B) = {(qreset

input, B,−1, 1)}

(i) δ(qreset
input, a, b) = {(qreset

input, b,−1, 0)} | a, b ∈ Σ

(j) δ(qreset
input, B, b) = {(qinput

store , b, 1, 0)} | b ∈ Σ

4. Uloženie obsahu skúmaného políčka do stavu a prekopírovanie stredovej adresy do pra-
covnej adresy

(a) δ(qinput
store , a, b) = {(qa

→, b, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(b) δ(qa
→, c, b) = {(qa

→, b, 0, 1)} | a, c ∈ Σ, b ∈ Σ ∪ {#1, 0̄, 1̄}
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(c) δ(qa
→, c, B) = {(qa

←, B, 0,−1)} | a, c ∈ Σ

(d) δ(qa
←, c, b̄) = {(qa

←, b̄, 0,−1)} | a, b, c ∈ Σ

(e) δ(qa
←, c, b) = {(qa|b

⇐ , b̄, 0,−1)} | a, b, c ∈ Σ

(f) δ(qa
←, c, #1) = {(q

a|→
unmark, #1, 0, 1)} | a, b, c ∈ Σ

(g) δ(qa|b
⇐ , c, d) = {(qa|b

⇐ , d, 0,−1)} | a, b, c, d ∈ Σ

(h) δ(qa|b
⇐ , c, #1) = {(q̄a|b

⇐ , #1, 0,−1)} | a, b, c ∈ Σ

(i) δ(q̄a|b
⇐ , c, d̄) = {(q̄a|b

⇐ , d̄, 0,−1)} | a, b, c, d ∈ Σ

(j) δ(q̄a|b
⇐ , c, d) = {(qa

→, b̄, 0, 1)} | a, b, c, d ∈ Σ

(k) δ(q
a|→
unmark, c, b̄) = {(q

a|→
unmark, b̄, 0, 1)} | a, b, c ∈ Σ

(l) δ(q
a|→
unmark, c, B) = {(q

a|←
unmark, B, 0,−1)} | a, c ∈ Σ

(m) δ(q
a|←
unmark, c, b̄) = {(q

a|←
unmark, b, 0,−1)} | a, b, c ∈ Σ

(n) δ(q
a|←
unmark, c, #1) = {(q

a|←
unmark, #1, 0,−1)} | a, c ∈ Σ

(o) δ(q
a|←
unmark, c, B) = {(qa

⇒, B, 0, 1)} | a, c ∈ Σ

(p) δ(qa
⇒, c, b) = {(qa

⇒, b, 0, 1)} | a, b, c ∈ Σ

(q) δ(qa
⇒, c, #1) = {(qa

dec, #1, 0,−1)} | a, c ∈ Σ

5. Presun hlavy na ciel’ové políčko a kontrola obsahu skúmaných políčok

(a) δ(qa
dec, c, 0) = {(qa

dec, 1, 0,−1)} | a, c ∈ Σ

(b) δ(qa
dec, c, 1) = {(q

a|→
dec , 0, 0, 0)} | a, c ∈ Σ

(c) δ(qa
dec, c, B) = {(qa

read, B, 0, 1)} | a, c ∈ Σ

(d) δ(q
a|→
dec , c, b) = {(q

a|→
dec , b, 0,−1)} | a, b, c ∈ Σ

(e) δ(q
a|→
dec , c, #1) = {(qa

dec, #1, 1,−1)} | a, c ∈ Σ

(f) δ(qa
read, a, 0) = {(q→, 0, 1, 0)} | a ∈ Σ

6. Skopírovanie stredovej adresy do pracovnej adresy

(a) δ(q→, a, b) = {(q→, b, 0, 1)} | a ∈ Σ, b ∈ Σ ∪ {#1, 0̄, 1̄}

(b) δ(q→, a, B) = {(q←, B, 0,−1)} | a ∈ Σ

(c) δ(q←, a, b̄) = {(q←, b̄, 0,−1)} | a, b ∈ Σ

(d) δ(q←, a, b) = {(qb
⇐, b̄, 0,−1)} | a, b ∈ Σ

(e) δ(q←, a, #1) = {(q→unmark, #1, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(f) δ(qb
⇐, a, d) = {(qb

⇐, d, 0,−1)} | a, b, d ∈ Σ

(g) δ(qb
⇐, a, #1) = {(q̄b

⇐, #1, 0,−1)} | a, b ∈ Σ
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(h) δ(q̄b
⇐, a, d̄) = {(q̄b

⇐, d̄, 0,−1)} | a, b, d ∈ Σ

(i) δ(q̄b
⇐, a, d) = {(q→, b̄, 0, 1)} | a, b, d ∈ Σ

(j) δ(q→unmark, a, b̄) = {(q→unmark, b̄, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(k) δ(q→unmark, a, B) = {(q←unmark, B, 0,−1)} | a ∈ Σ

(l) δ(q←unmark, a, b̄) = {(q←unmark, b, 0,−1)} | a, b ∈ Σ

(m) δ(q←unmark, a, #1) = {(q←unmark, #1, 0,−1)} | a ∈ Σ

(n) δ(q←unmark, a, B) = {(q⇒, B, 0, 1)} | a ∈ Σ

(o) δ(q⇒, a, b) = {(q⇒, b, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(p) δ(q⇒, a, #1) = {(qdec, #1, 0,−1)} | a ∈ Σ

7. Presun hlavy na políčko pásky, ktoré bude skontrolované v nasledujúcom prechode

(a) δ(qdec, a, 0) = {(qdec, 1, 0,−1)} | a ∈ Σ

(b) δ(qdec, a, 1) = {(q→dec, 0, 0, 0)} | a ∈ Σ

(c) δ(qdec, a, B) = {(qinput
store , B, 0, 1)} | a ∈ Σ

(d) δ(q→dec, a, b) = {(q→dec, b, 0,−1)} | a, b ∈ Σ

(e) δ(q→dec, a, #1) = {(qdec, #1,−1,−1)} | a ∈ Σ

8. Ukoňcenie kontrolného cyklu

(a) δ(qinput
store , a, b) = {(qfinal

seek , b, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(b) δ(qfinal
seek , a, b) = {(qfinal

seek , b, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(c) δ(qfinal
seek , a, B) = {(qfinal

dec , B, 0,−1)} | a ∈ Σ

(d) δ(qfinal
dec , a, 0) = {(qfinal

dec , 1, 0,−1)} | a ∈ Σ

(e) δ(qfinal
dec , a, 1) = {(qfinal

rewind, 0, 0, 1)} | a ∈ Σ

(f) δ(qfinal
rewind, a, b) = {(qfinal

rewind, b, 0, 1)} | a, b ∈ Σ

(g) δ(qfinal
rewind, a, B) = {(qfinal

dec , B, 1,−1)} | a ∈ Σ

(h) δ(qfinal
dec , B, 0) = {(qfinal

dec , 0, 0,−1)}

(i) δ(qfinal
dec , B, #1) = {(qF , #1, 0, 0)}

Na pracovnej páske vytvoríme adresu (1(a), 1(b)). Pozostáva z log(n) núl a je ukoňcená
symbolom#1. Náš ciel’ je zistit’ adresu prvého políčka druhého podslova. Na začiatku je
adresa nulová ǎcítacia hlava je na začiatku vstupného slova. Spustíme cyklus, v ktorého každom
prechode posunieme hlavu na vstupe (1(c)), zvýšime adresu ojedna (1(d) a 1(e)) a presunieme
hlavu pracovnej pásky na pravý kraj adresy (1(f)). Uhádneme, kedy sme na správnom políčku
(overíme to neskôr) a ukončíme cyklus (1(g)).
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Potrebujeme získanú adresu uložit’ na trvalejšie miesto. Celú adresu skopírujeme za symbol
#1. Kopírovanie pracuje v jednoduchom cykle. Presunieme hlavu pracovnej pásky na prvý
nespracovaný symbol (2(a) - 2(c)), uložíme nespracovaný symbol do stavu a označíme ho (zna-
číme pruhom) ako spracovaný (2(d)). Presunieme sa za symbol#1 (2(f)) a na príslušné miesto
uložený symbol napíšeme (2(g)). Kopírovací cyklus skončíme, ak už nie jěco kopírovat’ (2(e)).
Odznǎcíme pruhované symboly z prvej adresy (nal’avo od#1) (2(h) a 2(i)). Presunieme sa na
koniec prvej adresy (2(j) a 2(k)).

Skontrolujeme,̌ci sme hádali stredové políčko správne. V cykle budeměcítat’ vstup (3(a))
a zárověn znižovat’ adresu (3(c) a 3(d)). Po znížení adresy presúvame hlavu pracovnej pásky
na pravý koniec adresy (3(e) a 3(f)), kvôli d’alšiemu prechodu cyklu. Ak na vstupe prěcítame
celé slovo (3(b)), t.j.̌cítameBLANK, musí byt’ nutne adresa nulová (3(g) a 3(h)). V opačnom
prípade sme hádali nesprávne a dôjde k zaseknutiu. Presunieme hlavu na vstupnej páske na
zǎciatok (3(i) a 3(j)).

Uložíme obsah políčka zo vstupu do stavu (4(a)). Prekopírujeme adresu stredového polí̌cka
do pracovnej adresy. Nasleduje kopírovací cyklus. Presunieme hlavu pracovnej pásky na pravý
koniec pracovnej pásky (4(b) a 4(c)). Nájdeme prvý nespracovaný symbol a uložíme ho do
stavu (4(d) a 4(e)). Presunieme sa na najpravejší nespracovaný symbol pracovnej adresy (4(g)
- 4(i)) a zapíšeme uložený symbol, ktorý práve kopírujeme (4(j)). Cyklus skoňcí, ked’ sa minú
nespracované symboly (4(f)). Prejdeme celú pracovnú páskua odznǎcíme všetky symboly (4(k)
- 4(n)). Nastavíme hlavu pracovnej pásky na pravý koniec pracovnej adresy (4(o) - (q)).

Presunieme sa na ciel’ové políčko. Posúvací cyklus v jednom prechode zníži hodnotu adresy
o jeden (5(a) a 5(b)), presunie hlavu pracovnej pásky na koniec pracovnej adresy (5(d)) a posunie
hlavu na vstupe o jedno políčko doprava (5(e)). Cyklus skončí, ked’ je adresa nulová (5(c)),
t.j. sme na ciel’ovom polí̌cku. Skontrolujeme,̌ci sa obsah skúmaných políčok zhoduje (5(f)) a
posunieme sa na vstupe o jedno políčko doprava (to využijeme neskôr).

Opät’ skopírujeme adresu stredového políčka do pracovnej adresy. Skupina6 je takmer úplne
identická so skupinou4, jediný rozdiel je, že nemáme v stave uložený obsah políčka. Po skoňcení
kopírovania nastavíme hlavu pracovnej pásky na pravý koniec pracovnej adresy.

Budeme opät’ znižovat’ pracovnú adresu a posúvat’ hlavu na vstupe, tentokrát ale dol’ava.
7(a) a 7(b) zníži adresu, 7(d) presunie hlavu pracovnej pásky na pravý koniec pracovnej adresy a
7(e) posunie hlavu na vstupe. Cyklus skončí, ak je adresa nulová. Po skončení cyklu máme hlavu
na vstupe presne tam, kde sme chceli: na políčku, ktoré je hned’ napravo od práve skontrolované-
ho polí̌cka. 7(c) uzatvára vonkajší cyklus.

Uhádneme, kedy ukončíme vonkajší cyklus. Bude to vtedy, ak hlava na vstupečíta prvý
symbol druhého podslova. Naše hádanie overíme. Presuniemehlavu pracovnej pásky na koniec
adresy stredového políčka (8(a) - 8(c)). Spustíme cyklus, v ktorého jednom prechode znížime
adresu o jedna (8(d) a 8(e)), presunieme hlavu pracovnej pásky na pravý koniec adresy (8(f))
a posunieme hlavu na vstupe o jedna doprava (8(g)). Cyklus ukončíme v prípade, že sme už
dočítali vstup (̌cítameBLANK) a zárověn adresa je nulová (8(h)). V tomto prípade akceptujeme
(8(i)).

Vel’kost’ oboch adries na pracovnej páske jeO(log(n)). Je zrejmé, že NTS používaO(log(n))
priestoru.
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NTS akceptujúci jazykL = {001φ(k)0 . . . 01φ(3k−1)012(3k−1)+2−1 | k ≥ 2} v priestoreO(log(n))

Bez ujmy na všeobecnosti budeme predpokladat’, že na vstupe máme iba slovow. Tento
predpoklad nám vel’mi ul’aȟcí konštrukciu a nijako nemení charakter problému. Vd’aka oddel’ova-
ču 00, ktorý je na zǎciatku druhého (pravého) podslova, vieme zabezpečit’, aby sme neopustili
prvé podslovo. Skrátenie vstupu na polovicu tiež nemá žiadny dopad, lebo asymptoticky je dĺžka
rovnaká.

Uvažujme vstupné slovow. Musíme overit’,či je slovo tvaruw = uv, kde

u = 001φ(k)0 . . . 01φ(3k−1)0

a v = 12(3k−1)+2−1. Podslovou budeme nazývat’ permutačnou čast’ou slovaw a v budeme
nazývat’ vypchávkou.

Najprv overímeu - permutǎcnúčast’ slovaw. Treba si všimnút’, že permutačnáčast’ slova sa
skladá z úsekov, ktoré obsahujú len jednotky a sú oddelené nulami. Uhádneme a napíšeme
na pracovnú páskuk symbolov 1̄. Ak smek zle uhádli, neskôr dôjde k zaseknutiu. Teraz
odštartujeme kontrolný cyklus. Počet symbolov na pracovnej páske bude slúžit’ ako počítadlo pre
aktuálne skúmaný úsek. Na začiatku pǒcítadlo obsahujek symbolov, teda kontrolujeme úsek,
ktorý obsahujek jednotiek. Nedeterministicky uhádneme políčko vstupnej pásky, na ktorom
zǎcína ten správny úsek. To je ten úsek, ktorý obsahuje tol’ko jednotiek, kol’ko máme aktuálne
v počítadle. Overíme toto hádanie, tým, že prečítame celý úsek a zároveň čítame aj pǒcítadlo na
pracovnej páske. Ak sa počet symbolov nezhoduje, tak dôjde k zaseknutiu, inak pokračujeme
pridaním d’alšieho symbolu do počítadla a opakovaním kontrolného cyklu. Prvýchk symbolov
sú 1̄, tie ostatné, ktoré pridávame neskôr, sú1. Potrebujeme odlíšit’ prvýchk symbolov, lebo si
potrebujeme pamätat’k.

Nedeterministicky uhádneme, kedy skončit’ kontrolný cyklus. Po skoňcení overíme viacero
vlastností. Najprv skontrolujeme,či je v pǒcítadle presne3k − 1 symbolov. Toto vieme spravit’,
lebo v pǒcítadle máme odlíšených prvýchk symbolov. Ak sa NTS nezasekol, znamená to, že pre
každý pǒcet jednotiek odk až po3k− 1, existuje nejaký úsek, ktorý má zhodný počet jednotiek.
Ešte treba overit’,̌ci počet úsekov je presne2k, t.j. že neexistujú dva zhodné úseky. Toto tiež
overíme, lebo v pǒcítadle máme uloženék. Týmto sme overili permutǎcnúčast’ slova. Môže sa
zdat’, že sme neošetrili možnost’, kebyčítacia hlava zablúdila do vypchávky. V tomto prípade,
však dôjde k zaseknutiu, lebo vypchávka nemá ako posledný symbol0.

Nastavíme hlavu na vstupe na prvý symbol vypchávky, t.j. hned’ napravo od poslednej nuly.
Teraz naštartujeme kontrolný cyklus, ktorý overí,či je pǒcet jednotiek správny. Na pracovnej
páske máme pǒcítadlo, ktoré obsahuje3k − 1 jednotiek. Na pracovnú pásku napíšeme dve
adresy, ktoré budeme potrebovat’. Adresa bude reprezentovat’ binárne zakódovanú vzdialenost’
od zǎciatku vypchávky. Na zǎciatku tieto adresy obsahujú samé nuly a ich dĺžku uhádneme.
Ich d́lžka je O(log(n)). Kontrolný cyklus bude vyzerat’ takto: za každú jednotku v počítadle
urobíme nasledujúcu procedúru. Posunieme hlavu na vstupe tol’kokrát doprava, kol’ko krokov
trvá zníženie prvej adresy z aktuálnej hodnoty na nulu. Ked’že v prvej adrese bola aktuálna
vzdialenost’ hlavy od zǎciatku vypchávky, týmto sme hlavu posunuli tak, že jej vzdialenost’
od zǎciatku je teraz dvojnásobná. Teraz musíme aktualizovat’ obidve adresy. Druhá adresa si
zachovala starú hodnotu adresy pozície hlavy na vstupe. Ked’že vzdialenost’ je teraz dvojnásobná,
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stǎcí urobit’ SHIFT LEFT (teda vynásobit’ binárnu adresu dvomi). Túto novú adresu skopírujeme
aj do prvej adresy.

Tento cyklus opakujeme kým sa neminú jednotky v počítadle. Posledný prechod cyklom
treba separátne ošetrit’, lebo počet jednotiek nemá byt’2(3k−1), ale2(3k−1)+2−1. Tieto konštanty
ale nemenia podstatu kontrolného cyklu. Nasleduje formálna konštrukcia zjednodušenej verzie.
Za konštrukciou je podrobný komentár ku každému riadkuδ-funkcie.

Zostrojíme NTS A, ktorý akceptujeL v priestoreO(log(n)). NTS má jednu vstupnú pásku
z ktorej môže leňcítat’ a jednu pracovnú pásku.A = (K, Σ, Γ, δ, q0, F ), kde Σ = {0, 1},
Γ = {0, 1, 1̄, 1̃, [1], (1), 0̄, #1, #2},
K = {q0, qinit, qfind, qfound, q←found, qcompare, q←, q1̄

select, q→select, q
[1]
select, qcheck, qreset

input, q1
prep, q2

prep,
qcount
zero1

, qcount
zero2

, q→, qmake
addr1, q

make
addr , qmake

addr2, qrewind, qcomp
read , qcomp

→ , qdec, qdec
return, qshift

move, q
shift, qcopy

→ , qcopy
read,

qunmark
← , qcopy

⇒ , qunmark
← , qunmark

→ , q̄comp
→ , q̄dec, q̄dec

return, qlast
one , qF}∪{q

shift
b , q←b , qfind

b | b ∈ {0, 1}},
F = {qF} a δ je v tvare

δ(state,input,work) ={(state,work,input dir,work dir)}.

1. Inicializácia a porovnanie úseku zo vstupu s počítadlom na pracovnej páske

(a) δ(q0, 0, B) = {(qinit, 1̄, 1, 1)}

(b) δ(qinit, 0, B) = {(qinit, 1̄, 0, 1), (qfind, 1̄, 0, 1)}

(c) δ(qfind, a, B) = {(qfind, B, b, 0), (qfound, B, 0, 0)} | a ∈ Σ, b ∈ {−1, 0, 1}

(d) δ(qfound, a, B) = {(q←found, B, 0,−1)} | a ∈ Σ

(e) δ(q←found, a, c) = {(q←found, c, 0,−1)} | a ∈ Σ, c ∈ {1, 1̄}

(f) δ(q←found, a, B) = {(qcompare, B, 0, 1)} | a ∈ Σ

(g) δ(qcompare, 1, c) = {(qcompare, c, 1, 1)} | c ∈ {1, 1̄}

(h) δ(qcompare, 0, B) = {(qfind, 1, 0, 1), (q←, B, 0,−1)}

2. Overenie správneho počtu symbolov na pracovnej páske po skončení porovnávacieho cyk-
lu

(a) δ(q←, 0, c) = {(q←, c, 0,−1)} | c ∈ {1, 1̄, [1]}

(b) δ(q←, 0, B) = {(q1̄
select, B, 0, 1)}

(c) δ(q←, 0, 1̃) = {(q1̄
select, 1̃, 0, 1)}

(d) δ(q1̄
select, 0, 1̄) = {(q→select, 1̃, 0, 1)}

(e) δ(q→select, 0, 1̄) = {(q→select, 1̄, 0, 1)}

(f) δ(q→select, 0, [1]) = {(q→select, [1], 0, 1)}

(g) δ(q→select, 0, 1) = {(q
[1]
select, [1], 0, 1)}

(h) δ(q
[1]
select, 0, 1) = {(q←, [1], 0, 0)}

(i) δ(q
[1]
select, 0, B) = {(qcheck, [1], 0,−1)}
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(j) δ(qcheck, 0, d) = {(qcheck, d, 0,−1)} | d ∈ {1̃, [1]}

(k) δ(qcheck, 0, B) = {(qreset
input, B, 0, 1)}

3. Overenie správneho počtu núl v permutǎcnejčasti slova

(a) δ(qreset
input, a, 1̃) = {(qreset

input, 1̃,−1, 0)} | a ∈ Σ

(b) δ(qreset
input, B, 1̃) = {(q1

prep, 1̃, 1, 0)}

(c) δ(q1
prep, 0, 1̃) = {(q2

prep, 1̃, 1, 0)}

(d) δ(q2
prep, 0, 1̃) = {(qcount

zero1
, 1̃, 1, 0)}

(e) δ(qcount
zero1

, 1, 1̃) = {(qcount
zero1

, 1̃, 1, 0)}

(f) δ(qcount
zero1

, 0, 1̃) = {(qcount
zero2

, 1̃, 1, 0)}

(g) δ(qcount
zero1

, 1, [1]) = {(q→, [1], 0,−1)}

(h) δ(qcount
zero2

, 1, 1̃) = {(qcount
zero2

, 1̃, 1, 0)}

(i) δ(qcount
zero2

, 0, 1̃) = {(qcount
zero1

, 1̃, 1, 1)}

4. Inicializácia adries na pracovnej páske, potrebných na kontrolu vypchávky

(a) δ(q→, 1, c) = {(q→, c, 0, 1)} | c ∈ {1, 1̄, [1]}

(b) δ(q→, 1, B) = {(qmake
addr1, #1, 0, 0)}

(c) δ(qmake
addr1, 1, B) = {(qmake

addr1, 0, 0, 1), (qmake
addr , 1, 0, 1)}

(d) δ(qmake
addr , 1, B) = {(qmake

addr2, #2, 0, 1)}

(e) δ(qmake
addr2, 1, B) = {(qmake

addr2, 0, 0, 1), (qrewind, 1, 0,−1)}

(f) δ(qrewind, 1, b) = {(qrewind, b, 0,−1)} | b ∈ Γ − {(1)}

(g) δ(qrewind, 1, (1)) = {(qcomp
read , (1), 0, 1)}

(h) δ(qrewind, 1, B) = {(qcomp
read , B, 0, 1)}

(i) δ(qcomp
read , 1, c) = {(qcomp

→ , (1), 0, 1)} | c ∈ {1̃, [1]}

(j) δ(qcomp
→ , 1, c) = {(qcomp

→ , c, 0, 1)} | c ∈ {1̃, [1], #1, 0, 1}

(k) δ(qcomp
→ , 1, #2) = {(qdec, #2, 0,−1)}

5. Vnútorný cyklus - posúvanie hlavy na vstupe a príslušná zmena adries

(a) δ(qdec, 1, 0) = {(qdec, 1, 0,−1)}

(b) δ(qdec, 1, 1) = {(qdec
return, 0, 0,−1)}

(c) δ(qdec, 1, #1) = {(qshift
move, #1, 0, 1)}

(d) δ(qdec
return, 1, c) = {(qdec

return, c, 0, 1)} | c ∈ {0, 1}

(e) δ(qdec
return, 1, #2) = {(qdec, #2, 1,−1)}
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(f) δ(qshift
move, 1, c) = {(qshift

move, c, 0, 1)} | c ∈ {0, 1, #2}

(g) δ(qshift
move, 1, B) = {(qshift, B, 0,−1)}

(h) δ(qshift, 1, b) = {(qshift
b , 0, 0,−1)} | b ∈ {0, 1}

(i) δ(qshift
b , 1, c) = {(qshift

c , b, 0,−1)} | b, c ∈ {0, 1}

(j) δ(qshift
0 , 1, #2) = {(qcopy

→ , #2, 0, 1)}

6. Kopírovanie novovzniknutej adresy

(a) δ(qcopy
→ , 1, b) = {(qcopy

→ , b, 0, 1)} | b ∈ {0, 1}

(b) δ(qcopy
→ , 1, b̄) = {(qcopy

read, b̄, 0,−1)} | b ∈ {0, 1}

(c) δ(qcopy
→ , 1, B) = {(qcopy

read, B, 0,−1)}

(d) δ(qcopy
read, 1, b) = {(q←b , b̄, 0,−1)} | b ∈ {0, 1}

(e) δ(qcopy
read, 1, #2) = {(qunmark

← , #2, 0,−1)}

(f) δ(q←b , 1, c) = {(q←b , c, 0,−1)} | b, c ∈ {0, 1}

(g) δ(q←b , 1, #2) = {(qfind
b , #2, 0,−1)} | b ∈ {0, 1}

(h) δ(qfind
b , 1, c̄) = {(qfind

b , c̄, 0,−1)} | b, c ∈ {0, 1}

(i) δ(qfind
b , 1, c) = {(qcopy

⇒ , b̄, 0, 1)} | b, c ∈ {0, 1}

(j) δ(qcopy
⇒ , 1, b̄) = {(qcopy

⇒ , b̄, 0, 1)} | b ∈ {0, 1}

(k) δ(qcopy
⇒ , 1, #2) = {(qcopy

→ , #2, 0, 1)}

(l) δ(qunmark
← , 1, b̄) = {(qunmark

← , b̄, 0,−1)} | b ∈ {0, 1}

(m) δ(qunmark
← , 1, #1) = {(qunmark

→ , #1, 0, 1)}

(n) δ(qunmark
→ , 1, b̄) = {(qunmark

→ , b, 0, 1)} | b ∈ {0, 1}

(o) δ(qunmark
→ , 1, #2) = {(qunmark

→ , #2, 0, 1)}

(p) δ(qunmark
→ , 1, B) = {(qrewind, B, 0,−1)}

7. Posledný prechod - riešený separátne

(a) δ(qcomp
read , 1, #1) = {(q̄comp

→ , #1, 0, 1)}

(b) δ(q̄comp
→ , 1, c) = {(q̄comp

→ , c, 0, 1)} | c ∈ {0, 1}

(c) δ(q̄comp
→ , 1, #2) = {(q̄dec, #2, 0,−1)}

(d) δ(q̄dec, 1, 0) = {(q̄dec, 1, 0,−1)}

(e) δ(q̄dec, 1, 1) = {(q̄dec
return, 0, 0,−1)}

(f) δ(q̄dec, B, 1) = {(qlast
one , 1, 0,−1)}

(g) δ(q̄dec
return, 1, c) = {(q̄dec

return, c, 0, 1)} | c ∈ {0, 1}

(h) δ(q̄dec
return, 1, #2) = {(q̄dec, #2, 1,−1)}
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(i) δ(qlast
one , B, 0) = {(qlast

one , 0, 0,−1)}

(j) δ(qlast
one , B, #1) = {(qF , #1, 0, 0)}

Začneme tým, že na pracovnú pásku (1(a) a 1(b)) napíšemek symbolov1̄ (aspǒn dva), taktiež
overíme,či sa na zǎciatku vstupnej pásky nachádzajú dva symboly0. Prejdeme do kontrolného
cyklu, ktorý sa zǎcína uhádnutím úseku na vstupnej páske, ktorý budeme kontrolovat’ (1(c)).
Presunieme sa hlavou na pracovnej páske na začiatǒcnú pozíciu (1(d) a 1(e)). Porovnáme dĺžky
úseku na vstupnej páske a aktuálny obsah pracovnej pásky (1(f) a 1(g)). Pomocou 1(h) bud’
opakujeme cyklus, alebo ho ukončíme.

Presunieme hlavu pracovnej pásky na začiatok (2(a) a 2(b)) a zǎcneme kontrolný cyklus (2(c)
- 2(h)), ktorý overí,či máme na pracovnej páske správny počet symbolov (3k − 1). Robíme to
nasledovne: v jednom prechode cyklom prepíšeme jeden symbol 1̄ na 1̃ a dva symboly1 na [1].
Teda za každý symbol̄1 prepíšeme dva symboly1. Posledný prechod je riešený separátne, lebo
v ňom treba prepísat’ len jeden symbol1 (2(i)), a potom treba ukoňcit’ cyklus. Po ukoňcení
cyklu skontrolujeme (2(i) - 2(k)),̌ci neostali nejaké nespracované symboly. Ak nejaké nájdeme,
tak sme zle hádali pǒcet symbolov na pracovnej páske a dôjde k zaseknutiu. Pri tejto kontrole
nastavíme hlavu pracovnej pásky na jej začiatok. Špeciálne opatrenie obsahuje 2(i). Tento prípad
nielen ošetruje posledný prechod, ale naviac po načítaníBLANK-u, napíše ešte jeden symbol
[1] naviac. Z technických príčin chceme mat’ pri kontrole vypchávky nie3k − 1 symbolov na
pracovnej páske, ale3k.

Overíme,či počet núl v permutǎcnej časti je správny. Nastavíměcítaciu hlavu na zǎciatok
(3(a)). Preskǒcíme prvé dve nuly (3(b) a 3(c)), lebo tie slúžia ako špeciálny oddel’ovǎc. Nás
zaujímajú iba nuly, ktoré sú medzi jednotlivými úsekmi. Za každé dve nuly, ktoré postupne
nájdeme na vstupe, prečítame jeden symbol̃1 z pracovnej pásky (3(d), 3(e) ,3(f) ,3(h) a 3(i)).
Ked’ prěcítame všetky symbolỹ1 z pracovnej pásky, ukončímečítanie núl (3(g)); hlavu vstupnej
pásky nastavíme na prvý symbol vypchávky, t.j. prvú jednotku, ktorá je hned’ napravo od
posledne skontrolovanej nuly. Znamená to, že sme skontrolovali celú permutǎcnú čast’ slova.
Ďalej nemusíme kontrolovat’,̌ci sú nuly vo vypchávke, lebo to overíme pri kontrole vypchávky.
Celkovo sme overili nasledovné vlastnosti permutačnejčasti:

• Pre každý pǒcet jednotiek, ktorý bol na pracovnej páske (odk až po3k − 1), existuje
nejaký úsek na vstupe, ktorý má zhodný počet jednotiek, naviac je ukončený symbolom 0

• Pǒcet úsekov v permutačnejčasti slova je práve2k

• Pǒcet núl v permutǎcnejčasti slova (nerátajúc prvé dve) je práve2k

Z týchto vlastností nutne vyplýva tvar permutačnejčasti slova podl’a definície jazyka.
Preskúmame vypchávku. Treba si všimnút’, že pri celej kontrole vypchávky, nedovol’ujeme

čítat’ nuly na vstupe. Presunieme hlavu pracovnej pásky na jej koniec (4(a)). Vytvoríme prvú
adresu (4(b) a 4(c)), ktorá začína symbolom#1 a potom nasledujelog(n) núl a jedna jednotka.
Hned’ za ňou vytvoríme druhú adresu (4(d) a 4(e)) obdobným spôsobom,len bude zǎcínat’
symbolom#2. Dĺžky oboch adries uhádneme rovnako dlhé (toto neskôr overíme) a naviac ich
uhádneme dost’ dlhé na to aby sa výpočet neskôr nezasekol.
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Naštartujeme cyklus, ktorý skontroluje počet jednotiek vo vypchávke. V jednom prechode
cyklu sa vykoná nasledovné: presunieme hlavu pracovnej pásky na prvý (najl’avejší) nespracova-
ný symbol (4(f) - 4(h)), t.j.1̃ alebo[1]. Spracujeme ho (prepíšeme na(1)) (4(i)) a presunieme
sa na koniec prvej adresy (na pracovnej páske) (4(j) a 4(k)).Spustíme vnútorný cyklus, ktorý
bude posúvat’ hlavou na vstupe. V jednom prechode znížime hodnotu adresy o jeden (5(a) a
5(b)) a posunieme hlavu na vstupe o jedno políčko doprava. Toto robíme (5(d) a 5(e)), kým
neznížime prvú adresu na nulovú (5(c)). Presunieme sa na koniec druhej adresy (5(f) a 5(g)) a
zdvojnásobíme jej hodnotu vykonaním operácie SHIFT LEFT (5(h) a 5(i)). Po ukoňcení operácie
SHIFT (5(j)), skopírujeme obsah druhej adresy do prvej.

Kopírovanie pracuje v cykle. Presunieme hlavu pracovnej pásky na najpravejší nespracovaný
symbol (bez pruhu) (6(a) - 6(c)) druhej adresy. Spracujeme ho a uložíme do stavu (6(d)).
Presunieme sa na prvý (najpravejší) nespracovaný symbol prvej adresy (6(e) - 6(h)) a prepíšeme
ho spracovaným znakom, ktorý máme uložený v stave (6(i)). Presunieme sa do druhej adresy
(6(j) a 6(k)). Cyklus opakujeme, kým nie sú všetky znaky spracované, resp. skopírované. Po
skoňcení kopírovania odstránime pruhy (6(l) - 6(p)) a začneme nový prechod vonkajšieho cyklu.
Treba si všimnút’, že pri práci s adresami vyžadujeme ich rovnakú d́lžku. Ak je d́lžka rôzna,
dôjde k zaseknutiu. Taktiež, ak adresa nie je dost’ dlhá, dôjde k zaseknutiu. Vonkajší cyklus
prebehne presne3k-krát. Jednotiek má byt’ vo vypchávke2(3k−1)+1 −1. Preto posledný prechod
cyklom musíme ošetrit’ špeciálne.

Posledný prechod identifikujeme tak, že už máme všetky symboly na pracovnej páske (v
časti pǒcítadla) spracované (7(a)). Prejdeme do pruhovanej kópie vnútorného cyklu. 7(b) a
7(c) presunie hlavu pracovnej pásky na koniec prvej adresy.Vykonáme zníženie adresy (7(d) a
7(e)), presunutie hlavy na pracovnej páske na koniec adresya posunutie hlavy na vstupe o jedno
políčko doprava. Rozdiel je, že v poslednom prechode nerobíme SHIFT druhej adresy, lebo tú
adresu už nepotrebujeme. Taktiež, ak je slovo správneho tvaru, tak sa nikdy nestane, že by sme
išli znížit’ minimálnu adresu. Správne slovo v poslednom prechode na vstupěcíta BLANK.
Toto detekujeme v 7(f) a overíme,či je čítacia hlava na správnej pozícii, t.j.či prvá adresa je
tvaru0O(log(n))1 (7(i) a 7(j)).

Ked’žek ≤ log(n) priestor, ktorý potrebujeme na výpočet jeO(k)+O(log(n))+O(log(n)),
teda celkovoO(log(n)).

Našli sme aspǒn jeden jazyk, ktorý vylǔcuje možnost’ tesnej simulácie. Teraz sa pokúsime
rozšírit’ tento jazyk na triedu jazykov.

Využijeme lemu o bariére, pomocou ktorej ukážeme, že G-systém potrebuje aspoň O(n)
krokov na akceptovanie jazykaL = {ww | w ∈ Σ+}.

Ukázali sme, žeL ∈ ASPACE(log(n)) (dokoncaL ∈ NSPACE(log(n))). Teraz sporom
ukážeme, žeL /∈ GTIME(log(n)). Predpokladajme, že existuje G-systém, ktorý generujeL v
logaritmickomčase. Vyberme si l’ubovol’né slovo z jazykaL. Nech je tow = w1#w2. Podl’a
lemy o bariére je možné preniest’ najviacO(log(n)) symbolov z l’avejčasti vetnej formy do
pravej. Ked’že d́lžka podslovw1 a w2 je O(n) podslovow2 sa môže líšit’ odw1 v n − log(n)
znakoch. Formálnejšie povedané, vieme, že k danému odvodeniu podslovw1, w2, existuje slovo
w̄2, ktoré sa líši odw2 v najviac n

2
− log(n) znakoch. Ked’že je komunikácia obmedzená na

O(log(n)) infomácií, G-systém nevie rozlíšit’ slováw2 a w̄2. Vygeneruje aj slovow1#w̄2, ktoré
ale nepatrí do jazyka,̌co je spor.
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Vieme, že vyššie spomenutý jazykL ∈ ASPACE(log(n)) a sú̌casneL /∈ GTIME(log(n)).
NaviacL /∈ GTIME(f(n)), pref(n) = o(n). Najbližšia trieda, do ktorejL patrí, jeGTIME(n)
podl’a lemy o bariére. Tento jazyk vylučuje možnost’ tesnej simulácie.

Našli sme jazyk, ktorý odhal’uje slabost’ G-systému - pomalá vnútorná komunikácia. Aby
sme ukázali, že sa nedá spravit’ tesná simulácia, potrebujeme viac ako tento jeden jazyk. Fakt,
že∃L ∈ ASPACE(log(n)) a sú̌casneL /∈ GTIME(log(n)), nevylǔcuje možnost’, že existuje
tesná simulácia pre iné funkcie akolog(n). Aby sme ukázali, že toto nie je možné, urobíme
rozšírenie jazykaL. Uvažujme jazyk

Lf(n),L = {ww | w ∈ L,L ∈ ASPACE(f(n)), L /∈ ASPACE(g(n)), g(n) = o(f(n))}

pref(n) = Ω(log(n)) ∧ f(n) = o(n). Akceptácia takéhoto jazyka pre ATS vyzerá nasledovne.
Ked’že w ∈ L a L ∈ ASPACE(f(n)), existuje ATS, ktorý akceptujew v priestoref(n).
Spustíme tento ATS na prvé podslovo. Náročnost’ sa asymptoticky nemení, lebo vstup sa zmenšil
iba o polovicu, čo je prenásobenie konštantou. Potom spustíme ATS na porovnanie oboch
podslov (popísaný vyššie). Je zrejmé, že celková simuláciapotrebujeO(f(n)) priestoru.

Táto konštrukcia nie je použitel’ná pre funkcief(n) = o(log(n)), lebo nechf(n) je akokol’-
vek malé, tak celková priestorová náročnost’ budelog(n) (lebo tol’ko priestoru potrebujeme na
porovnanie).

Z [6] vieme, že existuje neregulárny jazykLf ∈ ASPACE(f(n)), pričom
Lf /∈ NSPACE(f(n)), pre f(n) = Ω(loglog(n)) ∧ f(n) = o(log(n)). Ked’že G-systém
vie v každom kroku zvä̌cšit’ vetnú formu, len ok násobok (k je maximum cez všetky dĺžky
prepisovacích pravidiel 1-a prekladača), vieme ním vygenerovat’ počasp krokov vetnú formu
dĺžky najviackp. Inými slovami, pref(n) = o(log(n)) vie vygenerovat’ iba koněcné jazyky.
Môžeme teda povedat’, žeLf ∈ ASPACE(f(n)) aLf /∈ GTIME(f(n)),
pref(n) = Ω(loglog(n)) ∧ f(n) = o(log(n)).

Veta 2.2.3: ATIME(f(n)) ⊆
⋃

c GTIME(cf(n)), pref(n) = o(n).

Dôkaz: Zostrojíme pre jazykL = {ww | w ∈ ΣL} ATS s rýchlym prístupom na pásku, ktorý
akceptujeL v časeO(log(n)). ATS má jednu vstupnú pásku, z ktorej môže lenčítat’, jednu
pracovnú pásku a register. Podrobný komentár kuδ - funkcii sa nachádza hned’ za konštrukciou.
A = (K, Σ, Γ, δ, q0, F ), kde Σ = ΣL, Γ = ΣL,K∃ = {q0, qinit, q←init, q←, qmove, q⇐, qF} ∪
{qsavea

| a ∈ Σ}, K∀ = {qsplit}, F = {qF} a δ je v tvare

δ(state, input, work, register) ={(state, work, register, input dir, work dir, register dir)}.

• δ(q0, a, B, 0) = {(qinit, 0̄, 0, 0, 1, 1)} | a ∈ Σ

• δ(qinit, a, B, 0) = {(qinit, 0, 0, 0, 1, 1)} | a ∈ Σ

• δ(qinit, a, B, $) = {(q←init, B, $, 0,−1,−1)} | a ∈ Σ

• δ(q←init, a, 0, 0) = {(q←init, 0, 0, 0,−1,−1)} | a ∈ Σ

• δ(q←init, a, 0̄, 0) = {(qsplit, 0̄, 0, 0, 1, 0)} | a ∈ Σ
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• δ(qsplit, a, 0, 0) = {(qsplit, 0, 0, 0, 1, 0), (qsplit, 1, 0, 0, 1, 0)} | a ∈ Σ

• δ(qsplit, a, B, 0) = {(q←, B, 0, 0,−1, 0)} | a ∈ Σ

• δ(q←, a,△, 0) = {(q←,△, 0, 0,−1, 0)} | △ ∈ {0, 1}, a ∈ Σ

• δ(q←, a, 0̄, 0) = {(qmove, 0̄, 0, 0, 1, 1)} | a ∈ Σ

• δ(qmove, a,△, 0) = {(qmove,△,△, 0, 1, 1)} | △ ∈ {0, 1}, a ∈ Σ

• δ(qmove, a, B, $) = {(q⇐, B, $, J,−1, 0)} | a ∈ Σ

• δ(q⇐, a,△, 0) = {(q⇐,△, 0, 0,−1, 0)} | △ ∈ {0, 1}, a ∈ Σ

• δ(q⇐, a, 0̄, 0) = {(qsavea
, 1̄, 1, J, 0, 0)} | a ∈ Σ

• δ(qsavea
, a, 1̄, 1) = {(qF , 1̄, 1, 0, 0, 0)} | a ∈ Σ

Najprv inicializujeme pracovnú pásku. Skopírujeme obsah registra (0log(n)) na pracovnú
pásku a prvý symbol0 oznǎcíme pruhom (má špeciálny význam) -0̄. Po skoňcení kopírovania
presunieme hlavu registra aj pracovnej pásky na začiatok. Posunieme hlavu pracovnej pásky
tesne za symbol̄0. Teraz budeme odvetvovat’ nové procesy tak, že prvý proces prepíše symbol
0 na 0 a druhý proces ho prepíše na1. V oboch prípadoch sa posunieme o jeden symbol
doprava. Vetvenie pokračuje, až kým neprídeme na prvýBLANK, t.j. prejdemelog(n) − 1
symbolov. Znova presunieme hlavu pracovnej pásky na jej začiatok (symbol̄0). Presunieme
hlavu za tento symbol a taktiež posunieme hlavu registra o jeden symbol doprava. Skopírujeme
zvyšok pracovnej pásky (až poBLANK) do registra. Po prekopírovaní použijeme inštrukciu
JUMP a skǒcíme s hlavou na vstupe na políčko pásky s adresou, ktorá je v registri. Opät’
presunieme hlavu registra a pracovnej pásky na začiatok. Uložíme symbol, ktorý̌cíta hlava
zo vstupu do stavu. Prepíšeme najl’avejší bit registra z0 na1. Teraz každý proces skočí na takto
zmodifikovanú adresu a porovnáčítané polí̌cko so vstupom. V prípade zhody akceptuje.

Časové nároky sú nasledovné: inicializácia trváO(log(n)) krokov. Presun pracovnej a
registrovej hlavy na zǎciatok trváO(log(n)) krokov. Vetvenie trváO(log(n)) krokov. Presun
pracovnej a registrovej hlavy na začiatok trváO(log(n)) krokov. Kopírovanie adresy z pracovnej
pásky do registra trváO(log(n)) krokov. Inštrukcia JUMP je vykonaná v konštantnomčase.
Presun pracovnej a registrovej hlavy na začiatok trváO(log(n)) krokov. Modifikácia najl’avej-
šieho bitu adresy je v konštantnom̌case. Inštrukcia JUMP je vykonaná v konštantnomčase.
Porovnanie symbolov je vykonané v konštantnomčase. Celkový̌cas potrebný na akceptáciu je
O(log(n)).

Vieme, že vyššie spomenutý jazykL ∈ ATIME(log(n)) a sú̌casneL /∈ GTIME(log(n)).
NaviacL /∈ GTIME(f(n)), pref(n) = o(n). Najbližšia trieda, do ktorejL patrí jeGTIME(n)
podl’a lemy o bariére. Tento jazyk nám vylučuje možnost’ tesnej simulácie.

Dolný odhad urobíme obdobne ako v predchádzajúcom dôkaze - rozšírením jazykaL.

Lf(n),L = {ww | w ∈ L,L ∈ ATIME(f(n)), L /∈ ATIME(g(n)), g(n) = o(f(n))}
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pref(n) = Ω(log(n)) ∧ f(n) = o(n).

Veta 2.2.4: GTIME(f(n)) ⊆ ATIME(f 2(n)), pref(n) = Ω(log(n)) ∧ f(n) = o(n).

Dôkaz: Vieme z [1], žeGTIME(f(n)) ⊆ NSPACE(f(n)) a
NSPACE(f(n)) ⊆ ATIME(f 2(n)), pref(n) = Ω(log(n)). Z týchto tvrdení vyplýva naše
tvrdenie.

V d’alšom popíšeme kandidáta na kontrapríkladový jazyk prenaše tvrdenie. Využijeme
vlastnosti rýchlogenerovatel’ných jazykov. Treba pripomenút’, že sa zaoberáme jednopáskovým
modelom ATS, pokial’ nie je povedané inak.

Uvažujme jazykL = (ab)2m

. Tento jazyk vieme l’ahko vygenerovat’ G-systémom včase
log(n). Tento jazyk je natol’ko jednoduchý, že ho vieme akceptovat’ ATS tiež v časelog(n).
Popíšeme konštrukciu ATS kvôli tomu, aby sme videli, včom spǒcíva jednoduchost’ tohoto
rýchlo generovatel’ného jazyka. ATS najprv na pracovnú pásku skopíruje pǒciatǒcný obsah
registra (samé nuly). Potom sa začne binárne vetvit’ tak, že na pracovnej páske prepisuje adresu
zl’ava, vždy jeden proces prepíše jeden bit na0 a druhý proces na1. Vetvenie ukoňcíme tesne
pred posledným bitom adresy (najpravejším). Toto opatrenie zabezpěcí, že každý proces bude
mat’ na pracovnej páske adresu políčka, ktorým zǎcína nejaké podslovo. Teraz už len každý
proces naḱrmi adresu z pracovnej pásky do registra, skočí na príslušné políčko, a ak prěcíta
podslovoab, tak akceptuje. Vetvenie trváO(log(n)) krokov a rovnako ako naplnenie registra.
Celkovýčas potrebný na akceptáciu jeO(log(n)).

Skúsme odhalit’ vlastnost’, ktorá robí tento rýchlo generovatel’ný jazyk tak l’ahko akceptova-
tel’ným. Zdá sa, že to spočíva v rovnakej d́lžke podslov a vetvení binárneho stromu nad vstupnou
páskou. Skúsime zmenit’ dĺžku podslova na viac ako dva symboly.

Uvažujme jazykL = (abc)3m

. V tomto prípade môžeme skúsit’ postupovat’ rovnako. G-
systém nemá problém tento jazyk vygenerovat’ včaseO(log(n)). ATS zǎcne mat’ problémy,
lebo d́lžka slova a vetvenie sa nezhodujú. Toto môžeme riešit’ viacerými spôsobmi.

Prvý spôsob je písat’ na pracovnú pásku adresy vk-árnej sústave. Potom je potrebné spravit’
preklad zk-árnej sústavy do binárnej v̌caseO(log(n)). Uvažujme vstupné slovo dĺžky n v k-
árnej sústave. Urobit’ preklad zk-árnej sústavy do binárnej sa zrejme nedá urobit’ v lineárnom
čase, lebo zvyšok po delení, ktorý si musíme pamätat’, sa nedá ohranǐcit’ konštantou. L’ahko sa
nahliadne, že jeho vel’kost’ môže byt’ ažO(n). Stǎcí zobrat’ vstupné slovo, ktoré má vo všetkých
cifrách symbolk − 1, teda ide o najvä̌cšiečíslo, ktoré sa dá zapisat’ v tejto sústave vzhl’adom
na túto d́lžku. V každom kroku zvyšok, ktorý si pamätáme, rastie, až kým nedǒcítame vstupné
slovo. Až potom zǎcne zvyšok klesat’. Ked’že zvyšok môže byt’ až vel’kostiO(n), nemôžeme
si ho uložit’ v stave, ale niekde na páske. Musíme sa teda pri preklade vždy k nemu vracat’ a
to vedie k d́lžke výpǒctu ω(n) krokov. Ďalší intuitívny dôvod, prěco sa nedá spravit’ redukcia z
k-árneho stromu na binárny bez nejakejčasovej straty, je fakt, že počet pások TS tiež nevieme
zredukovat’ na jednu bežcasovej straty. Preklad adresy nie je vhodný prístup.

Iný prístup je prispôsobit’ pǒcetnost’ vetvenia stromu nad vstupnou páskou. Teda v tomto
prípade by stupěn vetvenia nebol dva, ale tri. Na pracovnú pásku by sme písaličísla v trojkovej
sústave a zvyšok postupu by bol rovnaký. Otázka je,či model ATS s rýchlym prístupom na vstup
s binárnym stromom je ekvivalentný s ternárnym stromom (všeobecnejšiek-árnym stromom).
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Treba si všimnút’, že zvýšenie stupňa vetvenia o konštantný počet, asymptoticky nemení hĺbku
stromu a ani d́lžku adresy (zmena základu logaritmu je prenásobenie konštantou). Definujeme
rozšírenie pásky s rýchlym prístupom na vstup, ktorá nebudemat’ nad páskou zavesený binárny,
ale k-árny strom. Intuitívne ide o podobné rozšírenie ako jek-páskový TS, vzhl’adom ku
jednopáskovému. Adresa registra sa, očakávatel’ne, tiež mení. Namiesto abecedy{0, 1}, bude
mat’ abecedu{0, 1, . . . , k − 1}. S takýmto rozšírením vieme akceptovat’ jazyky

L = {(w)km

| w ∈ Σ, | w |= k,m ≥ 0}

pomocou ATS s rýchlym prístupom na vstup sk-árnym vetvením. Teda tieto jazyky nie sú pre
naše ú̌cely zaujímavé.

Zdá sa, že tá vlastnost’, ktorú hl’adáme, je synchronizáciadĺžky jednotlivých podslov. Pevná
dĺžka podslov implikuje pevné pravidlá na výpočet adresy. Preskúmame,čo sa stane, ak povolíme
mat’ rôzne d́lžky podslov. NechLK = {v1, v2, . . . , vk | k > 0} je l’ubovol’ný neprázdny
koněcný jazyk, neobsahujúciǫ. Nech L = {w1w2 . . . w2m | wi ∈ LK ,m ≥ 0}. Tento
rýchlo generovatel’ný jazyk je G-systémom vygenerovatel’ný v časeO(log(n)). Exponenciálne
množenie pǒciatǒcných neterminálov trváO(log(n)) krokov. Potom v konštantom̌case vieme
z každého neterminálu vygenerovat’ slovo z konečného jazyka. Na druhej strane ATS začne
mat’ vel’ké problémy, lebo výpǒcet adresy neprichádza do úvahy, nakol’ko dĺžky slov a teda aj
adresy ich zǎciatkov sú úplne l’ubovol’né. Bez alternovania nemá ATS šancu na úspech, nakol’ko
nestihne prěcítat’ celý vstup. Pri alternovaní dochádza ku deleniu vstupu medzi procesy, ktoré
medzi sebou nekomunikujú.

Uvažujme konkrétny jazyk:

L = {w1w2 . . . w2m | wi ∈ Lab,m ≥ 0}, kdeLab = {ab, ab2, . . . , abk | k > 0}

Vstup medzi procesy môžeme rozdelit’ načasti rovnakej alebo rôznej dĺžky. V prípadečastí
rovnakej d́lžky dochádza ku problému. Môže sa stat’, že jedno podslovo bude rozdelené na dve
časti, prǐcom každúčast’ dostane na vstup iný proces. Ked’že procesy nekomunikujú, nastáva
problém pri akceptácii. Prǐcastiach rôznej d́lžky musíme uhádnut’ rozdelenie slov pre vstupy
jednotlivých procesov tak, aby nedošlo ku rozbitiu niektorého podslova na dvěcasti, lebo by sme
skoňcili s rovnakým problémom ako v predchádzajúcom prípade. Zamyslíme sa, ako uhádnut’
adresy zǎciatkov podslov. Zrejme neexistuje deterministický spôsob, ako vypǒcítat’ jednotlivé
adresy, ako to bolo v prípade pevnej dĺžky podslov. Skúsme využit’ nedeterminizmus. Nech
každý proces uhádne adresu, a potom to overíme. Správna adresa je vtedy, ak sa proces po
skoku ocitne na políčku obsahujúcea. Potom každý proces skontroluje,či príslušné podslovo
patrí do jazykaLab. Druhá podmienka je, že celý vstup musí byt’ prečítaný. Ale ked’že procesy
nekomunikujú, tento fakt nemáme ako overit’.

Ďalší spôsob je uhádnut’ ciel’ové adresy pre všetky procesy(okrem prvého, lebo ten má
adresu jasnú). Potom overíme,či sme hádali správne. Budeme to robit’ takto: ked’ si zoberieme
dva susedné procesy (t.j. procesy, ktoré kontrolujú dva úseky vstupu, ktoré sú vedl’a seba), pred
odvetvením sa dohodnú na ciel’ovej adrese pravého procesu.Pravý proces skǒcí na túto adresu a
l’avý skočí na svoju adresu. L’avý proces potom budečítat’ vstup a zvyšovat’ svoju adresu až kým
nepríde na prvéa. Toto zaberie konštantne vel’ačasu, lebo podslovo je konštantnej dĺžky. Potom
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porovná svoju adresu a adresu, na ktorej sa dohodol s pravým procesom. Ak sú zhodné, tak
akceptuje. Teda všeobecnejšiei-ty proces, kontroluje svojǔcast’ vstupu a zároveň kontroluje,
či i + 1-vý uhádol svoju ciel’ovú adresu správne (prvý proces je výnimka, toho nekontroluje
nikto, lebo jeho adresa je od začiatku známa). Táto konštrukcia má jeden problém, a to je fakt,
že procesy sa pred odvetvením musia dohodnút’ na spoločnej adrese. Postupné odvetvovanie
(t.j. strom hreběn - má málo uzlov a vel’kú h́lbku, je nevyvážený) je príliš pomalé. Aby sa to
dalo stihnút’ včaseO(log(n)), musí byt’ akceptǎcný výpǒcet vyváženejší. Toto je ale sporná
požiadavka so spoločným dohodnutím adresy. Totiž ak má byt’ strom vyvážený, musia sačo
najskôr procesy odvetvit’ a ešte sa nestihnú dohodnút’ na spoločnej adrese. Problém je najlepšie
vidiet’, ak zoberieme najpravejší listový proces l’avého podstromu (z pohl’adu korěna stromu)
a najl’avejší listový proces pravého podstromu. Tieto dva procesy sú susedné, ale nemohli sa
stihnút’ dohodnút’ na spolǒcnej adrese.

Lepší spôsob sa zdá byt’ rekurzívny prístup. Hlavný proces (korěn) má overit’ celý vstup, t.j.
interval od adresy0log(n) až po adresu1log(n). Overí to takto: uhádne stredový deliaci bod. Tento
bod nie je nutne v strede vstupu, ale je niekde v strede, ak berieme do úvahy len políčka, ktoré
obsahujú symbola. Uhádneme ho tým, že uhádneme adresu políčka, ktoré obsahuje symbola
a je stredovým deliacim bodom. Uhádnutie adresy trváO(log(n)) krokov, nakol’ko jej d́lžka
je O(log(n)). Rozvetvíme sa na dva procesy, jeden bude kontrolovat’ interval od adresy0log(n)

až po uhádnutú adresu a druhý skontroluje interval od uhádnutej adresy až po1log(n). Takto
sa vetvíme, až kým sa nedopracujeme k listovým procesom, t.j. takým, že majú skontrolovat’
iba úsek, ktorý už neobsahuje viac ako jednoa. V tomto prípade proces skočí na zǎciatǒcnú
adresu intervalu, skontrolujěci je tama, dǒcíta zvyšok podslova (overíči patrí doLab), pričom
si zvyšuje pǒciatǒcnú adresu. Toto robí, kým nepríde na adresu, ktorú ma zaznamenanú ako
koniec intervalu. V tomto okamihu musí platit’, že cestou neprěcítal ani jedno d’alšiea a zárověn
najbližšie polí̌cko napravo obsahujea. V tomto prípade proces akceptuje. Strom vetvenia má
hĺbku O(log(n)). Teda celkový̌cas jeO(log(n)).O(log(n)), t.j. O(log2(n)). Tento prístup vedie
k príliš pomalému riešeniu.

Modifikácia jazykaL = {w1#w2# . . . #w2m | wi ∈ LK ,m ≥ 0} trochu ul’aȟcuje problém,
lebo procesy vedia, kde začína a koňcí podslovo. Hlavný problém to však nerieši. Naviac, ak
sa ukáže, že to nejde pre jazykLab, tak to nepôjde ani pre verziu s mrežami. Ak dovolíme, aby
ǫ ∈ LK tak to na podstate problému nič nemení, len dovolíme procesom akceptovat’ǫ.

Hypotéza:L /∈ ATIME(log(n)), kdeL = {w1w2 . . . w2m | wi ∈ Lab,m ≥ 0}, pričom
Lab = {ab, ab2, . . . , abk | k > 0}.



2. Porovnanie tried zložitosti 66

2.3 Porovnanie tried zložitosti pref(n) = O(c)

• GTIME(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

• GTIME(f(n)) ⊆ ATIME(f(n)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Veta 2.3.1: GTIME(f(n)) ⊆ ASPACE(f(n)), pref(n) = O(c).

Dôkaz: G-systém vie vygenerovat’ v konštantnomčase iba všetky konečné jazyky, teda
GTIME(c) = F . Naproti tomu ATS v konštantnom priestore vie akceptovat’ všetky regulárne
jazyky (alternujúce koněcné automaty, ktorých sila je presneR). TedaASPACE(c) = R.
Opǎcná inklúzia evidentne neplatí, a teda vieme dokonca povedat’, že
GTIME(f(n)) ⊂ ASPACE(f(n)), pref(n) = O(c).

Veta 2.3.2: GTIME(f(n)) ⊆ ATIME(f(n)), pref(n) = O(c).

Dôkaz: Z predchádzajúcej vety vieme, žeGTIME(c) = F . Naproti tomu ATS v konštantnom
čase vie akceptovat’ všetky konečné jazyky, ale ešte aj niečo naviac. Napríklad jazyk{w |
w ∈ Σ∗} vie akceptovat’ v konštantnom̌case, zatial’̌co G-systém ho v konštatnom̌case nevie
vygenerovat’. Opǎcná inklúzia evidentne neplatí, a teda vieme, že
GTIME(f(n)) ⊂ ATIME(f(n)), pref(n) = O(c). Toto tvrdenie samozrejme platí len za
predpokladu, že ATS nemusí prečítat’ celý vstup, a taktiež nemusí kontrolovat’,či symboly na
páske patria do abecedy. Bez týchto predpokladov vie ATS akceptovat’ len koněcné jazyky.



ZÁVER

V práci sme prezentovali prehl’ad už známych vzt’ahov triedzložitosti oboch modelov. Úspešne
sme analyzovali oba modely a identifikovali ich slabé a silnémiesta. Na základe týchto novona-
dobudnutých poznatkov sa nám podarilo, za určitých podmienok, skonštruovat’ tesnú simuláciu
ATS pomocou G-systému a následne sme dokázali jej správnost’. Ďalej sme našli kontraprí-
kladový jazyk, ktorý, za uřcitých podmienok, dokáže ATS akceptovat’, ale G-systém ho nevie
generovat’. Oba výsledky̌ciastǒcne objašnujú vzt’ahy modelov.

Sformulovaním dvoch nedokázaných tvrdení sme pripravili podklady pre d’alšiu prácu. Našli
sme jazyky, ktoré sú dobrými kandidátmi na kontrapríkladové jazyky pri oboch tvrdeniach (dol-
ných odhadoch).

V oblasti ešte ostáva viacero nepreskúmaných vzt’ahov - otázka vzt’ahu oboch modelov je
stále otvorená a aktuálna, preto d’alšia práca v tejto oblasti je výzvou a zaujímavým problémom.
Budúcim prácam v tejto oblasti želáme vel’a úspechov.
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