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Abstrakt

Celulárny automat je výpo£tové zariadenie pozostávajúce zo vzájomne pre-

pojených kone£ných automatov, nazývaných bunky. Synchronizácia vychá-

dza z kon�gurácie, ke¤ je aktívna jediná bunka zvaná generál, a cie©om je,

aby v²etky bunky naraz vykonali ur£enú akciu.

V práci sú uvedené známe výsledky pre synchronizáciu úse£ky, kruhu, jed-

nosmerného kruhu, dvojrozmerných sietí a stromu. �alej uvádzame ná² vý-

sledok � synchronizáciu stromu pre ²peciálnu pozíciu generála v £ase
(
2 + 1

2

)
r.

Nakoniec vyslovujeme hypotézu o moºnom vylep²ení dosiahnutého výsledku.

K©ú£ové slová: synchronizácia, celulárne automaty, stromy

Abstract

The cellular automaton is a computational device consisting of intercon-

nected �nite automata, called cells. The synchronization starts in a con�g-

uration with the only active cell called general; the goal is that all cells do

some action simultaneously.

In this thesis we present known results of synchronization of lines, rings,

unidirected rings, two-dimensional networks and trees. Next we present our

result � the synchronization of trees for a special position of the general, work-

ing in time
(
2 + 1

2

)
r. Finally we hypothesize about possible improvements

of our result.

Keywords: synchronization, cellular automata, trees
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Kapitola 1

Úvod

Významnou oblas´ou informatiky sú paralelné výpo£ty. Praktickou moti-

váciou je napríklad vývoj v oblasti mikroprocesorov, kde sa výrobcovia uº

nesnaºia zvý²i´ taktovaciu frekvenciu, ale zvy²ujú po£et jadier procesora.

�al²ou aplikáciou paralelizmu je návrh VLSI obvodov.

Cie©om bude modelova´ zariadenie s ve©kým mnoºstvom malých a rých-

lych procesorov, pri£om predpokladáme prítomnos´ globálnych synchroni-

za£ných taktov. Od komunika£ných protokolov sa o£akáva ve©ká rýchlos´.

Z tohto dôvodu nemôºu procesory pouºi´ zdie©anú pamä´ kvôli jej pomalos-

ti. Teda procesor má k dispozícii len lokálnu pamä´ a komunika£né linky

so susedmi. Preto budeme jednotlivé procesory modelova´ pomocou kone£-

ných automatov, takºe mnoºstvo pouºitej pamäte na jeden procesor bude

kon²tantné.

Na takomto výpo£tovom modeli budeme rie²i´ problém synchronizácie.

Úlohou je, aby v²etky procesory vykonali nejakú akciu sú£asne, pri£om na

za£iatku je prebudený len jeden procesor. Vyrie²ený problém synchronizácie

môºe slúºi´ ako podprogram pri rie²ení zloºitej²ích úloh.

Problém synchronizácie bol skúmaný pre rôzne topológie siete. Ná² vý-

sledok spo£íva v nájdení lep²ieho rie²enia pre acyklické siete.

Zvy²ok práce je £lenený nasledovne. V kapitole 2 zade�nujeme potrebné

pojmy. V kapitole 3 zhrnieme známe výsledky o synchronizácii celulárnych

automatov. Hlavným prínosom tejto práce je kapitola 4, kde sa venujeme
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acyklickým sie´am. Ukáºeme, ºe pre vhodnú pozíciu generála je moºné do-

siahnu´ synchronizáciu rýchlej²ie ako pri pouºití známeho v²eobecného rie-

²enie. V kapitole 5 na£rtneme, ako by sa dosiahnuté výsledky dali zlep²i´.

8



Kapitola 2

Základné pojmy

2.1 Celulárny automat

Celulárny automat je výpo£tové zariadenie. Môºeme si ho predstavi´ ako

orientovaný graf, pri£om v kaºdom vrchole grafu je umiestnený kone£ný au-

tomat. Vrchol grafu spolu s príslu²ným kone£ným automatom budeme na-

zýva´ bunka celulárneho automatu. Namiesto �stav kone£ného automatu v

bunke p� budeme hovori´ len �stav bunky p�. Celulárny automat je homogén-

ny, teda kone£ný automat v kaºdej bunke má rovnakú prechodovú funkciu.

Prechodová funkcia λ kone£ného automatu má na vstupe stav bunky p a stav

v²etkých jej susedov v £ase t, výstupom λ je stav bunky p v £ase t+ 1. Ce-

lulárny automat pracuje synchrónne, teda prechodová funkcia je aplikovaná

na v²etky bunky naraz. Ke¤ºe v bunkách sú kone£né automaty, obmedzí-

me zhora po£et susedov bunky kon²tantou a; budeme hovori´, ºe celulárny

automat je typu a.

Na zjednodu²enie ozna£ovanie zavedieme ²peciálny stav sE (external); ak

má bunka menej ako a susedov, doplníme bunke ako susedov �zaráºky� v

podobe automatov, ktoré sú trvalo v stave sE.

Pri opise celulárneho automatu nebude sta£i´ pojem graf. V grafe mô-

ºeme pre kaºdý vrchol hovori´ len o mnoºine jeho susedov. Budeme v²ak

potrebova´ týchto susedov aj o£íslova´, teda pre daný vrchov u poveda´, kto-

rý vrchol v je i-ty sused vrchola u. Kvôli tomu zavedieme pojem sie´. Sie´
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sa dá chápa´ ako graf s pridanou informáciou o £íslovaní susedov.

Budeme hovori´, ºe bunka má vstupné porty. Ak bunka q je i-ty sused

bunky p, tak bunka p vidí na svojom i-tom vstupnom porte stav bunky q.

Ak bunka p nemá i-teho suseda, na svojom i-tom vstupnom porte vidí stav

sE.

Popis celulárneho automatu rozdelíme na popis siete (hovorí o tom, ako sú

bunky prepojené) a popis kone£ného automatu (hovorí o tom, ako sa bunky

správajú).

De�nícia 2.1.1. Pod sie´ou typu a budeme rozumie´ trojicu N = (P, pG, c),

kde P je kone£ná mnoºina buniek, pG ∈ P je generál a c je £iasto£ná funkcia

P × {0, . . . , a − 1} → P . Ak c(p, i) = q, tak i-ty vstupný port bunky

p je spojený s bunkou q. Nede�novaná hodnota c(p, i) znamená, ºe i-ty

vstupný port bunky p nie je zapojený. Mnoºinu {c(p, i) | 0 ≤ i ≤ a −
1 ∧ c(p, i) je definované} budeme nazýva´ susedia bunky p. Sie´ nazveme

symetrická, ak c(p, i) = q ⇒ (∃j)c(q, j) = p.

Aby sme pri opise sietí mohli vyuºi´ pojmy z teórie grafov, ku kaºdej

sieti priradíme prislúchajúci graf. Neformálne povedané, zabudneme na o£ís-

lovanie susedov. Formálne, sieti N = (P, pG, c) prislúcha orientovaný graf

G = (V,E), kde V = P a (p1, p2) ∈ E ⇐⇒ (∃i)c(p2, i) = p1. Ak sie´ N

je symetrická, má zmysel hovori´ o neorientovanom grafe G′ prislúchajúcom

N � ten dostaneme z G tak, ºe zabudneme orientáciu hrán. Takºe napr.

tvrdenie �sie´ N je strom� treba chápa´ ako �neorientovaný graf prislúchajúci

sieti N je strom�.

De�nícia 2.1.2. Automat typu a je ²estica A = (S, sQ, sG, sF , sE, λ), kde

S je kone£ná mnoºina stavov, sQ ∈ S je pokojný stav (quiescent state),

sG ∈ S \{sQ} je stav generála na za£iatku, sF ∈ S \{sQ, sG} je koncový stav,

sE 6∈ S je externý stav (reprezentuje vstup automatu, ak príslu²ný vstupný

port nie je zapojený), λ : Sa+1 → S je prechodová funkcia. Pokojný stav sQ

má tú vlastnos´, ºe ak je bunka aj v²etci jej susedia v stave sQ, tak bunka

ostáva v stave sQ; teda pre prechodovú funkciu musí plati´ {s1, s2, . . . , sa} ⊆
{sQ, sE} ⇒ λ(sQ, s1, s2, . . . , sa) = sQ.
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De�nícia 2.1.3. NechN = (P, pG, c) je sie´ typu a aA = (S, sQ, sG, sF , sE, λ)

je automat typu a. Celulárnym automatom typu a budeme rozumie´ dvojicu

(N,A).

Stav bunky p ∈ P v £ase t ∈ N v celulárnom automate (N,A) budeme

zna£i´ s(p, t, N,A).

Prechod celulárneho automatu môºeme formálne opísa´ nasledovne:

s(p, t+ 1, N,A) = λ(s(p, t, N,A), s0, . . . , sa−1)

kde si =

s(c(p, i), t, N,A) ak c(p, i) je de�nované

sE inak
pre i ∈ {0, . . . , a− 1}

De�nícia 2.1.4. Prvý prechod bunky zo stavu sQ do iného stavu nazveme

prebudenie bunky. Teda bunka ostáva v stave sQ, kým sa neprebudí. �as

prebudenia bunky p je najmen²ie tW také, ºe s(p, tW , N,A) 6= sQ.

Zavedieme ozna£enie Grid(P ) pre sie´ (typu 4) tvaru mrieºky, kde P je

kone£ná podmnoºina Z2 a (0, 0) ∈ P :

Grid(P ) = (P, pg = (0, 0), cGrid)

cGrid((x, y), i) =

c′Grid((x, y), i) ak c′Grid((x, y), i) ∈ P
nede�nované inak

c′Grid((x, y), 0) = (x− 1, y)

c′Grid((x, y), 1) = (x, y − 1)

c′Grid((x, y), 2) = (x+ 1, y)

c′Grid((x, y), 3) = (x, y + 1)

Poznamenajme, ºe v de�nícii Grid(P ) sme implicitne zahrnuli zmysel pre

orientáciu.

Pri synchronizácii stromov bude uºito£né povaºova´ generála pG za kore¬

stromu, preto v de�nícii 2.1.5 zavedieme príslu²né pojmy.
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De�nícia 2.1.5. Nech graf G je strom. Nech p je vrchol stromu. Nech

d(G, p) = l. Potom tých susedov vrchola p, ktorých vzdialenos´ od G je l+1,

budeme nazýva´ synovia p. Nech navy²e l ≥ 1. Potom ten sused vrchola p,

ktorého vzdialenos´ od G je l−1, je rodi£ p. Potomok vrchola p je kaºdý syn

vrchola p a kaºdý syn potomka vrchola p, tj. relácia �potomok� je tranzitívny

uzáver relácie �syn�.

Nech Pp je mnoºina obsahujúca p, v²etkých potomkov vrchola p v grafe

G a ni£ iné. Potom podgraf G indukovaný mnoºinou Pp budeme nazýva´

podstrom prislúchajúci vrcholu p v grafe G a zna£i´ subtreeG (p). Ke¤ bude

jasné, o ktorom grafe hovoríme, budeme zna£i´ len subtree (p).

H¨bku stromu G s kore¬om p budeme zna£i´ depth(G, p). �peciálne na-

miesto depth(subtree (p) , p) budeme písa´ len depth(subtree (p)).

2.2 Synchronizácia

Problém synchronizácie (resp. problém strelcov, �ring squad synchronization

problem, FSSP) je nasledujúca úloha. Je daná trieda sietí Γ. Treba navrhnú´

kone£ný automat A tak, aby na kaºdej sieti N ∈ Γ celulárny automat (N,A)

fungoval nasledovne. Na za£iatku je práve jedna bunka (generál) v stave sG,

ostatné sú v pokojnom stave sQ. Cie©om je, aby v²etky bunky pre²li naraz do

stavu sF , tento prechod budeme nazýva´ výstrel. Teda v²etky bunky musia

by´ v £ase tF v stave sF a ºiadna bunka nesmie by´ v £ase t < tF v stave sF .

Formálne t < tf ⇒ s(p, t, N,A) 66= sF , s(p, tf , N,A) = sF .

�as výstrelu pre celulárny automat (N,A), tj. £as, ke¤ v²etky bunky

prejdú do stavu sF , budeme ozna£ova´ tF (N,A). �as výstrelu je nede�nova-

ný, ak A nie je rie²ením FSSP pre sie´ N , teda ak niektoré bunky vystrelia

a iné nie. Ak ºiadna bunka nevystrelí, bude t(N,A) =∞.

2.3 Simulácia

Aby sme mohli z jednoduch²ích rie²ení sklada´ zloºitej²ie, zavedieme pojem

simulácie.
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De�nícia 2.3.1. Budeme hovori´, ºe celulárny automat (N,A) simuluje ce-

lulárny automat (N ′, A′) so za£iatkom v £ase t0, tj. ºe (N,A) je simulujúci

(alebo reálny) a (N ′, A′) je simulovaný (alebo virtuálny), ak existuje d ∈ N,
funkcia f : P ′ → P × {1, . . . , d} a £iasto£ná funkcia g : S × {1, . . . , d} → S ′

také, ºe

s(p′, t, N ′, A′) = g(s(p, t+ t0, N,A), i)

kde f(p′) = (p, i).

Funkcia f pre danú virtuálnu bunku p′ ∈ P ′ ur£uje, ktorá reálna bunka

p ∈ P ju bude simulova´. Funkcia g prekladá stavy reálneho automatu na

zodpovedajúce stavy virtuálneho automatu. Ke¤ºe jedna reálna bunka môºe

simulova´ viac virtuálnych buniek, druhým argumentom g je identi�kátor

poºadovanej virtuálnej bunky. Tento identi�kátor zodpovedá druhému £lenu

dvojice, ktorú vracia funkcia f . �íslo d udáva, ko©ko najviac virtuálnych

buniek môºe simulova´ 1 reálna bunka. (Napr. nech bunka p simuluje bunky

p′1, p
′
2. Toto môºeme opísa´ nasledovne: f(p′1) = (p, 1), f(p′2) = (p, 2). Nech

pre jednoduchos´ S = S ′× S ′. Potom jedna moºnos´ pre g je g((s′1, s
′
2), 1) =

s′1, g((s′1, s
′
2), 2) = s′2. Sta£í nám d = 2. )

Pri simulácii budeme vo v²eobecnosti potrebova´, aby reálne bunky boli

susedné, ak sú príslu²né virtuálne bunky susedné. Teda ak p′1, p
′
2 ∈ P ' sú

susedné v sieti N ′ a f(p′1) = (p1, i1), f(p′2) = (p2, i2), tak p1 a p2 sú susedné

v sieti N .

2.4 Vnorite©né rie²enia

�al²ou metódou na kon²trukciu rie²ení FSSP je pouºívanie vnorite©ných (em-

beddable) rie²ení. Vychádzame z £lánku [2]. Rovnaká my²lienka je pouºitá

aj v [4], ale pod názvom pseudorie²enie (pseudosolution).

Majme kone£né automaty A1, . . . An a triedy sietí Γ1, . . . ,Γn také, ºe Ai

je rie²ením pre Γi. Cie©om je pomocou automatov Ai skon²truova´ rie²enie A

pre triedu Γ =
⋃n

i=1 Γi. Pritom poºadujeme, aby A bolo £o najrýchlej²ie, teda

aby (∀N ∈ Γ) tF (N,A) = min{tF (Ai, N) |N ∈ Γi}. Ako uvidíme, toto vieme

za istých okolností dosiahnu´ takým automatom A, ktorý bude simulova´

13



automaty A1, . . ., An a vystrelí vtedy, ke¤ aspo¬ jeden zo simulovaných

automatov vystrelí.

Takto skon²truované A v²ak vo v²eobecnosti nebude rie²ením FSSP. Prob-

lém je v tom, ºe nevieme, ako sa automat Ai správa na sie´ach Γ \ Γi. Preto

môºe nasta´ prípad, ºe v celulárnom automate (N,Ai), kde N ∈ Γ \ Γi, nie-

ktoré bunky vystrelia a iné nie. Potom aj v celulárnom automate (N,A)

môºe nasta´ prípad, ºe niektoré bunky vystrelia a iné nie, a teda A nie je

rie²ením pre N .

Aby sme sa tomuto problému vyhli, budeme pripú²´a´ len také rie²enia Ai,

ktoré na �zlých� sie´ach Γ \ Γi vôbec nevystrelia. Teda budeme poºadova´,

aby pre kaºdé N ∈ Γ \ Γi bolo tF (N,Ai) = ∞. Takéto rie²enia budeme

nazýva´ vnorite©né.

De�nícia 2.4.1. Ozna£me Γa triedu v²etkých silne súvislých sietí typu a.

Nech Γ ⊆ Γa. Kone£ný automat A typu a nazveme vnorite©ným rie²ením

pre Γ, ak

1. A je rie²ením pre Γ

2. (∀N ∈ Γa \ Γ) tF (N,A) =∞

Ak horeuvedené automaty Ai sú vnorite©nými rie²eniami pre triedy Γi,

tak A je vnorite©né rie²enie pre triedu Γ.
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Kapitola 3

Známe výsledky

3.1 Jednorozmerné CA

3.1.1 Pôvodné rie²enie

Budeme predpoklada´, ºe generál je na ©avom kraji. Pôvodné rie²enie vyºa-

duje £as 3n. Hlavnou my²lienkou rie²enia je rozdeli´ úse£ku na dve polovice.

V strede vznikne nový generál a ¤alej sa postupuje rekurzívne � obe polovice

na pokyn nového generála nájdu svoj stred, v bodoch n/4 a 3n/4 vzniknú

noví generáli at¤. Ke¤ kaºdá bunka je generál, nastáva prechod do stavu sF .

Bunka vystrelí vtedy, ke¤ je v stave sG a jej susedia sú tieº v stave sG.

H©adanie stredu napravo od generála prebieha tak, ºe generál vy²le do-

prava dva signály S1, S2. (To isté sa deje aj zrkadlovo obrátene, pri h©adaní

stredu na©avo od generála.) Signál S1 postupuje rýchlos´ou 1 bunka za se-

kundu, signál S2 je 3-krát pomal²í. Ke¤ S1 dorazí na pravý okraj, �odrazí

sa� , tj. vy²le sa do©ava signál S ′1, rovnako rýchly ako S1. S ′1 a S2 sa stretnú

v strede úse£ky, lebo dráha, ktorú pre²li signály S1, S ′1 je rovná trojnásobku

dráhy prejdenej signálom S2 (lebo S2 je trikrát pomal²í).

Signál s rýchlos´ou 1/3 sa dá implementova´ pomocou stavov s1, s2, s3,

pri£om z s1 bunka prejde na stav s2, z s2 na s3 a v stave s3 sa signál posunie

doprava, tj. pravý sused prejde do stavu s1.

Uváºme e²te, ako parita £ísla n ovplyvní rie²enie. Je dôleºité, aby po

rozdelení mali vzniknuté úse£ky presne rovnakú d¨ºku, nesmú sa lí²i´ ani o 1.
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Ak je n nepárne, vznikne 1 generál na pozícii (n − 1)/2 a úse£ka sa rozdelí

na 0, . . . , (n− 1)/2 a (n− 1)/2, . . . , n− 1. (Stred (n− 1)/2 rátame do oboch

nových úse£iek.) Pre párne n vzniknú dvaja generáli na pozíciách n/2− 1 a

n/2, nové úse£ky sú 0, . . . , n/2− 1 a n/2, . . . , n− 1.

3.1.2 Rie²enie s minimálnym £asom

Pôvodné rie²enie zrýchlime na £as 2n − 2. Toto rie²enie je uvedené v [11] a

pouºíva 16 stavov. Rie²enie v [1] pouºíva rovnakú my²lienku, ale redukuje

po£et stavov na 8. Generál bude vysiela´ signály S1, S2, . . . , Si, . . . s

rýchlos´ami 1, 1/3, 1/7 ,. . ., 1/(2i − 1), . . .. Pre i ≥ 2 sa signál Si stretne s

odrazeným signálom S ′1 v bode n/2i−1 (obr. 3.1).

�alej vysvetlíme, ako generova´ signály s rýchlos´ou 1/(2i − 1). Budeme

pouºíva´ pomocné signály, ktoré sa pohybujú do©ava (na rozdiel od signálov,

ktoré sa pohybujú doprava) rýchlos´ou 1. Signál S1 s rýchlos´ou 1 vieme

vygenerova´, ten sa pohybuje doprava sám od seba. Kaºdý ¤al²í signál sa

pohne doprava iba vtedy, ke¤ dostane pomocný signál. Kaºdý signál (aj S1)

generuje pomocný signál po kaºdom druhom kroku doprava. Takºe kým S1

dorazí na pravý okraj, posunie sa o n − 1 krokov doprava a vy²le do©ava

(n − 1)/2 pomocných signálov. Preto sa signál S2 od za£iatku posunie o

(n − 1)/2 krokov, teda vy²le do©ava (n − 1)/4 pomocných signálov. Vo

v²eobecnosti Si sa posunie o (n − 1)/2i−1 krokov, £o sa dá ©ahko ukáza´

indukciou na i. Ke¤ sa signál S1 odrazí, uº nevysiela ºiadne pomocné signály.

Pritom odrazený signál S ′1 nemôºe �predbehnú´� ºiadny pomocný signál, lebo

v²etky pomocné signály boli vyslané skôr ako S ′1 a majú rovnakú rýchlos´

ako S ′1. Teda ke¤ sa stretnú S ′1 a Si, tak Si uº dostal v²etky pomocné signály

a preto je na správnom mieste (body G2, G3 na obr. 3.1).

Na rozdiel od predchádzajúceho rie²enia nový generál vznikne nielen v

strede úse£ky, ale aj na pravom kraji (bod G′1 na obr. 3.1). Horeuvedené

signály S2, S3, . . . totiº rie²ia len ©avú polovicu úse£ky, napr. nájdenie bodu

n/4. Dodato£ný generál na pravom okraji pomôºe nájs´ napr. bod 3n/4.

Paritu n (resp. vo v²eobecnosti zvy²ok n mod 2i) rie²ime podobne ako v

£asti 3.1.1. Pritom sta£í vyuºi´ informáciu o parite, ktorá je zakódovaná v
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bunke, ktorá obsahuje signál Si pre i ≥ 2 (bunka musí vedie´, £i nasledujúci

pomocný signál po²le ¤alej do©ava alebo nie).

3.1.3 Rie²enie s min. £asom a 6 stavmi

Rie²enie uvedené v £asti 3.1.2 sa dá implementova´ pomocou 8 stavov. Tento

po£et sa dá zníºi´. V²imnime si, ºe v uvedenom rie²ení musí generál vo

v²eobecnosti posiela´ signály do©ava aj doprava. Tieto signály musia by´

reprezentované rôznymi stavmi, £o zbyto£ne zvy²uje po£et stavov.

V tejto £asti popí²eme odli²ný prístup pod©a [5], generál bude posiela´

signály len doprava a úse£ka sa bude deli´ v pomere 2:1 (nie 1:1). Na rozdiel

od £asti 3.1.2 kaºdý signál vysiela pomocný signál do©ava pri kaºdom pohybe

doprava. Signál S1 sa pohybuje rýchlos´ou 1. Kaºdý ¤al²í signál sa pohne,

len ak dostane pomocný signál, pritom ale kaºdý tretí obdrºaný pomocný

signál ignoruje (tj. ani sa nepohne, ani nevysiela pomocný signál). Nakoniec

sa signál Si dostane na pozíciu (2
3
)in, kde sa stretne s odrazenými signálom

S ′1 a vytvorí sa tam nový generál v £ase (2−(2
3
)i)n. Ten rekurzívne zabezpe£í

zosynchronizovanie £asti Ai = 〈(2
3
)i+1n, (2

3
)in〉.

Aby sme videli, ºe v²etky automaty vystrelia naraz, v²imnime si na obr.

3.2 úse£ku G2F1 a lomenú £iaru G2R2F2. Im zodpovedajúce signály dorazia

v rovnakom £ase, preto bunky na pozíciách 0 a (2/3)n vystrelia v rovnakom

£ase. Podobný argument platí pre v²etky bunky na pozíciách (2− (2/3)i)n.

E²te ostáva vyrie²i´ správanie automatu pre rôzne hodnoty i = n mod 3.

Nový generál pri svojom vzniku vie zisti´ i a za£ne by´ aktívny aº po uplynutí

i kôl.

3.1.4 Zov²eobecnenie - generál na ©ubovo©nom mieste

Nech generál je na k-tej bunke z©ava (£íslujeme od 0), pri£om k < n/2. Tri-

viálne rie²enie by bolo, keby generál poslal signál do©ava, naj©avej²ia bunka

by sa stala novým generálom a ¤alej by sa postupovalo ako v £asti 3.1.2. To

by vyºadovalo £as 2n+ k− 2. My v²ak ukáºeme rie²enie s £asom 2n− k− 2,

pod©a [7]. Optimalitu tohto rie²enia ukáºeme vo vete 3.3.1.
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Budeme vychádza´ z rie²enia uvedeného v £asti 3.1.2. Hlavnou my²lien-

kou je zrekon²truova´ signály S1, S2, . . . , aby to vyzeralo tak, ako keby

generál bol v bunke £íslo 0 a poslal tieto signály v £ase −k (obr. 3.3, bod

A). Signál S1 môºe generál vysla´ hne¤. Na vyslanie signálu S2 musí po£ka´

2k krokov � bod G1 na obr. 3.3 (keby bol S2 vyslaný v £ase −k z bunky 0,

pri²iel by do bunky k v £ase −k + 3k = 2k, vi¤ úse£ka AG1). Preto po²le

signál L do©ava, tento sa odrazí od ©avého kraja (bod B) a vráti sa práve

v £ase 2k. Ke¤ bunka 0 dostane signál L, za£ne sa správa´ ako generál,

tj. posiela signály S0
1 (úse£ka BG1), S0

2 (úse£ka BD1), . . . . Pritom poslaný

signál S0
1 je vlastne odraz L. V²etky ¤al²ie signály vyslané bunkou 0 treba

spomali´ z rýchlosti 1/(2i − 1) na rýchlos´ 1/(2i+1 − 1), to sa deje v bodoch

G1, D1, D2. Spomalenie nastane preto, lebo medzi doteraj²ie signály S0
1 a

S0
2 (vyslané bunkou 0) sa v £ase 2k vloºí nový signál S1

2 . Teda z S0
1 sa stane

S1
1 (v bode G1) a z S0

2 sa stane S1
3 (v bode D1), lebo je tretí v poradí. Aby

rie²enie fungovalo, signál S1
1 zanikne v bode C, ke¤ sa stretne so signálom

S ′1.

Zistime, kde skon£í signál S1
i pre i ≥ 3. Od signálu S0

1 dostane signál

S0
i−1 (ako predchodca S1

i ) k/2
i−2 pomocných signálov. Potom S1

i dostane

(n − 2k − 1)/2i−1 pomocných signálov od S1
1 , lebo signál S1

1 prejde z bodu

G1 do bodu C vzdialenos´ n+ 2k− 1. Spolu S0
i a S1

i dostanú (2k+n− 2k−
1)/2i−1 = (n− 1)/2i−1 pomocných signálov, £o je správny po£et.

Uvaºovali sme s k < n/2, to v²ak nie je nutné. Generál po²le signál L na

obe strany a zistí, ktorý okraj (©avý alebo pravý) je bliº²ie. Zistí to pod©a

toho, odkia© príde skôr odpove¤ v podobe odrazeného signálu L.

3.1.5 Kruhy

Na rozdiel od úse£ky, v kruhu d¨ºky n susedí bunka 0 s bunkou n− 1. Teda

formálne kruh je sie´ typu 2, mnoºina vrcholov je P = {0, . . . , n−1}, c(i, 0) =

(i − 1) mod n, c(i, 1) = (i + 1) mod n, generál je vo vrchole 0. Vyuºijeme

rie²enie z £asti 3.1.2, aplikované na úse£ku 〈0, n/2〉 a zrkadlovo obrátene na

úse£ku 〈n/2, n − 1〉. To dosiahneme tak, ºe pôvodný generál vy²le na obe

strany signály S1, Sr
1 rýchlos´ou 1. Tieto signály sa stretnú v bunke £íslo n/2,
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tam sa vytvorí nový generál a oba signály sa odrazia (tj. vzniknú signály S ′1).

Teda jediný rozdiel je v tom, ºe signál S1 sa neodrazí od okraja úse£ky, ale

od signálu Sr
1 . Preto má toto rie²enie £as ako na úse£ke d¨ºky n/2, teda £as

je n+ 1.

V ¤al²om ukáºeme optimálnos´ tohto rie²enia (pod©a [3]). Nech A je

nejaké rie²enie pre kruhy. Majme dva kruhy R1 s n bunkami a R2 s 2n +

1 bunkami. Pre jednoduchos´ nech n je nepárne. Je zrejmé, ºe ak t ≤
bn/2c a i ≤ bn/2c , tak s(i, t, R1, A) = s(i, t, R2, A). V £ase bn/2c + 1 sa

stavy buniek bn/2c v R1 a v R2 môºu lí²i´ (tj. s(bn/2c, bn/2c + 1, R1, A) 6=
s(bn/2c, bn/2c + 1, R2, A)). Potrvá v²ak ¤al²ích bn/2c krokov, kým sa táto

odli²nos´ prejaví aj v bunke 0. Presnej²ie, pre t ≥ bn/2c+1 a i ≤ 2bn/2c−t je
s(i, t, R1, A) = s(i, t, R2, A) (analogicky môºeme argumentova´ pre i′ = n−i),
teda aj s(0, n, R1, A) = s(0, n, R2, A). Pritom ale kruh R2 nemôºe vystreli´

skôr ako v £ase n + 1 (dovtedy je bunka n + 1 v R2 v stave sQ). Preto ani

R1 nemôºe vystreli´ skôr ako v £ase n+ 1.

3.1.6 Jednosmerné kruhy

Formálne jednosmerný kruh je sie´ typu 1 s mnoºinou buniek P = {p0, . . . , pn−1},
c(pi, 0) = pi−1 pre 1 ≤ i ≤ n− 1, c(p0, 0) = pn−1 a pG = p0. Takºe signály sa

môºu ²íri´ len jedným smerom, z bunky pi do bunky pi+1 a z pn−1 do p0.

Pre jednoduchos´ opí²eme rie²enie len pre n = 2k, pod©a [9].

V rie²ení pouºijeme nasledovné série signálov:

1. P s rýchlos´ou 0

2. BC s rýchlos´ami 1
3
, 3

7
, . . . , (2i − 1)/(2i+1 − 1), . . .

3. A0 s rýchlos´ou 1

4. RS s rýchlos´ami 2
3
, 4

7
, . . . , 2i/(2i+1 − 1), . . .

i-ty signál série BC resp. RS ozna£íme BC(i) resp. RS(i) pre i ≥ 1.

Signál P00 (patriaci do série P ) zodpovedá stavu �generál�. Signál P00

hne¤ po svojom vzniku generuje uvedené 4 série signálov.
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My²lienka rie²enia je nasledovná (obr. 3.4). Signál A0 obíde celý kruh a

príde do bunky p0 v £ase n. Potom sa stretáva so signálmi série BC. So signá-

lom BC(i) sa A stretne v £ase ((2i+1 − 1) /2i)n v bunke £íslo ((2i − 1) /2i)n.

Pri týchto stretnutiach vzniknú noví generáli, ktorí hne¤ po svojom vzniku

generujú signály P , RS, A0 a BC.

Úlohou série signálov RS je synchronizova´ existujúcich a novovzniknu-

tých generálov. Napr. signál RS(1) sa stretne so signálom P v bunke £íslo 0

v £ase 3n/2; v tom istom £ase sa stretnú A a BC(1).

Nový generál sa vygeneruje po stretnutí signálu A a signálu P , signálu z

RS a signálu P a pri stretnutí signálu A a signálu z BC.

Takto dosiahneme, ºe v £ase ((2i+1 − 1) /2i)n budú generáli vo v²etkých

bunkách £íslo nk/2i pre k = 0, 1, . . . , 2i− 1. Takºe v £ase 2n− 2 bude kaºdá

bunka v stave �generál� a v nasledujúcom takte v²etky bunky vystrelia.

Ako implementujeme signály z RS a BC? Signál A kaºdý druhý takt

generuje signál T s rýchlos´ou 0. Signál RS ide rýchlos´ou 1/2, kým sa

nestretne so signálom T . Pri stretnutí so signálom T signál RS do£asne

zrýchli, ako keby vynechal jeden takt. (Tj. za prítomnosti T prejde RS za 1

takt do takého stavu, do akého by bez T pre²iel za 2 takty.) Zárove¬ signál

RS pri svojej ceste zru²í kaºdý druhý signál T . Takºe RS (1) zrýchli v kaºdej

druhej bunke, RS (2) v kaºdej ²tvrtej bunke, RS (i) v kaºdej 2i-tej bunke.

Podobná my²lienka sa dá pouºi´ pri implementácii BC.

Kvázicyklické siete Uvidíme, ºe rie²enie pre jednosmerné kruhy je rie²e-

ním aj pre kvázicyklické siete (def. 3.1.1).

De�nícia 3.1.1. Sie´ N = (P, pG, c) nazveme kvázicyklická sie´ d¨ºky n, ak

kaºdá bunka z P má aspo¬ jedného suseda a existuje taký rozklad P0, P1,

. . . , Pn−1 mnoºiny P , ºe P0 = {pG} a kaºdá bunka z Pi má v²etkých svojich

susedov v mnoºine Pi−1 pre i = 0, . . . ,n− 1 pri£om P−1 = Pn−1.

Kvázicyklická sie´ má nasledovné vlastnosti. Mnoºina Pi je mnoºina v²et-

kých buniek, ktoré sú vo vzdialenosti i od generála. V kvázicyklickej sieti

d¨ºky n musí existova´ aspo¬ jeden cyklus, kaºdý cyklus má d¨ºku n a generál
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leºí na kaºdom cykle. Ak bunka p ∈ Pi, tak kaºdá cesta z pG do p má d¨ºku

i. Kruh je ²peciálnym prípadom kvázicyklickej siete.

Nech A je rie²enie pre jednosmerný kruh. Ako sa bude A správa´ na kvá-

zicyklickej sieti N1 d¨ºky n? Nech N2 je jednosmerný kruh d¨ºky n. V²etky

bunky z Pi sa správajú rovnako ako i-ta bunka na kruhu d¨ºky n, £o sa dá do-

káza´ indukciou vzh©adom na £as. Preto celulárny automat (N1, A) vystrelí

v rovnakom £ase ako celulárny automat (N2, A).

Synchronizácia polkruhu Synchronizáciu jednosmerného kruhu d¨ºky 2n

vieme urýchli´, ak je na kruhu vyzna£ená bunka v strede, teda pn. Teda poºa-

dujeme, aby bunka pn najneskôr pri svojom prebudení vedela, ºe je v strede.

Zrýchlený automat vystrelí v £ase 3n − 1. V tomto prípade sa v²ak nezo-

synchronizuje celý kruh, ale len polkruh, teda vystrelia len také bunky p,

ºe d(G, p) ≤ n. Vyslovujeme hypotézu, ºe existuje automat, ktorý s pomo-

cou vyzna£enej bunky v strede zosynchronizuje celý kruh v £ase 3n. Túto

hypotézu vyuºívame v kapitole 5.

Ozna£me M1 rie²enie (kone£ný automat) pre kruh a M2 rie²enie pre pol-

kruh. Chceme dosiahnu´, aby saM2 na bunkách p0, . . . , pn−1 správali v £ase

〈2n, 3n− 1〉 tak, ako sa správaM1 na tých istých bunkách v £ase 〈n, 2n− 1〉,
teda o n taktov skôr. Generál p0 vy²le v £ase 0 signál A s rýchlos´ou 1. Ke¤

signál A obehne celý kruh a vráti sa do p0, tak p0 vie, ºe je £as 2n. Vtedy

vy²le signály A, BC, P a RS. �alej potrebujeme nahradi´ signály RS, ktoré

bunka p0 o£akáva v £asoch 3n− n/2i pre i = 1, . . . , k. Tieto signály vygene-

ruje bunka pn v £ase n, teda ke¤ tam dorazí signál A. (Práve sme vyuºili,

ºe bunka pn vie, ºe je v strede.) �alej treba nahradi´ signály BC, ktoré

vyzna£ia bunky pn/2, p3n/4, . . . , pn−n/2i , . . . (body b1, b2, b3 na obr. 3.5). Za

týmto ú£elom vygeneruje p0 v £ase 0 sériu signálov VW s rýchlos´ami 1
5
, 3

11
,

. . . , (2i − 1) / (3 · 2i − 1), . . . . Napokon pridáme signál Y (na obrázku nie

je znázornený), ktorý ²tartuje v £ase 0 z bunky p0 a má rýchlos´ 1
3
. Signál

Y potrebujeme na to, aby bunka pn vedela, kedy má vystreli´ � ke¤ do nej

príde signál Y, £iºe v £ase 3n− 1.

Vrá´me sa e²te k vyslovenej hypotéze o synchronizácii celého kruhu v £ase

3n−1. Pokúsme sa doplni´ uvedený postup tak, aby sa bunky pn, . . . , p2n−1
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v £ase 〈n, 3n− 1〉 správali ako bunky na kruhu d¨ºky n a teda aby vystrelili

tieº v £ase 3n − 1. V prvom rade by musela bunka pn v £ase n vysla´ aj

signály BC. �alej by sme pridali novú sériu signálov Z tak, aby do bunky

pn pri²iel signál Z(i) v £ase 3n−n/2i � tieto signály by nahrádzali sériu RS.

Signály Z by boli generované v bunke p0 v £ase 0. Tieto úvahy nazna£ujú,

ºe uvedená hypotéza je pravdivá.

3.2 Mnoºina rie²ení FSSP nie je rekurzívna

Ukáºeme (pod©a [6]), ºe mnoºina v²etkých rie²ení FSSP nie je rekuzívne vy-

£íslite©ná. Podobne sa ukáºe, ºe mnoºina rie²ení v minimálnom £ase nie je re-

kurzívne vy£íslite©ná. Najprv si v²imnime, ºe komplement mnoºiny v²etkých

rie²ení je rekurzívne vy£íslite©ný, Vieme totiº dokáza´, ºe daná prechodová

funkcia λ nie je rie²ením: konkrétny celulárny automat (s daným po£tom

buniek n) sa musí po kone£nom po£te krokov (< |S|n) zacykli´. Sta£í teda

postupne simulova´ celulárne automaty s prechodovou funkciou λ a po£tom

buniek 1, 2, 3, . . . . Simulácia prebieha dovtedy, kým sa daný celulárny au-

tomat bu¤ nezacyklí alebo nezosynchronizuje. Ak existuje n, pre ktoré daná

prechodová funkcia nezosynchronizuje automat, ur£ite ho nájdeme. Pre prí-

pad rie²enia v minimálnom £ase je to jednoduch²ie, sta£í simulova´ automat

do £asu 2n− 2.

Dokazujeme sporom. Predpokladajme, ºe aj mnoºina v²etkých rie²ení

FSSP je rekurzívne vy£íslite©ná. Ke¤ºe komplement je rekurzívne vy£íslite©-

ný, pôvodná mnoºina je rekurzívna. Pomocou tohto predpokladu vyrie²ime

problém zastavenia Turingovho stroja. Skon²truujeme prechodové funkcie

celulárneho automatu λ1, λ2, . . . také, ºe λi je rie²ením FSSP práve vtedy,

ke¤ sa i-ty Turingov stroj nezastaví na i-tom vstupe. Potom by sme mali

algoritmus pre problém zastavenia, £o je spor.

Automat s prechodovou funkciou λi bude naraz vykonáva´ dve £innosti:

synchronizuje bunky a zárove¬ simuluje i-ty Turingov stroj na i-tom vstupe.

Nech CA má n buniek. Kon²truovaný Turingov stroj bude sp¨¬a´ nasledovné

podmienky:

(1) Ak simulácia Turingovho stroja potrebuje viac ako n polí£ok pásky,
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tak sa simulácia zastaví a synchronizácia sa dokon£í.

(2) Ak sa Turingov stroj zastaví (pred dosiahnutím synchronizácie), tak

sa automat nezosynchronizuje.

Z týchto dvoch podmienok vyplýva, ºe ak sa i-ty Turingov stroj zastaví na

i-tom vstupe, tak pre dostato£ne ve©ké n (aby nenastala podmienka (1)) sa

celulárny automat nezosynchronizuje (kvôli podmienke (2)). Ak sa Turingov

stroj nezastaví, celulárny automat sa zosynchronizuje pre kaºdé n.

Ostáva opísa´ simuláciu Turingovho stroja T pomocou celulárneho auto-

matu A. Nech QT je mnoºina stavov T , AT je pásková abeceda T . Potom

mnoºina stavov A bude QA = (QT ∪ {qn}) × AT , kde qn 6∈ QT , teda i-te

polí£ko A si pamätá, £i je na zodpovedajúcom polí£ku T hlava (qn znamená,

ºe tam hlava nie je), ak tam hlava je, v akom je stave (prvý £len dvojice) a

aký je symbol na príslu²nom polí£ku pásky stroja T (druhý £len dvojice).

Simulovaný Turingov stroj na za£iatku má na vstupe prázdnu pásku, ale

cie©om je, aby mal na vstupe i-ty re´azec. Najjednoduch²ie bude, ak celulárny

automat bude simulova´ dva Turingove stroje za sebou. Najprv odsimulu-

jeme TS, ktorý zapí²e na pásku i-ty vstup a vráti hlavu na za£iatok, teda

pripraví vstup. (Toto je moºné napevno zakódova´ do prechodovej funkcie.)

Potom simulujeme i-ty TS.

Podmienku (2) naplníme tak, ºe ak sa Turingov stroj zastaví, synchroni-

záciu pokazíme (na tom mieste, kde je hlava) tým, ºe príslu²ná bunka prejde

do nejakého ²peciálneho stavu 6= qf a zotrvá v ¬om.

3.3 Dvojrozmerné CA

Celulárny automat (CA) nazveme dvojrozmerný (2D), ak sú jeho bunky po-

spájané do dvojrozmernej mrieºky. Pritom v niektorých miestach môºe bun-

ka chýba´, v takom prípade susedia chýbajúcej bunky vidia na vstupe stav

sE na mieste chýbajúcej bunky. Súvislú kone£nú podmnoºinu mnoºiny Z2

budeme nazýva´ obrazec (�gure). Formálne môºeme 2D CA chápa´ ako CA,

ktorého sie´ je Grid(F ) pre obrazec F . Budeme predpoklada´, ºe generál je

na pozícii (0, 0), teda s((0, 0), 0, F, A) = sE.
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3.3.1 Veta o dolnom £asovom odhade

Nasledujúca veta je prevzatá z [4].

Veta 3.3.1. Nech M je mnoºina obrazcov, nech F ∈M . �alej nech P ,Q,R

sú po dvoch disjunktné podmnoºiny Z2 také, ºe

(1) Q je neprázdna

(2) F = P ∪Q
(3) ºiadna bunka z P nesusedí so ºiadnou bunkou z R (teda Q odde©uje

P od R)

(4) pre kaºdé p, p′ ∈ F platí: spomedzi najkrat²ích ciest z p do p′ v F ∪R
existuje jedna cesta, ktorá je v F (inak povedané, pridanie R k F neskráti

cesty v F )

(5) F ∪R je obrazec v M

Nech a ∈ F , B ∈ F ∪R sú také bunky, ºe ak L0 je d¨ºka najkrat²ej cesty

v F z (0, 0) do a idúcej cez nejakú bunku v Q a L1 je vzdialenos´ v F ∪ R z

(0, 0) do b, tak L1 ≤ L0.

Potom t(F,A) ≥ L1.

Dôkaz. Nasledujúce dve tvrdenia sú zrejmé:

(6) Ak p ∈ P a s(p, t, F,A) 6= s(p, t, F ∪ R,A), tak pre nejakú bunku

p′ susediacu s p a nejaký £as t′ < t platí s(p′, t′, F, A) 6= s(p′, t′, F ∪ R,A).

Pritom p′ ∈ F kvôli podmienke (3).

(7) Ak p ∈ F (resp. F ∪R) a s(p, t, F,A) 6= qq (resp. s(p, t, F ∪R,A) 66= qq

), tak bu¤ p = (0, 0) alebo pre nejakú bunku p′ ∈ F (resp. p′ ∈ F ∪ R)
susediacu s p a nejaký £as t′ < t platí s(p′, t′, F, A) 6= sQ (resp. s(p′, t′, F ∪
R,A) 6= sQ).

Dokazujeme sporom. Predpokladajme, ºe t0 = t(F,A) < L1. Z de�nície

t0 máme s(a, t0, F, A) = sF . Pritom ale d¨ºka ©ubovo©nej cesty z (0, 0) do b v

F ∪R je viac ako t0, lebo L1 je d¨ºka najkrat²ej takej cesty a t0 < L1. Preto b

nemôºe vystreli´ uº v £ase t0, teda s(b, t0, F ∪R,A) 6= sF . Preto ani a nemôºe

vystreli´ uº v £ase t0 v obrazci F ∪ R, teda s(a, t0, F ∪ R,A) 6= sF . (Keby

bunka a vystrelila a bunka b nie, A by nebol rie²ením problému strelcov pre

obrazec F ∪ R, ale F ∪ R ∈ M). Z (6) vyplýva, ºe existuje cesta p0 = a,
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p1, . . . , pu (∈ Q) a £asy t0 > t1 > · · · > tu také, ºe pi ∈ P pre kaºdé

i, 0 ≤ i < u a s(pi, ti, F, A) 6= s(pi, ti, F ∪ R,A) pre kaºdé i, 0 ≤ i ≤ u.

Preto aspo¬ jeden zo stavov s(pi, ti, F, A), s(pi, ti, F ∪R,A) nie je qq. Pod©a

(2) preto existuje cesta pu, pu+1, . . . , pu+v = (0, 0) v F (resp. F ∪ R) a

£asy tu > tu+1 > · · · > tu+v ≥ 0 také, ºe s(pu+j, tu+j, F, A) 6= sQ (resp.

s(pu+j, tu+j, F ∪ R,A) 6= qq), kde 0 ≤ j ≤ v. Postupnos´ pu+v, pu+v−1, . . . ,

pu, . . . , p0 je cesta d¨ºky u+ v z (0, 0) do a cez bunku z Q (konkrétne pu) v

obrazci F ∪ R. Preto pod©a (4) existuje cesta z (0, 0) do a cez bunku z Q v

obrazci F , pri£om d¨ºka tejto cesty je najviac u+ v. Preto u+ v ≥ L0 pod©a

de�nície L0. Na druhej strane t0 > · · · > tu > · · · > tu+v ≥ 0 implikuje

t0 ≥ u+ v. Takºe dostávame spor: L0 ≥ L1 > t0 ≥ u+ v ≥ L0.

Dokázanú vetu pouºijeme na konkrétnych prípadoch:

Úse£ka Nech generál je vzdialený od ©avého kraja o k < n/2 buniek. Máme

teda mnoºinu obrazcov M = {{(x, 0) | x0 ≤ x ≤ x1} | x0, x1 ∈ Z},
obrazec F ∈ M . Poloºme P = {(x, 0) | − k ≤ x ≤ n − k − 2},
Q = {(n−k−1, 0)}, R = {(x, 0) | n−k ≤ x ≤ 2n−k−2}, a = (−k, 0),

b = (2n−k−2, 0). Potom L0 = L1 = 2n−k−2, preto pod©a dokázanej

vety t(F,A) ≥ 2n− k − 2.

Obd¨ºnik

Uvaºujeme mnoºinu obrazcov tvaru Fm,n = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ m −
1 ∧ 0 ≤ y ≤ n − 1}, kde m ≥ 1,n ≥ 1 a aspo¬ jedno z m, n je

viac ako 1. Predpokladajme m ≥ n. Poloºíme P = {(x, y) | (0 ≤
x ≤ m − 2 ∧ 0 ≤ y ≤ n − 1}, Q = {(m − 1, y) | 0 ≤ y ≤ n − 1},
R = {(x, y) | (m ≤ x ≤ 2m − 2 ∧ 0 ≤ y ≤ n − 1}, a = (0, n − 1).

b = (2m − 2, n − 1). Potom t(F,A) ≥ L0 = L1 = 2m + n − 3. Keby

bolo m < n, dostali by sme t(F,A ≥ m + 2n − 3. Tieto dva odhady

môºeme zhrnú´ do jedného: t(F,A) ≥ m+ n+ max{m,n} − 3

3.3.2 �tvorec

�asti 3.3.2, 3.3.3 a 3.3.4 sú prevzaté z [10].
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�tvorec je formálne F = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ n − 1 ∧ 0 ≤ y ≤ n − 1},
teda generál je v ©avom dolnom rohu ²tvorca. Synchronizácia prebehne tak,

ºe kaºdá bunka (i, i), kde 0 ≤ i ≤ n − 2, prejde do stavu s v £ase ti = 2i.

Bunka zistí, ºe má pozíciu tvaru (i, i) pod©a toho, ºe ©avý aj dolný sused sa

prebudili v tom istom kole.

Úlohou bunky (i, i) je zosynchronizova´ úsek napravo od nej � {(x, i) | i ≤
x ≤ n− 1} a úsek nahor od nej � {(i, y) | i ≤ y ≤ n− 1}, £o je uº vyrie²ený

jednorozmerný prípad. Pre i-ty riadok aj i-ty st¨pec synchronizácia trvá

2(n − i) − 2, pri£om sa za£ala v £ase ti = 2i, teda sa dokon£í v £ase 2(n −
i)− 2 + 2i = 2n− 2. �peciálne treba o²etri´ bunku (n− 1, n− 1), tá vystrelí

jedno kolo po tom, £o sa obaja jej susedia prebudili (vynecháme prechod do

stavu sG).

Optimalita uvedeného rie²enia vyplýva z toho, ºe 2n−2 je d¨ºka najkrat²ej

cesty medzi bunkami (0, 0) a (n− 1, n− 1).

3.3.3 Obd¨ºnik

Formálne F = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ m− 1 ∧ 0 ≤ y ≤ n− 1}. Budeme vyuºíva´

rie²enie jednorozmerného FSSP s generálom na ©ubovo©nom mieste, ako sme

ho uviedli v £asti 3.1.4. Kaºdá bunka (i, i) sa stane generálom v £ase ti = 3i,

kde 0 ≤ i ≤ min{m,n}. Zjednotenie úseku napravo od generála a nahor od

generála, teda mnoºinu Fi = {(x, i) | i ≤ x ≤ m − 1} ∪ {(i, y) | i ≤ y ≤
n−1} budeme chápa´ ako jednu úse£ku. Úlohou generála je zosynchronizova´

mnoºinu Fi. D¨ºka úse£ky je ni = (n−i)+(m−i)−1, vzdialenos´ generála od

najbliº²ieho okraja je ki = min{n−i−1,m−i−1}. Takºe bunky z Fi vystrelia

v £ase t = ti+2ni−ki−2 = 3i+2(n−i+m−i−1)−min{n−i−1,m−i−1}−2 =

n + m + max{m,n} − 3. To je zhodné s dolným odhadom, dokázaným vo

vete 3.3.1, takºe toto rie²enie je £asovo optimálne.

3.3.4 Kocka

Formálne F = {(x, y, z) | 0 ≤ x ≤ n− 1 ∧ 0 ≤ y ≤ n− 1 ∧ 0 ≤ z ≤ n− 1}.
Rie²enie bude fungova´ tak, ºe kaºdá bunka (i, i, i) sa v £ase ti = 3i stane

generálom, pri£om 0 ≤ i ≤ n − 2. Generál na pozícii (i0, i0, i0) potom
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zosynchronizuje steny (i0, j, k), (j, k, i0), (j, i0, k), kde i0 ≤ j, k ≤ n − 1.

Príslu²né tri steny synchronizujeme ako obd¨ºniky s mi = ni = n− i, na ich

synchronizáciu pouºijeme postup pre obd¨ºnik uvedený v £asti 3.3.3. (Na

synchronizáciu stien nemôºeme pouºi´ rie²enie pre ²tvorec, lebo toto rie²enie

je pre na²e ú£ely príli² rýchle. Napr. steny obsahujúce (0, 0, 0) by vystrelili

v £ase 2n − 2, av²ak bunka (n − 1, n − 1, n − 1) môºe vystreli´ aº v £ase

3n − 3.) Bunky vystrelia v £ase t = ti + 2mi + ni − 3 = 3n − 3. Bunka

(n− 1, n− 1, n− 1) vystrelí vtedy, ke¤ sa v²etci jej (traja) susedia prebudia.

Optimalita rie²enia, podobne ako pri ²tvorci, vyplýva z toho, ºe 3n − 3 je

d¨ºka najkrat²ej cesty medzi bunkami (0, 0, 0) a (n− 1, n− 1, n− 1).

3.3.5 �al²ie obrazce

Budeme sa zaobera´ triedou obrazcov Mstep = {{(x, y) | 0 ≤ x ≤ x0 − 1 ∧
f(x) ≤ y ≤ g(x)} | x0 ≥ 1, f a g sú neklesajúce funkcie také, ºe f(x) ≤ g(x)

pre kaºdé x, 0 ≤ x ≤ x0} (pod©a [4]).

Problém pre Mstep zredukujeme na jednorozmerný problém. Majme F ∈
M . Nech (x0 − 1, y0 − 1) je pravý horný roh F , tj. (x0 − 1, y0 − 1) ∈
F ∧ (∀(x, y) ∈ F )(x ≤ x0 ∧ y ≤ y0). Budeme simulova´ rie²enie na úse£ke F ′

d¨ºky x0 + y0 − 2. Pritom i-tej bunke z F ′ zodpovedajú v²etky také bunky

(x, y) ∈ F , ºe x + y = i. Teda v²etky bunky simulujúce i-tu bunku budú

v danom £ase t v tom istom stave. Rie²enie bude ma´ tú vlastnos´, ºe v

£ase t bude postupnos´ stavov na ©ubovo©nej najkrat²ej ceste v F z (0, 0) do

(x0− 1, y0− 1) rovnaká ako postupnos´ stavov v £ase t na F ′, a to pre kaºdé

t.

Zabezpe£íme to nasledovne. Majme bunku p. Ak nemá ani ©avého, ani

dolného suseda, simuluje naj©avej²iu bunku, správa sa ako generál. Ak má

©avého alebo dolného suseda, pri simulácii F ′ ho povaºuje za svojho ©avého

suseda. (Ak má oboch susedov, ©avého aj dolného, ich stavy sa musia rovna´).

Analogicky pre pravého suseda. Ak bunka nemá ani pravého, ani horného

suseda, simuluje najpravej²iu bunku z F ′.

Toto rie²enie trvá tak dlho, ako rie²enie jednorozmerného FSSP na F ′, £o

je 2(x0 + y0 − 1)− 2 = 2x0 + 2y0 − 4 krokov.
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Dolný odhad dokáºeme pomocou vety 3.3.1. Za R poloºíme obrazec F

posunutý o vektor (x0− 1, y0− 1) bez bunky (x0− 1, y0− 1), teda R = {(x+

x0−1, y+y0−1) | (x, y) ∈ F}\{(x0−1, y0−1)}. �alej Q={(x0−1, y0−1)},
P = F \ Q, a = (0, 0), b = (2x0 − 2, 2y0 − 2). Dostávame t(F,A) ≥ L1 =

L0 = 2x0 + 2y0 − 4, teda uvedené rie²enie je pre túto triedu optimálne.

3.3.6 V²eobecné obrazce

V tejto £asti budeme predpoklada´, ºe mrieºka neobsahuje diery a ºe je po-

tenciálne nekone£ná. Kaºdá bunka je na za£iatku v jednom zo stavov s0,

s1. Obrazec F je tvorený bunkami, ktoré sú v £ase 0 v stave s1. Úlohou je

zosynchronizova´ obrazec F , pri£om môºeme vyuºíva´ aj ostatné bunky, ale

tie musíme nakoniec vráti´ do stavu s0. Na rozdiel od predchádzajúcich £astí

budeme za susedov bunky povaºova´ 8 okolitých buniek: susedia (x0.y0) sú

{(x, y) | |x− x0| = 1 ∨ |y − y0| = 1}.
Rie²enie([8]) bude prebieha´ v dvoch fázach. V prvej fáze ohrani£íme F ,

teda nájdeme ²tvorec so stredom (0, 0), v ktorého vnútri sú v²etky bunky z

F . To znamená, ºe bunky na hranici ²tvorca prejdú do ²peciálneho stavu. V

druhej fáze sta£í zosynchronizova´ kaºdý riadok, £o je jednorozmerný FSSP,

ktorý sme uº vyrie²ili. Bude to fungova´, lebo v²etky hrani£né bunky prejdú

do ²peciálneho stavu naraz.

Ozna£me Jk = {(x, y) | |x| ≤ k ∧ y ≤ k}. Pod roz²irujúcou sa vlnou

(expanding wave) budeme rozumie´ signál, ktorý ak ²tartuje v bunke na

pozícii x v £ase t, dosiahne v²etky bunky na pozíciách y = x + z pre nejaké

z ∈ Jk \ Jk−1 v £ase t′ = t + w(k), kde w je rastúca funkcia. (S£itovanie

dvojíc chápeme po zloºkách.) Zmr²´ujúca sa vlna (contracting wave) bude

signál, ktorý ²tartuje v £ase t zo v²etkých buniek y = x+ z pre nejaké pevné

x a pre v²etky z ∈ Jr \ Jr−1 a dosiahne v²etky bunky y′ také, ºe y′ = x + z′

pre kaºdé z′ ∈ Jr−k \ Jr−k−1 v £ase t′ = t + w(k), kde w je rastúca funkcia.

Ako w budeme pouºíva´ lineárne funkcie. Ak w(k) = ck pre c ∈ N, povieme,

ºe príslu²ná vlna má rýchlos´ c. Najvä£²iu rýchlos´ má vlna s c = 1.

�alej popí²eme, ako ohrani£i´ F . Generál vy²le v £ase 0 roz²irujúcu sa

vlnu A s rýchlos´ou c1. Ke¤ vlna A zasiahne bunku p, p si zapamätá, odkia©
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vlna pri²la. Takto bude p schopná posla´ signál generálovi. Ak p ∈ F , tak
p po²le generálovi potvrdenie � signál B rýchlos´ou c2, pri£om B je rýchlej²í

ako A, teda c2 < c1.

Generál o£akáva, ºe bude pravidelne kaºdé (c1 + c2)-te kolo dostáva´ sig-

nály B. Konkrétne, majme bunku p. Nech m ∈ N je najmen²ie také, ºe

p ∈ Jm. Trvá mc1 jednotiek £asu, kým A zasiahne p a mc2 jednotiek £asu,

kým sa odpove¤ B dostane spä´ ku generálovi. Preto generál o£akáva signál

B v £asoch i(c1 + c2) pre 1 ≤ i ≤ n, kde n ∈ N je najmen²ie také, ºe F ⊆ Jn.

Ke¤ generál o£akávaný signál B nedostane (tj. v £ase (n+ 1)(c1 + c2)), vie,

ºe vlna A uº zasiahla v²etky bunky z F . Preto po£ká k1 krokov (kde k1 je

kon²tanta) a vy²le roz²irujúcu sa vlnu C rýchlos´ou c3, pri£om c3 < c1 (C je

rýchlej²ia ako A). Cie©om je, aby C dobehla A. O ¤al²ích k2 krokov (kde k2

je kon²tanta) vy²le generál roz²irujúcu sa vlnu D s rýchlos´ou c4, pomal²iu

ako C.

Ke¤ C dobehne A, obe sa zastavia. Bunky, zasiahnuté oboma vlnami,

vy²lú zmr²´ujúcu sa vlnu E s rýchlos´ou c5. (Bunky vedia ur£i´, ktorým

smerom posla´ vlnu E, lebo to je smer ku generálovi. Ten si zapamätali, ke¤

dostali A.) Potom tieto bunky prejdú do stavu s0. Ostatné bunky, ktoré

dostanú signál E, tieº prejdú do stavu s0, lebo E zasiahne iba bunky mimo

obrazca F .

To zabezpe£í vlna D. Tá sa stretne s E a obe sa zastavia. Pri vhodnej

vo©be c1, . . . , c5, k1, k2 je sa dá dosiahnu´, aby sa D a E stretli na obvode

najmen²ieho ²tvorca so stredom (0, 0), ktorý obsahuje obrazec F . (Tento

obvod ²tvorca je mnoºina Jn\Jn−1). Jedna vhodná kombinácia je nasledovná:

A B C D E

c1 c2 c3 c4 c5 k1 k2

3 1 1 3 1 2 4

3.4 Synchronizácia v²eobecného stromu

V tejto £asti sa budeme zaobera´ synchronizáciou v²eobecných stromov. Vy-

chádzame z £lánku [9], ale uvedieme len zjednodu²ené rie²enie pre stromy.

34



Slovo �v²eobecný� zdôraz¬ujeme preto, lebo pripú²´ame v²etky stromy (s kon-

²tantným maximálnym stup¬om vrchola) s ©ubovo©nou pozíciou generála, na

rozdiel od kapitoly 4. Rýchlos´ rie²enia nebudeme vyjadrova´ pod©a po£tu

buniek, ale pod©a polomeru stromu (def 3.4.1).

De�nícia 3.4.1. Polomer siete N = (P, pG, c) je r = max{d(p, pG) | p ∈ P}.

Takºe ak r je polomer siete N , tak v²etky bunky v sieti N sa prebu-

dia najskôr v £ase r. Kaºdú bunku X, ktorá je najvzdialenej²ia od G, tj.

d(G,X) = r, budeme vola´ radiálna bunka a cestuGX budeme vola´ radiálna

cesta.

Najskôr uvedieme jednoduch²ie rie²enie, ktoré potrebuje £as 4r − 1. Po-

tom popí²eme vylep²enie, ktorým zníºime potrebný £as na 3r.

Rie²enie v £ase 4r − 1. Rie²enie bude pouºíva´ simuláciu kvázicyklickej

siete. Pre kaºdú radiálnu bunku X budeme na ceste GX simulova´ jedno-

smerný kruh. Vo virtuálnej sieti nebudú ºiadne iné cykly. Ozna£me bunky

jednosmerného kruhu po rade p′0, p
′
1, . . . , p

′
n′−1, kde n

′ = 2r bude po£et

buniek simulovaného kruhu. Ak bunka p leºí na ceste GX, d(G, p) = i a

0 < i < r, tak p bude simulova´ bunky pi a p2r−i. Takéto bunky budeme

vola´ bunky 1. skupiny.

Bunka G simuluje iba bunku p′0 a radiálne bunky simulujú iba bunku p′r.

V²imnime si teraz ostatné bunky, teda také bunky p, ktoré neleºia na

ºiadnej ceste d¨ºky r za£ínajúcej v G. Takéto bunky budeme vola´ bunky 2.

skupiny. Tieto bunky budú simulova´ stromy visiace z virtuálneho kruhu. Ak

p je bunka 2. skupiny, tak p bude simulova´ bunku p′d(G,p). Okrem toho bude

simulova´ bunku p′i, kde i > d(G, p), to v²ak nie je podstatné pre funk£nos´

rie²enia.

Teraz opí²eme simuláciu. Kaºdá bunka okrem G a listov bude simulova´

2 virtuálne bunky. Treba si uvedomi´, ºe bunka pi' je v £ase skor²om ako

i v pokojnom stave. Nech p je bunka, p nie je list a d(G, p) = i. Bunka p

za£ne simulova´ 1. virtuálnu bunku p′i zárove¬ so svojim prebudením, teda

v £ase i; to je £as, kedy sa má prebudi´ aj p′i. Druhú virtuálnu bunku za£ne

p simulova´ aº 1 takt po tom, ke¤ kaºdý syn p za£al simulova´ 2. virtuálnu
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bunku alebo nastavil príznak listu. Tým je zaru£ené, ºe ak p je na radiálnej

ceste, tak p za£ne simulova´ bunku p′2r−i v £ase 2r − i. Ak p je list, tak p si

nastaví príznak listu pri svojom prebudení a simuluje jedinú bunku.

Reálna bunka p vystrelí, ke¤ jej prvá simulovaná bunka vystrelí.

Simulovaná kvázicyklická sie´ má d¨ºku 2r, takºe vystrelí v £ase 4r − 1.

Rie²enie v £ase 3r. Predchádzajúce rie²enie sa dá vylep²i´ vyuºitím faktu,

ºe kruh d¨ºky n vieme zosynchronizova´ v £ase 3
2
n, ak je na kruhu vyzna£ená

bunka pM v strede, tj. d(G, pM) = n/2. Bunku pM sta£í vyzna£i´ pri jej

prebudení v £ase n/2, lebo dovtedy je aj tak v pokojnom stave.

V na²om prípade treba vyzna£i´ bunku p′r. Pritom bunka p′r je simulo-

vaná práve radiálnymi bunkami, teda by sme mali vyzna£i´ práve radiálne

bunky. Av²ak nájdenie radiálnych buniek by trvalo príli² dlho, preto vyzna-

£íme nadmnoºinu radiálnych buniek � v²etky listy okrem generála. Dôleºité

je, ºe z vyzna£ených buniek iba radiálne bunky leºia na virtuálnom cykle,

teda iba radiálne bunky môºu ovplyvni´ stav generála. Teda ak p je list a

0 < d(G, p) < r, tak virtuálna bunka p′ simulovaná bunkou p bude tieº vyzna-

£ená; to nevadí, lebo p′ neleºí na ºiadnom virtuálnom cykle, teda neexistuje

virtuálna cesta z p′ do generála p′0.

Ke¤ºe niektoré vyzna£ené bunky nie sú radiálne, musíme synchronizáciu

reálnej siete oneskori´ o 1 takt oproti virtuálnej sieti. (Inak by vyzna£ené

bunky, ktoré nie sú radiálne, vystrelili príli² skoro.) Vyzna£ená bunka p

vystrelí jeden takt potom, ako prvá simulovaná bunka aspo¬ jedného suseda

bunky p vystrelila.

V²imnime si, ºe výstrel na reálnej sieti závisí len od prvých simulovaných

buniek. Preto nám v tomto prípade sta£í, aby vo virtuálnej sieti vystrelila

len tá polovica buniek, ktorá je bliº²ie ku generálovi.

Dolný odhad. Uvaºujme sie´ N tvaru úse£ky s bunkami p0, . . . ,p2r a s

generálom v strede, tj. v bunke pr. Táto sie´ má n = 2r+1 buniek a polomer

r. Pouºitím dolného odhadu pre úse£ku (vi¤ dôsledky vety 3.3.1) dostaneme

tF (N,A) ≥ 2n− r − 2 = 3r.

V²imnime si, ºe N je aj strom. Tým sme ukázali, kaºdé rie²enie FSSP
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pre stromy potrebuje v najhor²om prípade £as 3r. (Najhor²ím prípadom je

práve N .)

To v²ak nevylu£uje moºnos´, ºe pre uº²iu triedu sietí existuje rie²enie,

ktoré je aj v najhor²om prípade rýchlej²ie ako 3r. Tejto otázke sa venujeme

v kapitole 4.
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Kapitola 4

Synchronizácia stromov

Ako sme ukázali v £asti 3.4, v²eobecný strom sa nedá v najhor²om prípade

synchronizova´ rýchlej²ie ako v £ase 3r. Pritom úse£ka s generálom na kraji,

£o môºeme povaºova´ za ²peciálny prípad stromu, sa dá synchronizova´ v

£ase 2r. (V tomto prípade r sa rovná po£tu buniek mínus 1.) Vzniká preto

otázka, aká ve©ká je trieda tých sietí, ktoré sa dajú synchronizova´ rýchlej²ie

ako 3r. V tejto kapitole ukáºeme, ºe do uvedenej triedy patria stromy so

²peciálnou pozíciou generála.

4.1 De�nície

De�nícia 4.1.1. Cestu EF nazveme hlavnou vetvou stromu T , ak d(E,F ) =

diam(T ).

Ak bod X leºí na hlavnej vetve EF , budeme hovori´, ºe EF je X-hlavná

vetva.

De�nícia 4.1.2. Nech EF je hlavná vetva, nech Y leºí na EF . Nech Z je

taký list, ºe cesty EF a Y Z majú spolo£ný len bod Y . Potom cestu Y Z

budeme nazýva´ ved©aj²ia vetva vzh©adom k EF . (obr. 4.1)

Strom môºe obsahova´ aj viac hlavných vetiev. Preto nesta£í poveda´, ºe

Y Z je ved©aj²ia vetva. Treba rozli²ova´, vzh©adom ku ktorej hlavnej vetve

je Y Z ved©aj²ia.
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E F
Y

Z

Obrázok 4.1:

V nasledujúcej vete ukáºeme, ako de�nícia 4.1.1 obmedzuje d¨ºku ved©aj-

²ích vetiev. Toto obmedzenie je v obr. 4.1 znázornené £iarkovanými £iarami.

Poznamenajme, ºe obr. 4.1 znázor¬uje len d¨ºky ved©aj²ích vetiev � vrcholy

ved©aj²ích vetiev môºu ma´ stupe¬ vä£²í ako 2.

Veta 4.1.3. Ak EF je hlavná vetva, Y leºí na EF a Y Z je ved©aj²ia vetva

vzh©adom na EF , tak d(Y, Z) ≤ min{d(E, Y ), d(F, Y )}.

Dôkaz. Bez ujmy na v²eobecnosti nech d(E, Y ) ≤ d(F, Y ). Potom dokazu-

jeme, ºe d(Y, Z) ≤ d(E, Y ). Sporom. Nech d(Y, Z) > d(E, Y ). Potom aj

d(Y, Z) + d(F, Y ) > d(E, Y ) + d(F, Y ), teda d(F,Z) > d(E,F ). Takºe E nie

je najvzdialenej²í bod od F, £o je spor s tým, ºe EF je hlavná vetva.

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ synchronizáciou stromov, pri£om

generál bude vºdy na hlavnej vetve.

4.2 Generál na kraji hlavnej vetvy, £as (2 + 1
2)r

V tejto £asti popí²eme rie²enie pre prípad, ºe generál je na kraji hlavnej

vetvy, teda v liste.

Synchronizácia bude prebieha´ v 2 fázach. V prvej fáze nájdeme na hlav-

nej vetve bunky A, B tak, aby d(G,A) = 1
2
r, d(G,B) = 3

4
r (obr. 4.2). Po

skon£ení prvej fázy sa za£ne druhá fáza. V nej simulujeme (v zmysle def.

2.3.1) synchronizáciu virtuálneho kruhu ABA s generálom v bunke A. Pres-

nej²ie, na reálnej sieti simulujeme kvázicyklickú sie´ (vi¤ £as´ 3.1.6), pri£om
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A B

Obrázok 4.2:

kaºdá reálna bunka na úse£ke AB simuluje 2 virtuálne bunky patriace kru-

hu ABA; ostatné reálne bunky simulujú orientované stromy visiace z kruhu

ABA. Virtuálna sie´ sa od reálnej siete odli²uje len tým, ºe spojenia medzi

bunkami sú jednosmerné v smere od bodu A a ºe sme pridali orientovanú

cestu BA. D¨ºka virtuálneho kruhu ABA je r′ =
⌊

r+3
2

⌋
.

Aby bolo moºné pouºi´ rie²enie pre kvázicyklickú sie´, vo virtuálnej sieti

musia by´ v²etky bunky vzdialené od generála menej ako r′. Aby táto pod-

mienka platila, virtuálna cesta zodpovedajúca CD bude za£ína´ v hornom

polkruhu AB a nie v dolnom polkruhu BA (vi¤ obr. 4.2) � cie©om je, aby

bunky cesty CD boli (vo virtuálnej sieti) £o najbliº²ie k A. Vi¤ lema 4.2.5.

Prvá fáza prebieha nasledovne. Bunka G vy²le v £ase 0 signály S0 s

rýchlos´ou 1, SA s rýchlos´ou 1/3 a SB s rýchlos´ou 3/5. Úlohou signálu

S0 je odrazi´ sa od konca hlavnej vetvy, potom sa stretnú´ so signálom SA

(resp. SB) a na mieste stretnutia vyzna£i´ bod A (resp. B). Signál vzniknutý

odrazom S0 budeme zna£i´ S ′0
Signál S0 sa ²íri broadcastom. Naviac, kaºdá bunka si zárove¬ s prevzatím

signálu S0 zapamätá, od ktorého suseda signál S0 pri²iel � tento sused je

rodi£om danej bunky. Ke¤ S0 príde do listu, vygeneruje sa tu signál S ′0.

Signál S ′0 sa ²íri opa£ným smerom ako S0, teda smerom ku generálovi.

Bunka prevezme signál S ′0 aº vtedy, ke¤ tento signál dorazí do v²etkých synov

bunky. (Toto platí aj pre bunky stup¬a 2 � teda tie, ktoré majú jediného
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syna. V tomto prípade sa signál S ′0 pohybuje bez zdrºania.) Takºe signál S ′0
£aká v bunke p dovtedy, kým rodi£ bunky p tento signál neprevezme.

Sú£asne so ²írením signálu S ′0 prebieha vyzna£ovanie G-hlavných vetiev.

Majme bunky p, p′, kde p je rodi£ bunky p′. Nech v £ase t dorazí do bunky

p′ signál S ′0. Ak bunka p prevezme signál S ′0 hne¤ (tj. v £ase t + 1), tak

bunka p′ si túto skuto£nos´ zapamätá � nastaví u seba príznak hlavnej vetvy.

Význam tohoto príznaku objasní lema 4.2.1.

Signál SB sa ²íri broadcastom, podobne ako S0. (Netreba o²etrova´ prí-

pad, ºe SB dorazí do listu, lebo taký prípad nemôºe nasta´. E²te predtým sa

totiº SB stretne s S ′0 a SB zanikne.)

Signál SA sa bude ²íri´ len po hlavnej vetve (lema 4.2.4). Nech signál SA

dorazil do bunky p. Signál SA si preberie len taký sused bunky p, v ktorom

ne£aká signál S ′0. Ako dokáºeme v leme 4.2.2, taký sused bude najviac jeden.

Lema 4.2.1. Ak bunka p′ má nastavený príznak hlavnej vetvy a jej rodi£ p

je na G-hlavnej vetve, tak aj p′ je na G-hlavnej vetve.

Dôkaz. V dôkaze nebudeme vyuºíva´, ºe G je na konci hlavnej vetvy, aby

sme túto lemu mohli vyuºi´ aj v £asti 4.3.

Ke¤ºe p′ má nastavený príznak hlavnej vetvy, tak p′ bol posledný spome-

dzi synov bunky p, ktorý dostal signál S ′0. Preto najvzdialenej²ím potomkom

bunky p je nejaká bunka zo subtree (p′); ozna£me túto bunku X. Kvôli sporu

predpokladajme, ºe existuje bunka Y taká, ºe d(G, Y ) > d(G,X). Potom

Y nemôºe by´ potomkom p, takºe kaºdá cesta za£ínajúca úsekom Gp má

d¨ºku men²iu ako d(G, Y ). Teda ºiadna z týchto ciest nemôºe by´ G-hlavnou

vetvou. Preto p neleºí na G-hlavnej vetve, £o je spor s predpokladom lemy.

Teda X je najvzdialenej²ia bunka od G. Nech Y Z je G-hlavná vet-

va. Potom d(Y, Z) = d(G, Y ) + d(G,Z). Bez ujmy na v²eobecnosti nech

d(G, Y ) < d(G,Z). Nech p1, p2 sú takí synovia G, ºe Y patrí do subtree (p1)

a Z patrí do subtree (p2).

Ak X patrí do subtree (p1), a teda nepatrí do subtree (p2), tak d(X,Z) =

d(X,G)+d(G,Z) ≥ d(Y,G)+d(G,Z) = d(Y, Z), pri£om nerovnos´ d(X,G) ≥
d(Y,G) vyplýva z toho, ºe X je najvzdialenej²ia od G. Teda d(X,Z) ≥
d(Y, Z), £iºe ak Y Z je hlavná vetva, aj XZ musí by´ G-hlavná vetva.
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AkX nepatrí do subtree (p1), tak d(X, Y ) = d(X,G)+d(G, Y ) ≥ d(Z,G)+

d(G, Y ) = d(Y, Z), teda d(X, Y ) ≥ d(Y, Z), teda XY je G-hlavná vetva.

Ke¤ºe X = p′ alebo X je potomok bunky p′, musí p′ leºa´ na ceste GX,

teda aj na G-hlavnej vetve XZ resp. Y Z.

G p

X1

X2

p1

p2

Obrázok 4.3:

Lema 4.2.2. Signál SA je v kaºdom okamihu najviac v 1 bunke.

Dôkaz. Pouºijeme indukciu vzh©adom na £as. V £ase t = 0 tvrdenie zjavne

platí, lebo generál je len jeden. Nech tvrdenie platí v £ase t. Nech v £ase t

je signál SA v bunke p (obr. 4.3). Sta£í ukáza´, ºe v £ase t existuje najviac

jeden syn p′ bunky p taký, ºe v p′ ne£aká signál S ′0. Sporom, nech p má

aspo¬ dvoch takých synov p1, p2. Potom z lemy 4.2.3 vyplýva, ºe G neleºí

na hlavnej vetve, £o je spor.

Lema 4.2.3. Nech p je bunka. Nech v £ase t do p pri²iel signál SA. Nech p

má aspo¬ dvoch takých synov p1, p2, do ktorých v £ase t e²te nepri²iel signál

S ′0. Potom G neleºí na hlavnej vetve.

Dôkaz. Aká je vzdialenos´ d(p,X1), kde X1 je najvzdialenej²í potomok bun-

ky p1 (obr. 4.3)? Signál S ′0 vznikol vX1 v £ase d(G,X1) = d(G, p)+ d(p,X1),

do bunky p dorazí o d(p,X1) taktov neskôr, teda v £ase

t1 = d(G, p) + 2d(p,X1)

(Vyuºili sme, ºe signál S ′0 sa na ceste z X1 do p nikde nezdrºí, v¤aka výberu

bodu X1. Inak by sme vedeli iba to, ºe t1 ≥ d(G, p) + 2d(p.X1).) Signál SA

pri²iel do bunky p v £ase

t2 = 3d(G, p)
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ke¤ºe sa pohybuje rýchlos´ou 1/3. Ke¤ºe signál S ′0 v £ase t2 e²te nedorazil

do p1, platí t1 > t2. Po dosadení máme d(G, p) + 2d(p,X1) > 3d(G, p), po

úprave d(p,X1) > d(G, p). Analogicky dokáºeme d(p,X2) > d(G, p). Potom

ale cesty pX1, pX2 sú obe dlh²ie ako Gp, takºe G neleºí na hlavnej vetve.

Lema 4.2.4. Signál SA je vºdy na G-hlavnej vetve.

Dôkaz. Opä´ pouºijeme indukciu vzh©adom na £as. Signál SA ²tartuje v

bode G, teda na G-hlavnej vetve. Ostáva ukáza´, ºe SA z G-hlavnej vetvy

nikdy neodbo£í. Nech SA je v £ase t v bunke p1 a v £ase t + 1 v bunke p2

a nech p1 6= p2. To znamená, ºe v £ase t je p2 jediný taký syn bunky p1, do

ktorého e²te nepri²iel signál S ′0. (Teda vo v²etkých ostatných synoch bunky

p1 uº £aká signál S ′0.) Z toho vyplýva, ºe p2 si v budúcnosti nastaví príznak

hlavnej vetvy (konkrétne 2 takty po tom, £o do p2 príde signál S ′0). Pouºitím

lemy 4.2.1 dostaneme, ºe aj p2 leºí na G-hlavnej vetve.

Druhá fáza synchronizácia sa za£ína, ke¤ sa vyzna£í bunka A, teda v

£ase 3
2
r. Simulácia virtuálneho kruhu sa ²íri rýchlos´ou 1 do buniek, ktoré sú

potomkom A a majú nastavený príznak hlavnej vetvy � teda do G-hlavných

vetiev. Do ostatných buniek sa ²íri simulácia virtuálnych stromov. V bunke

B sa ²írenie virtuálneho kruhu �oto£í�, teda sa za£ne ²íri´ aj opa£ným smerom

(tj. aj k spä´ k bodu A, po virtuálnej ceste BA). Buniek B môºe by´ viac,

ale �oto£enie� nastane iba v hlavných vetvách, teda len v tých bunkách B,

ktoré majú nastavený príznak hlavnej vetvy.

V²etky hlavné vetvy sa správajú rovnako, takºe druhá fáza synchronizácie

prebehne korektne. Nech p je bunka na hlavnej vetve taká, ºe je to potomok

A a ºe d(A, p) < d(A,B). Ozna£me i = d(A, p). Potom bunka p simuluje

dve virtuálne bunky: bunku £íslo i < d(A, p) a bunku £íslo j > d(A, p). (Kde

j = 2d(A, p) − i alebo j = 2d(A, p) + 1 − i v závislosti od hodnoty rmod4.

Vi¤ £as´ 4.2.1.) Nech Pp je mnoºina v²etkých synov bunky p leºiacich na

hlavnej vetve. Potom kaºdá bunka z Pp simuluje bunky £íslo i + 1 a j − 1.

Teda v²etky bunky z Pp robia to isté; správanie bunky na hlavnej vetve závisí

len od vzdialenosti tejto bunky od A.

Teda máme tieto skupiny reálnych buniek:
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1. tie bunky, ktoré sú na hlavnej vetve a zárove¬ sú potomkami A. Kaºdá

z týchto buniek simuluje 2 virtuálne bunky na kruhu.

2. ostatné bunky (tj. v²etky bunky, ktoré neleºia na G-hlavnej vetve

plus bunky na ceste GA). Kaºdá z týchto buniek simuluje 1 virtuálnu

bunku. Ak p je taká bunka, tak p simuluje bunku £íslo d(A, p).

3. bunka A simuluje jedinú bunku � generála

4. bunky B simulujú 1 alebo 2 bunky v závislosti od hodnoty r mod 4,

vi¤ £as´ 4.2.1

Správanie reálnej bunky p v druhej fáze závisí len od toho, do ktorej z uve-

dených skupín p patrí a aká je vzdialenos´ p od A.

4.2.1 Zaokrúh©ovanie

Podrobne preskúmame vývoj na ©ubovo©nej G-hlavnej vetve. Nech hlavná

vetva je tvorená bunkami p0, p1, . . ., pr, pri£om G = p0, d(p0, pi) = i. Bunky

virtuálneho kruhu budeme zna£i´ p′0, p
′
1, . . ., p

′
r′−1, kde r

′ je d¨ºka (tj. po£et

buniek) virtuálneho kruhu a vo virtuálnej sieti platí d(p′0, p
′
i) = i.

Signál S s rýchlos´ou v = k/l, k, l ∈ N implementujeme nasledovne. K

signálu S bude priradené po£ítadlo nadobúdajúce hodnoty 0,1, . . ., l − 1.

Signál S, ktorého po£ítadlo má hodnotu x, budeme zna£i´ Sx. Nech v £ase t

je Sx v bunke pi. Ak x+ k < l, tak v £ase t+ 1 bude Sx+k v bunke pi. (Teda

signál sa nepohne a po£ítadlo sa zvý²i o k.) Ak x+ k ≥ l (tj. ak by nastalo

prete£enie), signál sa posunie do bunky pi+1 a nová hodnota po£ítadla bude

x + k − l. Teda ak bunka pi+1 vidí, ºe jej sused pi obsahuje signál Sn, kde

x+ k ≥ l, tak v ¤al²om takte bunka pi+1 preberie signál S.

�ahko sa dokáºe, ºe ak S0 ²tartuje v bunke p0, tak v £ase t je Skt mod l v

bunke pbkt/lc
Kaºdá bunka si musí pamäta´, £i v nej je signál S a ak áno, pamätá si aj

hodnotu po£ítadla priradeného k S.

Uvedeným spôsobom implementujeme signály SA (pre k = 1, l = 3) a SB

(pre k = 3, l = 5).
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signál dG(t) po£ítadlo pre t ∈
SA

⌊
t
3

⌋
t mod 3 〈0, tA − 1〉

SB

⌊
3t
5

⌋
3t mod 5 〈0, tB − 1〉

S0 t nemá 〈0, r − 1〉
S ′0 2r − t nemá 〈r, tA − 1〉

Tabu©ka 4.1:

Signál S0 je v £ase t v bunke pt, teda v £ase r dorazí na koniec hlavnej

vetvy pr. V tom istom takte, teda v £ase r, vznikne v bunke pr signál S ′0.

Teda ke¤ bunka pr uvidí v £ase r − 1 v bunke pr−1 signál S0, vygeneruje v

£ase r signál S ′0. Signál S
′
0 je v £ase t v bunke p2r−t, pre t ≥ r.

Polohy signálov sú zhrnuté v tabu©ke 4.1, v st¨pci dG(t) je vzdialenos´

príslu²ného signálu od G v £ase t, v st¨pci �po£ítadlo� je hodnota po£ítadla

príslu²ného signálu v £ase t.

Teraz ur£íme, kde presne vzniknú body A a B. Tieº ur£íme, v ktorých

reálnych bunkách budú umiestnené bunky virtuálneho kruhu. Budeme roz-

li²ova´ 4 prípady pod©a hodnoty r mod 4. Bunka A bude v kaºdom prípade

simulova´ jedinú bunku p′0. Bunka B bude simulova´ 1 alebo 2 virtuálne bun-

ky v závislosti od r mod 4; cie©om bude, aby d¨ºka virtuálneho kruhu nebola

men²ia ako vzdialenos´ najvzdialenej²ej bunky od A.

Pre bod A budeme rozli²ova´ 2 prípady:

1. r = 2k. Potom A = pr/2 = pk. V £ase 3k − 1 je S ′0 v bunke pk+1 a S2
A

je v pk−1. V nasledujúcom takte sa na mieste S ′0 vyzna£í bunka A.

pk−1 pk pk+1

S2
A S ′

0

t = 3k − 1

pk−1 pk pk+1

A
t = 3k

Obrázok 4.4:

2. r = 2k + 1. Potom A =p(r−1)/2 = pk. V £ase 3k + 1 je S ′0 v bunke pk+1

a S1
A je v pk. V nasledujúcom takte sa na mieste SA vyzna£í bunka
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A. (Keby sme v tomto prípade zvolili A = pk+1, mohlo by sa vyzna£i´

vzniknú´ viac buniek A na rôznych G-hlavných vetvách.)

pk−1 pk pk+1

S1
A S ′

0

t = 3k + 1

pk−1 pk pk+1

A
t = 3k + 2

Obrázok 4.5:

Pre bod B budeme rozli²ova´ 4 prípady:

1. r = 4k. Potom A = pr/2 = p2k, B = p3r/4 = p3k. V £ase 5k − 1 je S ′0
v p3k+1 a S2

B je v p3k−1. V nasledujúcom takte sa v bunke p3k vyzna£í

bunka B.

p3k−1 p3k p3k+1 p3k+2 p3k+3

S2
B S ′

0

t = 5k − 1

p3k−1 p3k p3k+1 p3k+2 p3k+3

B
t = 5k

Obrázok 4.6:

Najvzdialenej²iou bunkou od A je pr, d(A, pr) = r − 2k = 2k. Bunka

B bude simulova´ 2 bunky � p′k a p′k+1. Bunka p2k+i bude simulova´

bunky p′i a p
′
2k+1−i (pre 1 ≤ i ≤ k).

. . .

. . .

p′0 p′1 p′2 p′k−1 p′k

p′2k p′2k−1 p′k+2 p′k+1

A B

Obrázok 4.7:

2. r = 4k + 1. Potom A = p(r−1)/2 = p2k, B = p(3r+1)/4 = p3k+1. V £ase

5k + 1 je S ′0 v p3k+1 a S3
B je v p3k. V nasledujúcom takte SB aj S ′0

zaniknú a v bunke p3k+1 sa vyzna£í bod B.
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p3k−1 p3k p3k+1 p3k+2 p3k+3

S3
B S ′

0

t = 5k + 1

p3k−1 p3k p3k+1 p3k+2 p3k+3

B
t = 5k + 2

Obrázok 4.8:

Najvzdialenej²iou bunkou od A je pr, d(A, pr) = r−2k = (4k+1)−2k =

2k + 1. Bunka B bude simulova´ 1 bunku � p′k+1. Bunka p2k+i bude

simulova´ bunky p′i a p
′
2k+2−i (pre 1 ≤ i ≤ k).

. . .

. . .

p′
0 p′

1 p′
2 p′

k p′
k+1

p′
2k+1 p′

2k p′
k+2

A B

Obrázok 4.9:

3. r = 4k + 2. Potom A = pr/2 = p2k+1, B = p(3r+2)/4 = p3k+2. V £ase

5k + 2 je S ′0 v p3k+2 a S1
B je v p3k+1. V nasledujúcom takte (tj. v £ase

5k+ 3) sa S1
B zmení na S4

B, S
′
0 zanikne a v bunke p3k+2 sa vyzna£í bod

B. Signál SB zanikne v ¤al²om takte (tj. v £ase 5k + 4).

p3k−1 p3k p3k+1 p3k+2 p3k+3

S1
B S ′

0

t = 5k + 2

p3k−1 p3k p3k+1 p3k+2 p3k+3

BS4
B

t = 5k + 3

Obrázok 4.10:

Najvzdialenej²iou bunkou od A je pr, d(A, pr) = r − (2k + 1) = (4k +

2)− 2k− 1 = 2k+ 1. Bunka B bude simulova´ 1 bunku � p′k+1. Bunka

p2k+1+i bude simulova´ bunky p′i a p
′
2k+2−i (pre 1 ≤ i ≤ k+1). Virtuálny

kruh vyzerá rovnako ako v predchádzajúcom prípade (teda bunka B

bude simulova´ jedinú bunku), len je posunutý o 1 bunku doprava.
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4. r = 4k + 3. Potom A = p(r−1)/2 = p2k+1, B = p(3r−1)/4 = p3k+2. V

£ase 5k + 3 je S ′0 v p3k+3 a S4
B je v p3k+1. V nasledujúcom takte sa SB

neposunie, ale v bunke p3k+2 vyzna£í bod B.

p3k−1 p3k p3k+1 p3k+2 p3k+3

S4
B S ′

0

t = 5k + 3

p3k−1 p3k p3k+1 p3k+2 p3k+3

B
t = 5k + 4

Obrázok 4.11:

Najvzdialenej²iou bunkou od A je pr, d(A, pr) = r − (2k + 1) = 4k +

3− 2k − 1 = 2k + 2. Bunka B bude simulova´ 2 bunky � p′k+1 a p′k+2.

Bunka p2k+1+i bude simulova´ bunky p′i a p
′
2k+3−i (pre 1 ≤ i ≤ k + 1).

. . .

. . .

p′
0 p′

1 p′
2 p′

k p′
k+1

p′
2k+2 p′

2k+1 p′
k+3 p′

k+2

A B

Obrázok 4.12:

r A B tA r′ tF

4k p2k p3k 6k 2k + 1 10k + 1
4k + 1 p2k p3k+1 6k + 2 2k + 2 10k + 5
4k + 2 p2k+1 p3k+2 6k + 3 2k + 2 10k + 6
4k + 3 p2k+1 p3k+2 6k + 5 2k + 3 10k + 10

Tabu©ka 4.2:

Zhrnutie je uvedené v tabu©ke 4.2. tA ozna£uje £as nájdenia bunky A,

tF ozna£uje £as synchronizácie. Platí tF = tA + 2r′ − 1, lebo druhá fáza sa

za£ína v £ase tA a synchronizácia virtuálneho kruhu s po£tom buniek r′ trvá

£as 2r′ − 1.

Z predchádzajúceho rozboru sa dá ur£i´ £as´ prechodovej funkcie týkajúca

sa nájdenia vrcholov A, B. Napr. ak nejaká bunka pX vidí, ºe v jej rodi£ovi

je signál S2
B a v synovi je signál S ′0, tak v nasledujúcom takte sa bunka
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pX ozna£í za bunku B � toto zodpovedá prípadu r = 4k. Dôleºité je, ºe

jednotlivé prípady sa dajú rozlí²i´ pod©a hodnoty po£ítadla signálu SB.

Lema 4.2.5. Virtuálna sie´ je kvázicyklická sie´ d¨ºky r′.

Dôkaz. Dokáºeme, ºe vo virtuálnej sieti nie je ºiadna bunka vzdialená od

A viac ako r′. Najprv to ukáºeme pre (©ubovo©nú) G-hlavnú vetvu. Sta£í

preveri´, ºe v tab. 4.2 platí, ºe ak A je v bunke pi, tak i < r′ (teda d(p0, A) ≤
r′) a r − i ≤ r′ (teda d(pr, A) < r′).

Ak by pre nejakú bunku p, ktorá neleºí na ºiadnej G-hlavnej vetve, platilo

d(A, p) ≥ r′, tak bu¤ p0p alebo prp je dlh²ia ako hlavná vetva, £o je spor.

4.3 Generál vnútri hlavnej vetvy

V tejto £asti sa budeme zaobera´ synchronizáciou stromov, pri£om generál

je na hlavnej vetve, ale nie nutne na kraji. Budeme sa snaºi´ prispôsobi´

rie²enie z £asti 4.2, aby fungovalo aj pre uvedenú triedu. Pritom druhú fázu

spomínaného rie²enia ponecháme bez zmeny, teda úlohou bude len vyzna£i´

bunky A a B.

Nech XY je ©ubovo©ná G-hlavná vetva taká, ºe d(G,X) ≤ d(G, Y ). Bu-

deme sa zaobera´ len prípadom, ke¤ d(G,X) < 1
3
d(G, Y ), v ostatných prí-

padoch je výhodnej²ie pouºi´ rie²enie z £asti 3.4. Bunky cesty XY ozna£íme

po rade p0, . . ., pn−1, kde d(p0, pi) = i, X = p0, G = pl, Y = pn−1, n = l + r,

r je polomer stromu. Ke¤ opisujeme vývoj na G-hlavnej vetve, myslíme tým

©ubovo©nú G-hlavnú vetvu XY , lebo v²etky G-hlavné vetvy sa správajú rov-

nako. Tento postup je korektný v¤aka lema 4.3.1. Tá hovorí, ºe ak XY je

G-hlavná vetva, tak d¨ºky d(X,G) a d(Y,G) nezávisia od výberu X a Y .

Lema 4.3.1. Nech Z1Z2 a Z3Z4 sú G-hlavné vetvy, pri£om d(Zi, G) ≤
d(Zi+1, G) pre i = 1, 3. Potom d(Z1, G) = d(Z3, G), d(Z2, G) = d(Z4, G).

Dôkaz. Nech p1, p2, p3, p4 sú takí synovia bunky G, ºe Zi leºí v subtree (pi)

pre i = 1, 2, 3, 4.

Skúmajme hodnoty depth(pi). Platí depth(subtree (pi)) ≥ d(G,Zi) , lebo

Zi leºí v subtree (pi). Tieº platí depth(subtree (pi)) ≤ d(G,Zi) lebo inak
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by sme vedeli pred¨ºi´ príslu²nú hlavnú vetvu. Uvaºujme napr. Z1. Keby

depth(subtree (p1)) > d(G,Z1), tak v subtree (p1) existuje bunka Z taká, ºe

d(G,Z) > d(G,Z1). Ke¤ºe G leºí na ceste Z1Z2, tak Z2 neleºí v subtree (p1)

a teda d(Z,Z2) = d(Z,G)+d(G,Z2) > d(G,Z1)+d(G,Z2) = d(Z1, Z2). Teda

d(Z,Z2) > d(Z1, Z2), £o je spor s tým, ºe Z1Z2 je hlavná vetva. Analogicky

sa dokazuje depth(subtree (pi)) ≤ d(G,Zi) pre i = 2, 3, 4. Spojením oboch

nerovností dostaneme depth(subtree (pi)) = d(G,Zi).

Kvôli sporu predpokladajme

d(Z1, G) < d(Z3, G) (4.1)

Preto aj depth(subtree (p1)) < depth(subtree (p3)), teda p1 6= p3.

Ak Z1 leºí v subtree (p4), tak p1 = p4. Preto depth(subtree (p1)) =

depth(subtree (p4)), teda

d(G,Z1) = d(G,Z4) (4.2)

Z predpokladov lemy vieme, ºe d(G,Z3) ≤ d(G,Z4), dosadením 4.2 dostane-

me d(G,Z3) ≤ d(G,Z1), £o je spor s 4.1.

Ak Z2 leºí v subtree (p3), tak p2 = p3. Preto depth(subtree (p2)) =

depth(subtree (p3)), teda

d(G,Z2) = d(G,Z3) (4.3)

Pritom Z4 neleºí v subtree (p3) = subtree (p2), lebo cesta Z3Z4 ide cez G.

Preto d(Z1, Z2) = d(G,Z1) + d(G,Z2) = d(G,Z1) + d(G,Z3) < d(G,Z3) +

d(G,Z3)≤ d(G,Z3) + d(G,Z4) = d(Z3, Z4). Druhá rovnos´ vyplýva z 4.3,

ostrá nerovnos´ vyplýva z 4.1. Teda d(Z1, Z2) < d(Z3, Z4), £o je spor s tým,

ºe Z1Z2 je hlavná vetva.

Ak Z2 neleºí v subtree (p3), tak d(Z2, Z3) = d(Z2, G)+d(Z3, G)>d(Z2, G)+

d(Z1, G) = d(Z1, Z2), pri£om nerovnos´ vyplýva z 4.1. Teda d(Z2, Z3) >

d(Z1, Z2), £o je spor s tým, ºe Z1Z2 je hlavná vetva.

Teda 4.1 neplatí. Analogicky odvodíme spor aj pre d(Z1, G) > d(Z3, G),.

Preto d(Z1, G) = d(Z3, G). Ke¤ºe v²etky hlavné vetvy majú z de�nície
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rovnakú d¨ºku, platí aj d(Z2, G) = d(Z4, G).

Hlavná my²lienka prvej fázy rie²enia je podobná ako v £asti 3.1.4. Vytvo-

ríme signály SA a SB tak, ako keby boli vyslané z bunky X v £ase −l.
Generál v £ase 0 vy²le signál S0, ktorý sa správa tak, ako je opísané v

£asti 4.2. Ke¤ sa S ′0 dostane do syna bunky G, tak v nasledujúcom takte

zanikne.

Signál S ′0 tieº nastavuje príznak hlavnej vetvy, v súlade s lemou 4.2.1.

V¤aka tomu dokáºe G posla´ správu len bunkám na G-hlavných vetvách.

Ale okrem toho je potrebné, aby G dokázala posla´ signál smerom len k X

alebo len k Y . Na to musí kaºdý syn bunky G vedie´, £i leºí na ceste do X,

resp. do Y .

Za týmto ú£elom bude ma´ bunka G po£ítadlo, kde si pamätá, z ko©kých

susedov e²te nedostala signál S ′0. Na za£iatku je toto po£ítadlo nastavené na

po£et susedov bunky G a pri príchode signálu S ′0 do syna bunky G po£ítadlo

klesne o 1. Ke¤ syn p bunky G uvidí, ºe tento po£et klesol na 0 (resp. 1)

jeden takt po tom, ako bol v p signál S ′0, tak p vie, ºe depth(subtree (p))+1 =

d(G, Y ) (resp. depth(subtree (p)) + 1 = d(G,X)).

Pri rekon²trukciu signálov SA resp. SB pouºijeme signál S ′′0 resp. S ′B.

Signál S ′′0 vznikne v bunke G v £ase 2l, teda pri príchode S ′0 z X do G.

Signál S ′′0 si môºeme predstavi´ ako pokra£ovanie signálu S ′0. Signály S ′0 a

S ′′0 rozli²ujeme najmä preto, ºe S ′′0 vie, ºe uº pre²iel cez bunku G.

�írenie signálu S ′′0 . Signál S ′′0 je vygenerovaný v bunke G vtedy, ke¤ po£í-

tadlo bunky G klesne na 1. Syn p bunky G preberie signál S ′′0 v nasledujúcom

takte, ale len vtedy, ak v p e²te nebol signál S ′0. �alej sa S
′′
0 ²íri broadcastom.

Nech v £ase 2l − 1 má po£ítadlo bunky G hodnotu x. V £ase 2l má to-

to po£ítadlo hodnotu 1. To vyplýva z lemy 4.3.2, lebo v £ase 2l − 1 musel

do nejakého syna G dorazi´ signál S ′0 z kaºdého podstromu s h¨bkou naj-

viac l. Teda ak do £asu 2l − 1 signál S ′0 nedorazil do p a p je syn G, tak

depth(subtree (p)) + 1 > l, a pod©a lemy 4.3.2 existuje práve jedno také p.

Signál S ′′0 je v £ase 2l + 1 prevzatý touto bunkou p a ¤alej sa ²íri len v

subtree (p).
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�írenie signálu S ′B. Signál S ′B je vygenerovaný v bunke G v £ase 0 a ²íri

sa broadcastom. Pohyb S ′B na ceste GY je opísaný v tabu©ke 4.3. Skúmajme

pohyb S ′B na ceste GZ, kde Z je list a d(G,Z) < d(G, Y ). Na cestu GZ sa

nikdy nedostane signál S ′′0 , preto sa na ceste GZ nevytvorí signál SB. Signál

S ′B príde aº do Z a tam zanikne.

Lema 4.3.2. Ak d(G,X) < d(G, Y ), tak existuje práve jeden taký syn p

bunky G taký, ºe depth(subtree (p)) + 1 > d(G,X).

Dôkaz. Existencia ukáºeme tak, ºe zoberieme také p, ºe Y leºí v subtree (p).

Jednozna£nos´ dokáºeme sporom. Nech existujú dvaja rôzni takí synovia

p1, p2. Nech Zi je najvzdialenej²í potomok pi pre i = 1, 2. Bez ujmy na

v²eobecnosti nech p1 je taký, ºe Y neleºí v subtree (p1), a teda cesta Z1Y ide

cez G. Ke¤ºe depth(subtree (p1)) + 1 > d(G,X), tak d(G,Z1) > d(G,X).

Potom d(Z1, Y ) = d(Z1, G) + d(G, Y ) > d(G,X) + d(G, Y ) = d(X, Y ), teda

d(Z1, Y ) > d(X, Y ), £o je spor s tým, ºe XY je hlavná vetva.

Rekon²trukcia SA. Signál SA vznikne v bunke G = pl v £ase 2l, teda pri

príchode signálu S ′0 do G.

Rekon²trukcia SB . Signál SB vznikne v bunke p3l v £ase 4l, teda pri

stretnutí signálov S ′′0 a S ′B. Za stretnutie povaºujeme, ke¤ sú S ′′0 a S ′B v tej

istej bunke a hodnota po£ítadla S ′B je 0. Vi¤ tabu©ka 4.3 a obr. 4.13.

V²imnime si, ºe ke¤ºe l < 3r, tj. l < 4n, tak signál SB vznikne v£as, teda

skôr ako by sme mali nájs´ bunku B.

signál poloha po£ítadlo pre t ∈
S0 l − t nemá 〈0, l − 1〉
S ′0 t− l nemá 〈l, 2l − 1〉
S ′′0 t− l nemá 〈2l, 4l − 1〉
SA

⌊
t+l
3

⌋
(t+ l) mod 3 〈2l, tA〉

S ′B
⌊

t
2

⌋
+ l t mod 2 〈2l, 4l − 1〉

SB

⌊
3
5
(t+ l)

⌋
3(t+ l) mod 5 〈4l, tB〉

Tabu©ka 4.3: Polohy signálov
tA resp. tB ozna£uje £as nájdenia bunky A resp. B
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pl p3l

t = −l

t = 0

t = l

t = 2l

t = 4l

S0

S ′
0

S ′′
0

SA

SB

S ′
B

Obrázok 4.13:
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Signály SA a SB sa po svojom vzniku ²íria pod©a rovnakých pravidiel ako

v £asti 4.2. Z liem 4.3.3 a 4.2.2 vyplýva, ºe signál SA je v kaºdom okamihu

najviac v jednej bunke na G-hlavnej vetve. Preto sa vyzna£í len jedna bunka

A.

Zaoberali sme sa len vývojom na G-hlavných vetvách. Vývojom na ostat-

ných bunkách sa nemusíme zaobera´. Druhá fázu synchronizácie potrebuje

len vyzna£enie jedinej bunky A a buniek Bi na G-hlavných vetvách a na²tar-

tovanie druhej fázy v bunke A. Tieto poºiadavky opísaná prvá fáza sp¨¬a.

Lema 4.3.3. Nech p je bunka. Nech v £ase t do p pri²iel signál SA. Nech p

má aspo¬ dvoch takých synov p1, p2, do ktorých v £ase t e²te nepri²iel signál

S ′0. Potom G neleºí na hlavnej vetve.

G p

X1

X2

p1

p2X

Obrázok 4.14:

Dôkaz. Sporom. Nech XY je G-hlavná vetva, nech d(G,X) ≤ d(G, Y ).

Nech Xi je najvzdialenej²í potomok bunky pi pre i = 1, 2. Aká je vzdialenos´

d(p,X1) (obr. 4.14)? Signál S ′0 vznikol v X1 v £ase d(G,X1) = d(G, p) +

d(p,X1), do bunky p dorazí o d(p,X1) taktov neskôr, teda v £ase

t1 = d(G, p) + 2d(p,X1)

(Vyuºili sme, ºe signál S ′0 sa na ceste z X1 do p nikde nezdrºí, v¤aka výberu

bodu X1. Inak by sme vedeli iba to, ºe t1 ≥ d(G, p) + 2d(p.X1).) Signál SA

pri²iel do bunky p v £ase

t2 = 2d(X,G) + 3d(G, p)

ke¤ºe sa pohybuje rýchlos´ou 1/3 a za£ína v £ase 2d(X,G). Ke¤ºe signál

S ′0 v £ase t2 e²te nedorazil do p1, platí t1 > t2. Po dosadení máme d(G, p) +
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2d(p,X1) > 2d(X,G) + 3d(G, p), po úprave d(p,X1) > d(X,G) + d(G, p).

Analogicky dokáºeme d(p,X2) > d(X,G) + d(G, p).

Bez ujmy na v²eobecnosti môºeme p1 a p2 zvoli´ tak, aby Y neleºala

v subtree (p1). Potom d(X1, Y ) = d(X1, p) + d(p, Y )> d(X,G) + d(G, p) +

d(p, Y ) = d(X,G) + d(G, p) + d(p, Y )= d(X, Y ), teda d(X1, Y ) > d(X, Y ).

Teda XY nemôºe by´ hlavná vetva.

�as synchronizácie. Rie²enie v tejto £asti sme kon²truovali tak, aby fun-

govalo ako rie²enie z £asti 4.2 s generálom na kraji hl. vetvy na²tarto-

vané v £ase −l. Takºe £as rie²enia bude
(
2 + 1

2

)
n − l =

(
2 + 1

2

)
(r + l) −

l =
(
2 + 1

2

)
r − 3

2
l. Je zrejmé, ºe pre l < r/3 je toto rie²enie rýchlej²ie ako

v²eobecné rie²enie z £asti 3.4.

4.4 Vnorite©nos´

V tejto £asti ukáºeme, ºe rie²enia uvedené v £astiach 4.2 a 5.1 sú vnorite©né v

zmysle de�nície 2.4.1. V¤aka vnorite©nosti môºeme paralelne spusti´ rie²enie

pre v²eobecný strom (uvedené v £asti 3.4) aj rie²enie pre strom s generálom

na konci hlavnej vetvy (uvedené v £asti 5.1). Takýmto spôsobom získame

rie²enie, ktoré vystrelí v £ase (2 + 1
2
)r (resp. (2 + 1

4
)r pri pouºití rie²enia z

£asti 5.1), ak je generál na konci hlavnej vetvy a inak vystrelí v £ase 3r.

Postup bude nasledovný. Ozna£me Γ triedu prípustných sietí, teda do Γ

patrí kaºdý strom s generálom na hlavnej vetve. Ak nejaká bunka p zistí, ºe

daná sie´ nepatrí do Γ, tak p prejde do chybového stavu sX . Stav sX sa bude

²íri´ broadcastom. Teda ak bunka p1 zistí, ºe jej susedná bunka p2 je v stave

sX , v nasledujúcom takte prejde p1 do stavu sX . Stav sX je stabilný, teda

ak je bunka v stave sX , tak v ¬om zotrvá bez oh©adu na stav susedov.

Bunka môºe prejs´ do stavu sX v nasledujúcich prípadoch.

Detekcia cyklov

Najprv uváºme prípad, ºe daná sie´ nie je strom, teda obsahuje cyklus. Po-

uºijeme preh©adávanie do ²írky. Ak sa nájde cyklus, bunky na konci cyklu
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prejdú do stavu sX .

Uvaºujme najprv cyklus nepárnej d¨ºky. V tomto prípade sa dve bunky

cyklu, ktoré sú najvzdialenej²ie od generála, prebudia v rovnakom £ase. Nech

tW je £as prebudenia bunky p. p si pri prebudení (tj. pri prechode z £asu

tW − 1 do £asu tW ) zapamätá, ktorý sused p1 ju prebudil. Ak v £ase tW je

prebudený aj iný sused bunky p ako p1, tak p zistila cyklus a prejde do stavu

sX .

V prípade cyklu párnej d¨ºky bunka zistí, ºe aspo¬ dvaja jej susedia sa

prebudili v rovnakom £ase a v takom prípade prejde do stavu sX .

Takºe ak sie´ obsahuje cyklus, nejaká bunka prejde do stavu sX najneskôr

v £ase r+ 1. Stav sX sa roz²íri do celej siete najneskôr v £ase 2r+ 1. Ke¤ºe

na²e rie²enia pracujú dlh²ie ako 2r + 1, tak ºiadna bunka v cyklickom grafe

nevystrelí.

Detekcia hlavnej vetvy

Prípad, ke¤ generál nie je v liste, sa dá o²etri´ triviálne � ak generál vidí, ºe

má aspo¬ 2 susedov, tak prejde do stavu sX .

Nakoniec predpokladajme, ºe daná sie´ je strom, generál je v liste, ale

generál nie je na hlavnej vetve. Treba ukáza´, ºe SA sa niekedy �rozdvojí�.

To vyplýva z lemy 4.4.1. Ke¤ totiº signál SA príde v £ase t do bunky p (ktorej

existencia je zaru£ená lemou 4.4.1), tak signál S ′0 e²te nestihol dorazi´ z X1

do p ani z X2 do p. Takºe p má aspo¬ dvoch takých synov p1, p2, v ktorých

ne£aká signál S ′0. V tomto prípade SA nepostúpi do v²etkých takých synov,

ale namiesto toho bunka p prejde do stavu sX . Synovia bunky p nepreberú

signál SA, lebo po£ítadlo signálu má hodnotu 0. Takºe sa nevyzna£í bunka

A, neza£ne sa druhá fáza synchronizácie a preto ºiadna bunka nevystrelí.

Z lemy 4.4.1 vyplýva, ºe takýmto spôsobom zru²íme synchronizáciu pre

kaºdý neprípustný strom. Z lemy 4.2.3 vyplýva opa£ná implikácia, teda ºe

takýmto spôsobom zru²íme synchronizáciu len pre neprípustné stromy. (V

tomto odseku sa zaoberáme len prípadom, ke¤ sie´ je strom. Prípad, ke¤

sie´ nie je strom, sme uº vyrie²ili vy²²ie.)
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Lema 4.4.1. Nech sie´ je strom, nech bunka G neleºí na ºiadnej hlavnej vet-

ve. Potom existujú také bunky p, X1, X2 ºe cesty Gp a X1X2 majú spolo£nú

len bunku p a d(G, p) < d(X1, p) a d(G, p) < d(X2, p). (obr. 4.3)

Dôkaz. Sta£í za X1 a X2 zobra´ také bunky, ºe X1X2 je hlavná vetva. Tým

je jednozna£ne ur£ené p, ke¤ºe cesty Gp a X1X2 majú spolo£nú len bunku

p.

Predpokladajme kvôli sporu, ºe d(G, p) > d(X1, p). Potom d(G,X2) >

d(X1, X2), a teda X1X2 nemôºe by´ hlavná vetva, £o je spor.

Predpokladajme, ºe d(G, p) = d(X1, p). Potom d(G,X2) = d(X1, X2),

teda aj GX2 je hlavná vetva. Dostali sme spor s tým, ºe G neleºí na hlavnej

vetve.

Preto musí plati´ d(G, p) < d(X1, p) a analogicky sa dokáºe d(G, p) <

d(X2, p).
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Kapitola 5

Moºnosti vylep²enia

V tejto kapitole ukáºeme, ºe rie²enie z £asti 4.2 sa pravdepodobne dá zrýchli´.

Zrýchlené rie²enie v²ak nie je úplne popísané. Vyuºívame totiº hypotézu, ºe

ak v kruhu d¨ºky n je vyzna£ená bunka v strede, celý kruh sa dá synchro-

nizova´ v £ase 3
2
n. V £asti 3.1.6 sme uviedli automat, ktorý pracuje v poºa-

dovanom £ase, ale synchronizuje len polovicu kruhu. Dá sa predpoklada´, ºe

tento automat je moºné upravi´ tak, aby v rovnakom £ase 3
2
n synchronizoval

celý kruh.

Z uvedeného dôvodu nemôºeme tvrdi´, ºe máme rie²enie s £asom blíºiacim

sa k (2 + 1
4
)r. Ukáºeme v²ak, ºe ak poºadované rie²enie pre kruh existuje,

tak rie²enie uvedené v £asti 5.1 funguje.

5.1 Synchronizácia stromu v £ase blíºiacom sa

k (2 + 1
4)r

V tejto £asti zrýchlime rie²enie uvedené v £asti 4.2. Pritom predpokladá-

me, ºe jednosmerný kruh sa dá synchronizova´ v £ase 3
2
r, ak je na kruhu

vyzna£ená bunka M na pozícii n/2, teda oproti generálovi.

Takisto ako v £asti 4.2 nájdeme v prvej fáze body A, B a v druhej fáze

simulujeme kvázicyklickú sie´ s kruhom na ceste AB. Naviac v prvej fáze

vyzna£íme na virtuálnom kruhu bunku v strede. Táto bunka bude práve v

bunke B. Ke¤ºe v²ak nesynchronizujeme len kruh, ale kvázicyklickú sie´,
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je potrebné, aby vo virtuálnej sieti na kaºdej orientovanej ceste z A bola

vo vzdialenosti d(A,B) zna£ka. Teda treba nájs´ v²etky body Bi také, ºe

d(A,Bi) = d(A,B).

Ako nájdeme body Bi? Hne¤ ako sa vyzna£í bunka B na hlavnej vetve,

vy²lú sa z bunky B dva signály S1, S2 s rýchlos´ami 1, resp. v. Tieto signály

sa budú ²íri´ z bunky do jej rodi£a, teda smerom k bunke A. Ke¤ signál S1

(resp. S2) príde do A, vygeneruje sa tu signál S ′1 (resp. S ′2) s rýchlos´ou v

(resp. 1). S ′1 a S
′
2 sa ²íria broadcastom. Za predpokladu v < 1 sa signály S ′1,

S ′2 stretnú vo vzdialenosti d(A,B) od A, £iºe práve v bunkách Bi. �ím vä£²ie

bude £íslo v, tým rýchlej²ie sa nájdu bunky Bi. Pre v blíºiace sa zdola k 1

sa bude potrebný £as (od nájdenia bunky B po nájdenie buniek Bi) blíºi´

zhora k 2d(B,Bi) = 2d(A,B) = r/2.

Bunka A spustí simuláciu virtuálneho kruhu aº vtedy, ke¤ do A dorazí

signál S2. Toto oneskorenie je nutné, lebo bunky Bi je potrebné vyzna£i´

najneskôr vtedy, ke¤ sa virtuálne bunky simulované bunkami Bi prebudia.

Nech tB je £as nájdenia bunky B, nech v = m−1
m

, m ∈ N. Signály S2,

S ′1 (²íriace sa rýchlos´ou v) implementujeme podobne ako SA a SB, teda

budú ma´ po£ítadlo nadobúdajúce hodnoty 0,. . .,m− 1 a inkrementujúce sa

v kaºdom takte o m−1. Rozdiel oproti SA a SB je v smere a spôsobe ²írenia

� S2 sa ²íri smerom k A a S ′1 sa ²íri broadcastom. Pri svojom vzniku si

signál S ′2 zapamätá hodnotu po£ítadla signálu S2. Táto hodnota sa pri ²írení

S ′2 nemení. Stretnutie signálov S ′1 a S ′2 nastane (a bunka Bi sa vyzna£í) aº

vtedy, ke¤ S ′1 a S ′2 sú v tej istej bunke a majú rovnakú hodnotu po£ítadla.

V tabu©ke 5.1 sú zhrnuté polohy signálov. dA(t) ozna£uje vzdialenos´

daného signálu od bunky A v £ase t, v ¤al²om st¨pci je hodnota po£ítadla

v £ase t. Ozna£ili sme d = d(A,B). Pri výpo£te hodnoty po£ítadla sme

vyuºili, ºe k(m − 1) mod m = −k. Operáciu mod chápeme tak, ºe vºdy

dáva nezáporný výsledok.

Z tabu©ky 5.1 vyplýva, ºe S ′1 vznikne v £ase tB + d, £iºe o 1 takt neskôr,

ako sa S1 dostane do suseda bunky A.
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signál dA(t) po£ítadlo pre t ∈
S1 d− (t− tB) nemá 〈tB, tB + d− 1〉
S ′1 b(t− tB − d)vc (tB + d− t) mod m

〈
tB + d, tB + d+

⌈
d
v

⌉〉
S2 d− b(t− tB)vc (tB − t) mod m

〈
tB, tB +

⌈
d
v

⌉− 1
〉

S ′2 t− tB −
⌈

d
v

⌉ (− ⌈d
v

⌉)
mod m

〈
tB +

⌈
d
v

⌉
, tB + d+

⌈
d
v

⌉〉
Tabu©ka 5.1:

Signál S ′2 vznikne v £ase tB +
⌈

d
v

⌉
, £iºe o 1 takt neskôr, ako sa S2 dostane

do suseda bunky A (vi¤ lema 5.1.2). Signál S ′2 si svoje po£ítadlo nastaví na(− ⌈d
v

⌉
mod m

)
� toto je hodnota, ktorú by malo po£ítadlo signálu S2 v £ase

tB +
⌈

d
v

⌉
(vtedy v²ak uº S2 neexistuje). Takºe ke¤ A vidí vo svojom susedovi

signál Sn
2 , tak A v nasledujúcom takte vytvorí signál S ′2 a jeho po£ítadlo

nastaví na (n+m− 1) mod m.

Lema 5.1.1. (∀d ∈ N, v ∈ (0, 1))
⌊⌈

d
v

⌉
v − v⌋ = d− 1

Dôkaz. Z de�nície hornej celej £asti vyplýva

d

v
≤
⌈
d

v

⌉
<
d

v
+ 1

d ≤
⌈
d

v

⌉
v < d+ v

d− v ≤
⌈
d

v

⌉
v − v < d

Z toho vidie´, ºe
⌊⌈

d
v

⌉
v − v⌋ = d− 1.

Lema 5.1.2. V £ase tB +
⌈

d
v

⌉− 1 je signál S2 vo vzdialenosti 1 od A.

Dôkaz. V £ase t je S2 vo vzdialenosti d − b(t− tB)vc od A. Pre t = tB +⌈
d
v

⌉−1 platí d−b(t− tB)vc =d−⌊(tB +
⌈

d
v

⌉− 1− tB)v
⌋

=d−⌊(⌈d
v

⌉− 1)v
⌋

=

d−⌊⌈d
v

⌉
v − v⌋ =d−(d−1) = 1, pri£om v predposlednej rovnosti sme pouºili

lemu 5.1.1.
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Kde sa stretnú S ′1 a S
′
2? Najprv zistime, kedy budú v tej istej bunke, teda

pre aké t platí

b(t− tB − d)vc = t− tB −
⌈
d

v

⌉
(5.1)

Z de�nície dolnej celej £asti platí:

(t− tB − d)v − 1 < b(t− tB − d)vc

tv − tBv − dv − 1 < t− tB −
⌈
d

v

⌉

tB(1− v)− dv +

⌈
d

v

⌉
− 1 < t(1− v)

t > tB +

⌈
d
v

⌉− dv − 1

1− v (5.2)

(delenie oboch strán nerovnosti výrazom 1 − v je v poriadku, lebo v ∈
(0, 1) a teda v > 0)

Kedy majú S ′1 a S ′2 rovnakú hodnotu po£ítadla?

po£ítadlo S′
1︷ ︸︸ ︷

(tB + d− t) mod m =

po£ítadlo S′
2︷ ︸︸ ︷

−
⌈
d

v

⌉
mod m

(tB + d+

⌈
d

v

⌉
− t) mod m = 0

t = km+ d+ tB +

⌈
d

v

⌉
pre k ∈ N (5.3)

�ahko sa overí, ºe t2 = tB +d+
⌈

d
v

⌉
sp¨¬a podmienky 5.1 aj 5.3. Navy²e t2 je

najmen²ie také prirodzené £íslo, ke¤ºe najvä£²ie rie²enie rovnice 5.3 men²ie

ako t2 je (t2−m) a (t2−m) nesp¨¬a nerovnos´ 5.2. Takºe S ′1 a S
′
2 sa prvýkrát

stretnú v £ase t2 vo vzdialenosti d = d(A,B) od A.

�as synchronizácie. Odhadneme £as synchronizácie, zanedbávajúc adi-

tívne kon²tanty. Druhá fáza ²tartuje v £ase tB +
⌈

d
v

⌉
, £o je zhruba 5

4
r + r

4v
.
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Druhá fáza trvá zhruba 3
2

(
r
2

)
= 3

4
r. Celkovo to je 2r + r

4v
, £o pre v blíºiace

sa zdola k 1 dáva £as blíºiaci sa zhora k
(
2 + 1

4

)
r.

5.2 Synchronizácia stromu v £ase (2 + 1
4)r

V tejto £asti nazna£íme, ako sa dá urýchli´ h©adanie buniek Bi bez neobme-

dzeného nárastu po£tu stavov.

Predpokladajme najprv, ºe v kaºdej bunke máme k dispozícii automat

s nekone£ným po£tom stavov. V takom prípade môºeme vysla´ z bodu B

smerom do bodu A signál S3, ktorý si pamätá prejdenú vzdialenos´. Ke¤ S3

príde do A, vie, ºe pre²iel vzdialenos´ d(B,A). Vtedy sa vygeneruje signál S ′3,

ktorého úlohou je prejs´ (zapamätanú) vzdialenos´ d(B,A) a potom vyzna£i´

body Bi. Teda S3 má po£ítadlo a pri svojom pohybe ho inkrementuje. Po

príchode do bodu A sa S3 zmení na S ′3 a pri svojom pohybe od bodu A

bude po£ítadlo dekrementova´. Ke¤ po£ítadlo dosiahne hodnotu 0, signál S ′3
vyzna£í bod Bi. Signál S3 sa ²íri smerom k bodu A, teda k rodi£om. Signál

S ′3 sa ²íri broadcastom.

Uvedený postup vieme realizova´ aj s kone£nostavovými automatmi. Ke¤-

ºe hodnota po£ítadla môºe by´ neobmedzene ve©ká, táto hodnota bude ulo-

ºená vo viacerých susedných bunkách. Po£ítadlo môºeme implementova´

podobne ako v [12], ale potrebujeme navy²e, aby sme po£ítadlo vedeli aj

dekrementova´ a testova´ na 0. Dôleºité je, ºe pri dekrementácii sa d¨ºka

po£ítadla (tj. po£et buniek, v ktorých je hodnota po£ítadla uloºená) zniºuje.

Ke¤ po£ítadlo dosiahne hodnotu 0, bude ma´ d¨ºku 2.
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Kapitola 6

Záver

V tejto práci sme ukázali, ºe problém synchronizácie sa dá pre stromy rie²i´

v £ase
(
2 + 1

2

)
r, ak je generál na ²peciálnej pozícii � na kraji hlavnej vetvy.

Navy²e sme ukázali vnorite©nos´ tohto rie²enia, £o umoº¬uje skombinova´

na²e rie²enie s inými rie²eniami. Napokon sme uviedli zov²eobecnenie ná²ho

rie²enia, kde pripú²´ame generála aj vnútri hlavnej vetvy. Tu sme dosiahli

£as
(
2 + 1

2

)
r + 3

2
l, kde l je vzdialenos´ generála od bliº²ieho kraja hlavnej

vetvy. Pre l < 1
3
r je tento výsledok lep²í ako v²eobecné rie²enie s £asom 3r.

Sformulovali sme hypotézu o synchronizácii jednosmerných kruhov, ktorej

platnos´ by umoºnila ¤al²ie zrýchlenie aº na £as
(
2 + 1

4

)
r.

Ostala otvorená otázka, £i je moºné strom s generálom na kraji hlavnej

vetvy synchronizova´ rýchlej²ie ako
(
2 + 1

4

)
r. Triviálny dolný odhad, totoºný

s dolným odhadom pre úse£ku, je 2r. Ostáva teda úloha nájs´ rýchlej²ie

rie²enie, alebo (£o je nepravdepodobné) lep²í dolný odhad.

�al²ia zaujímavá otázka je, £i sa dajú postupy z tejto práce pouºi´ aj na

v²eobecných grafoch so ²peciálnou pozíciou generála.
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