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Školitel’: doc. RNDr. Eduard Toman, CSc.

Bratislava, 2013 Bc. Jakub Husár





v
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Abstrakt

Autor: Bc. Jakub Husár

Názov práce: Niektoré metrické vlastnosti čiastočných náhodných booleovských

funkcíı

Typ práce: Diplomová práca
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V našej práci sa zaoberáme štúdiom niektorých merických vlastnost́ı čiastočných

náhodných booleovských funkcíı. Prezentujeme v nej a dokazujeme tvrdenia

o asymptotických odhadoch počtu jadrových hrán a regulárnych vrcholov

obsiahnutých v grafoch, ktoré sú geometrickou reprezentáciou týchto funkcíı.

Na základe týchto výpočtov odhadujeme zložitost’ Quinovej DNF a DNF

typu
∑

T. Tieto výsledky porovnávame so známymi zisteniami o zložitosti

skrátenej DNF.

Kl’́učové slová: čiastočná náhodná boolovská funkcia, jadrové hrany, re-

gulárne vrcholy, Quinova DNF, DNF typu
∑

T
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In this work we deal with the study of some properties of partially defined

random boolean functions. We are presenting and proving the theorems that

asymptotically estimate the number of kernel subcubes and regular vertices

contained in hypercubes equivalent to this functions. Based on these results,

we estimate the complexity of Quine DNF and
∑

T DNF. Finally we are

comparing these results with the known findings about the complexity of
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2 Základné defińıcie a pojmy 4
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2.4 Interval NK zodpovedajúci konjunkcii K . . . . . . . . . . . . 14

2.5 Maximálny interval N ′K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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Kapitola 1

Úvod

Na začiatku tejto kapitoly uvádzame fakty týkajúce sa problematiky bo-

oleovských funkcíı s hlavným zamerańım na čiastočné náhodné booleovské

funkcie, ako aj ich možné využitie v praxi. Následne na to stanovujeme ciel’

výskumu a popisujeme základné členenie našej práce.

1.1 O problematike

Ked’že začiatok výskumu problematiky booleovských funkcíı sa datuje ešte do

začiatku 2. polovice minulého storočia, táto oblast’ je pomerne dobre zmapo-

vaná a existuje v rámci nej množstvo štúdíı. Nakol’ko sa v našej diplomovej

práci venujeme náhodným funkciám a im zodpovedajúcim náhodným gra-

fom, sú pre nás zauj́ımavé tie práce, ktoré pojednávajú o nejakej vlastnosti

alebo charakteristike daných funkcíı.

Medzi prvé práce tohto druhu patŕı jednak práca Webera a Yablonskeho,

ktorých predmetom záujmu bolo štúdium minimalizácie DNF a taktiež práca

Glagoleva a Saphozenka, ktoŕı skúmali vlastnosti náhodných boolovských

funkcíı s explicitne danou pravdepodobnost’ou.

Problematikou jadrových hrán a regulárnych vrcholov, o ktorých pojednávame

1



KAPITOLA 1. ÚVOD 2

v našej práci sa zaoberali Toman a Stanek v práci [9], odkial’ pochádzajú

aj niektoré pre našu zauj́ımavé výsledky ohl’adom štúdia vlastnost́ı úplných

náhodných booleovských funkcíı.

Menej prebádanú oblast’ tvoŕı oblast’ venujúca sa špeciálnemu typu bo-

oleovských funkcíı, ktoré nemusia byt’ definované na celom vstupe, jedná sa

o tzv. čiastočné booleovské funkcie.

Výskumu v tejto oblasti sa venovala aj L. Haviarová v práci [5], ktorá

preskúmavala počty hrán a maximálnych hrán v náhodnom grafe repre-

zentujúcom čiastočnú náhodnú booleovskú funkciu a z toho vyplývajúce

zložitosti úplnej a skrátenej DNF. Na výsledky tejto práce nadväzujeme v

našom výskume.

1.2 Využitie

Okrem samotného matematického hl’adiska majú výsledky zo skúmanej prob-

lematiky uplatnenie aj v rôznych oblastiach informatiky. Vieme ich využit’ či

už pri návrhu a vytvárańı logických obvodov, kde každý fyzický elektrický ob-

vod zodpovedá DNF funkcii a teda jej minimalizovanie má vplyv na zložitost’

týchto obvodov. Taktiež v kryptológii, kde koncept čiastočných náhodných

booleovských funkcíı môže byt’ využitý na vytváranie kryptograficky silných

booleovských funkcíı, ktoré majú využitie napŕıklad pri vytvárańı efekt́ıvnych

šifrovaćıch algoritmov alebo hašovaćıch funkcíı. Rovnako tak vieme výsledky

zužitkovat’ aj pri snahe o rozpoznávanie obrazcov, vytvárańı testov a taktiež

sa dajú poznatky využit’ aj pri štúdiu problematiky oddelitel’nosti množ́ın.

O problematike oddelitel’nosti množ́ın a teórii testov je bližšie uvádzané v

nasledujúcej kapitole.
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1.3 Ciel’

Na začiatku skúmania danej problematiky bolo potrebné stanovit’ si niekol’ko

ciel’ov, ktoré by udávali smerovanie celej našej práce. Jedná sa konkrétne o

tieto ciele:

1. asymptoticky odhadnút’ a ohraničit’ počet jadrových hrán čiastočných

booleovských funkcíı

2. asymptoticky odhadnút’ a určit’ dolnú a hornú hranicu pre počet re-

gulárnych vrcholov čiastočných booleovských funkcíı

3. vyjadrit’ zložitosti Quinovej DNF a DNF typu
∑
T a porovnat’ ich so

zložitost’ou skrátenej DNF z práce [5]

1.4 Členenie práce

Túto prácu sme rozčlenili do jednotlivých kapitol.

Defińıcie základných pojmov a označeńı, ktoré v práci použ́ıvame: čiastočná

booleovská funkcia, rôzne druhy DNF, geometrický pŕıstup k problematike,

všeobecný pravdepodobnostný model a použité metódy tvoria druhú kapi-

tolu. Okrem toho na tomto mieste, uvádzame znenie problémov, na ktoré

vieme aplikovat’ náš výskum.

V tretej kapitole predstavujeme vlastné výsledky. Určujeme strednú hodnotu

a ohraničenia počtu jadrových hrán, ako aj strednú hodnotu a hornú hra-

nicu počtu regulárnych vrcholov. Všetky tvrdenia, ktoré uvádzame zároveň

náležitým spôsobom dokazujeme. Na základe týchto tvrdeńı určujeme zložitosti

Quinovej DNF a DNF typu
∑
T .

V závere práce sumarizujeme a hodnot́ıme všetky dosiahnuté výsledky a

zamýšl’ame sa nad možnost’ami d’aľsieho výskumu.



Kapitola 2

Základné defińıcie a pojmy

V tejto kapitole uvedieme základné pojmy, defińıcie a označenia, ktoré bu-

deme v d’aľsom texte použ́ıvat’.

Najskôr zadefinujeme, čo rozumieme pod pojmom čiastočná booleovská fun-

kcia (ČBF), d’alej uvedieme defińıciu disjunkt́ıvnej normálnej formy a to, ako

pomocou nej vieme realizovat’ čiastočnú booleovskú funkciu. Aby sme mohli

pracovat’ s ČBF, zadefinujeme pojmy týkajúce sa pravdepodobnosti. Tak-

tiež uvedieme metódy, ktoré budeme využ́ıvat’ na vyč́ıslovanie jednotlivých

vlastnost́ı a napokon udáme označenia, s ktorými budeme v d’aľsom texte

pracovat’.

2.1 Čiastočná booleovská funkcia

Pod pojmom čiastočná booleovská funkcia rozumieme také zobrazenie, ktoré

pre množinu Bdef , ktorá je podmnožinou množiny {0, 1}n, prirad́ı hodnotu z

množiny B = {0, 1}, pričom pre každú n-ticu z Bn \ BDEF plat́ı, že funkcia

na tomto vstupe nie je definovaná.

Táto funkcia preto na definovaných vstupoch nadobúda tvar

Bdef → B

4
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Inými slovami, je to taká funkcia, ktorá vybraným n-ticiam premenných

x1, x2, ..., xn prirad́ı hodnotu z B a pre zvyšné n-tice nie je táto funkcia de-

finovaná.

Nakol’ko máme 2n rôznych n-t́ıc vstupov a tie vieme rozdelit’ do 3 rôznych

množ́ın podl’a toho, či funkcia na danom vstupe nadobúda hodnotu 0, 1,

alebo nie je definovaná, dostávame, že existuje práve 32n rôznych čiastočných

booleovských funkcíı.

Pŕıklad 2.1.1 Pŕıklad čiastočnej booleovskej funkcie

x1 x2 x3 x4 f(x1, x2, x3, x4)

0 0 0 0 0

0 0 1 0 1

0 1 0 0 1

0 1 0 1 0

0 1 1 1 1

1 0 0 1 1

1 0 1 0 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 0

1 1 1 1 1

Tabul’ka 2.1: Čiastočná booleovská funkcia daná pravdivostnou tabul’kou

Funkcia f je funkciou o štyroch premenných, kde definičný obor tvoŕı množina

{0000, 0010, 0100, 0101, 0111, 1001, 1010, 1101, 1110, 1111} a funkcia nie je de-

finovaná na zvyšných vstupoch, teda vstupoch z množiny {0001, 0011, 0110, 1000, 1011, 1100}.
Obor hodnôt tejto funkcie je daný množinou B = {0, 1}.
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Označenie 2.1.1 Nech f je n-árna čiastočná booleovská funkcia. Množinou

Nf označ́ıme takú množinu n-t́ıc (a1, a2, ..., an) ∈ Bn, pre ktoré plat́ı, že

(a1, a2, ..., an) ∈ Nf

vtedy a práve vtedy, ked’

f(a1, a2, ..., an) = 1

Obdobne budeme označovat’ množinou Nf̄ tie n-tice, pre ktoré f(a1, a2, ..., an) =

0 a množina Nf̃ bude reprezentovat’ tie, pre ktoré nie je funkcia f definovaná.

2.1.1 Realizácia disjunkt́ıvnou normálnou formou

Najprv zavedieme niekol’ko užitočných pojmov, ktoré budeme pri popise a

disjunkt́ıvnych normálnych foriem použ́ıvat’.

Označenie 2.1.2

xσ = xσ ∨ x̄σ̄, kde σ ∈ {0, 1}

Potom plat́ı

xσ =

{
x̄ ak σ = 0

x ak σ = 1

čo sa dá vyjadrit’ ako

xσ =

{
1 ak x = σ

0 ak x 6= σ

Výraz xσii ktorý predstavuje premennú xi alebo jej negáciu x̄i budeme

nazývat’ literálom.

Defińıcia 2.1.1 (Elementárna konjunkcia) Nech x1, . . . , xn sú premenné

nejakej n-árnej booleovskej funkcie a nech xσ1
1 , . . . , x

σr
r , kde 0 < r < n, sú
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l’ubovol’né literály týchto premenných. Potom výraz K = xσ1
1 ∧ . . . ∧ xσrr bu-

deme nazývat’ elementárnou konjunkciou. Hodnotu r nazývame rádom kon-

junkcie K a označovat’ ju budeme r(K), pričom konjunckiu K s r(K) = 0

nazývame prázdnou konjunkciou a jej hodnota je konštantne rovná 1.

Defińıcia 2.1.2 (Disjunkt́ıvna normálna forma) Nech K1, . . . , Km sú

navzájom rôzne elementárne konjunkcie. Potom výraz D = K1 ∨ . . . ∨ Km

nazývame disjunkt́ıvnou normálnou formou (DNF). Hodnota m sa nazýva

dĺ̌zkou DNF, pričom ak m = 0, tak hovoŕıme, že DNF D je prázdna a má

hodnotu 0.

Defińıcia 2.1.3 (DNF realizujúca funkciu f) Hovoŕıme, že DNF D re-

alizuje čiastočnú booleovskú funkciu f práve vtedy, ked’ plat́ı, že pre všetky

vstupy (a1, . . . , an), ai ∈ {0, 1} na ktorých je funkcia f definovaná, je hod-

nota D(a1, . . . , an) totožná s hodnotou f(a1, . . . , an). (Mimo oblasti defińıcie

funkcie f , môže DNF D nadobúdat’ l’ubovol’né hodnoty).

Inými slovami, ak ND je množina všetkych n-t́ıc, pre ktoré je D splnená,

potom DNF D realizuje funkciu f práve vtedy ked’ plat́ı

(Nf ⊆ ND) ∧ (Nf̄ ∩ND = ∅)

Každú čiastočnú booleovskú funkciu vieme realizovat’ pomocou disjunkt́ıvnej

normálnej formy (DNF). Jednej čiastočne booleovskej funkcii môže ale zo-

spovedat’ niekol’ko rôznych DNF, vid’ nasledujúci pŕıklad.

Pŕıklad 2.1.2 Uvažujme terárnu čiastočnú booleovskú funkciu f(x1, x2, x3)

zadanú nasledujúcou pravdivostnou tabul’kou

Funkcia f je realizovaná disjunkt́ıvnou normálnou formou D1

D1 = x̄1x2x3 ∨ x1x̄3 ∨ x2x̄3
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x1 x2 x3 f(x1, x2, x3)

0 0 1 0

0 1 0 1

0 1 1 1

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 1

Tabul’ka 2.2: Funkcia f ako pŕıklad nejednoznačnosti DNF

avšak, taktiež môže byt’ realizovaná aj pomocou DNF D2

D2 = x2x3 ∨ x̄3

Práve pre túto nejednoznačnost’ potebujeme uviest’, ktoré DNF reali-

zujúce funkciu f nás budú v nasledujúcom texte zauj́ımat’.

Existuje viacero kritéríı, pomocou ktorých môžeme posudzovat’ tieto DNF.

Aby sme ich určili zadefinujeme si nasledujúce pojmy.

Defińıcia 2.1.4 (Implikant) Elementárna konjunkcia K sa nazýva impli-

kantom funkcie f, ak existuje n-tica (a1, . . . , an) ∈ Nf pre ktorú K(a1, . . . , an) =

1 a zároveň plat́ı, že pre každú n-ticu (b1, . . . , bn) ∈ Nf̄ , K(b1, . . . , bn) = 0.

Defińıcia 2.1.5 (Prostý implikant) Prostým implikantom funkcie f nazývame

implikant K taký, že l’ubovol’ná konjunkcia ktorú źıskame z K vynechańım nie-

ktorého činitel’a xi
σi, nie je už implikantom funkcie f.

Teraz si uvedieme niekol’ko typov DNF, ktoré budeme v nasledujúcom

texte využ́ıvat’.

Defińıcia 2.1.6 (Skrátená DNF) Skrátenou DNF funkcie f budeme nazývat’

takú DNF D, ktorá je disjunkciou všetkých prostých implikantov funkcie f a

označovat’ ju budeme Ds(f).
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Poznámka 2.1.1 Ku každej čiastočnej booleovskej funkcii f existuje práve

1 skrátená DNF.

Defińıcia 2.1.7 (Iredundantná DNF) Nech D je DNF realizujúca funkciu

f a D sa skladá iba zo samých prostých implikantov funkcie f. Potom, ak z D

vynechańım l’ubovolného prostého implikantu Ki, D’ už nerealizuje funkciu f,

nazývame túto DNF iredundantnou.

Aby sme mohli zadefinovat’ d’aľsie typy DNF, je potrebné uviest’, čo musia

sṕlňat’ parametre charakterizujúce zložitosti týchto DNF, na základe ktorých

budeme tieto DNF porovnávat’. Preto teraz definujeme pojem index jedno-

duchosti L(D), ktorý muśı sṕlňat’ niekol’ko axióm.

Defińıcia 2.1.8 (Index jednoduchosti)

Indexom jednoduchosti DNF D nazývame taký parameter L(D), ktorý spĺňa

všetky nasledujúce axiómy.

1. Axióma nezápornosti. Pre l’ubovol’nú DNF L(D) ≥ 0.

2. Axióma monotónnosti (vzhl’adom na násobenie). Nech D = D′∨xiσiK ′i.
Potom L(D) ≥ L(D′ ∨K ′i).

3. Axióma vypuklosti (vzhl’adom na sumáciu). Nech D = D1 ∨ D2. Ak

D1 ∧D2 = 0, tak plat́ı L(D) ≥ L(D1) + L(D2).

4. Axióma invariantnosti (vzhl’adom na izomorfizmus). Nech DNF D’ bola

źıskaná z DNF D premenovańım premenných (bez toho aby boli stotožnené).

Potom L(D) = L(D′).

Teraz uvedieme 2 typy DNF, ktoré sa určujú na základe ich zložitosti a

ktorých zložitost’ sṕlňa pomienky indexu jednoduchosti.
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Defińıcia 2.1.9 (Minimálna DNF) Iredundantná DNF s minimálnou zložitost’ou

(minimálnym počtom činitel’ov) sa nazýva minimálna DNF. Tento počet činitel’ov

budeme v d’aľsom texte označovat’ ako L(D).

Defińıcia 2.1.10 (Najkratšia DNF) Iredundantná DNF s minimálnou

dĺ̌zkou (minimálnym počtom implikantov) sa nazýva najkraťsia DNF a túto

dĺ̌zku budeme označovat’ ako l(D).

V pôvodnom uvažovańı procesu minimalizácie sa iredundantné DNF od-

vodzovali priamo zo skrátenej DNF. Nakol’ko ale táto čast’ tohto procesu,

kde sa proces vetv́ı a vytvárajú sa iredundantné DNF je najnáročneǰsia,

pokúšame sa ho zjednodušit’ tým, že sa vynasnaž́ıme vopred vylúčit’ čast’

členov skrátenej DNF, ktoré sa nezúčastňujú pri zostrojovańı iredundantných

DNF, a tým skrátit’ celkové prezeranie. Realizujeme to pritom tak, aby

zvyšná čast’ členov umožnila zostrojit’ aspoň jednu minimálnu DNF. Dostávame

tak nový proces minimalizácie, ktorý je uvedený na obrázku 2.1.

Najvhodneǰsie je, aby tento krok bol realizovaný jednoznačne.

Preto zavedieme Quinovu DNF a DNF typu
∑
T , ktoré nám tieto kroky

budú realizovat’.

Defińıcia 2.1.11 (Quinova DNF) Majme množinu tých prostých impli-

kantov, ktoré sú obsiahnuté v každej iredundantnej DNF. Tieto implikanty

nazvyme jadrové implikanty. Potom DNF D, ktorú dostaneme zo skrátenej

DNF Ds(f) vynechańım všetkých tých prostých implikantov, ktorých množina

pŕıpustných hodnôt je pokrytá jadrovými implikantmii, nazývame Quinova

DNF funkcie f a označovat’ ju budeme NQ.

Defińıcia 2.1.12 (DNF typu ΣT) DNF D, ktorá obsahuje všetky tie prosté

implikanty, ktoré sú obsiahnuté v krajnom pŕıpade v aspoň jednej iredun-

dantnej DNF funkcie f nazývame DNF typu ΣT tejto funkcie a označovat’ ju

budeme NΣT
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Obr. 2.1: Proces minimalizácie DNF

2.1.2 Geometrická reprezentácia

Čiastočnú booleovskú funkciu f vieme reprezentovat’ aj pomocou geometric-

kej formy, a totiž grafu.

Na množinu všetkých možných binárnych n-t́ıc Bn môžme tiež poze-

rat’ ako na množinu všetkých vrcholov n-rozmernej jednotkovej kocky(tiež

nazývanej ako hyperkocka), kde n-tice (a1, a2, ..., an) reprezentujú vrcholy

tejto kocky a 2 vrcholy sú spojené hranou práve vtedy, ked’ sa ĺı̌sia vo svojom

označeńı v práve 1 súradnici.

Aby sme sa vyhli komplikáciam s izomorfizmom, každému vrcholu takejto
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kocky prirad́ıme jedinečné označenie v podobe pŕıslušného binárneho vektora.

Pŕıklad 2.1.3 Jednotkové kocky rozmeru 1, 2 a 3

(a)

(b)

(c)

Obr. 2.2: Pŕıklad jednotkových kociek, kde (a) reprezentuje unárnu, (b)

binárnu a (c) ternárnu booleovskú funkciu

Defińıcia 2.1.13 (Hrana) Nech σi1 , σi2 , ..., σik je nejaká pevne zvolená k-

tica č́ısel z množiny {0, 1}, pre ktoré plat́ı, že 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n.

Množinu všetkých vrcholov (a1, a2, ..., an) kocky Bn takých, že ai1 = σi1 , ai2 =

σi2 , ..., aik = σik nazývame (n-k)-rozmerná hrana.

Defińıcia 2.1.14 (Interval) Nech K(x1, x2, ..., xn) = x
σi1
i1
∧ xσi2i2

∧ ... ∧ xσikik
je elementárna konjunkcia dĺ̌zky k. Množinu vrcholov grafu Bn takých, ktoré

majú na poźıciach j ∈ {1, 2, . . . , k} hodnoty 1 v pŕıpade že σij je rovné 1 a

hodnoty 0 ked’ σij = 0, nazývame interval k-tého rádu a označovat’ ho budeme

NK.
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Interval k-tého rádu NK zodpovedá (n− k)-rozmernej hrane kocky Bn.

Defińıcia 2.1.15 (Maximálny interval) Interval NK odpovedajúci kon-

junkcii K nazývame maximálnym, ak neexistuje žiaden interval N ′K, taký,

že

1. NK ⊆ N ′K ⊆ (Nf ∪Nf̃ )

2. Rád intervalu N ′K je menš́ı ako rád intervalu NK

Poznámka 2.1.2 Interval NK budeme v d’aľsom texte v súvislosti s kockou

Bn označovat’ aj pojmom hrana a maximálny interval tiež ako maximálna

hrana.

Pŕıklad 2.1.4 Na nasledujúcich obrázkoch uvádzame pŕıklad hyperkocky

reprezentujúcej čiastočnú booleovskú funkciu, ako aj pŕıklad intervalu a ma-

ximálneho intervalu v tejto hyperkocke. Čiastočná booleovská funkcia, ktorú

realizujeme je prebratá z pŕıkladu 2.1.1.

Počnúc týmto miestom d’alej budeme vrcholy s hodnotou 1 značit’ bielou

farbou, vrcholy s hodnotou 0 čiernou farbou a nedefinované vrcholy budú

označované červenou farbou. Vrcholy v intervaloch a ich prepojenia budeme

označovat’ zelenou farbou.
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Obr. 2.3: 4-rozmerná jednotková kocka reprezentujúca čiastočnú booleovskú

funkciu z pŕıkladu 2.1.1

Obr. 2.4: Interval NK 3-tieho rádu zodpovedajúci konjunkcii K = x1
1∧x1

2∧x0
3,

kde NK = {(1, 1, 0, 0), (1, 1, 0, 1)}. Tento interval však nie je maximálny,

pretože existuje interval N ′K , ktorý obsahuje všetky vrcholy z NK a ktorého

rád je zároveň menš́ı ako rád intervalu NK
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Obr. 2.5: Maximálny interval NK′ rádu 2, ktorý zodpovedá konjunkcii K ′ =

x1
1∧x0

3 a ktorému prislúchajú vrcholy {(1,0,0,0), (1,0,0,1), (1,1,0,0), (1,1,0,1)}

2.2 Pravdepodobnost’

2.2.1 Defińıcia pravdepodobnostného priestoru

Uvažujme o nejakom náhodnom jave. Uskutočnenie tohto náhodného javu

budeme nazývat’ náhodná udalost’ a budeme to značit’ ω. Množinu všetkých

elementárnych náhodných udalost́ı budeme nazývat’ priestor elementárnych

udalost́ı a značit’ ju budeme Ω.

Prvky množiny Ω budeme nazývat’ elementárne výsledky.

Defińıcia 2.2.1 (Pole udalost́ı) Neprázdny systém S podmnož́ın pries-

toru elementárnych udalost́ı Ω, ktorý obsahuje ako prvok Ω a je uzavretý

vzhl’adom na komplement a spoč́ıtatel’né zjednotenie, sa nazýva pole udalost́ı

nad výberovým priestorom Ω. Prvky takéhoto pol’a S budeme nazývat’ uda-

losti.

To znamená, že S je pole udalost́ı, ak spĺňa nasledujúce podmienky:
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1. Ω ∈ S

2. ∀A;A ∈ S ⇒ Ac = Ω− A ∈ S

3. ∀Ai; i = 1, 2, ..., n;Ai ∈ S ⇒
⋃n
i=1Ai ∈ S

Defińıcia 2.2.2 (Ω-algebra) Nech S je pole náhodných udalost́ı a Ω je

priestor elementárnych udalost́ı, z ktorého vyberáme. Usporiadanú dvojicu

(Ω, S) potom nazývame Ω-algebra udalost́ı.

Defińıcia 2.2.3 (Pravdepodobnostná miera) Zobrazenie P : S → R

nazývame pravdepodobnostná miera na Ω-algebre udalost́ı, práve vtedy, ked’

spĺňa nasledovné podmienky:

1. ∀A ∈ S plat́ı 0 ≤ P (A) ≤ 1

2. P (∅) = 0 a P (Ω) = 1

3. ∀Ai; i = 1, 2, ..., n;Ai ∈ S, také že Ai ∩ Aj = ∅ pre i 6= j plat́ı

P (
n⋃
i=1

Ai) =
n∑
i=1

P (Ai)

Defińıcia 2.2.4 (Pravdepodobnostný priestor) Nech (Ω, S) je Ω-algebra

udalost́ı a P nech je pravdepodobnostná miera na tejto Ω-algebre udalost́ı.

Potom usporiadanú trojicu (Ω, S, P ) nazývame pravdepodobnostný priestor

náhodných udalost́ı.

Defińıcia 2.2.5 (Náhodná premenná) Nech (Ω, S, P ) je nejaký pravde-

podobnosntný priestor. Funkciu na reálnych č́ıslach X : Ω → R budeme

nazývat’ náhodná premenná, ak plat́ı:

∀x ∈ R : {ω;X(ω) < x} ∈ S
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Defińıcia 2.2.6 (Diskrétna náhodná premenná) Náhodná premenná X

sa nazýva diskrétna, ak existuje postupnost’ reálnych č́ısel {xi} a postupnost’

nezáporných reálnych č́ısel {pi}, takých že

P (X = xi) = pi

a zároveň ∑
i∈I

pi = 1

Defińıcia 2.2.7 (Stredná hodnota diskrétnej náhodnej premennej)

Nech X je diskrétna náhodná premenná a nech {xi} je postupnost’ reálnych

č́ısel, ktorej hodnoty môže s nenulovou pravdepodobnost’ou nadobúdat’. Potom

hovoŕıme, že náhodná premenná X má konečnú strednú hodnotu E(X) a ju

vyč́ıslujeme ako:

E(X) =
∑
i∈I

xiP (X = xi)

Defińıcia 2.2.8 (Vlastnost’ náhodnej funkcie) Nech A je nejaká vlas-

nost’ a f nech je nejaká náhodná booleovská funkcia. Ak

lim
n→∞

P [f má vlastnost’ A] = 1,

tak hovoŕıme, že náhodná booleovská funkcia f má vlastnost’ A resp. f spĺňa

vlastnost’ A takmer s určitost’ou.

Poznámka 2.2.1 V takomto pŕıpade hovoŕıme tiež, že takmer všetky náhodné

booleovské funkcie majú vlastnost’ A.

2.2.2 Pravdepodobnostné metódy

V d’al’̌som texte budeme vo viacerých pŕıpadoch využ́ıvat’ na vyč́ıslovanie

hodnôt Markovovu pravdepodobnostnú metódu (a jej priamy dôsledok), ktorá

poskytuje základné prostriedky pre konštrukciu odhadov náhodných pre-

menných.
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Defińıcia 2.2.9 (Markovova nerovnost’) Nech X je náhodná premenná

nadobúdajúca nezáporné hodnoty. Nech t > 0 je reálne č́ıslo. Potom plat́ı:

P [X ≥ t] ≤ E(X)

t

Poznámka 2.2.2 Ako dôsledok Markovovej nerovnosti dostávame vzt’ah

P [X ≥ t.E(X)] ≤ 1

t

2.3 Asymptotické ohraničenia a d’aľsie ohraničenia

Na tomto mieste uvádzame niektoré spôsoby asymptotických ohraničeńı fun-

kcíı, ktoré budeme v d’al’̌som texte použ́ıvat’.

Defińıcia 2.3.1 (o-notácia) Symbolom o(an) označujeme taký výraz, ktorý

ked’ je delený an ide k 0.

Defińıcia 2.3.2 (O-notácia) Symbolom O(an) označujeme taký výraz, ktorý

ked’ je delený an ostáva ohraničený nejakou pevnou konštantou c > 0.

Defińıcia 2.3.3 (asymptotická ekvivalencia) Hovoŕıme, že postupnosti

(an) a (bn) sú asymptoticky ekvivalentné, ak limn→∞
an
bn

= 1. Túto skutočnost’

označujeme tiež zápisom an ∼ bn.

Symbolom lg n budeme označovat’ logaritmus č́ısla n pri základe 2. Na-

kol’ko budeme často použ́ıvat’ logaritmus pri základe 1
p1+p3

, pre zjednodušenie

označenia polož́ıme b = 1
p1+p3

a namiesto log1/(p1+p3) n budeme ṕısat’ logb n.

Napokon, označeńım bxc budeme rozumiet’ dolnú celú čast’ č́ısla x a dxe
jeho hornú celú čast’.
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2.4 Aplikácie

2.4.1 Oddelitel’nost’ množ́ın

Nech Bn je jednotková hyperkocka. Uvažujme nie všade definovanú boole-

ovskú funkciu (čiastočnú booleovskú funkciu) danú predpisom

f(x1, . . . , xn) =


0 ak (x1, . . . , xn) ∈M0

1 ak (x1, . . . , xn) ∈M1

nie je definovaná ak (x1, . . . , xn) ∈ Bn\(M0 ∪M1)

kde M1 ∩M0 = ∅, M0 ⊆ Bn, M1 ⊆ Bn.

Nech P2(n) je množina všade definovaných booleovských funkcíı o n-

premenných.

Nech P (f) je č́ıselná funkcia na P2(n). Túto funkciu budeme nazývat’ fun-

kciou zložitosti charakterizujúcou funkciu f ∈ P2(n).

Funkciu f ′ ∈ P2(n) nazývame pŕıpustnou vzhl’adom na f , ak pre všetky

α ∈M0: f ′(α) = 0 a pre všetky β ∈M1: f ′(β) = 1.

Úloha je v tomto pŕıpade definovaná nasledovne:

Nájst’ spomedzi všetkých pŕıpustných funkcíı f ′ ∈ P2(n) takú f ∗, pre ktorú

funkcia zložitosti P (f ∗) nadobúda minimálnu hodnotu.

(úloha sa dá interpretovat’ vzhl’adom na rôzne typy zložitost́ı funkcíı)
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2.4.2 Teória testov

Nech f(x1, . . . , xn) je booleovská funkcia o n premenných. Tn(f) nech je

množina skladajúca sa z n-rozmerných booleovských vektorov. Táto množina

sa nazýva preverujúci test pre f(x1, . . . , xn), ak pre l’ubovol’nú funkciu ϕ(x1, . . . , xn),

ktorú dostaneme z f(x1, . . . , xn) zameneńım niektorej premennej za konštantu

0 alebo 1 tak aby existoval vektor u = (u1, . . . , un), u ∈ Tn(f), že f(x1, . . . , xn) 6=
ϕ(x1, . . . , xn).

Počet vektorov v teste sa nazýva zložitost’ testu a označuje sa L(Tn(f)).

Test pre funkciu f(x1, . . . , xn), ktorý má najmenšiu zložitost’ sa nazýva mi-

nimálnym a zložitost’ tohto minimálneho testu označujeme L(f).

Zavedieme označenie:

LK(n) = max
f(x1,...,xn)∈K

L(f)

kde K je niektorá množina booleovských funkcíı.

Alternat́ıvna verzia:

Nech P n
2 je množina všetkých funkcíı algebry logiky o n premenných, Qn

2 nech

je množina čiastočne definovaných funkcíı algebry logiky o n premenných, Rn

nech je n-rozmerný vektorový priestor nad pol’om reálnych č́ısel R a Bn nech

je podmnožina Rn zložená z binárnych vektorov d́lžky n.

Nech f ∈ Qn
2 . MnožinouEf budeme označovat’ takú množinu α = (α1, . . . , αn) ∈

Bn takých, že f(α) = 1 a množinou Nf množinu vrcholov β = (β1, . . . , βn) ∈
Bn takých, že f(β) = 0. Vektor τ = (τ1, . . . , τn) ∈ Bn sa nazýva testom pre

f ∈ Qn
2 , ak pre l’ubovol’né α ∈ Ef a β ∈ Nf plat́ı vzt’ah (τ1.α1, . . . , τn.αn) 6=

(τ1.β1, . . . , τn.βn).

Test τ = (τ1, . . . , τn) ∈ Bn sa nazýva iredundantným testom pre f ∈ Qn
2 , ak

pre l’ubovol’né α ∈ Bn, kde α < τ plat́ı, že α nie je test pre f .



Kapitola 3

Odhady niektorých metrických

vlastnost́ı čiastočných

booleovských funkcíı

Na začiatku tejto kapitoly poṕı̌seme pravdepodobnosntý priestor, ktorý tvo-

ria čiastočné náhodné booleovské funkcie, s ktorými budeme v tejto práci

pracovat’. Následne budeme skúmat’ početnost’ jadrových hrán a regulárnych

vrcholov, obsiahnutých v grafe Bn, ktorý zodpovedá danej funkcíı. Z toho

napokon asymptopticky odhadneme d́lžku Quinovej DNF resp. DNF typu

Σ.

3.1 Pravdepodobnostný priestor

Tak ako sme si v kapitole s defińıciami zadefinovali všeobecný pravdepodob-

nostný priesor, tak aj čiastočné náhodné booleovské funkcie tvoria takýto

diskrétny pravdepodobnostný priestor. Budeme ho označovat’ pŕıslušnou troj-

icou (P n, 2P
n
, P ), pričom P n označuje množinu všetkých n-árnych čiastočných

náhodných booleovských funkcíı, 2P
n

reprezentuje všetky možné výbery, ktoré

21
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sa môžu uskutočnit’ a P predstavuje pravdepodobnost’, s ktorou pracujeme

pri týchto funkciách.

Náhodný výber funkcie f ∈ P n si môžeme predstavit’ ako náhodné roz-

delenie jej vstupov do troch množ́ın: množinu tých vstupov, na ktorých má

funkcia hodnotu 1; tých, na ktorých dosahuje funkcia výstup 0; a napokon

tých, pre ktoré funkcia nie je definovaná. Tieto množiny si v pŕıpade ek-

vivalentného grafu Bn môžme reprezentovat’ aj ako Nf , Nf̄ , Nf̃ . Teraz si

potrebujeme zadefinovat’, s akými pravdepodobnost’ami sa n-tica α ∈ Bn

vyskytne v akej množine.

• p1 - pravdepodobnost’, že pripadne množine Nf , a teda bude sa zobra-

zovat’ na hodnotu 1

• p2 - pravdepodobnost’, že pripadne množine Nf̄ , a teda bude sa zobra-

zovat’ na hodnotu 0

• p3 - pravdepodobnost’, že pripadne množineNf̃ , a teda na danom vstupe

nebude funkcia f definovaná

Tieto pravdepodobnosti sú nezávislé od akýchkol’vek predchádzajúcich

výberov a popritom sú zadefinované tak, že plat́ı vzt’ah p1 + p2 + p3 = 1.

Pravdepodobnost’ výberu funkcie f ∈ P n je teda daná vzt’ahom

P [{f}] = p1
|Nf | · p2

|Nf̄ | · p3
|Nf̃ |

Z toho dostávame, že pre l’ubovol’nú podmnožinuA čiastočných náhodných

booleovských funkcíı P n plat́ı

P [A] =
∑
f∈A

P [{f}]

Nakol’ko l’ubovolné funkcie f1, f2 sú jednoznačne určené na každom zo

vstupov, nemôže sa stat’, že by 2 l’ubovolné n-árne funkcie, ktoré by boli
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rôzne, nastali v ten istý čas. Hovoŕıme teda, že udalosti výberu týchto funkcíı

sú vzájomne exkluźıvne, alebo inými slovami disjunktné. Ak 2 udalosti sú

disjunktné, potom pravdepodobnost’, že nastane ktorákol’vek z nich, je daná

nasledujúcim pravidlom P (A ∨B) = P (A) + P (B) Preto

P [A] = P (f1 ∨ f2 ∨ · · · ∨ fk) =
∑
fi∈A

P [{fi}]

3.2 Jadrové hrany

Snaha zjednodušit’ zložitost’ DNF a tým proces minimalizácie tak, aby toto

zjednodušenie sa realizovalo jednoznačým spôsobom nás privádza k pojmu

jadrových hrán.

3.2.1 Zadefinovanie pojmov

Jadrové hrany sú také hrany v rámci grafu G, ktoré musia byt’ súčast’ou

l’ubovol’ného vrcholového pokrytia grafu G, pričom toto pokrytie je realizo-

vané pomocou maximálnych hrán.

Defińıcia 3.2.1 Maximálnu hranu NK obsiahnutú v grafe G nazývame jad-

rovou hranou, ak existuje vrchol v ∈ NK taký, že tento nie je obsiahnutý v

žiadnej inej maximálnej hrane, ktorá sa vyskytuje v rámci grafu G. Množinu

všetkých jadrových hrán v G nazývame jadro grafu G.

Pŕıklad 3.2.1 Majme čiastočnú booleovskú funkciu, ktorá je reprezento-

vaná hyperkockou znázornenou na nižšie uvedených obrázkoch a) a b). Ako

vidno z obrázku a) táto obsahuje práve 3 maximálne hrany e1, e2, e3 a

prislúcha jej skrátená DNF D = x̄2x̄3 ∧ x1x̄2 ∧ x1x3. Vrchol (0,0,0) je pritom

obsiahnutý iba v hrane e1 a vrchol (1,1,1) prezmenu iba v hrane e3. Preto

tieto 2 hrany sú jadrové a tvoria tak jadro u danej funkcie. Nakol’ko hrana e2

je kompletne pokrytá hranami tvoriaćımi jadro, môžme túto hranu z pokrytia
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vynechat’(ako je znázornené na obrázku b) ) a z DNF môžme tiež vynechat’

implikant, ktorý jej prináležal. Dostávame tak Quinovu DNF, ktorá bude

mat’ tvar D = x̄2x̄3 ∧ x1x3.

(a) maximálne hrany (b) jadrové hrany

Obr. 3.1: Pŕıklad jadrových hrán ČNBF

Počet hrán, ktoré tvoria jadro grafu G, budeme označovat’ premennou cG

a E(cG) bude označovat’ strednú hodnotu tejto premennej.

3.2.2 Stredná hodnota počtu jadrových hrán

Lema 3.2.1 Nech p1, p2, p3 ∈ 〈0, 1〉 a p1 + p2 + p3 = 1 potom

E(cGmin) =
∑(

n

k

)
2n−k((p1 + p3)2k − p2k

3 )(1− (1− pn−k2 )2k) ≤ E(cG)

≤
∑(

n

k

)
2n−k((p1+p3)2k−p2k

3 )(1−(1−(p2+p3)n−k)2k)(1−p3(p1+p3)2k−1)n−k = E(cGmax)

(3.1)

Dôkaz 3.2.1 Počet všetkých k-rozmerných hrán v rámci n-rozmernej kocky

Bn je rovný
(
n
k

)
2n−k. Kedže chceme, aby táto hrana bola pŕıpustná, potre-

bujeme, aby táto hrana obsahovala iba vrcholy z množ́ın Nf a Nf̃ , pričom

ale, aspoň jeden z toho muśı byt’ s hodnotou 1. Preto pravdepodobnost’, že

hrana bude sṕlňat’ túto vlastnost’ je rovná ((p1 + p3)2k − p2k

3 ).
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Nech Pn,k je pravdepodobnost’, že hrana rozmeru k je jadrovou hranou,

potom strednú hodnotu počtu jadrových hrán vieme vyjadrit’ ako

E(cG) =
∑(

n

k

)
2n−k((p1 + p3)2k − p2k

3 )Pn,k

Nakol’ko Pn,k má rovnakú hodnotu pre všetky hrany rádu k, stač́ı túto

pravdepodobnost’ určit’ práve pre jednu z nich.

Nech M je nejaká fixovaná hrana rádu k. Potom pravdepodobnost’, že

táto hrana je jadrovou hranou, je z defińıcie rovná pravdepodobnosti, že v

tejto hrane existuje vrchol nevyskytujúci sa v žiadnej inej maximálnej hrane.

Analýza pŕıpadov nám dáva nasledujúce 2 základné pŕıpady:

(a) pŕıpad, kedy sa vrchol s určitost’ou nevyskytuje v žiadnej inej hrane, a

teda hrana je jadrová,

(b) pŕıpad, kedy je vrchol určite obsiahnutý aspoň jednou maximálnou hra-

nou rôznou od M , a teda jeho hrana jadrovou nie je.

Teraz sa bližšie pozrieme na to, kedy nastávajú jednotlivé pŕıpady.

(a) Vrchol v z hrany M sa s určitost’ou nevyskytuje v žiadnej inej maximálnej

hrane vtedy, ked’ všetci jeho susedia mimo túto hranu M nadobúdajú

hodnotu 0. To z dôvodu, že žiadna hrana nemôže prechádzat’ cez tieto

nulové vrcholy, a tak pokrývat’ náš vrchol v. (Ilustrované na obrázku

3.2(a))

(b) Vrchol v je s určitost’ou súčast’ou nejakej inej maximálnej hrany vtedy,

ked’ aspoň 1 jeho sused mimo hrany M nadobúda hodnotu 1. Ak sa tak

deje, znamená to, že muśı existovat’ hrana minimálne o dimenzii 1 (po-

zostávajúca iba z týchto 2 vrcholov), ktorá tieto 2 vrcholy pokrýva.

To, nakol’ko sa dá táto hrana potenciálne rozš́ırit’ a akú dimenziu v

skutočnosti má, je pre náš d’aľśı výskum nepodstatné.
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Nastáva však otázka, čo vieme povedat’ o zvyšnom pŕıpade (3.2(c)), ked’

aspoň jeden sused vrchola v je nedefinovaný a zároveň žiaden z nich nie je

rovný 1?

(a) všetci susedia sú rovńı 0 (b) existuje nejaký 1-vý sused

(c) neexistuje žiaden 1-vý sused,

ale existuje aspoň 1 nedefinovaný

Obr. 3.2: Možnosti rozloženia hodnôt susedov mimo hrany M

V takomto pŕıpade, aby sme vedeli s určitost’ou povedat’, či daný vrchol

nie je obsiahnutý žiadnou inou hranou (a tak spôsobuje jadrovost’ hrany M),

môže vznikat’ potreba skúmat’ rozloženie typov susedných vrcholov, a to po-

tenciálne až do vzdialenosti n. Vzhl’adom na túto skutočnost’ sme sa rozhodlii,
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že vyhodnocovanie týchto pŕıpadov obmedźıme na skúmanie najbližśıch mi-

mohranových susedov úrovne 1. To spôsob́ı, že vyjadrovaný počet jadrových

hrán nebude stanovený presnou hodnotou, ale iba jej dolnou a hornou hra-

nicou.

Nadväzujúc na spomı́nané pŕıpady, stanov́ıme postačujúcu podmienku

(1.) a nutnú podmienku (2.) toho, aby hrana bola jadrovou. Tieto podmienky

zároveň určia dolnú a hornú hranicu počtu jadrových hrán.

Podmienky sú nasledovné:

1. ”Hrana M obsahuje vrchol v, ktorého všetci susedia mimo tejto hrany

sú rovńı 0”.

2. ”Hrana M obsahuje vrchol v, pre ktorý plat́ı, že každý jeho sused mimo

tejto hrany je bud’ rovný 0, alebo je nedefinovaný”.

Teraz tieto podmienky preformulujeme do ekvivalentných zneńı, ktoré

budeme l’ahšie vediet’ preṕısat’ do matematickej formy.

1. ”Neplat́ı, že pre všetky vrcholy v rámci hrany M existuje aspoň 1 su-

sedný vrchol mimo hrany M , taký že tento vrchol je rovný 1 alebo nie

je definovaný”.

2. ”Neplat́ı, že pre všetky vrcholy v rámci hrany M existuje aspoň 1 su-

sedný vrchol mimo hrany M , taký že tento vrchol je rovný 1”.

Samotným preṕısańım týchto podmienok, kde P1n,k prislúcha podmienke

(1.) a P2n,k podmienke (2.), dostávame:

P1n,k = 1− (1− (1− p1 − p3)n−k)2k = 1− (1− pn−k2 )2k
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P2n,k = 1− (1− (1− p1)n−k)2k = 1− (1− (p2 + p3)n−k)2k

Navyše, kedže v pŕıpade jadrových hrán má zmysel uvažovat’ iba tie, ktoré

sú maximálne, muśıme vylúčit’ tie pŕıpady, kedy sused vrchola v je nedefino-

vaný a zároveň by sa dala zväčšit’ dimenzia hrany. To nastáva s pravdepo-

dobnost’ou p3(p1 + p3)2k−1.

Aby to platilo pre všetkých susedov vrchola v, dostávame pravdepodobnost’

(1− p3(p1 + p3)2k−1)n−k. Preto P2n,k, určujúca hornú hranicu pravdepodob-

nosti, že hrana bude jadrová má tvar

P2n,k = 1− (1− (p2 + p3)n−k)2k(1− p3(p1 + p3)2k−1)n−k

Kedže P1n,k ≤ Pn,k ≤ P2n,k, dostávame z toho, že

E(cGmin) =
∑(

n

k

)
2n−k((p1 + p3)2k − p2k

3 )(1− (1− pn−k2 )2k) ≤ E(cG) ≤

≤
∑(

n

k

)
2n−k((p1+p3)2k−p2k

3 )(1−(1−(p2+p3)n−k)2k)(1−p3(p1+p3)2k−1)n−k = E(cGmax)

č́ım sme dokázali znenie lemy. �
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3.2.3 Odhad počtu jadrových hrán

V tejto časti za pomoci strednej hodnoty počtu jadrových hrán, kombinato-

rických metód a pravdepodobnostných nerovnost́ı asymptoticky ohranič́ıme

počet jadrových hrán obsiahnutých v grafe Bn.

Nasledujúcou lemou urč́ıme hodnotu horného ohraničenia parametraE(cG).

Lema 3.2.2 Nech {an}n≥0 je postupnost’ č́ısel taká, že limn→∞ an = 0. Po-

tom plat́ı

lim
n→∞

P [E(cG) ≤ n(1+an) lg logb n(2p2)n] = 1

kde b = 1/(p1 + p3).

Dôkaz 3.2.2 Aby sme dospeli k hodnote tohto ohraničenia, budeme rozo-

berat’ sumu E(cGmax) z vety 3.2.1, ktorá je strednou hodnotou parametra

vyjadrujúceho maximálny počet jadrových hrán v grafe. Z práce [5] vieme,

že Bn s pravdepodobnost’ou idúcou k 1, pre n→∞, neobsahuje žiadnu hranu

rozmeru väčšieho ako µ = blg n− lg lg bc+ 1. Preto si E(cGmax) rozdeĺıme na

2 sumy a to také, kde prvá z nich S1 bude sumou pre k lg n + l a S2 bude

sumou pre k > lg n+ l.

Najprv sa pozrieme na sumu S2. Ukážeme, že pre vhodne zvolený parameter

l a pre dostatočne vel’ké n, bude S2 nadobúdat’ hodnotu 0, a to z dôvodu,

že ak Bn neobsahuje žiadnu hranu rozmeru k > blg n − lg lg bc + 1, nemôže

obsahovat’ ani hrany rozmeru k, ktoré by boli jadrové.

Konkrétne ked’že 0 ≤ ((p1 +p3)2k−p2k

3 ) ≤ 1, 0 ≤ (1−(1−(p2 +p3)n−k)2k) ≤ 1

a 0 ≤ (1− p3(p1 + p3)2k−1)n−k ≤ 1, tak aj ((p1 + p3)2k − p2k

3 )(1− (1− (p2 +

p3)n−k)2k)(1− p3(p1 + p3)2k−1)n−k nadobúda hodnotu v intervale 〈0, 1〉, preto

S2 =
∑

k>lgn+l

(
n

k

)
2n−k((p1+p3)2k−p2k

3 )(1−(1−(p2+p3)n−k)2k)(1−p3(p1+p3)2k−1)n−k

≤
∑

k>lgn+l

(
n

k

)
2n−k ≤ (p1 + p3)2lgn+l

∑
k≥0

(
n

k

)
2n−k
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= (p1 + p3)n2l3n = (3(p1 + p3)2l)n

Preto ak zvoĺıme l tak, aby platilo, že (p1 + p3)2l < 1/3, tak limn→∞ S2 = 0.

Druhá čast’, suma S1, ktorá je sumou pre zvyšné hodnoty, a teda pre

k ≤ lg n+ l, teraz urč́ı hl’adaný horný odhad E(cG).

S1 =
∑

k≤lgn+l

(
n

k

)
2n−k((p1+p3)2k−p2k

3 )(1−(1−(p2+p3)n−k)2k)(1−p3(p1+p3)2k−1)n−k

Kedže 0 ≤ (1− p3(p1 + p3)2k−1)n−k ≤ 1, máme, že

S1 ≤
∑

k≤lgn+l

(
n

k

)
2n−k((p1 + p3)2k − p2k

3 )(1− (1− (p2 + p3)n−k)2k)

Nech a = −(p2 +p3)n−k a m = 2k. Využijeme teraz Bernoulliho nerovnost’

a totiž, že pre l’ubovol’né a > −1 a m ≥ 0 plat́ı (1−ma) ≤ (1− a)m.

Jej použit́ım toho dostávame

S1 ≤
∑

k≤lgn+l

(
n

k

)
2n−k(p1 + p3)2k(1− (1− 2k(p2 + p3)n−k))

=
∑

k≤lgn+l

(
n

k

)
2n−k(p1 + p3)2k2k(p2 + p3)n−k

= 2n
∑

k≤lgn+l

(
n

k

)
(p1 + p3)2k(p2 + p3)n−k

Aby sme vedeli tento výraz zhora ohraničit’, označme teraz toto naše

vnútro sumy ako bk, teda bk =
(
n
k

)
(p1 + p3)2k(p2 + p3)n−k. Potom podiel

týchto členov
bk+1

bk
=

(n− k)(p1 + p3)2k

(k + 1)(p2 + p3)
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je menš́ı ako 1 pre k > lg log1/(p1+p3) n a väčš́ı ako 1 pre k ≤ lg log1/((p1+p3)) n.

Preto dostávame, že maximálna hodnota výrazu bk je dosahovaná bud’ pre

k = λ, alebo pre k = λ+ 1, kde

λ = blg log1/((p1+p3)) nc (3.2)

Preto vieme sumu S1 ohraničit’ nasledovne

S1 ≤ 2n(lg n+ l + 1) max
k≤lgn+l

bk

≤ 2n(lg n+ l + 1)

(
n

λ+ 1

)
(p1 + p3)2λ(p2 + p3)n−(λ+1)

=

(
n

λ+ 1

)
(p1 + p3)2λ(lg n+ l + 1)2n(p2 + p3)n−(λ+1)

Využit́ım nerovnosti
(
n
λ+1

)
< nλ+1 dostávame

S1 ≤ nλ+1(p1 + p3)2λ(lg n+ l + 1)2n(p2 + p3)n−(λ+1)

= nλ+1(p1 + p3)2λ(lg n+ l + 1)(p2 + p3)−(λ+1)(2(p2 + p3))n

Zo vzt’ahu (3.2) vyplýva, že (p1 + p3)2λ ≤ 1
n
, a preto z toho dostávame

S1 ≤ nλ+1 1

n
(lg n+ l + 1)(p2 + p3)−(λ+1)(2(p2 + p3))n

≤ nλ(lg n+ c1)(p2 + p3)−(λ+1)(2(p2 + p3))n
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= nλn
lg(lgn+c1)

lgn n−
(λ+1) lg(p2+p3)

lgn (2p2)n

= n(1+ε1(n)) lg log1/((p1+p3)) n(2(p2 + p3))n

kde ε1(n) =
lg(lgn+c1)−(lg log1/((p1+p3)) n+1) lg(p2+p3)

lgn lg log1/((p1+p3)) n
→ 0

Toto ohraničenie už udáva znenie lemy, a tým sme ju dokázali. �

V nasledujúcej leme vyjadŕıme dolný odhad parametra E(cG).

Lema 3.2.3 Nech {an}n≥0 je postupnost’ č́ısel taká, že limn→∞ an = 0. Po-

tom plat́ı

lim
n→∞

P [E(cG) ≥ n(1−an) lg logb n(2p2)n] = 1

kde b = 1/(p1 + p3).

Dôkaz 3.2.3 Budeme postupovat’ podobným spôsobom ako pri dokazovańı

lemy 3.2.2 a sumu udávajúcu strednú hodnotu dolného ohraničenia jadrových

hrán E(cGmax) =
∑(

n
k

)
2n−k((p1 + p3)2k − p2k

3 )(1− (1− pn−k2 )2k) si rozdeĺıme

na 2 časti. Už vieme, že Bn pre n → ∞ s pravdepodobnost’ou idúcou k 1

neobsahuje žiadnu hranu rozmeru väčšieho ako µ = blg n−lg lg bc+1, a preto

nemôže obsahovat’ ani žiadnu jadrovú hranu tohto rozmeru. Ak si preto roz-

deĺıme sumu na 2 časti, kde prvá z nich S2 bude sumou pre k > lg n+ l a S1

bude sumou pre k ≤ lg n+ l, stač́ı preto zvolit’ vhodne parameter l sṕlňajúci

nerovnost’ (p1 + p3)n2l < 1/3 a limn→∞ S2 = 0.
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Sumou S1 pre hodnoty k ≤ lg n+ l teraz urč́ıme dolný odhad E(cG).

Aby sme vedeli tento výraz zdola ohraničit’, vypoč́ıtame si, pre aké k na-

dobúda vnútro sumy S1 maximálne hodnoty.

Po využit́ı Bernoulliho nerovnosti dostávame

S1 ≤
∑

k≤lgn+l

(
n

k

)
2n−k(p1 + p3)2k(1− (1− 2kpn−k2 ))

a teda

S1 ≤ 2n
∑

k≤lgn+l

(
n

k

)
(p1 + p3)2kpn−k2

Nech bk =
(
n
k

)
(p1 + p3)2kpn−k2 , potom podiel členov

bk+1

bk
=

(n− k)(p1 + p3)2k

(k + 1)p2

je menš́ı ako 1 pre k > lg log1/(p1+p3) n a väčš́ı ako 1 pre k ≤ lg log1/((p1+p3)) n.

Preto maximálna hodnota výrazu bk je dosahovaná bud’ pre k = λ, alebo pre

k = λ+ 1, kde

λ = blg log1/((p1+p3)) nc (3.3)

Ked’že λ = blg log1/((p1+p3)) nc ≤ lg n+l suma S1 obsahuje vnútro s k = λ,

a preto vieme sumu S1 ohraničit’ nasledovne

S1 ≥
(
n

λ

)
2n−λ(p1 + p3)2λ(1− (1− pn−λ2 )2λ)

Stanovme a = pn−k2 a m = 2k. Využijeme teraz nerovnost’ (1 − ma) ≤
(1− a)m ≤ (1−ma+m2a2), ktorá plat́ı pre 0 ≤ a ≤ 1 a 0 ≤ m.

Jej použit́ım dostávame

≥
(
n

λ

)
2n−λ(p1 + p3)2λ(1− (1− 2λpn−λ2 + (2λpn−λ2 )2))

=

(
n

λ

)
2n−λ(p1 + p3)2λ(1− (1− 2λpn−λ2 (1− 2λpn−λ2 )))
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=

(
n

λ

)
2n−λ(p1 + p3)2λ2λpn−λ2 (1− 2λpn−λ2 )

=

(
n

λ

)
(p1 + p3)2λ2npn−λ2 (1− 2λpn−λ2 )

Ked’že limn→∞ 1− 2λpn−λ2 = 1, pre dostatočne vel’ké n dostávame

S1 ≥
(
n

λ

)
(p1 + p3)2λ2npn−λ2

Použit́ım nerovnosti
(
n
λ

)
> (n

λ
)λ a substitúciou λ dostávame

S1 ≥ (
n

λ
)λ(p1 + p3)2λ2npn−λ2

≥ nλλ−λ(p1 + p3)2λ2npn−λ2

Využit́ım vzt’ahu (3.3) a substitúciou λ dostávame

S1 ≥ nλλ−λn−
1
2 2npn−λ2

= nλn−
1
2λ−λp−λ2 (2p2)n

= nλn−
1
2n−

λ log λ
logn n−

λ log p2
logn (2p2)n

= n(1−ε2(n)) lg log1/((p1+p3)) n(2p2)n

kde ε2(n) =
1
2

lgn+lg log1/((p1+p3)) n lg lg log1/((p1+p3)) n+lg log1/((p1+p3)) n lg p2

lgn lg log1/((p1+p3)) n
→ 0

Toto ohraničenie nám už určuje znenie lemy. �
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Na základe ohraničeńı z predchádzajúcich liem a použit́ım Markovovej ne-

rovnosti, môžme sformulovat’ vetu sumarizujúcu jednotlivé ohraničenia počtu

jadrových hrán.

Veta 3.2.4 Počet jadrových hrán cG obsiahnutých v grafe zodpovedajúcom

čiastočnej náhodnej booleovskej funkcii je

n
(1+o(1)) lg log 1

(p1+p3)
n
(2p2)n ≤ cG ≤ n

(1+o(1)) lg log 1
(p1+p3)

n
(2(p2 + p3))n

3.2.4 Zložitost’ Quinovej DNF

Na základe určeného počtu jadrových hrán sa môžeme teraz pokúsit’ vyjad-

rit’ akú zložitost’ nadobúda DNF v Quinovom tvare (označovat’ ju budeme

l(DQ(f))). Ako už vieme z defińıcie Quinovej DNF, je to DNF, ktorú do-

staneme zo skrátenej DNF vynechańım všetkých tých konjunkcíı, ktoré sú

pokryté jadrom. Tento počet budeme označovat’ cQ.

Aby sme vedeli určit’ počet takýchto konjunkcíı (hrán im ekvivalentným) z

počtu jadrových hrán, ktorý sme źıskali výpočtom, využijeme niektoré po-

znatky a úvahy na odhadnutie tohto počtu.

Z práce [5] vieme, že rozmer každej z hrán funkcie f je nanajvýš rovný ne-

jakému m. Preto u každej funkcie f počet bodov prislúchajúcich jadrovým

hranám nie je väčš́ı ako počet jadrových hrán(d’alej už len cG) ×2m a zároveň

dostávame, že cez každý vrchol prechádza nanajvýš
∑m

k=0

(
n
k

)
hrán.

Aby sme ohodnotili počet hrán, ktoré sú pokryté jadrovými hranami, využijeme

poznatok, že tento počet nie je väčš́ı od počtu hrán obsahujúcich aspoň jeden

vrchol prináležajúci jadrovej hrane. A preto cQ ≤ cG2m
∑m

k=0

(
n
k

)
.

Ked’že v pŕıpade jadrových hrán máme parameter cG daný horným a spodným

ohraničeńım, pri určovańı zložitosti tejto DNF využijeme iba jeho hornú hra-

nicu a teda počet hrán pokrytých jadrom bude daný výrazom

cQ ≤ n
(1+o(1)) lg log 1

(p1+p3)
n
(2(p2 + p3))n2lgn+l

lgn+l∑
k=0

(
n

k

)
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Aby sme určili zložitost’ Quinovej DNF uvedieme si zložitost’ skrátenej DNF,

ktorá bola vyjadrená v práci [5] a ktorá je daná vzt’ahom

2nn(1−ε2(n)) lg log1/(p1+p3) n ≤ l(Ds(f)) ≤ 2nn(1+ε3(n)) lg log1/(p1+p3) n

kde ε2(n) = ε3(n) = O( 1
lg log1/(p1+p3) n

)

Ked’že

l(DQ(f)) = l(Ds(f))− cQ

máme

l(DQ(f)) = 2nn(1+o(n)) lg log1/(p1+p3) n−n
(1+o(1)) lg log 1

(p1+p3)
n
(2(p2+p3))n2lgn+l

lgn+l∑
k=0

(
n

k

)

= n((1+o(n)) lg log1/(p1+p3) n)2n(1− (p2 + p3)n2lgn+l

lgn+l∑
k=0

(
n

k

)
)

Ked’že pre n → ∞ výraz (p2 + p3)n2lgn+l
∑lgn+l

k=0

(
n
k

)
nadobúda minimálne

hodnotytoho dostávame, že na základe našich úvah zložitost’ Quinovej DNF

∼ zložitost’ skrátenej DNF a teda, že uskutočnenie transformácie na Quinovu

DNF prinesie iba malú úsporu v d’al’̌som hl’adańı minimálnej DNF.

3.3 Regulárne vrcholy

Regulárnimi vrcholmi nazývame také vrcholy, ktoré musia byt’ pokryté v

l’ubovol’nom vrcholovom pokryt́ı grafu G.

3.3.1 Zadefinovanie pojmov

Defińıcia 3.3.1 Nech graf G je geometrickou reprezentáciou niektorej čiastočnej

booleovskej funkcie. Vrchol u ∈ V (G) nazývame regulárny, ak existuje taký
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vrchol v, v 6= u, že pre každú maximálnu hranu K obsiahnutú v G plat́ı

v ∈ K ⇒ u ∈ K. Hovoŕıme, že takýto vrchol v indukuje vrchol u.

Pŕıklad 3.3.1 Majme čiastočnú booleovskú funkciu, ktorá je reprezento-

vaná hyperkockou s 3 maximálnymi hranami e1, e2, e3 (obrázkok (a)). V

rámci tohto grafu je vrchol u = (1, 0, 0) obsiahnutý množinou hrán Mu =

{e1, e2}, zatial’ čo vrchol v = (0, 0, 0) iba hranami Mv = {e1}. Ked’že Mv ⊆
Mu, tak vrchol v indukuje vrchol u, ktorý je tým pádom regulárnym vrcho-

lom. Obdobným spôsobom sa dá ukázat’ regulárnost’ vrchola so súradnicami

(1, 0, 1) (obrázkok (b)).

Nakol’ko skúmanej funkcii prislúcha skrátená DNF D = x̄2x̄3 ∧ x1x̄2 ∧ x1x3 a

hrana e2 je regulárna (skladá sa čisto z regulárnych vrcholov), môžme túto

hranu vynechat’ z pokrytia grafu a zo skrátenej DNF môžme tiež vynechat’

implikant, ktorý jej prináležal. Dostávame tak DNF typu
∑
T , ktorá má tvar

D = x̄2x̄3 ∧ x1x3.

(a) maximálne hrany (b) regulárne vrcholy

Obr. 3.3: Pŕıklad regulárnych vrcholov ČNBF

Počet vrcholov, ktoré v grafe G sṕlňajú podmienku regulárnosti budeme

označovat’ premennou rG a jej strednú hodnotu budeme vyjadrovat’ akoE(rG).

3.3.2 Stredná hodnota počtu regulárnych vrcholov

Lema 3.3.1 Nech p1, p2, p3 ∈ 〈0, 1〉 a p1 + p2 + p3 = 1 potom
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E(rG) ≤ 2n
n∑
k=1

(
n

k

)
((p1 + p3)2k − p2k

3 )((p2 + p3) + p1(p1 + p3)2k−1)n−k

Dôkaz 3.3.1 Pn(u) nech je pravdepodobnost’, že vrchol u je regulárny vr-

chol.

Kedže takáto pravdepodobnost’, že vrchol je regulárny sa vyjadruje rovnako

pre každý z vrcholov Bn, dostávame

E(rG) = 2nPn(u)

Označeńım Pn,v(u) budeme udávat’ pravdepodobnost’, že vrchol u je regulárny

vrchol a je indukovaný vrcholom v. Táto pravdepodobnost’ je vo všeobecnosti

nemenná pre všetky tie vrcholy v1, v2, · · · , vm, ktoré majú od vrchola u rov-

nakú vzdialenost’.

Nech Pn,k znač́ı tú pravdepodobnost’, že vrchol v indukuje vrchol u a jeho

vzdialenost’ je rovná k. Potom plat́ı

Pn(u) ≤
n∑
k=1

(
n

k

)
Pn,k(u)

Nerovnost’ dostávame práve preto, že jeden vrchol môže byt’ indukovaný

naraz viacerými rôznymi vrcholmi.

Uvažujme preto teraz vrcholy u a v vzdialené od seba vzdialenost’ou k. Za-

definujme najmenšiu možnú hranu, ktorá bude oba z nich obsahovat’. (Kedže

vrchol v indukuje vrchol u, muśı existovat’ aspoň 1 taká hrana, ktorá obsa-

huje oba vrcholy. Budeme uvažovat’ najmenšiu z nich.) Kedže naše vrcholy

sú vo vzdialenosti k, znamená to, že n − k súradńıc majú spoločných. Táto

hrana bude mat’ teda dimenziu tiež k. Budeme ju označovat’ M .

Nech w je taký vrchol z Bn, že w je susedom s u, ale zároveň tento vrchol nie

je súčast’ou hrany M . Tento vrchol w sa z defińıcie o susedstve v grafe ĺı̌si od



KAPITOLA 3. NIEKTORÉ METRICKÉ VLASTNOSTI ČNBF 39

vrchola u práve v jednej súradnici. Nech je to súradnica i. Zadefinujeme teraz

taký vrchol w′, ktorý je susedom vrchola v a ĺı̌si sa od neho práve v tejto

i-tej súradnici. Inak povedané, oba z vrcholov w, w′ sú susedmi v jednom a

tom istom smere.

Nakol’ko pracujeme aj s pŕıpadmi, ked’ vrcholy w a w′ môžu byt’ nede-

finované, nevieme povedat’, či vrchol u tvoŕı s w resp. v s w′ nejakú hranu.

Preto, aby sme sa vyhli komplikovanému skúmaniu vrcholov do väčšej h́lbky,

budeme pri vyč́ıslovańı pravdepodobnosti Pn,k(u) pracovat’ iba s hornou hra-

nicou tohto počtu(dolnú hranicu nemá význam skúmat’, ked’že jeden vr-

chol môže byt’ indukovaný naraz viacerými inými a to nám spôsobuje, že

Pn(u) ≤
∑n

k=1

(
n
k

)
Pn,k(u)).

Analýza pŕıpadov nám hovoŕı, že vrchol v indukuje vrchol u práve vtedy,

ked’ sa udeje jedna z nasledovných možnost́ı:

• vrchol w′ je rovný 0; vrchol w môže v takom pŕıpade nadobúdat’ l’ubovol’nú

hodnotu: toto sa nám vyskytuje s pravdepodobnost’ou p2(p1 + p2 + p3)

(obrázok 3.4(a))

• vrchol w′ nie je definovaný; vtedy, ak hl’adáme horné ohraničenie počtu

regulárnych vrcholov, predpokladáme, že w′ nevytvára s v hranu (čo

by nás v počte obmedzilo), a teda opät’, w môže nadobúdat’ l’ubovol’nú

hodnotu: to dostávame s pravdepodobnost’ou p3(p1 + p2 + p3) (obrázok

3.4(b))

• vrchol w′ je rovný 1; je zrejmé, že w′ spolu s v sú obsiahnuté v jednej

a tej istej hrane. Tým pádom na to, aby v indukoval u, je nevyhnutné,

aby aj u bol súčast’ou tejto hrany. To nastáva iba vtedy, ak w′ s w

tvoria hranu o rozmere k, ktorá tak rozširuje hranu M s dimenziou k
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na hranu M’ s dimenziou k + 1: táto možnost’ nastáva s pravdepodob-

nost’ou p1(p1 + p3)2k−1 (obrázok 3.4(c))

(a) w′ je rovné 0 a tak w môže

nadobúdat’ l’ubovolné hodnoty

(b) w′ je nedefinované a tak w

môže byt’ s l’ubovolnou hodnotou

(c) w′ je rovné 1 a tak w muśı s

w′ tvorit’ hranu o dimenzii k, č́ım

vieme hranu M rozš́ırit’ na M’ s

dimenziou k + 1

Obr. 3.4: Možnosti indukovania vrchola u vrcholom v

Preto

Pn,k(u) ≤ ((p1 + p3)2k−p2k

3 )(p2(p1 + p2 + p3) + p3(p1 + p2 + p3) + p1(p1 + p3)2k−1))
n−k

≤ ((p1 + p3)2k − p2k

3 )((p2 + p3) + p1(p1 + p3)2k−1)
n−k
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z toho dostávame

Pn(u) ≤
n∑
k=1

(
n

k

)
((p1 + p3)2k − p2k

3 )((p2 + p3) + p1(p1 + p3)2k−1)
n−k

a z toho máme

E(rG) ≤ 2n
n∑
k=1

((p1 + p3)2k − p2k

3 )((p2 + p3) + p1(p1 + p3)2k−1)
n−k

č́ım máme lemu dokázanú. �

3.3.3 Odhad počtu regulárnych vrcholov

V tejto časti za pomoci strednej hodnoty počtu regulárnych vrcholov, kom-

binatorických metód a pravdepodobnostných nerovnost́ı odhadneme počet

regulárnych vrcholov obsiahnutých v grafe Bn.

Veta 3.3.2 Počet regulárnych vrcholov rG v grafe G zodpovedajúcom čiastočnej

náhodnej booleovskej funkcii je

rG < ρn

pričom ρ je konštanta závislá od pravdepodobnost́ı p1 a p3 s hodnotaou v

intervale 1.57 ≤ ρ < 2.

Dôkaz 3.3.2 Stredná hodnota E(rG) určená predchádzajúcou vetou môže

byt’ ohraničená nasledujúco:

E(rG) ≤ 2n
n∑
k=1

(
n

k

)
((p1 + p3)2k − p2k

3 )((p2 + p3) + (p1 + p3)2k)
n−k
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≤ 2n
n∑
k=1

(
n

k

)
(p1 + p3)2k((p2 + p3) + (p1 + p3)2k)

n−k

=
n∑
k=1

(
n

k

)
2k(p1 + p3)2k(2((p2 + p3) + (p1 + p3)2k))

n−k

≤
n∑
k=1

(
n

k

)
2k(p1 + p3)2k(2((p2 + p3) + (p1 + p3)2k))

n−k

=
n∑
k=1

(
n

k

)
(2(p1 + p3)2)

k
(2((p2 + p3) + (p1 + p3)2k))

n−k

≤ (2n(p1 + p3)2)((p2 + p3) + (p1 + p3)2)
n−1

+
n∑
k=2

(
n

k

)
(2(p1 + p3)2)

k
2(((p2 + p3) + (p1 + p3)4))

n−k

≤ (2n(p1 + p3)2)((p2 + p3) + (p1 + p3)2)
n−1

+
n∑
k=0

(
n

k

)
(2(p1 + p3)2)

k
2(((p2 + p3) + (p1 + p3)4))

n−k

= (2n(p1 + p3)2)((p2 + p3) + (p1 + p3)2)
n−1

+(2((p2+p3)+(p1+p3)2+(p1+p3))4)n

≤ c1ρ
n

kde c1 je konštantou a ρ je konštanta, ktorej hodnoty závisia od určených

pravdepodobnost́ı p1, p2, p3. Nech f je funkcia o 2 premenných zadefinovaná

nasledovne, f(p1, p3) = 2((1 − p1) + (p1 + p3)2 + (p1 + p3))4). Táto funkcia

na intervale, kde p1 ∈ [0, 1] a p3 ∈ [0, 1] nadobúda minimum dané hodnotou

1.5704. Použit́ım Markovovej nerovnosti dostávame, že rG < ρn, č́ım sme

dokázali vetu. �
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3.3.4 Regulárne hrany

Aby sme sa mohli zaoberat’ zložitost’ou DNF typu
∑
T je pre nás dôležité

vyjadrit’ počet regulárnych hrán v grafe G.

3.3.5 Zložitost’ DNF typu
∑
T

Na základe určeného počtu regulárnych vrcholov môžme teraz pristúpit’ k

vyjadreniu zložitosti, ktorú nadobúda DNF typu
∑
T (označovat’ ju budeme

l(D∑
T (f))).

Z publikácie [6] je nám známe tvrdenie o nutnej a postačujúcej podmienke

týkajucej sa DNF typu
∑
T : nutná a postačujúca podmienka na to, aby kon-

junkcia K zo skrátenej DNF Ds(f) nepatrila do DNF typu
∑
T je, aby každý

vrchol zodpovedajúcej hrany bol regulárny vzhl’adom na graf zodpovedajúci

funkcii f .

Aby sme určili počet regulárnych hrán, využijeme fakt, že z práce [5] vieme,

že rozmer každej z hrán funkcie f je nanajvýš rovný nejakému m a že tento

počet nie je väčš́ı od počtu maximálnych hrán obsahujúcich aspoň jeden re-

gulárny vrchol. Tých je rG
∑m

k=0

(
n
k

)
.

Zložitost’ DNF typu
∑
T je preto daná vzt’ahom

l(D∑
T (f)) = l(Ds(f))− rG

m∑
k=0

(
n

k

)
Ked’že zložitost’ skrátenej DNF, ktorá bola vyjadrená v práci [5] je daná

vzt’ahom 2nn(1−ε2(n)) lg log1/(p1+p3) n ≤ l(Ds(f)) ≤ 2nn(1+ε3(n)) lg log1/(p1+p3) n, kde

ε2(n) = ε3(n) = O( 1
lg log1/(p1+p3) n

)



KAPITOLA 3. NIEKTORÉ METRICKÉ VLASTNOSTI ČNBF 44

dostávame

l(D∑
T (f)) = 2nn(1+ε3(n)) lg log1/(p1+p3) n − 1.57n

lgn+l∑
k=0

(
n

k

)
Z toho vyplýva, že l(D∑

T (f)) ∼ l(Ds(f)) a teda aj l(D∑
T (f)) ∼ l(DQ(f)).



Kapitola 4

Záver

Ciel’om tejto diplomovej práce bolo asymptoticky odhadnút’ a ohraničit’ počet

jadrových hrán a regulárnych vrcholov u čiastočných booleovských funkcíı a

vyjadrit’ a porovnat’ zložitosti Quinovej DNF a DNF typu
∑
T so zložitost’ou

skrátenej DNF.

Pôvodná predstava, že skúmané vlastnosti (počet jadrových hrán, počet re-

gulárnych vrcholov) budú presne vyč́ıslené sa narušila tým, že defińıcia pŕıpustnej

hrany bola vymedzená tak, že aspoň 1 z jej vrcholov muśı byt’ rovný 1. To

spôsobilo, že pri určovańı jadrovosti hrany sme boli núteńı skúmat’ rozloženie

hodnôt susedných vrcholov potenciálne až do vzdialenosti n. Preto sme sa

rozhodli od určenia presného vyjadrenia počtu upustit’ a pokúsili sme sa

vyjadrit’ hornú resp. dolnú hranicu počtu na základe susedov hrany so vzdia-

lenost’ou 1. Vychádzajúc zo spomenutého sme dospeli k záveru, že počet

jadrových hrán je pre n→∞ daný rozmedźım

n
(1+o(1)) lg log 1

(p1+p3)
n
(2p2)n ≤ cG ≤ n

(1+o(1)) lg log 1
(p1+p3)

n
(2(p2 + p3))n

Pri vyjadrovańı počtu regulárnych vrcholov bolo určujúce, že jeden vrchol

môže byt’ naraz indukovaný viacerými inými vrcholmi. Z toho dôvodu sme

mohli určit’ iba hornú hranicu tohto počtu, ktorá je daná vzt’ahom rG < ρn,

45
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kde ρ je konštanta závislá od hodnôt p1 a p3 a jej hodnota je v rozmedźı

1.57 ≤ ρ < 2.

Tieto vyjadrenia počtov sme následne aplikovali na stanovenie zložitosti pred-

metných DNF. Quinova DNF po úvahách, kol’ko hrán je pokrytých jadrom

bola určená hornou hranicou a asymptoticky bola rovná zložitosti skrátenej

DNF.

Na vyjadrenie zložitosti DNF typu
∑
T sme potrebovali určit’ počet re-

gulárnych hrán z počtu regulárnych vrcholov. Tento počet bol úvahami ohraničený

a aplikovaný na zložitost’ DNF, ktorá sa opät’ ukázala asymptoticky rovná

l(Ds(f)).

Ukázali sme teda, že pomer medzi skrátenou a Quinovou DNF, ako aj po-

mer medzi skrátenou DNF a DNF typu
∑
T je asymptoticky rovný a teda

zlepšenie pri procese minimalizácie je pri n→∞ zanedbatelne malé.

Uvedomujeme si, že v problematike čiastočných náhodných booleovských

funkcíı riešenej v našej diplomovej práci existujú ešte miesta, ktoré majú svoje

nedostatky (napr. presneǰsie vyjadrenie zložitosti Quinovej DNF a zložitosti

DNF typu
∑
T ), preto ich pre d’aľśı výskum odporúčame podrobneǰsie preskúmat’.
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