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Zlozitostné aspekty optickych sieti

Abstrakt

V tejto praci uvazujeme problém navrhu sieti pouZivajlcich plne optickll routovaciu
technologiu s istou mierou odolnosti vo¢i vypadku urcitého poctu hran (tzv. prezitenost’
komunikacie, vlastnost’ preZitelnosti). V takychto sietach st vSetky spravy prenaSané v
optickej forme od zdroja az k ciel'u, a smerovanie sa vykondva na optickom signdle.
Optické signaly mozu pouzitim roznych vinovych dizok pouzivat’ rovnaka hranu. Signaly
pouzivajiice rovnakii vinovii dizku vsak musia pouzivat’ hranovo nezavislé cesty. Odolnost’
pri vypadku hran realizujeme technikou pokrytia siete podsietami, ktoré st chranené
nezavislé jedna od druhej. Nadvdzujeme na prace zaoberajuce sa touto problematikou a
prindSame nové vysledky pri routovacich algoritmoch zahriujticich kvalitativnu vlastnost’
prezitelnosti na fyzickej sieti s topoldgiou torusu, 2-rozmernej mriezky, 3-rozmernej
toroidnej mriezky a 3-rozmernej mriezky. Ako podsiet’ uvazujeme cykly na komunikacne;j
schéme(inStancie) uplnej vymeny [, (all-to-all, vSetky uzly navzdjom komunikuju).
Odhadli sme dolné hranice poétu potrebnych vlnovych dizok. Navrhli sme univerzalny
sposob(algoritmus), ktorym sme sa na skimanych topolégiach k tymto odhadom

asymptoticky priblizili.

Klacové slova: WDM fault-tolerance, routing cycles over d-dimensional square and tori,
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1. Uvod

Tato praca sa zaobera teoretickymi poznatkami dosiahnutymi v oblasti optickych sieti
s optickym routovanim podla vlnovej dizky. Prihliada pri tom na vlastnost’ preZitelnosti siete,
¢o je akymsi atribitom spol’ahlivosti pri vypadkoch niektorych jej Casti. Snazi sa plynulo
nadviazat na prace zaoberajuce sa touto problematikou aprindSa nové vysledky pri
routovacich algoritmoch zahriiujicich tato kvalitativnu vlastnost na fyzickej sieti
s topologiou torusu, 2-rozmernej mriezky, 3-rozmernej toroidnej mriezky a 3-rozmernej
mriezky. PrinaSa tiez dolné ohraniCenie pre m-rozmernu mriezku a m-rozmernu toroidnu

mriezku.

1.1. Motivacia

Optické siete pontkaju moznost’ vzajomného prepojenia stovkdm az tisickam uzivatelov.
Umoziuja pokrytie od lokalnych oblasti az po Siroko vzdialené. Odoldvaju rusivym vplyvom
prostredia a poskytuju kapacity rddovo prevysSujuce tradiéné technoldgie. Tradicné siete
pouzivaju elektricka formu na prepinanie signalov, ktoré mozu byt modulované elektronicky
s maximalnou priepustnost’ou radovo okolo 10 Gbps, zatial’ ¢o Sirka pasma optického vldkna
je priblizne 10THz. Pri takejto Sirke pdsma, uvazujuc binarny prenos sa podla Nyquista
teoreticky mozeme dostat’ az na 20 Tbps. Z toho dovodu st vSetky prepinacie uzly takejto
siete, kde sa musi signdl v optickej forme menit’ na elektrickli a potom nasledovne spit’ na
opticku formu, zniZenim jej priepustnosti.

Celo-optické komunikacné siete vyuzivaji fotonické technologie na implementaciu
oboch, prepinacej aj prenosovej funkcie. V tychto sietach je Siroké pasmo optického vldkna
spravované audrziavané cez delenie a skladanie vinovych dizok (wavelength division
multiplexing). Jedna fyzicka optickd linka modze niest niekol'ko logickych signalov
vysielanych na réznych vinovych dizkach. Informaécia, raz vyslana do siete ako svetlo,
dosiahne svoj ciel bez konvertovania do elektrickej formy pocas jej cesty. Tym sa dosahuje

maximalna komunika¢né rychlost’ svetla.

1.2. Vyvoj

Zrejme netreba nikoho privel'mi dlho presviedCat’ o opodstatnenosti vyskumu v tejto
oblasti super-rychlych plne-optickych sieti. S prichodom technologickych noviniek a inovacii
sa Casto menia aj ciele teoretick¢ho vyskumu a modelovania, a pribudaju aj stale nové a nové
problémy. Niektoré problémy sa rieSia teoretickym vyskumom a iné zas prichodom nove;j
a modernejSej technologie, ¢im na sebe umoznia aplikaciu inych teoretickych modelov.
S pokrokom technologie sa musia menit’ aj algoritmy riadiace tieto super rychle prudy dat

v tychto siet’ach.
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Pri pociatkoch optickej technologie bolo mozné technicky posielat’ v jednom optickom
vlakne len jeden svetelny signal. Neskor sa uz v jednom vlakne dalo viest’ aj viacero signalov,
vzajomne sa od seba ligiacich vinovou dizkou. Takéto technika je tieZ znama ako wavelength-
division multiplexing (WDM). Ked’Ze frekvencia a vinova dlzka st zavislé ( f.4 = ¢, rychlost’
svetla), je¢ WDM konceptualne podobnd frequency division multiplexing FDM. Svetelny
signal tiez po ceste vo vladkne slabne a treba ho zosiliiovat. Donedavna sa signal zosiliioval
len elektronicky. Elektronické zosiliiovace vSak predstavovali pri moznostiach vyuzitia pasma
optickej siete vyrazne zdrzanie. S prichodom optického zosililovata zaloZzeného na
Erbiovych-davkach bol tento problém vyrieSeny. Dalsim zdrzanim boli elektronické routre
pouzivané v tychto sietach. S prichodom plne optickych smerovacov, ktoré dokazali
smerovat’ signaly prichddzajice na roznych vlnovych dizkach na rézne vystupy (Obr.1) bol
aj tento problém vyrieSeny. AvSak aj tu boli obmedzenia ato hlavne neschopnost’ menit
v smerova¢i vinova dizku. To sa riesilo rafinovanym pridelovanim ciest v sieti a vlnovej

dizky tymto cestam. Vo vyskumnych laboratoriach uz boli skugané aj smerovade, schopné pri
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Obr.1. Opticky smerovac

smerovani konvertovat’ vinovi dizku signalu (Giastoéne, ale aj uplne) (Obr. 2). Na
komerénom trhu sa vSak zatial neobjavili, ale v blizkej budtcnosti sa to da ofakavat. Tato
novinka zasa pontka nové moZnosti. Jedna uloha v tejto oblasti sa vSak nemeni. A to
minimalizovat’ cenu plno-optickej siete, kde sa prihliada na mnozstvo pouZitia jednotlivych
sietovych prvkov vzhl'adom na komunikacnu potrebu v sieti a topologiu.

Napriek tomu Ze maju optické siete vel'mi nizku chybovost, vznikla potreba skimat
vlastnost’ spolahlivosti takej siete. Ide hlavne o prezitie komunikacie pri vypadku niektorych

z liniek. Tym sa do istej miery zaobera aj tato praca.
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Obr.2 :Opticky smerovaé so schopnostou konvertovat’ vinové dizky signalov

1.3. Opticky model

Vo vSeobecnosti, WDM opticka siet’ pozostava z prepinacich uzlov, vzajomne
pospajanych optickymi linkami, ktoré mo6zu podporovat’ prenos urcitého mnozstva vinovych
dizok. Rovnaké vinové dizky na dvoch vstupnych portoch nemoZu byt nasmerované na
rovnaky vystup z dovodu elektromagnetickej interferencie. V tejto praci budeme uvazovat
prepinacie siete s vS§eobecnymi prepinacmi, zalozenymi na akusto-optickych filtroch. V tomto
type sieti signal, pre dve ro6zne poziadavky, mdze cestovat’ na tej istej komunikacnej linke do
uzla v (pouzivajic rozne vinové dizky) a opustit’ uzol v pouZijuc rézne komunikaéné linky.
Teda fotonicky prepinac¢ (switch) dokdze rozlisit’ komunikaciu prichddzajucu z komunikacne;j
linky na roéznych vlnovych dizkach a uréit’ pre kazdu vinova dizku rézny vystup prepinaca.
Plati v§ak obmedzenie, Ze ziadne dve cesty v sieti zdiel'ajice opticku linku nemaja priradenu
rovnaka vinova dizku. V prepinacich optickych sietach je umoznené znovupouzitie vlnovej
dizky, ¢o dramaticky redukuje pocet potrebnych vinovych dizok v porovnani so sietami
neprepinajucimi.

Prepinacie optické siete teda pozostavaji zo vzajomne pospajanych uzlov, ktoré mozu
byt terminaly, prepinace, alebo oboje. Termindly posielaji a primaju signaly a prepinace
smeruju svoje vstupné signdly na jeden alebo viac zo svojich vystupov. Kazda linka je
obojsmerna a v skuto¢nosti pozostdva z paru jednosmernych liniek.

Niektori autori uvazovali topologie s neorientovanymi optickymi linkami nestcimi
neorientované cesty. No ¢oraz viac bolo zrejme, ze optické zosiliiovace umiestnené na vlakne
budu orientované zariadenia. Preto modelujeme opticku siet’ ako symetricky orientovany graf
G=(V(G), A(G)), kde kazd4 orientovana hrana reprezentuje point-to-point jednosmernu
opticku linku. Poziadavka request pozostava z paru uzlov, dozadujticich sa komunikécie. A

inStanciu  budeme chdpat’ ako mnoZinu poziadaviek. RieSenie pozostdva z nastavenia
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prepinacov a priradenia vinovych diZok poziadavkam tak, Ze medzi parmi uzlov vietkych
poziadaviek existuje v grafe G cesta (jednym aj druhym smerom) a ziadna orientovana hrana
nenesie dva rozne signaly na rovnakej vinovej diZke.

Cena a realizovatel'nost’ prepinacich a zosililovacich zariadeni zavisi od poctu vlnovych
dizok, ktoré dokazu tieto zariadenia spracovat’. Zatial' o experimentalne systémy vyhlasuju
do 100 vInovych diZok na vldkno, komeréné WDM multiplexery (skladage) dokazu spracovat
do 20(IBM) vlnovych dizok. Preto je snaha minimalizovat’ poéet vinovych dizok pouzitych
v rie§eni. Ak je pozadovany via&si podet vinovych dizok ako je v sieti aktualne k dispozicii je
nemozné uspokojit’ vSetky poziadavky na spojenie.

Optické prepinaée nemenia vlnovu dizku signélov cez ne prechadzajicich. Ak by uzol
mohol menit’ vinova dizku, na ktorej bol signal do siete vyslany, smerovat’ indtanciu pouzijic
miniméalne mnozstvo vinovych dizok by bolo ekvivalentné najdeniu miniméalneho toku

v grafe.

1.4. Nastavenie prepinacov

Skutocny proces nastavenia prepinacov, uréenie ciest pre poziadavky a priradenie
vinovych dizok je realizované za pomoci elektronickej chrbtovej kontrolnej siete. Mozeme si
klast’ otdzku pouzitia relativne pomalej elektronickej siete (tradicnd siet’ s elektronickymi
prepina¢mi) na nastavenie vysoko rychlostnych spojeni. V skuto¢nosti, prevazné pouZzitie
tychto vysoko rychlostnych sieti pozaduje spojenia potrebujice raz nastavit' a trvajuce
relativne dlhsiu dobu. Poziadavka o spojenie je akceptovana a spojenie je nastavené akonahle
je poziadavka uskuto¢nitel'na.

Vyuzitie takychto sieti sa pocita hlavne v telekomunikatnom priemysle, ato na
uskuto€nenie telefonnych spojeni bez zdrZzania. Tieto siete je mozné pouzit' vSade, kde je
potrebné vytvarat’ rychle a spolahlivé spojenia na relativne dlhSiu dobu (napr. video telefony,
video konferencie).

1.5. Spolahlivost’

Spolahlivost’ siete, prezitel'nost’, resp. jej schopnost’ obnovit’ prenos ovplyvneny chybami
sa stava dalSou klicovou témou pri navrhu tychto extrémne-vysoko kapacitnych sieti
zalozenych na WDM technologii. Uvazujeme navrh prezitelnej] WDM siete zalozenej na

pokryti pociatoCnej siete podsietami, ktoré st jedna od druhej nezavisle chranené.

Planovanie optickej vrstvy mdze byt rozlozené na dva podproblémy:
e problém routovania: spoitat’ smerovanie poziadaviek vinovych dizok na fyzicka
vrstvu

e problém priradenia zdrojov: alokécia zdrojov poziadavkdm routovania
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Teda problém prezitel'nosti oproti vybaveniu alebo chyby linky pozostava z vypocitania
novych nasmerovani pre poziadavky ovplyvnené chybou. Teda opticka vrstva musi byt

predimenzovana.

Je mozné implementovat dve schémy vlastnosti prezitelnosti: ochrana (protection)
a obnovenie (restoration)
e Ochrana mdze byt implementovand pouzitim dopredu priradenej kapacity medzi
uzlami za tc¢elom nahradenia zlyhajucej transportnej entity
e Obnovenie mdze byt realizované pouzitym l'ubovolnej vol'nej kapacity medzi uzlami
v snahe ngjst’ transportnu entitu, ktord by mohla nahradit’ ta, ¢o zlyhala. Obnovenie je
zalozené na presmerovavacich algoritmoch, ktoré hl'adaji nova cestu aby prekryli

zlyhajucu siet'ovu entitu v Case, kedy chyba nastala.

Rozdelenie siete do nezavislych podsieti prindSa stredné rieSenie pre vlastnost’
prezitelnosti. Samozrejme to dovoluje zdielanie zdrojov v rdmci danej pod-siete, a tiez
vyuziva rychlu automatickl ochranu v pripade zlyhania nejakej sietovej entity.

Vtejto praci sa zaujimame o navrh optickej vrstvy =zalozenej na pod-sietach
s vlastnostou prezitelnosti. Cielom je pokryt inStanciu poziadaviek, mnozinou cyklov. Ako
podsiet’ je zvolena ring topoldgia, ked’Ze minimalizuje komplexnost' problému routovania
s plnou podporou prezitenosti pri nastati jednoduchej chyby. Samozrejme, pouzivame
polovicu kapacity cyklu pre uspokojenie poziadaviek a v pripade zlyhania presmerujeme
komunikaciu idiicu chybnou linkou cez zostavajucu Cast’ cyklu vyuzivajuc druhtt polovicu
kapacity. Zaujimavé je pouzivat ako podsiete velmi malé¢ cykly, kedze su TlahSie
manazovatel'né a F'ahsie presmerovatel'né. Taktiez, kazdému cyklu priradime vinova dizku. (v
skuto¢nosti dve: jednu pre normalny prenos, a jednu pre rezervny.) NavySe musi byt’ splnena
podmienka (vlastnost’) disjunktného smerovania kazdého cyklu (disjoint routing cycle) vo
fyzickom grafe. To znamena, Ze v jednom cykle nesmie byt pouzita ta ista hrana viackrat ako
raz.

Ciel'om je minimalizovat’ funkciu ceny siete. Je to ve'mi komplexna funkcia zavisla na
mnohych parametroch a je tazké Studovat’ ju vo vSeobecnosti. My ju budeme redukovat’ na

minimalizaciu poctu cyklov v pokryti.
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2. Definicie

Existuje viacero spdsobov ako by sa dala modelovat’ plne-opticka siet. V tejto praci ju
budeme modelovat” symetrickych digrafom G(V,4), ¢o je orientovany graf s mnozinou

vrcholov  V(G) amnozinou orientovanych hran A(G) taky, ze ak hrana
a=(v,v)e A(G) ,potom aj a'=(v,u) € A(G). Ako N budeme oznacovat pocet vrcholov v G,

teda N = |V(G)|.

2.1. Oznacenia

Budeme pouzivat’ nasledujice oznacenia a pojmy:

e G(V,A) - symetricky digraf

e P(x,y) - cesta z vrcholu x do vrcholu y

o J(x,y) - vzdialenost z vrcholu x do vrcholu y, dizka najkratej cesty P(x,y)
e pozZiadavka - usporiadana dvojica (x,)), oznacuje poziadavku x komunikovat’ s y
e inStancia | - subor poziadaviek

e smerovanie R - (routovanie) pre instanciu I v G je mnozina ciest
R=1{P(x,y)|(x.y) e I}

spojeny s routovanim R je neorientovany graf (R,E) s mnozinou

o fkonfliktny graf

vrcholov R a hrana je medzi cestami, ktoré si zdiel'aji hranu v G

» Problém routovania (G,I)
0 pozostava z najdenia routovania R pre indtanciu | a priradenia vinovej dizky
kazdej poziadavke z I tak, aby ziadne dve cesty z R zdielajuce hranu v G
nemali priradenti rovnaki vinovu dizku.

0 Priradenie vinovych dizok ~vrcholové farbenie konfliktného grafu

Hovorime, Ze algoritmus efektivny ak skonci svoj vypocet v polynomidlnom case.

2.2. DalSie skimané problémy

V tejto kapitole si uvedieme d’alSie oznacenia a stivisiace parametre.

e Ww(G,I,R)
- chromatické ¢islo konfliktného grafu
- najmensi po&et vinovych dizok pre R
e Ww(G,I)
- najmensie W(G,1,R) cez vietky R

- najmensi poéet vinovych diZok zo vietkych R
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hd ﬁ(GQI’R’a)

- load hranyav R

- pocet ciest v R obsahujuci hranu a
e 7(G,LR)

- loadGvR

- maximalny load hrany v G, teda 7(G,I,R) = max{7(G,I,R,a)| Va ¢ A(G)}
e 7(G,I)

- minimalny 7(G,I,R) cez vietky R

2.3. Druhy instancii

Uvedieme si nejaké Specialne inStancie, na ktorych sa zvyknu skumat’ problémy v tejto

oblasti ak je to samozrejme zmysluplné.

o All-to-All (In)
- komunikacia kazdy s kazdym
- 1, ={(x,y)| xeV(G),yeV(G),x # y}
e One-to-All
- komunikécia jeden zvoleny s kazdym
e One-to-Many
- komunikécia jeden s niekol'kymi
e k-relacie

- kazdy vrchol komunikuje s maximalne k vrcholmi

Ukazuje sa zmysluplné pozerat’ sa na inStanciu ako na komunikac¢ny logicky graf, kde
V(G) je mnoZina vrcholov ahranu reprezentuji pary vrcholov, ktoré chci vzdjomne

komunikovat’.

2.4. Problém spolahlivosti (prezitel'nosti)

Uvazujme komunikacnu instanciu I a prezitelné routovanie R pre dant dvojicu (G,1)

(Siet’ a jej komunikécia).

» kazdému prvku z instancie Ije priradena svetelnd cesta v grafe G (tito mnozinu
voladme zdkladnou mnozZinou ciest na G realizujuc 1)

» rozsirime zakladni mnozinu ciest, virtualny graf (beruc svetelné cesty ako hrany v
grafe) tak, ze kazda svetelna cesta virtualneho grafu bude obsiahnut4 v nejakom DRC

pod-grafe.
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DRC pod-graf (disjoint routing constraint pod-graf) virtuadlneho grafu je taky pod-graf,
ktory mdze byt vlozeny do fyzickej siete (grafu G) bez prekrytia hran a kazda svetelné cesta
DRC pod-grafu sa nachadza v jednoduchom cykle fyzického grafu.

Mo6zeme uvazovat’ nasledujice miery efektivnosti:
e pocet DRC podgrafov
e suma velkosti DRC podgrafov,

ktoré pokryvaju zédkladni mnozinu virtualneho grafu.

SnaZzime sa teda rieSit’ problém, v ktorom pre danu siet’ a komunika¢nu inStanciu musime
urCit’ prezitené routovanie ciest také, aby pocet a velkost DRC podgrafov, ktoré pokryvaja

zakladnu mnozinu ciest boli minimalne.
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3. Prehlad v oblasti

V tejto kapitole a strucne popiSeme niektoré vysledky dosiahnuté v tejto oblasti plne

optickych sieti.

3.1. VSeobecné poznatky

Z nasledujuceho tvrdenia by sa nam mala ozrejmit’ opodstatnenost’” niektorych

definovanych mier a parametrov z 2. kapitoly.

Veta 1. Pre lubovolnu instanciu I v lubovolnej sieti G plati, Zze w(G,I) > 7(G,I).

Dokaz: Pri rieSeni daného (G,I) musime pouzit'® prinajmenSom pocet vinovych dlzok
rovnajuci sa maximalnemu mnozstvu, ktoré si vzajomne zdielaju v grafe G orientovanu

hranu. Nerovnost’ ukazeme na priklade (obr. 3.1), analogickému v [1].

/"\ (0,2)

1 (4,1) (1,3)

3 2 (3,0) (2,4)

Obr. 3.1: Routovanie piatich poziadaviek v patuholniku a stvisiaci konfliktny graf.

Pre inStanciu / v grafe G je load 7(G,I) =2, ale w(G,I) =3, ked’Ze konfliktny graf je
pentagon s chromatickym ¢islom 3 a klikou 2. ]

Vo vieobecnosti to znamena, ze minimalizovanie poétu vinovych dizok (G.I) nieje to isté
ako najdenie routovania, ktoré minimalizuje pocet ciest zdielajucich ti istu orientovanu

hranu. Tvrdenie plati aj v neorientovanom modeli.

3.2. Efektivne routovacie algoritmy

V tejto kapitole uvadzame prehl'ad optimalnosti existujicich efektivnych algoritmov pre
rieSenie problému (G,I) na réznych topologiach. Prvé tabul’ka poskytuje dosiahnuté vysledky
pre orientovany model, teda pre orientované poziadavky. Druhd zasa poskytuje vysledky pre

neorientovany model.
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Efektivne algoritmy v orientovanom modeli
i 1, I,
Strom <57(G,I1)/3 w(G,1,)=r(G,I,)
(Kaklamanis, Persiano) | (Gargano, Hell, Perennes)
Kruh <27(G,1,R)-1 SZP{N_ZH‘I
(Tucker) 2| 4
Mriezka poly(loglog N) - w(G, 1)
(Rabani)
Hyperkocka w(G,1,)=7(G,1,) o)
(Beauquier) (Aumann,
Rabani)

Mozeme si v§imnut, Ze na stromoch pre /,inStanciu poznadme optimalny efektivny

algoritmus. Vo vSeobecnosti st vysledky o ¢osi horsie. Pre w(G, 1) je dokdzané tvrdenie:

Veta 2. Pre Yk existuje probléem (G,1) v strome G taky, ze 7(G,I) >k a plati:

SHOD <61

37(G, I)
2

Pravéd nerovnost’ tvrdenia plati aj vSeobecne a dokazali ju Mihail, Kaklamanis a Rao.
Vidime, ze algoritmus rieSiaci na stromoch vSeobecny pripad s maximalne
57(G,I)/3 vInovymi dizkami pomerne dobre aproximuje optimélne riesenie. Pri stromoch je
tiez zaujimavy pripad, ked’ graf G je rozvetvend hviezda, o je symetricky strom s maximalne
jednym vrcholom stupna vicsieho ako 2. V takomto grafe a iba v takomto grafe G pre vSetky
inStancie / plati w(G,I) = 7(G,I).

Na kruhoch Frank nasiel algoritmus, ktory v linedrnom ¢ase ndjde routovanie R, pre ktoré
plati: 7(G,I,R) = n(G,I). VyuzZijuc tento poznatok Tucker priniesol efektivny algoritmus,
ktory riesi problém priradenia vinovych dizok routovaniu R, pouzijic najviac 27(G,I,R)—1.
Pouzitim podobnych mysSlienok bol dok4zany tento vysledok v orientovanom aj
neorientovanom modely.

Pre All-to-All inStancie na kruhu bolo dok4zané nasledujuce tvrdenie:

Veta 3. (Bermond) Pre I, na kruhu G s N vrcholmi plati:

W(G,1,)=7#(G,I,)= B{N{ H
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Pouzitim vety 3. vpredchadzajicom Tuckerovom algoritme dostdvame horné

ohrani¢enie vinovych diZok pre All-to-All instancie na kruhoch.

Efektivne algoritmy v neorientovanom modeli

VI 1, I,
Strom <[1.1w(G, 1) +0.8 ]

(Erlebach, Jansen)
Kruh <27(G,I,R)-1

(Frank)
Torus O(IOgN10g|I|w(G,1))

(Aumann, Rabani)
d-rozmerna O(kdn''*)
Mriezka (Raghavan, Upfal)
Hyperkocka o)

(Aumann, Rabani)

V neorientovanom modeli boli pri algoritmoch na stromoch dosiahnuté o Cosi lepSie
vysledky oproti orientovanému modelu. Na kruhoch st vysledky dost podobné tym

v orientovanom modeli. Isté vysledky sa podarilo dosiahnut’ aj na toruse a hyperkockéch. Pri

d-rozmernej mriezke je tiez znamy algoritmus pre /,, ktory s vysokou pravdepodobnostiou

1/d
)

pouziva O(kdn vlnovych dizok.

3.3. Pokryvanie grafu podgrafmi

Nech K, je kompletny graf s n vrcholmi. Vo vSeobecnosti pre pokryvanie kompletného
grafu cyklami velkosti 3 a 4 platia nasledujuce tvrdenia urcujiice dolnu hranicu poctu cyklov

potrebnych na pokrytie (vid’ [11] ).

Veta 4. Minimalny pocet 3-cyklov potrebnych na pokrytie hran K, je
n\n- 1
3] 2

Veta 5. Minimalny pocet 4-cyklov potrebnych na pokrytie hran K, je

n|ln-1 lak n=3mod8
— +&(n) =
41 2 0 inak
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3.4. Prezitel'nost’ komunikacie na kruhoch pre all-to-all komunikaciu

V tejto Casti uvazujme graf G ako cyklus C,, kde n je pocet vrcholov. Ozna¢me vrcholy
celymi ¢&islami z {0,1,....n-1}. Cyklus Cy spiia DRC podmienku vtedy a len vtedy ak vrcholy
cyklu mozu byt zoradené do vzostupnej postupnosti. Teda ¢i sa daji vrcholy zapisat’ ako
(a1,a2,...,ax) tak, ze plati 0<a, <a, <..<q, <n-1. Takto formulovand podmienka je DRC
podmienkou pre cykly, ako podgrafy grafu K, platna iba na kruhoch. Odraza fakt, ze ak
podgraf je cyklicky a mé byt vlozite'ny do fyzického grafu G, ktory je v tomto pripade kruh,
musia byt vrcholy cyklicky usporiadatelné, aby sa hrany podgrafu vo fyzickom grafe
neprekryvali.

Ozna¢me P(n) ako minimalny pocet cyklov potrebnych na pokrytie komunika¢ného grafu

daného instanciu I, v sieti topologie kruhu s n vrcholmi so spinenou DRC podmienkou plati:

Veta 6.
P(2p+l)>p(p2 D ak p>1

2

P2p)> 2 l,akpZZ

Dokaz tvrdenia moéze Citatel' najst’ v [2]. Velkost' cyklov, ktorymi K, pokryvame nema

ziaden vplyv na dolnt hranicu poctu cyklov potrebnych na jeho pokrytie.

Veta 7.

Pokrytie cyklami so splnenou DRC podmienkou grafu
Ky,+1 -pozostavaz p C;a p(p2 )

K4, -pozostivaz 4Csa 2q° -3 C4

Kuge1 -pozostavaz 2 Csza 2g° +2g—1 Cy4

Na kruhu minimalizaciou poctu cyklov, ktoré pokryvaji inStanciu sme minimalizovali aj
podet vlnovych dizok potrebnych na uskutonenie pozadovanej komunikacie v tejto sieti. A to
z jednoduchého dovodu. Pokryvali sme jednotlivé poziadavky z inStancie mnoZinou cyklov,
pricom pre kazdu takt poziadavku sme vo fyzickom grafe museli zvolit' dve alternativne
trasy. Lenze vo fyzickom grafe s topologiou kruhu méame prave dve cesty veduce medzi
Iubovolnymi dvoma vrcholmi. Problém routovania takej komunikacie bol v podstate
vyrieseny. Problém s priradenym vlnovych diZok sa tiez zjednodusuje, ked’ze kazdému cyklu
priradzujem O(1) vlnovych diZok. Teda na kruhoch s prezitelnostou je pocet cyklov iimerny

poétu vinovych diZok potrebnych na uskutoénenie pozadovanej komunikacie.
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4. Nase vysledky

V tejto kapitole ukazeme ako je to s vlastnostou prezitelnosti na mriezke, toruse, viac
rozmernej mriezke a viac rozmernej toroidnej mriezke. Spravime dolny odhad minimalneho
poctu cyklov potrebnych pre pokrytie poZiadaviek 7, na uvedenych topologiach. UkaZeme si
tiez, ze minimalny poéet vlnovych dizok dokiZeme zdola ohranicit’ poétom vlnovych dizok

potrebnych na realizdciu minimalneho poctu cyklov. Neskor si popiSeme nejaké algoritmy
asymptoticky dosahujiice nase dolné ohrani¢enia. Oznaéme wp(G) ako pocet vinovych dizok

potrebny na realizaciu poZiadaviek /, v grafe G s vlastnostou preZiteInosti.

Pripomenime si, Ze dve disjunktné cesty v grafe mézu pouzivat’ na komunikaciu rovnaka
vlnovll dlzku. Vlastnost’ prezitenosti implementujeme tak, ze pre kazdu komunikacni
poziadavku [/, priradime dve nezavislé cesty. Jednu komunikacnu a jednu rezervnt, pre

pripad vypadku komunikac¢nej. Tieto cesty budeme realizovat’ pomocou cyklov vnorenych do
grafu G . Urobime to tak, Ze kazdej komunikacnej ceste poziadavky z /, priradime jeden
cyklus, ktory musi byt po vnoreni do grafu G hranovo disjunktny. Taky cyklus moéze
obsahovat’ viac hranovo disjunktnych komunikaénych ciest. Kazdému z cyklov priradime dve
vlnové dizky(farby), komunikaénii a rezervni. Dva cykly mozu pouzivat’ rovnaké vinové
dizky ak st hranovo disjunktné. Vsetky cesty v cykle st realizované komunikaénou vlnovou
dizkou. V pripade prerusenia nejakej linky cyklu, presmerujeme komunikaciu prechadzajicu
chybnou linkou, opa¢nou stranou cyklu pouZzitim alternativnej vinovej dlzky. Problém wp(G)

je teda ekvivalentny problému najdenia mnoziny cyklov takych, aby kazda cesta poziadavky z
I ,bola realizovana v jednom z cyklov, a pre ktoré¢ je pocet vlnovych dizok (farieb)

potrebnych na ich realizaciu po vnoreni do grafu G minimalny.
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Nasledujuca tabulka zachytava strucny prehlad vysledkov, ktoré sa nam podarilo

dosiahnut’.

Prehlad dosiahnutych vysledkov pre /,

G wp(G)
Mriezka > n(n® ~1) < c&(,ﬁ )
3 7
2
Torus n(n 1),n=2k+l SC%(?ﬁ—l) <n’
3
> n—,n =2k
4
3-rozmerna <c 32 (n* -1)
Mriezka 15
3-rozmerny <c 16 (n* 1)
Torus 15

m-rozmerna

mriezka

S n"n(n® -1)

,m>2
3

m-rozmerna
toroidna

mriezka

(m=2) 2
S LUl R SR O

(m-2)_3
n n
>

,m=2.n=2k

V dalSich castiach tejto prace si dosiahnuté vysledky dokazeme.
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4.1. Dolny odhad pokrytim cyklov

Pod'me si stru¢ne opisat’ spdsob akym odhadneme dolnti hranicu poctu potrebnych
vlnovych dizok. Ako sme uZ spominali, uvazujeme instanciu All-to-All komunikéciu, teda
I,. Kazda poziadavka tejto inStancie musi byt realizovana, pokrytd v nejakom cykle. Do
cyklu samozrejme prispieva svojou dizkou. Dizka cyklu je pritom vicsia alebo rovna sume
dizok poziadaviek, ktoré tento cyklus pokryva. Teda ak si zratame dizku vsetkych
poziadaviek initancie /, a predelime maximalnou dizkou cyklu, dostavame minimalny pocet
cyklov, ktorymi dokazeme tieto poziadavky realizovat. Vyuzitim Dirichletovho principu
dokédzeme odhadnut’ minimélny load apodla vety 1 (kap. 3) to bude minimalny pocet
vlnovych dizok potrebnych na pokrytie vietkych poziadaviek 7, .

4.1.1. Dolny odhad na toruse

Oznac¢me si p(G,I)ako minimalny pocet cyklov potrebnych na pokrytie vsetkych
poziadaviek inStancie / v grafe G . Ked’ze v d’alSom texte budeme uvazovat’ len inStanciu /,
budeme pre zjednoduSenie p(G,I,) oznacovat len ako p(G). Taktiez wc(G,I,) budeme
oznatovat len wc(G) ako minimalny podet vlnovych dizok potrebnych na realizaciu
vSetkych cyklov pokryvajucich vSetky poziadavky instancie /v grafe G. Vrcholy v G
budeme reprezentovat’ suradnicami kartézskom stradnicovom systéme. Kazdy vrchol (x,y)

ma Styroch susedov.

Lema 4.1 Nech n>2, graf G je torus nxn, potom
p(G) = n(n® =1)/8, ak je n nepdrne,
p(G)>n’/8,ak je n parne

Dokaz: Nech u a v su dva 'ubovol'né vrcholy vG . d(u,v) je vzdialenost’ najkratSej cesty
medzi nimi. Je zrejme, Ze Zé(u,w) = Zé(v, w).

Nech n =2k +1. Vrcholy V(G)—u mbdzeme rozdelit’ do Styroch mnozin 4, B, C, D, tak ako
n-1 n+1

na obr. 4.1. Kazda z tychto $tyroch ¢asti mé tvar obdiznika rozmerov X 5

Je jasné, ze plati Y S(u,w) =Y Su,w)= D Su,w)= Y Su,w). Nech A’, B’, C’, D’ st

weA weB weC weD
ich Stvorcové Casti rozmerov (n—%x(n _%. Je vidiet’, ze pre X € {4,B,C,D) aknej

n—1

2
prislusnej X' plati Zé(u,w): Z5(u,w)+2i. Suma vzdialenosti x-ovych stradnic

weX weX' i=0

-1
(n-1) =
Stvorca X je rovnd sume y-ovych suradnic, a ta sa rovna 7 ) Z i=0 !
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(n-1)

(n-1)
2

Obr.4.1 :Rozdelenie vrcholov V' (G)—u do Styroch disjunktnych mnozin 4, B, C, D

Celkovt sumu vzdialenosti medzi 'ubovol'nymi dvoma vrcholmi grafu G moéZeme teda

spocitat’ nasledovne:

n-1 1

Z5(u,v)="7225(u,v)="72-4-25(u,w)=”— Z5(uw)+z

weX 2 weX'

n—l1

2 n-1 2 _ 2 _ 2
no4ls (n— l)z2 I o F Y 2.(n ) n 1+n 1 _
2 par 2 2 8 8

g 4._n3—n2—n+1+n2—1}_n_2.4'{n3—n}_ n(n>—1)

n.
2 8 8 2 8 4

Ked’Ze cykly musia byt hranovo disjunktné, mdzu mat’ maximalne diZku vsetkych hran
v grafe G (torus - nxn) ato 2n’>. Dostdvame teda minimalny pocet cyklov potrebnych na
n—n
8
Nech n =2k. Vrcholy si rozdelime na 2 Casti. Na Stvorec rozmerov (n—1)x(n—1) tak ako

na obr. 4.2, ¢ast’ A a ostatné vrcholy, ¢ast’ B. Sumu Z o(u,w) vyratame, podobne ako pre
wel (A4)

realizaciu vSetkych poziadaviek v grafe G : p(G) >

neparne 7.
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n-1
n-1
n
—+1
2
n-1 s 2 Obr.4.2 :Rozdelenie vrcholov na
1" ~
2 Stvorec rozmerov (n—1)x(n—1),
n
7 1 Zast A a ostatné vrcholy, Cast’ B.
n-1
n n
n-1 —+1 — —+1 ... n-1 n
2 2 2

Zostava teda vypocitat’ sumu vzdialenosti medzi u# a vrcholmi Casti B Z o(u,w). Na
weV (B)

obr. 4.2 mame vyznacené ako vyzeraji vzdialenosti vrcholov ¢asti B od vrcholu u . Teda

L
2
Zi +n=
i=0

> 5(u,w) =25+ 4 ﬁ(”_2j+
weV (B) 2 2 2

, n'=2n B 3n* —2n

2 2

2 2
:2n+4{n 2n+n Zn}

8

Celkovu sumu spocitame nasledovne:

Z5(u,v) = %225(11,\/) = %2[25(1/[,\/)4- 25(14,\/)} = n—;{4 25(14,W)+ Z5(u,v)} =

u,v veAd veB weX veB
_n_2 4. (n—=17° —(n—-1) +3n2—2n _n_2 n3—3n2+2n+3n2—2n _n_5
2 8 2 2 2 2 4

Z rovnakého dovodu ako v predchddzajicom pripade dostdvame minimalny pocet cyklov
3

potrebnych na realizaciu vSetkych poziadaviek v grafe G : p(G) > % N

Lema 4.2 Cubovolnym mnozstvom cyklov, navzajom sa neovplyviujucich (nemaju spolocné
hrany) nie je mozné pokryt dizku poziadaviek vicsiu ako 2n*, ¢o je suma dlZok vsetkych hran

vgrafe G, kde G je torus rozmerov nxn.
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Dokaz: KedZe cykly nemézu mat’ spolo¢né hrany, kazda hrana grafu G moéze byt Castou
nanajvys jedného cyklu. Teda suma dizok vietkych cyklov nepresiahne sumu dizok vietkych

hrainv G . m

Veta 4.3 Nech n>2, graf G je torus nxn, potom
we(G) > n(n”> —1)/4, ak je n nepdrne,

we(G) > n’ | 4,ak je n parne

Dokaz: Z lemy 4.1 mame minimalny pocet cyklov potrebnych na pokrytie poziadaviek
v grafe G . Uvazovali sme samozrejme cykly s maximalnou moznou dizkou 2n*. Teda pre
kazdy cyklus musime pridelit rozdielne vinové dizky. Zlemy 4.2 vyplyva, Ze aj ked
nahradime niektory z cyklov niekol’kymi navzdjom sa neovplyviiujicimi, aby sme nezvysili
pocet potrebnych vlnovych dizok nedokaZeme pokryt’ viésiu dizku poziadaviek ako ten ktory
sme nimi nahradili. To znamen4, e po¢et vinovych dizok potrebnych pre minimalny pocet
maximalnych cyklov je optiméalny. Ked’ze pre kazdy cyklus s potrebné 2 vinové dizky,
dostavame naSe tvrdenie. m

Uvedomme si, ze na realizaciu vSetkych poziadaviek potrebujeme minimalne iba
p(G) vinovych dizok. Ostatné vinové dizky su pre pripad vypadku, a teda pre zachovanie
vlastnosti prezitel'nosti siete. Na to by snad’ bolo mozné pouzit’ aj nejaka spolo¢ni mnozinu

rezervnych vinovych dizok. Cyklu by sa tak priradila rezervna dizka aZ po nastani vypadku.

4.1.2. Dolny odhad pre mriezku

Podobne ako pre torus, si teraz ukdzeme dolny odhad pre mriezku.

Lema 4.4 Nech n>2, graf G je mriezka nxn, potom
p(G)=n(n*-1)/6.

Doékaz: Pozrime sa na jeden riadok mriezky ako na graf G'(obr. 4.3). |V(G)| = n . Poklsime
sa zratat sumu vzdialenosti medzi 'ubovolnymi dvoma vrcholmi v grafe G', ZﬁG.(u,v).

u,v

Vezmime si I'ubovolny vrchol u v grafe G' aspocitame sumu vzdialenosti k vSetkym
ostatnym vrcholom v tomto grafe, ZéG,(u,v). Tato sumu si mozZzeme napisat’ ako sucet

v

dvoch siim v zavislosti od pozicie vrcholu # podobne ako na obr. 4.3.
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Obr.4.3 : Suma vzdialenosti od vrcholu u; k vrcholom V(G') —u;,

Pre sumu medzi [lubovolnymi dvoma vrcholmi G, 256,(u,v) plati

u,v

1
25 (u, v)——Z[Z 56,(uj,v)}, kedze kazdu vzdialenost medzi dvoma vrcholmi

u,v j=0L v

n-1
zaratavame takto v Z{Z Og(u j,v)} dvakrat. Sumu vzdialenosti ciest od vrcholu u,(j je

j=0L v

jeho pozicia v G') kvSetkym ostatnym vrcholom grafu G' zratame nasledovne
n—j-1

Zé’ (u;,v) = Zz + Zz Celkova suma medzi 'ubovolnymi dvoma vrcholmi v grafe G' je

i=0 i=0

e v)——Z{Zv:é' (uj,vﬁ z{zw"ii}

v 23005
_ & y(y+l)+(n—y—1)-(n—y)}=
24 2 2
:l”zll_yz+y+n2+y2—2ny—n+y}:l”zll{nz+2y2+2y—2ny—n}=
Y 2 24 2
=%n:; n+2y° +§y 2ny - n} {Zn +2Zy +Zy 2nZy n}

3 2
2n’ =3n +n+2(n 21)71_2” (n 21)71_’12}:

y
2n° =3n* +n
{rz3+—+nz—n—n3 +nt-n’|=

Ked’ze $irka grafu G je rovna jeho dizke, suma x-ovych vzdialenosti a y-ovych vzdialenosti

I'ubovolnych jeho dvoch vrcholov je rovnakd. Staci teda spocitat’ jednu z nich. Predstavme si
teraz dva stipce S, , S,, kazdy o n vrcholoch.
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n
: Obr.4.4 :Rozdelenie vrcholov na stipce.
n
3k S_1
‘l._v_.l'
A5k, 51)

Nech ich vzajomna vzdialenost’ je rovna d(S,,S,). Pricom d(S,,S,) chapeme ako najkratSiu
vzdialenost od 'ubovolného vrcholu v stipci S, k najbliz§iemu vrcholu stipca S, . Pozrime sa
na sumu x-ovych vzdialenosti najkratSich ciest, medzi 'ubovol'nymi vrcholmi u a v, kde u
patri stipcu S . a v patri stipcu S .. Ta sa da vyjadrit ako n*-d(S,,S,), ked'Zze medzi stipcami
S, a S, je potrebnych n® ciest na realiziciu ich vzdjomnych poziadaviek. Modzeme si

vSimnut, ze Zd(Sk,S,)=Z5G.(u,v). Suma x-ovych vzdialenosti medzi l'ubovolnymi
k.l

u,v

30,2
dvoma vrcholmi grafu G je teda rovna ”22 d(s,,S) = ”22 Og(u,v) = %1) . Celkova
k,l u,v

n’(n® —1)

suma medzi 'ubovol'nymi dvoma vrcholmi v grafe G je . Maximélna dizka cyklu

na mriezke nikdy nepresiahne 2n°. Minimalny podet cyklov na pokrytie vsetkych

n(n® —1)

poziadaviek na mriezke je teda B ]

Lema 4.5 Cubovolnym mnozstvom cyklov, navzajom sa neovplyviujucich (nemaju spolocné
hrany) nie je mozné pokryt dizku poZiadaviek vicsiu ako 2n*, ¢o je suma dlZok vsetkych hran

vgrafe G, kde G je mriezka rozmerov nxn.

Dékaz: Obdobne ako lema 4.2. Poznamka: netvrdime, Ze cykly dizky 2n* vieme v mriezke

realizovat’. m

Veta 4.6 Nech n>2, graf G je mriezka nxn, potom
we(G) = n(n® —1)/3
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Dokaz: Obdobne ako veta 4.3. Tvrdenie vyplyva z lemy 4.4 a lemy 4.5. m

4.1.3. Dolny odhad pre m-rozmernu mriezku a m-rozmernu toroidnu
mriezku
Pod'me si teraz odvodit’ tvrdenia pre m-dimenziondlnu mriezku a m-dimenzionalnu

toroidntl mriezku.

Veta 4.7 Nech n > 2, graf G je m-dimenziondlna toroidnd mriezka so stranou n vrcholov,

potom
m—2 2
-1
p(G) = w ak je n neparne,
m=2_3
p(G)> ,ak je n parne

Dokaz: KedZe na§ graf je vo vSetkych dimenzidch rovnako velky, zrejme aj sumy

vzdialenosti medzi I'ubovolnymi dvoma vrcholmi v jednotlivych dimenzidch buda rovnako
velké.  Rozdelme si vrcholy grafu G na »n rovnakych mnoZin S,,..,S, podla

m —tej dimenzie. Teda vrcholy u a v budl patrit’ tej istej mnozine ak budi mat’ rovnaké

suradnice v dimenzii m . Zratame si sumu vzdialenosti v dimenzii m medzi jednotlivymi

mnozinami, Zd (S,,S,). Narealizovanie vSetkych poziadaviek medzi mnozinami S, a S, je
5.5

potrebné preklenut’ vzdialenost d(S,,S,) vdimenzii m prave |S,|-|S,| krat. Kedze

(m-1)

.| =18,|=n"", je to presne n n"™" krat, o treba vzdialenost d(S,,S,) preklenat

v dimenzii m na realizaciu vSetkych poziadaviek medzi mnozinami S, a §,. Teda celkova

suma vzdialenosti medzi l'ubovolnymi dvoma vrcholmi v grafe G v dimenzii m bude
n*" . Zd (S,,S)). Pocet dimenzii je m. Ako najvicsiu moznti dizku cyklu, zoberieme
5,.5,

dizku saétu vsetkych hran v grafe G ato je mn™. Pre p(G) tym dostaneme
2(m-1)

n e
- D> d(S,,S)=n""7->1d(S,,S))

Sk,S] Sk ’SI

p(G) 2
Pod'me si teda zratat’ Zd (S,,S,). Zratame to analogicky ako v leme 4.4 pre mriezku.
S,.8;

Nech n=2k +1.

n(n2 —-1)

J';M“\_
o0

> d(s,,8) =2 221

Sis8;
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Nech n=2k.

24 n_

2 2 2 2_2 2 3
Z:d(SkaS])—2 Z2z+£ =n l+n—:nn " n—:n— ]
Si>S 2 i=0 2 i=0 8 4 8

Veta 4.8 Nech n>2, graf G je m-dimenziondlna mriezka so stranou n vrcholov, potom

2(G)> n" n(n* -1)

Dokaz: DokaZeme podobne ako vetu 4.7. m

Veta 4.7b Nech n > 2, graf G je m-dimenziondlna toroidna mriezka so stranou n vrcholov,

potom
m=2 2
-1
we(G) 2 w ak je n neparne,
m-2_3
we(G) 2 ,ak je n pdarne

Dékaz: Veta 4.7b logicky vyplyva z vety 4.7 ak uvazujeme 2 vlnové dizky pre kazdy cyklus.
[

Veta 4.8b Nech n > 2, graf G je m-dimenziondlna mriezka so stranou n vrcholov, potom

n" n(n* -1)

we(G) 2 3

Dékaz: Veta 4.8b logicky vyplyva z vety 4.8 ak uvazujeme 2 vlnové dizky pre kazdy cyklus.

Poznamka: M6zeme si v§imnut', Ze lema 4.1 je tieZ alternativnym dokazom pre w(7'(n), K ,)

(vid' [9][10][12]). m
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4.2. Algoritmy realizujuce komunikaciu 7, na toruse

V tejto Casti si popiSeme, nejaké spdsoby ako realizovat’ poziadavky inStancie /, na
toruse, mriezke, trojrozmernej mriezke a trojrozmernej toroidnej mriezke. Uké&zeme si
univerzalny sposob ako skonsStruovat’ asymptoticky optimélne algoritmy pre vSetky vysSie
uvedené topologie. Neskor si pre torus ukdzeme lep$i algoritmus, avSak nepouziteny na
ostatnych spominanych topolégiach.

Spominany univerzalny spdsob bude spocivat’ v rozdeleni mnoziny poZiadaviek /, do

mnozin M,, kde /=12,..,logn (nie nutne disjunktnych), kde kazdi z mnozin budeme
log n

realizovat’ inou sadou vinovych dizok. Samozrejme musi platit UM ,=1,. Teda suma
=1

poétu vlnovych dizok potrebnych na realizaciu kazdej z mnozin bude sta¢it na realiziciu
vsetkych poziadaviek inStancie /.

4.2.1. Rozdelenie poziadaviek do mnozin M,

Nech G je torus srozmermi nxn. Pre kazdé¢ [=0,l,....logn—1, si rozdelime G do

stvorcov s dizkou strany 2’ (Obr. 4.5.). Pod diZkou strany budeme rozumiet’ poéet vrcholov
nachadzajtcich sa na tejto strane. Do mnoziny M, vSetky poziadavky medzi vrcholmi

=i
Obr. 4.5: Jedno rozdelenie torusu na mriezky hrany 2’

vSetkych susednych $tvorcov v rozdeleni /. Medzi susedov ratame aj diagonalne Stvorce.
MnozZinu M, budeme nazyvat poZiadavkami trovne / alebo poZiadavky rozdelenia /. Aby

sme sa mohli zaoberat’ s poziadavkami tychto mnozin jednotlivo, musime najprv ukazat’, ze
kazda poziadavka inStancie /, patri aspon do jednej z mnoZin M, .

Lema (o rozdeleni) KaZdd pozZiadavka 1, grafu G (mriezka, torus) patri do jednej
zmnozin M,, kde | =0,1,...,logn—1.
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Dékaz: Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme lubovolnii poziadavku (v,,v,) v grafe G.
Vzdialenost medzi vrcholmi v, a v,si mdzeme zapisat ako sucet x-ovej] ay-ovej
vzdialenosti. Teda S(v,,v,) = dx(v,,v,)+dy(v,,v,). dx(v,,v,) a dy(v,,v,) budeme dalej
oznacovat len ako dx a dy . Tieto vzdialenosti si méZeme zapisat’ nasledovne v tvare:
dx=2" 1z
dy=2"+z,, k,k,z,z,eN; 0<k,k,<logn—1; 0<z<2"0<z <2"
Bez ujmy na vSeobecnosti méZzeme predpokladat, Ze dx > dy ateda aj k, > k,. Vezmime si
rozdelenie urovne / =k +1. Abez uymy na vSeobecnosti nech v, € §,, kde S, je Stvorec

v tomto rozdeleni. Z definicie dx a dy sa vrchol v, neméZe nachddzat’ d’alej ako v jednom

so susediacich stvorcov(vid’ obrazok, siva farba zndzoriiuje oblast’ susediacich Stvorcov).

SE 2.‘:-|_+1

Mozu nastat’ 2 moznosti. Ak v, patri jednému zo susediacich Stvorcov S, potom poziadavka
(v,v,) € M, ,kde [ = k, +1 a naSe tvrdenie plati.
Nech vSak v, nepatri Ziadnemu zo susediacich Stvorcov §,, potom v, €S, ateda

(v,v,) e M, ,kde [ =k +1. Vezmime si teraz jemnejSie rozdelenie Grovne / =k, . To ndm

kazdy z predchadzajicich Stvorcov rozdeli na 4 mensie (vid’ obrazok).

K+l
21

o &

Ak vrcholy v, a v, patria roznym zo Styroch Stvorcov Stvorca §,, potom poziadavka
(v,v,) e M,,kde [ =k, +1, ked’ze vSetky 4 Stvorce navzajom susedia. NaSe tvrdenie v tomto
pripade znovu plati.

Nech vSak vrcholy v, a v, patria tomu istému Stvorcu zo Styroch Stvorcov S, . PouZijeme eSte
jemnejSie rozdelenie urovne [/ =k —1. To nadm rozdeli kazdy zo Styroch Stvorcov
predchadzajuceho rozdelenia na dalSie 4. Z definicie dx a dy uz nemdzu oba vrcholy

v, a v, patrit’ jednému $tvorcu rozdelenia urovne / =k —1. Teda v, a v, patria roznym zo
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Styroch Stvorcov Stvorca §,, kde /=k;. VSetky 4 tieto Stvorce navzijom susedia ateda
poziadavka (v,v,)eM,, kde [=k —1. Teda poziadavka (v,v,)eM, M, UM, ,.
Tym sme teda ukdzali, Ze kazda poziadavka 7, musi patrit aspont do jednej z mnoZzin

rozdelenia. m

4.2.2. Realizacia poziadaviek mnoziny M,
Ako sme si uz ukazali, vieme, Ze kazda poziadavka I, patri do nejakej z M, . Otazka je

kolko vInovych dizok potrebujeme na realiziciu jednej mmnoZziny poziadaviek M,

s vlastnostou prezitel'nosti. A ako ju realizovat’?

Uvazujme dva susediace Stvorce S'a 7 v 'ubovol'nom rozdeleni. Uk4dzeme si ako budeme
medzi dvoma takymi Stvorcami realizovat' ich vzdjomné poziadavky. Bez ujmy na
vSeobecnosti nech 7' je nad S . Vrcholy oboch Stvorcov si rozdelime do riadkov. Je viditeI'né,
ze na uskuto¢nenie komunikacie vsetkych poziadaviek medzi Stvorcami S a 7 budeme
musiet’ realizovat’ komunikaciu kazdého riadka Stvorca S s kazdym riadkom Stvorca 7 .

Predstavme si teda, ze mame prepojeny riadok Stvorca S s riadkom stvorca 7 do kruhu.
O tom kol’ko vlnovych dizok a kolko cyklov potrebujeme na realiziciu poziadaviek medzi
vrcholmi tychto riadkov prepojenych do kruhu si ukdZzeme v nasledujucej ¢asti komunikacie
na kruhoch.

4.2.3. Komunikacia na kruhoch

Uvazujme fyzickll siet’ ako na obr. 4.6. Uvazujeme topoldgiu kruhu, kde vrcholy su
rozdelené do mnozin A a B. Nech |4] =|B|. Zaujima nas, kol’ko vInovych dizok potrebujeme,

A

4’_._._._._._._._'7

4’_._._._._._._._'7

B

Obr. 4.6: Komunikacia na kruhu medzi mnozinami 4 a B

ak chceme uspokojit’ vSetky poziadavky medzi vrcholmi mnoziny A a mnoziny B. Nech
mnozina Sje mnoZina vSetkych takych poZiadaviek ateda S = {(x, y)|x ed,ye B}. Je

zrejmé, 7e |S|=nxn, kde n=|4|=|B|.
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Lema 4.9 Nech A a B su mnoziny vrcholov na kruhu rozdelujuce kruh na dve polovice a
|A| = |B| =n. MnozZina S = {(x, y)|x €A ye B} nech je mnozinou vsetkych poziadaviek medzi

mnozinami A a B. Potom pocet cyklov potrebnych na pokrytie poziadaviek mnoziny S je

2
n

T (=20

n’ +1

(n=2k+1)

Dokaz: Dokaz bude pozostavat’ z dvoch Casti. Najprv ukazeme, Ze mensim poctom cyklov sa
poziadavky mnoZziny S realizovat' nedaju. A neskor predvedieme, Ze tymto mnoZstvom

cyklov sa realizovat’ naozaj daju.

Pocet poziadaviek medzi mnozinami 4 a B j e|S | =n’. V kazdom cykle mdzu byt realizované

najviac dve komunikaéné poziadavky zmnoziny S. (Z mnoZiny vrcholov 4 do mnoZiny

vrcholov B vedu len dve cesty.) Uvazujme dva pripady:

(n=2k)

Pre T'ubovolny vrchol u e A, mdéZeme v jednom cykle realizovat’ najviac dve poziadavky
tvaru (u,v),veB. |B| =n. V kazdom cykle realizujeme 2 poziadavky vrcholu u s dvoma
vrcholmi mnoziny B. Teda na to, aby sme zrealizovali vSetky poziadavky jedného vrcholu
z mnoziny 4 voci vSetkym vrcholom mnoziny B potrebujeme n/2 cyklov. A ked’Ze |A| =n,

dostavame, ze na realizaciu vSetkych poziadaviek mnoziny S potrebujeme 7 -(n/2) cyklov.

(n=2k+1)

Ako sme si uz ukézali v predchadzajiicom pripade pre parne ¢isla, v jednom cykle moZeme
realizovat’ najviac 2 poziadavky. Poziadaviek v mnoZine Sje n”. KedZe n je neparne &islo
a suCin neparnych ¢isel je vzdy neparny, nemdézme v kazdom cykle realizovat’ presne 2

poziadavky. Teda musi existovat cyklus ktory realizuje len jednu poZiadavku. Teda na
2

realizaciu vSetkych poziadaviek S potrebujeme najmene;j {%—‘ cyklov, ¢o je za predpokladu,

2

v . , n
Z€ n J€ neparne presne

Takto sme ukdazali, Ze mensim poctom cyklov nejde realizovat’ vSetky poziadavky mnoziny S.
My vSak potrebujeme eSte ukazat, Ze sa vSetky poziadavky S takymto mnozstvom cyklov
naozaj realizovat’ daju. Na§ dokaz je konStruktivny, ¢im zaroven dava navod ako poziadavky

pre realizaciu v jednotlivych cykloch z mnoZziny S vyberat’.
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Ddkaz urobime indukciou na neparne 7.

il

B

2

Na realizaciu vSetkych poziadaviek mnoziny S teda potrebujeme =1 cyklov. A naozaj

na realizovanie jednej poziadavky S potrebujeme aspoii jeden cyklus.

n® +1

IP: n- neparne, vSetky poziadavky S vieme realizovat’ v cykloch.

IK: Pre m=n+2, potrebujeme ukéazat, ze vSetky poziadavky S'dokaZzeme realizovat
2

v 2 ! cykloch.
2 2 2 2
m°+1 _ (n+2)" +1 _n +4n+4+1 _n +1+2n+2
2 2 2
n*+1
Potrebujeme ukazat, ze ak sme dokazali realizovat’ vSetky poziadavky Sv cykloch,

potom pridanim 27 + 2 cyklov dokazeme realizovat’ vSetky poZiadavky mnoZiny S'.
(Mnozina S' ma oproti mnozine S poziadavky, ktoré vznikli pridanim dvoch vrcholov do

mnoZin 4 a B).

Oznacme:

A - mnozina z IP, n — vrcholov

B - mnozina z IP, n — vrcholov

A" - parna ¢ast mnoziny A4

B” - parna ¢ast mnoziny B

A" - mnozina 2 pridanych vrcholov k mnozine A

B" - mnozina 2 pridanych vrcholov k mnozine B

My teda potrebujeme v 2n+2 cykloch realizovat vSetky poziadavky medzi

vrcholmi 4"a B", medzi A"a B,amedzi B a 4.
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A A

B B B
22
Na realizaciu vSetkych poziadaviek medzi mnozinami 4" a B” je potrebnych — = 2 cyklov.

Poziadavky medzi 4"a B moézeme rozdelit’ do dvoch skupin.

P, —poziadavky medzi 4" a B”

P, —poziadavky medzi 4*a B—B"

Je l'ahko vidiet, ze b NP, =& a P, U P, st vSetky poziadavky medzi 4" a B.

2(n—-1)

A"|=2 = pocet cyklov potrebnych na realizaciu poziadaviek P, je S

‘BP‘:n—l,

Mohutnosti oboch mnozin st parne ateda postupujeme ako pri parnom pripade s tym
rozdielom, Ze médme rozdielne mnoZiny. V kazdom cykle realizujeme prave 2 poziadavky,

a pocet tychto poZziadaviek je tieZ parny.

MnozZina P, obsahuje presne dve poziadavky. A to medzi vrcholom B — B” a vrcholmi 4.

Tieto poziadavky dokdzeme obe realizovat’ v jednom cykle.

Poziadavky P, a P, teda dokaZeme realizovat’ v 2(n=1)

+1 cykloch.

Poziadavky medzi B"a A realizujeme sposobom ako poziadavky 4" a B.

2(n-1)

Dokazeme ich teda realizovat’ tiez v 5 +1 cykloch.

Vsetky poziadavky vzniknuté pridanim dvoch vrcholov do A4 a dvoch vrcholov do B teda

dokazeme realizovat’ v

2(n —1)
2T+1 +2=2n-1)+2+2=2n+2

cykloch. m
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4.2.4. Realizacia cyklov

Budeme uvazovat' dva Stvorce Sa 7T v lubovolnom deleni (7 je nad S, tak ako na
Obr. 4.8). Uvazujme vrcholy $tvorcov rozdelené podla riadkov, pripadne stipcov. Vezmime
st dva l'ubovolné riadky. Jeden zo Stvorca S a druhy zo Stvorca 7' a prepojme ich do kruhu

ako na obrazku 4.7. Pocet cyklov potrebnych na realizaciu poziadaviek medzi vrcholmi tychto

ol —

Obr. 4.7: realizacia cyklu pre poziadavky (s;,#) a (s,,?)

riadkov na tomto kruhu ndm urcuje lema 4.9. Zarovein nam dava navod ako tieto cykly
konstruovat’.

Vsimnime si ,Ze ak by sa ndm podarilo prepojit’ do kruhov vietky riadky Stvorca S so
vSetkymi riadkami Stvorca 7 hranovo disjunktnymi cestami, mohli by sme na realizdciu
cyklov na tychto kruhoch pouzit’ tie isté sady vlnovych dizok.

To ako budeme prepéjanie riadkov, ¢i stipcov navzajom susediacich §tvorcov realizovat

a kol’ko priestoru okolo budeme potrebovat, si ukdzeme v nasledujticej Casti.
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4.2.5. Komunikacia medzi dvoma Sstvorcami

Pod’me si ukazat’ realizdciu komunikacie vSetkych poziadaviek dvoch stvorcov nad sebou
ako na obr. 4.8.

=
w

21—

Obr. 4.8: Komunikacia v deleni / medzi Stvorcami S a T

Hrany vychadzajtice zo Stvorca budeme nazyvat’ sloty (hrany, ktorych jeden z vrcholov
patri $tvorcu a druhy S$tvorcu nepatri). Kazdy $tvorec ma presne 4-2'slotov. Kazda
realizovana komunikacna poziadavka medzi vrcholom vo vnutri Stvorca a vrcholom mimo
Stvorca, musi prechadzat' jednym zo slotov tohto Stvorca. VSimnime si, Ze pocet slotov
Stvorca ndm uddva maximalne mnozstvo poziadaviek, ktoré dokaZeme realizovat jednou

vlnovou dlzkou medzi Stvorcom a jeho okolim.

Uvazujme dva $tvorce S a T v l'ubovolnom deleni. Stvorec T sa nachddza priamo nad
Stvorcom S. Predpokladajme, Ze z kazdého z pravych slotov Stvorca S potrebujeme cestu k
prave jednému z pravych slotov Stvorca T, ktora sa celd nachadza mimo Stvorcov S a T.

NavySe potrebujeme, aby vSetky tieto cesty boli hranovo nezavislé. Ozname si pravé sloty
Stvorca S ako  s,,s,...s, a pravé sloty Stvorca T ako ¢,f,...t,.

(x,%,...X,), X, € {z‘l,t2 2 }, x; =x, = j =k, je n-tica, ktora urCuje priradenie medzi pravymi

slotmi S a pravymi slotmi T.
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w

==

Obr. 4.9: Oblast’ komunikacie v deleni / medzi slotmi Stvorcov S a T

Lema 4.10: Nech S a T su dva Stvorce v toruse nad sebou( obr. 4.9) Nech s,,s,...s, su

pravé sloty S, a nech t,t,...t, su pravé sloty T. Pre lubovolni n-ticu(permutdciu)

n
(x,%,...x,), X, € {tl,tz ...tn}, x;=x, = j=k, existuju hranovo nezavislé cesty, medzi
s,ax,, s,ax,-- s, a x,. Vietky cesty pri tom zostanu v ramci obdlznika nx2n, napravo od

Stvorcov S a T (vid' obrazok).

Dokaz: KedZe st Stvorce nad sebou, na komunikéaciu medzi ich pravymi slotmi potrebujeme
pouzit’ vertikilne linky. Nech (x,,x,...x,), x; € {t,,¢,...t, b x ; =X, = j=k, je Iubovolna

n-tica. Potrebujeme ukazat' existenciu ciest medzi s,ax,, s,ax,...s a x . Obdlznik,
1 1 2 2 n

n

napravo od Stvorcov S a T, obsahuje presne n vertikdlnych liniek. Vytvorme cestu medzi
s,ax,.0d vrcholu s postupujme doprava, az po prvia volnii vertikalnu linku obdiznika (taku,
na ktorej neprebieha ziadna komunikdcia medzi SaT po celej dizke obdiznika). Po nej
vedieme cestu az na urovenl x, Stvorca T, odkial’ postupujeme po horizontdlne linke nalavo az
k slotu x, Stvorca T. Takto postupujeme pri vytvarani vSetkych n ciest. Ked’ze kazda cesta
spotrebuje prave jednu vertikalnu linku obdiznika, napravo od S a T, obdiznik teda obsahuje
dostatok miesta pre vietkych n ciest. Vietkych n ciest teda zostane v ramci obdiznika nx2n,

napravood SaT. m

Podobné tvrdenie plati pre I'avé sloty S a T (pre cesty sa pouZije oblast’ obdiznika nalavo
od Stvorcov S aT), ale neplati pre sloty severné a ani pre juzné. Lavé sloty Stvorcov SaT
modzeme cestami pospdjat’ rovnako ako pravé, ¢im dostaneme n nezavislych kruhov. To
znamena, ze vSetky riadky Stvorca S dokézeme pripojit’ s l'ubovolnou permutaciou riadkov T

tak, aby spolu s cestami, spajajicimi ich pravé a ich l'avé sloty tvorili n nezdvislych kruhov.
To nas vedie k formulécii dalSieho tvrdenia:

Lema 4.11: Nech S a T su dva stvorce v toruse nad sebou. Potom vsetky ich vzdjomné
komunikacné poziadavky dokdazeme realizovat' s n’ pre (n=2k) a (n’ +n) pre (n=2k+1)
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vinovymi dizkami s viastnostou spolahlivosti pouzivajiic iba lavé a pravé sloty stvorcov S a T.

Vsetky cesty pritom zostanu v ramci obdlznikov nx2n, napravo a nalavo od stvorcov S a T.

Dokaz: Pravé sloty Stvorcov mozeme podla lemy 4.10 pospdjat’ tak, aby z kazdého pravého
slotu Stvorca S viedla cesta k prave jednému pravému slotu Stvorca T a naopak z kazdého
pravého slotu Stvorca T viedla cesta k prave jednému pravému slotu Stvorca S a to vSetko
v potrebnej vzdialenosti.

Lavé sloty Stvorcov SaT modzeme cestami pospdjat’ rovnako ako pravé ato v potrebnej
vzdialenosti. (Pouzitim 'avej verzie Lemy 4.10). Tym dostavame »n nezavislych kruhov.
Polovica vrcholov kazdého kruhu patri §tvorcu S a druhé polovica §tvorcu T. Ziadny z kruhov
nepouziva hranu in¢ho kruhu. Podl'a lemy 4.9 na pokrytie poziadaviek v ramci jedného kruhu
medzi vrcholmi §tvorca S a T potrebujeme pre parne n najmenej n° /2 cyklov. Kazdy cyklus
potrebuje int vinova dizku (redlne dve, komunikaénu a rezervnt).

Ked’ze sa vietky kruhy hranovo nezavislé, mozu pouzivat' tie isté sady vlnovych dizok. Aby
sme realizovali vSetky poziadavky S voc¢i T, musime realizovat’ n permutacii kruhov, lebo
kazdy riadok zS musi byt raz v kruhu skazdym riadkom zn riadkov T. Takych n
permutécii, aby kazdy riadok z S bol raz v kruhu s kazdym riadkom z n riadkov T, mdézeme
realizovat’ napriklad pomocou n permutacii, kde v permutacii i posunieme kazdy prvok o i
prvkov doprava, kde i =1..n . Kazdu z tychto permutacii dokazeme realizovat' s n> vlnovymi
dizkami pre parme n as n® +1 pre neparne n, ked’ze kazdy cyklus potrebuje redlne 2 vinové
dizky. Z toho dostavame n* pre parne n a n’ +n pre neparne n, potrebnych vinovych dizok

na realizaciu vSetkych poziadaviek Svo¢i T. m

Rovnaké tvrdenia platia aj pre dva Stvorce vedl'a seba s tym rozdielom, Ze pre kruznice
budu vyuzivat’ severné a juzné sloty Stvorcov a vSetky cesty zostani v rdmci obdlZznikov

2nxn severne a 2nxn juzne od Stvorcov S a T vedla seba.

Rovnako mézeme realizovat’ mnozinu poziadaviek medzi Stvorcom S a jeho diagonalnym
susedom oznacenym ako V, atiez do Stvorca W, na jeho druhej diagonale (Obr. 4.10) s tym

rozdielom, Ze pre diagonalne Stvorce potrebujeme o nieco viac priestoru na okolo.

Uvazujme mnozinu S, ako mnozinu vSetkych Stvorcov v rozdeleni urovne /. Pre kazdy
Stvorec § € S, anech T, Ug, Vi, W, st Stvorce nad, na pravo, diagonalne vl'avo a diagonalne

napravo. Definujeme mnozinu I'(S) = {T§,U,V,, W} . Uvazujme tieZ nasledovné mnoziny:

Y, ={I(S,X):S €S, X eT(S)}

I, = UI(S,X)EY, 1(5,X)
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MnoZinu /,budeme nazyvat’ mnozinou vsetkych poziadaviek v rozdeleni Grovne L

w
c

=21

Obr. 4.10: uvazované Stvorce v grafe G a rozdeleni urovne /

Lema 4.12 Nech kje pocet vinovych dizok, ktorymi vieme realizovat vzdjomné poZiadavky
medzi dvoma susednymi Stvorcami v rozdeleni urovne 1. VSetky pozZiadavky mnoziny I, mozu

byt realizované pokrytim cyklami pouzijiic O(k) vinovych dizok.

Dékaz: Nech k& je pocet vinovych dizok potrebnych na realiziciu medzi dvoma susednymi
Stvorcami v rozdeleni Grovne /. Aby sme pokryli vSetky poZiadavky mnoziny M, musime

pre kazdy Stvorec S v rozdeleni / pokryt’ mnozinu poziadaviek /(S,X).Podlalemy 4.11 na

vz4ajomnu komunikaciu susednych oblasti Stvorcov pouZijeme len ich blizke okolie. Ozna¢me
si tuto oblast’ komunikacie ako A(S,X). Takato oblast’ uvazujeme pre vsetky navzajom

susediace Stvorce rozdelenia /. Ked'Zze kazdy Stvorec ma v 'ubovol'nom rozdeleni konStantny
pocet susedov, ma aj kazda oblast A(S,X) konstantny pocet inych susednych oblasti

s ktorymi sa prekryva. Oblasti, ktoré sa neprekryvajii mézeme realizovat’ rovnakymi sadami
vlnovych dizok. Ak teda dokdZzeme I(S,X) realizovat k vlnovymi dizkami, potom na
realizaciu /, potrebujeme O(k) vinovych dizok. m

Ukazali sme, ze kazda oblast’ komunikacie dvoch Stvorcov, v I'ubovolnom deleni, sa
prekryva s konStantnym mnozstvom inych oblasti. Preto pre asymptotické odhadnutie

potrebujeme zratat’ komunikdciu dvoch stvorcov v kazdom deleni.
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4.2.6. Ohraniéenie poétu vinovych dizok

V tejto kapitole si dokazeme tvrdenie, ktoré ohraniuje pocet vinovych dizok potrebnych
na realiz4ciu /, inStancie na toruse s vlastnost'ou preZzitel'nosti.

Najprv si ale zadefinujme komunikacny region dvoch susednych Stvorcov ako oblast’
Stvorcov aich najblizSiecho okolia potrebnd na realizaciu vSetkych ich vzajomnych

poziadaviek.

Veta 4.13. Nech graf G je torus rozmerov nxn anech n=2’" kde jeN. Potom vSetky
pozZiadavky 1, vgrafe G svlastnostou preZitelnosti vieme efektivne realizovat' pouZitim
najviac

8
c—(n -1
7( )

vinovych dizok, kde ¢ je kladnd konstanta uddvajiica maximdlny pocet oblasti komunikdcie

navzdjom sa ovplyviujucich v lubovolnom rozdeleni.

Dokaz: Zlemy 4.12 vieme, Ze ak vSetky poziadavky medzi dvoma susednymi Stvorcami
v rozdeleni / vieme realizovat k vinovymi dikami, potom vietky poZziadavky M, vieme

realizovat’ pouzitim O(k)vilnovych dizok. Ked7e sa teda vkazdom rozdeleni kazdy
komunika¢ny regién ovplyviiuje s konStantnym poctom susednych regionov, staci uvazovat
jeden komunikaény region v kazdom rozdeleni. Z Lemy 4.11, dostavame pocet vinovych
dizok potrebnych na realiziciu jedného komunikaéného regionu v zavislosti od velkosti
rozdelenia (s°, kde s je velkost hrany vzijomne komunikujucich §tvorcov v komunikaénom
regione). VSetkych rozdeleni madme log n. Kazd4 poziadavka sa vyskytne len v jednom
rozdeleni. Pre kazdé rozdelenie navy$e musime pouZit’ rozne vinové dizky na realizaciu jeho
poziadaviek.

Teraz eite potrebujeme vyratat' podet vlnovych dizok potrebnych na realiziciu poziadaviek

komunika¢ného regionu v kazdom rozdeleni.

Dostavame:

logn logn !
D s® akedZe pre s v rozdeleni / plati s = 2 dostaneme »_ 2’
I=1

=1

Pouzijeme zndmy vzt'ah pre sumu geometrickej postupnosti

n+l _1

n

a
2" =
k=1

a dostaneme
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logn 810gn+1 _1

8 8 8
8k — - 8logn _1 - 231()gn _1 > n3 _1
kZ::, — 7( ) 7( ) 7( )

Dostali sme teda pocet vinovych diZok na realizaciu jedného regiénu v kazdom deleni. Kazdy

region sa vSak eSte prekryva z konStantnym poctom ¢ regidénov v deleni. m

Néas by vSak zaujima aj t4 konStanta. Pozrime sa teda ako modzeme realizovat
komunikaciu v 'ubovolnom deleni. Na obrazku 4.11 vidime Styri r6zne tvary, ako moze

komunika¢ny region vyzerat'.

_I_
! !
i S ! TS
F=gld Pt
a) b)
T " T
: S l S
d
21— —

°) 4

Obr. 4.11: Mozné komunikacné regiony

Na uskuto¢nenie celkovej komunikacie vsetkych susediacich Stvorcov v danej urovni [/,
potrebujeme komunikacné regiony ukladat’, Co najtesnejSie vedla seba tak, aby medzi nimi
podla moznosti nebolo ziadne nevyuzité miesto. Podobne ako na obrazku 4.12, kde region
typu a) ukladdme tesne vedl'a seba. Ak sa komunikacné regiény navzajom neovplyviuju,
mozu pouzivat rovnaku sadu vlnovych dizok. Na uskutoénenie celej komunikécie daného
typu, 'ubovolny Stvorec sa bude musiet’ nachddzat raz na kazdej z pozicii daného typu
komunika¢ného regionu. Aby bol kazdy Stvorec raz v kazdej pozicii daného komunika¢ného
regionu, musi byt’ obsiahnuty v tol’kych regionov daného typu kol'ko Stvorcov ten dany region
obsahuje. Ak by sme uvazovali komunikacny region, kde pocet jeho Stvorcov na jeho
T'ubovolnej strane deli celkovy pocet §tvorcov velkosti 2’ na strane v celom grafe G, na
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realizaciu celkovej komunikéacie daného typu by sme potrebovali len tol'ko sdd vinovych
dizok, kol’ko je $tvorcov v danom komunikaénom regione toho typu. Pre region typu a) je to 6

sad.

Avsak modze nastat’ aj situacia, kde nemozeme vedl'a seba tesne poukladat’ komunikacné

regiony, ktoré sa neovplyviiuju. Pocet Stvorcov v deleni / na celej mriezke totiz nemusi byt

b

—“ | v | A

w | d|lvn v |

S

21—

Obr. 4.12: Tesné umiestnenie regionov pouzivajiicich rovnaké sady vinovych dizok

delitel'ny poctom Stvorcov na hrane komunika¢ného regionu. My vSak musime uvazovat aj

najvacsi zvysok, ktory mozeme dostat’ pri deleni celkového poctu Stvorcov na stranu v G
a poctu Stvorcov na strane dané¢ho regionu. Ozna¢me si mz(x) ako maximalny mozny zvysok

po deleni x. Je zrejmé, ze mz(x)=x—1. Uvazujme, pre kazdy komunikaény region so
stranami x a y, regidon so stranami (x+mz(x)) a (y+mz(y)), ¢o je v podstate region
daného typu rozSireny o maximalny mozny zvySok po deleni prisluSnymi stranami. TotiZ
musime predpokladat, ze sa kazdy zo Stvorcov, moze ocitnut’ na jednej zo zvyskovych
pozicii, kedy nie je suCastou ziadnej komunika¢nej oblasti. Na celkovll realizaciu
komunikécie dané¢ho typu budeme teda potrebovat’ maximalne (x+ mz(x))x(y+mz(y)) sad
vlnovych dizok.

Ozna¢me ps(f) ako pocet sad potrebnych vinovych dizok pre realiziciu poziadaviek

typu ¢ v 'ubovol'nom rozdeleni /. Potom potrebny pocet sad pre realizaciu jedného delenia je
cps = ps(a)+ ps(b)+ ps(c)+ ps(d) =15+15+21+21=72.

Tento pocet sad je konStanta ¢, ktor hl'adame. Dohromady teda potrebujeme 72§(n3 —-1)

vinovych dizok.
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4.3. Algoritmus realizujuci 7, na mriezke

Uvazujme podobné rozdelenie do Stvorcov ako pri toruse. Pri mriezke, na rozdiel od
torusu, dostaneme Stvorce, ktoré sa budu nachadzat’ na okraji, pripadne na rohoch mriezky.
Teda predchadzajica verzia algoritmu pre torus sa tu nedd pouzit. Pod’'me sa pokusit

predchadzajtci algoritmus trosSku prispdsobit’ pre podmienky mriezky.

Lema 4.14: Nech S a T su dva Stvorce v mriezke nad sebou. Potom vsetky ich vzdjomné
komunikacné poziadavky dokdzeme realizovat s 2n’ pre (n=2k) vinovymi dizkami
s vlastnostou spolahlivosti pouZivajic iba pravé sloty Stvorcov Sa T. Vsetky cesty pritom

zostanu v ramci obdlznika nx2n, napravo od stvorcov Sa T.

Dokaz: Budeme dokazovat podobne ako lemu 4.11 avSak tu musime obmedzit’ komunikéciu
na oblast’ jedného obdiznika nx2n. Riadky $tvorcov budeme parovat do dvojic. Riadok

2n—1 bude v dvojici s riadkom 2#, tak ako je to na obr. 4.13.

Obr. 4.13: Spérovanie riadkov Stvorca S do dvojic

Tak ako sme mohli vileme 4.11 podla lemy 4.10 spojit’ 'ubovolny pravy slot Stvorca
S s 'ubovolnym pravym slotom $tvorca 7' nad nim, tak aj tu mdézeme l'ubovol'nti dvojicu
pravych slotov Stvorca S spojit’ s 'ubovolnou dvojicou pravych slotov Stvorca 7 pricom
pouzijeme len oblast obdiznika nx2n napravo od tvorcov S a T'.

Ziskame tak kruhy o velkosti 4n vrcholov, kde 2n —tica vrcholov § chce komunikovat s
2n—ticou vrcholov T. Podla lemy 4.9 potrebujeme na tato komunikdciu minimélne 2n°
cyklov. Kazdu dvojicu riadkov Stvorca S potrebujeme raz prepojit’ z kazdou z (n/2) dvojic
riadkov Stvorca 7. Kedze kazdu z dvojic riadkov Stvorca S podla lemy 4.10 dokédzeme
prepojit’ s jednou zdvojic riadkov 7 disjunktnymi cestami, potrebujeme na celkova
realizciu poziadaviek medzi S a T prave 2n°-(n/2)=n’ cyklov. Ked’ze na kazdy cyklus
ratame 2 vinové dizky, potrebujeme celkovo 2n° vilnovych dizok, pricom vietky cesty

zostan(i v ramei jedného obdiZnika nx2n napravood S a 7. m

Rovnaké tvrdenie plati tiez pre dva Stvorce v 'ubovol'nom deleni navzajom vedla seba

s tym rozdielom, Ze sa pouZivaji dvojice stipcov. Podobné tvrdenie plati aj pre diagonalnych
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susedov avSak stym rozdielom, ze budeme vyuzivat dvojice riadkov jedné¢ho Stvorca
a dvojice stlpcov druhého Stvorca. Tu bude stacit’ na komunikaciu navySe len jeden Stvorec
nxn. Realizacia sparovania dvojic stlpcov a riadkov §tvorcov 4 x4 susediacich diagonalne

je nacrtnuté na obr. 4.14.

a) b)

Obr. 4.14: Realizacia komunikacie diagonalnych susedov 4 x4

Teda pre mriezku dostaneme dostdvame nasledovné horné ohranicenie.

Veta 4.15. Nech graf G je mriezka rozmerov nxn anech n=2' kde jeN. Potom vietky
pozZiadavky 1, svlastnostou preZitelnosti v grafe G vieme efektivne realizovat’ pouZitim
najviac

16
c—(n -1
7( )

vinovych dlzok, kde ¢ je kladnd konstanta uddvajiica maximdlny pocet oblasti komunikdcie

navzdajom sa ovplyviujucich v lubovolnom rozdeleni.

Dokaz: Postupujeme podobne ako pri vete 4.13. Z lemy 4.12 vieme, Ze ak vSetky poziadavky
medzi dvoma susednymi Stvorcami v rozdeleni / vieme realizovat k ylnovymi dizkami,
potom vSetky poziadavky M, vieme realizovat’ pouZitim O(k) vlnovych dlzok. Ked’Ze sa teda
v kazdom rozdeleni kazdy komunika¢ny region ovplyvituje s konstantnym poctom susednych
regionov, staci uvazovat jeden komunikaény region v kazdom rozdeleni. Z Lemy 4.14,
dostavame pocet vinovych dizok potrebnych na realizaciu jedného komunikaéného regionu
v zavislosti od velkosti rozdelenia (2s°, kde s je velkost hrany vzijomne komunikujucich
Stvorcov v komunikacnom regione).

Teraz eite potrebujeme vyratat' podet vlnovych dizok potrebnych na realizaciu poZiadaviek

komunika¢ného regionu v kazdom rozdeleni.

Dostavame:
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logn log n ;
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Dostali sme teda pocet vinovych diZok na realizaciu jedného regionu v kazdom deleni. Kazdy
region sa vSak eSte prekryva z konStantnym poctom ¢ regiénov v deleni. m

Na obr. 4.15 mame zobrazené, ako mézu vyzerat’ komunikacné regiény v tomto pripade.

T
r I T | S
i S il
2 e
a) b)
T I T
Tl S ] S
1
a1 1

c) d)

Obr. 4.15: Mozné komunikacné regiony
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Oznatme ps(f) ako poéet sad potrebnych vinovych dizok pre realiziciu poziadaviek typu ¢

v 'ubovol'nom rozdeleni /. Potom potrebny pocet sad pre realizaciu jedného delenia je
cps = ps(a)+ ps(b)+ ps(c)+ ps(d) =9+9+9+9 =36.

Nasa konstanta ¢ teda v tomto pripade nadobudne hodnotu 36. Dohromady teda potrebujeme

16 8
36 —(n' —1)=72=(n’-1).
S (= =722(n" =)

Pre mriezku sa ndm tymto spdsobom podarilo z hora ohraniCit’ pocet potrebnych vinovych

dizok teda rovnako dobre ako pre torus.
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4.4. Nacrt algoritmu

V tejto kapitole uvadzame nécrt algoritmus pokrytia torusu cyklami, realizujicimi vSetky
komunikacné poZiadavky inStancie 7, .

e For/=0azlogn-1do
Rozdel' G do §tvorcov strany 2’
Realizuj oblasti typu (T nad S) tak, aby ich komunikaéné regiony boli teste
vedl'a seba // cyklami

Realizuj vSetky ich posunutia

Realizuj oblasti typu (T nad S) tak, aby ich komunikaéné regiony boli teste
vedl'a seba // cyklami

Realizuj vSetky ich posunutia

Realizuj oblasti typu (T l'avo diagonalne od S) tak, aby ich komunikac¢né
regiony boli teste vedl'a seba // cyklami

Realizuj vSetky ich posunutia

Realizuj oblasti typu (T pravo diagonalne od S) tak, aby ich komunika¢né
regiony boli teste vedl’a seba // cyklami

Realizuj vSetky ich posunutia
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4.5. Algoritmy pre 3-rozmerni mriezku a torus

V tejto kapitole sa pokusime popisat’ jednoduchy algoritmus aj pre graf G ako
3 —rozmerny torus a mriezku. Podobne ako sme v dvojrozmernom pripade rozdelili graf do
$tvorcov o hrane 2, kde / = 0..logn , si v trojrozmernom pripade rozdelime graf do kociek (v

naSom pripade uvazujeme o kocke ako o 3 —rozmernej mriezke) o hrane dizky 2'. Podstata

rozdelenia je aby kazdé rozdelenie zachytilo poziadavky roznych dizok v grafe. V kazdom
rozdeleni budeme uvaZovat komunikdciu medzi navzijom susednymi kockami. Taka
komunikacia medzi dvoma susednymi kockami v 'ubovolnom rozdeleni grafu vyuziva len
ohranicené okolie tychto kociek, nazyvame komunikacny region kociek. Kazdy komunikacny
region je v prieniku z konStantnym poctom inych komunikaénych regionov, v kazdom
rozdeleni. Teda ak spo¢itame sumu potrebnych vlnovych dizok na jeden regién v kazdom
rozdeleni, odhadneme konStantu, kol’ko krat musime pre komunika¢ny region v kazdom
rozdeleni pouzit' rdzne sady vinovych dizok, dostaneme pocet vinovych dizok, ktorymi je
mozné realizovat’ dany graf.

Komunikaciu medzi dvoma 2 —rozmernymi Stvorcami ndm popisuje lema 4.11, resp.

lema 4.14, kde pouzivame men$i komunikacny region. Kazdd kocka o hrane » vrcholoch
v l'ubovol'nom rozdeleni sa sklada z prave n 2 —rozmernych Stvorcov rozmerov nxn. My
potrebujeme odhadniit’ potrebny poéet vinovych dizok potrebnych na komunikaciu medzi
dvoma susednymi kockami v zévislosti od velkosti kocky. Teda bude potrebné prepajat’
navzajom jednotlivé komunikacné roviny susednych kociek. Lema 4.11, resp. lema 4.14 nam
popisuje kolko vinovych dizok potrebujeme na realizaciu spolahlivej komunikacie medzi
dvoma 2 —rozmernymi Stvorcami. Pod’'me si teda odhadnut’ potrebny pocet vinovych dlZok

a oblast’ potrebnu na komunikéaciu medzi dvoma kockami v 'ubovol'nom rozdeleni grafu.

Lema 4.16: Nech S a T su dva kocky v 3 —rozmernom toruse nad sebou. Potom vietky ich
vzdjomné komunikacné poziadavky dokdzeme realizovat's n* pre (n = 2k) vinovymi dizkami
s vlastnostou spolahlivosti pouzivajuc iba lave a pravé sloty stvorcov Sa T. Vsetky cesty

pritom zostanu v ramci kvadrov nxnx2n, napravo a nalavo od stvorcov S a T.

Dokaz(nacrt): Podla lemy 4.11 dokédZeme I'ubovolné 2 Stvorce rozmerov nxn realizovat
n® vlnovymi dizkami, za predpokladu, Ze vieme 'ubovolne permutovat’ ich riadky navzajom
disjunktnymi cestami. My teda potrebujeme ukazat, ze dokdZeme l'ubovolnu permuticiu
Stvorcov kocky S, prepojit’ s 'ubovol'nou permutdciou Stvorcov kocky T. A v rdmci
I'ubovol'ne zvolenej permutacie Stvorcov ukézat’, Ze je mozné I'ubovol'ne permutovat’ riadky
Stvorcov, a to vSetko disjunktnymi cestami v obmedzenom okoli.

Na obr. 4.16 mdme nacrtnut komunikaciu medzi dvoma Stvorcami navzdjom susediacich
kociek. Na komunikaciu tychto dvoch Stvorcov je pouzitd jedna z n horizontalnych rovin

kvadra. To znamend, Ze tymto spdsobom je mozné spojit’ 'ubovolnii permutaciu Stvorcov
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kocky S s Tubovolnou permutaciou stvorcov kocky 7. Na vertikdlnej rovine, na ktorej sa

Obr. 4.16: Komunikacia $tvorcov susediacich kociek

nachédza jeden zo §tvorcov je mozné riadky 'ubovolne permutovat. Ako vidime, dostdvame
kruznice. Pre kruznice Stvorcov plati lema 4.11. Teda jednu permutaciu »n Stvorcov medzi
kockami S a T dokéaZzeme realizovat’ tou istou sadou vinovych dizok ako komunikaciu medzi
dvoma 2 —rozmernymi Stvorcami. Ked’ze kazdy z n Stvorcov kocky S musi komunikovat’
s kazdym zo S§tvorcov kocky 7' potrebujeme realizovat’ n r6znych permutacii. Ked’ze kazda
permutaciu musime realizovat’ novou sadou n’ vlnovych dizok, celkovo teda potrebujeme

n*-n=n* vlnovych dizok. m

Lema 4.17: Nech S a T su dva Stvorce v 3 — rozmernej mriezke nad sebou. Potom vSetky ich
vzdjomné komunikacné poziadavky dokdzeme realizovat' s 2n* pre (n = 2k) vinovymi dizkami
s vlastnostou spolahlivosti pouzivajuc iba pravé sloty Stvorcov Sa T. VSetky cesty pritom

zostanu v ramci kvadra nxnx2n, napravo od Stvorcov S a T.

Dokaz(nacrt): Podobne ako pri leme 4.16 avsSak tu pouzijeme lemu 4.14 a kvéader len na

jednej strane kociek S a 7. m

Podobné tvrdenia si mézeme dokazat’ medzi 'ubovolnymi dvoma susediacimi kockami

samozrejme s rozdielnou komunika¢nou oblastou, regiénom. Za susediace kocky,
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povazujeme budeme povazovat' tie dve kocky S a T, ak existuje cesta maximalne cesta
zkocky S do kocky T cesta maximalnej dizky troch hran. Kazdé taka kocka v P'ubovolnom
deleni m& v 3 —rozmernom toruse prave 26 susediacich kociek. Pre graf 3 —rozmernej
mriezky bude pocet susediacich kociek zavisly od toho, ¢i sa dana kocka nachadza na okraji,

na hrane, alebo v rohu grafu.

Pod’me si teda sformulovat’ tvrdenie urujuce potrebny podet vinovych dizok v nasom

algoritme.

Veta 4.18. Nech graf G je 3—rozmernd toroidnd mriezka rozmerov nxnxn a nech n =2’
kde j € N. Potom vsetky poziadavky I, v grafe G s vilastnostou preZitelnosti vieme efektivne
realizovat’ pouzitim najviac

16  ,
c—(n" -1
15( )

vinovych dlzok, kde ¢ je kladnd konstanta uddvajiica maximdlny pocet oblasti komunikdcie

navzajom sa ovplyviujucich v lubovolnom rozdeleni.

Dokaz: Postupujeme podobne ako pri vete 4.13 alebo 4.15. Ked'Ze sa v kazdom rozdeleni
kazdy komunika¢ny region ovplyviluje s konStantnym poctom susednych regionov, staci
uvazovat jeden komunikacny region v kazdom rozdeleni. Z Lemy 4.16, dostdvame pocet
vinovych dizok potrebnych na realizaciu jedného komunikaéného regiénu v zavislosti od
velkosti rozdelenia (s*, kde sje velkost hrany vzijomne komunikujicich kociek
v komunika¢nom regiéne).

Teraz este potrebujeme vyratat' podet vinovych dizok potrebnych na realizaciu poziadaviek

komunika¢ného regionu v kazdom rozdeleni.

Dostavame:
log n logn

> s* akedze pre s v rozdeleni / plati s = 2' dostaneme 2¥

=1 I1=1

Pouzijeme znamy vzt'ah pre sumu geometrickej postupnosti

n n+l
a -1
k
2=
pa 1

a dostaneme
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logn 1610gn+1 -1

Zl6k :—:E(l6logn _1) =E(241°g" _1) :E(l’f‘ _1)
= 15 15 15 15

Dostali sme teda pocet vinovych diZok na realizaciu jedného regiénu v kazdom deleni. Kazdy

region sa vSak esSte prekryva z konStantnym poctom ¢ regidénov v deleni. m

Veta 4.19. Nech graf G je 3—rozmernd toroidnd mriezka rozmerov nxnxn a nech n =2’
kde j € N. Potom vsetky poziadavky I, v grafe G s vilastnostou prezZitelnosti vieme efektivne

realizovat’ pouzitim najviac
c—(n" -1
15 (n" =1)

vinovych dlzok, kde ¢ je kladnd konstanta uddvajiica maximdlny pocet oblasti komunikdcie

navzajom sa ovplyviwujucich v lubovolnom rozdeleni.

Dokaz: Postupujeme podobne ako pri vete 4.18 ale vychadzame zlemy 4.17. Pre pocet
vlnovych diZok potrebnych na realiziciu poZiadaviek komunikaéného regionu v kazdom

rozdeleni dostavame:

log n log n

> 2s* aked’ze pre s v rozdeleni / plati s = 2' dostaneme 2 24

=1 I=1

Pouzijeme znamy vzt'ah pre sumu geometrickej postupnosti

n+1_1

n

a
2d" =
k=1 a-1

a dostaneme

& 16°" 1 _16 16 32
2)'16h=2———  —=2—(16"" —1)=2— (2" _ ) == (n* -1
; 15 15( ) 15( ) 15( )

Kazdy komunika¢ny region sa vSak eSte prekryva zkonStantnym poctom c¢ regionov

v deleni. m

Odhad velkosti komunikaénych regiénov a konStanty ¢ moZeme vyratat' analogicky ako

v dvojrozmernom pripade.
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4.6. Algoritmus »’ pre torus nxn

Hoci nase ohranienia poétu vlnovych dizok pre uvedené topoldgie su asymptoticky
tesné, stale eSte poskytuju priestor na zlepSenie. PopiSeme si algoritmus, ktory dokdze naSu
I, realizovat’ pre torus rozmerov nx n, ako nas graf G , pouzitim n* vlnovych dizok.

Najprv si ukdZzeme, ako realizovat’ na toruse kruZznice medzi I'ubovolnym péarenim
stipcov. (Tym rozumieme 1-faktorizaciu na grafe G'. V grafe G' bude vrchol predstavovat’
stipec v povodnom grafe G a hrany budi medzi l'ubovolnymi dvoma vrcholmi.) VyuZijeme

nasledujuce tvrdenie dokézané v [7]:
Lema 4.20: (Vizing) Pre kazdy graf G plati A(G) < y'(G) < A(G)+1

A(G) oznaCuje maximalny stupen vrcholu v grafe (maximdlny pocet hran
vychéadzajucich zjedného vrcholu). A »'(G) je minimalny pocet farieb potrebnych na
zafarbenie hran grafu G tak, aby Ziadne 2 hrany vychddzajiuce z jedného vrcholu neboli
zafarbené rovnakou farbou. Formalnejsie definicie mézeme najst’ v [7].

Vsimnime si, ze farby rozdel'uju hrany grafu do disjunktnych mnoZin. Hrany jednej
mnoziny (jednej farby) reprezentujii dvojice stipcov v G, medzi ktorymi dokazeme
realizovat’ ich vzdjomnt komunikaciu (t.j. komunikiciu medzi vSetkymi ich vrcholmi)

sucasne. Teraz si ukazeme, ako to budeme realizovat’.

Lema 4.21: Nech G je torus nxn. Z dvojic stipcov G, urcéené mnozinou hran jednej farby
pri hranovom farbeni grafu G'(G'- popisany vyssie v texte), je mozné vytvorit disjunktné

kruznice. Pocet tychto kruznic je urceny poctom hran v tejto mnozine.

Dokaz(naért): Graf G obsahuje n riadkov a n stipcov vrcholov. Ak chceme z parov
stipcov vytvarat' kruznice, potrebujeme 2 horizontalne cesty na prepojenie kazdého z nich.
Maximalny pocet hran zafarbenych jednou farbou v G' je |_n/2J. Méme teda dostato¢ny
pocet riadkov pre horizontdlne cesty. Musime eSte najst’ vhodny spdsob ako vsetky kruznice

realizovat. Moézeme to realizovat’ nasledujucim sposobom:

Vyberieme si l'ubovol'ny par stipcov na vytvorenie kruZnice.

2. Vezmeme si par susediacich riadkov, ktorych hrany nie st pouzité v zZiadnej
horizontalnej ceste a pokial’ je to mozné jeden z riadkov susedi z riadkom, ktorého
hrany uz nejaké horizontalna cesta pouziva.

3. Tento par susediacich riadkov pouzijeme ako 2 horizontdlne cesty spajajlice nas
vybrany par stipcov.

4. KruzZnicu prepojime od jednej horizontdlnej cesty k druhej tak, aby obsahovala vSetky

vrcholy nagich stipcov.
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5. Pokraduj v bode 1. pokial’ zo vietkych parov stipcov neméame vytvorené kruznice.

Tymto spdsobom teda vytvorime pre kazdy par stipcov uréeny mnozinou hran jednej farby
pri hranovom farbeni G' kruZnicu, obsahujucu vietky vrcholy nasho paru stipcov. Zarover
budu vSetky kruznice hranovo disjunktné. Pracu tohto algoritmu méame graficky znazornenu
na priklade pre torus 8x8 (obr. 4.17). m

||

Obr. 4.17: Realizacia 4-och kruznic zo 4-roch parov stipcov na toruse

Mobzeme teda sformulovat’ tvrdenie, kde ukézeme existenciu algoritmu realizujiceho
vietky poziadavky 7, torusu nxn pouzitim najviac n® vinovych dizok.

Veta 4.22: Nech G je torus nxn. Existuje algoritmus realizujuci vsetky poziadavky
instancie 1, v grafe G s viastnostou prezitelnosti pouzitim najviac n® vinovych diok.

Dokaz(nacrt): Realiziciu poziadaviek navzajom medzi vSetkymi vrcholmi grafu G moézeme
rozdelit’ do mnozZin, ktorych zjednotenim dostaneme vSetky poziadavky /7, v G. Graf G

obsahuje 7 riadkov a n stipcov vrcholov. Uvazujme poziadavky medzi vrcholmi stipcov.
Kazdy z n stlpcov vrcholov potrebuje komunikovat z kazdym z ostatnych (n—1) stlpcov
vrcholov. Poéet vinovych dizok na komunikaciu medzi vrcholmi dvoch stipcov prepojenych
do kruznice urcuje lema 4.9.

Uvazujeme kompletny graf G', kde vrcholmi st stipce G . Ked’ze chceme, aby kazda sada
vinovych dizok pre komunikaciu jedného paru stipcov mohla realizovat’ maximéalne mnoZstvo
parov stipcov, musime rozdelit mnozinu hran G' do minimalneho mnoZstva disjunktnych
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mnozin takych, aby ziadny z vrcholov hran grafu G' nebol v jednej z mnozin 2 krat (t.j. ak je
hrana (v,,v,) v mnozine, tak hrana (v,,v,) sa v nej nachadzat’ nesmie). Tento problém je

ekvivalentny problému minimalneho hranového farbenia kompletného grafu, kde minimalny
pocet disjunktnych mnozin urcuje y'(G").

Pocet hran kompletného grafu K, je n(n—1)/2, o je podet parov stipcov, ktoré musia
vzajomne komunikovat. Kedze A(K,) =n—1, podlalemy 4.20 je y'(K,)<n.

Hranové farbenie G'nam uréuje mnoZiny parov stipcov. Pre vietky pary stipcov kazdej take;

mnoziny parov mozeme podla lemy 4.21 realizovat’ disjunktné kruznice. Ked'ze mnozin je
maximalne 7, kazdd mnoZzina obsahuje minimalne (n—1)/2 parov stlpcov.

Uvazujme dva pripady:

(n=2k)

Poziadavky medzi parom stipcov dokidzeme podl'a lemy 4.9 realizovat’ pomocou (n”/2)
vlnovych dizok. Teda sGéasne moézeme realizovat minimalne (n—1)/2 parov stipcov
pouzitim (n?/2) vlnovych dizok. Komunikiciu medzi navzijom vietkymi stipcami teda
mozeme realizovat’ pouzitim n” /2 vinovych diZok. Este viak potrebujeme vyriesit vzajomnt
komunikéciu jednotlivych vrcholov v ramei stipcov. Je zrejmé, Ze operacie, ktoré sme robili
na stipcoch je mozné robit’ aj na riadkoch. To nam vyrie§i vzajomnt komunikéaciu vrcholov
v ramci jednotlivych stipcov a celkovy podet potrebnych vinovych dizok bude rovny n’.

(n=2k+1)

Poziadavky medzi parom stipcov dokazeme podl'a lemy 4.9 realizovat’ pomocou (n” +1)/2
vlnovych dizok. Teda sGasne moézeme realizovat minimalne (n—1)/2 parov stipcov
pouzitim (n”> +1)/2 vlnovych dizok. Komunikaciu medzi navzijom vsetkymi stipcami teda
mozeme realizovat pouzitim n(n® +1)/2 vinovych dizok. Este vsak potrebujeme vyriesit
vzdjomnu komunikaciu jednotlivych vrcholov v ramei stipcov. Tak ako v predchadzajucom
pripade, operacie, ktoré sme robili na stipcoch je mozné robit aj na riadkoch. To ndm vyriesi
vzdjomnu komunikéaciu vrcholov v ramei jednotlivych stipcov a celkovy poéet potrebnych
vinovych dizok bude rovny n(n® +1).

Pozornému citatel'ovi iste neuSlo, Ze sme v oboch pripadoch riesili niektoré poziadavky
dvakrat. Po odstraneni tejto anomalie bude podet potrebnych vlnovych dizok na realizaciu
vietkych poziadaviek v grafe G v oboch pripadoch < n’m

Poznamka: Pri realizacii parov riadkov nemusime uvazovat poziadavky vSetkych vrcholov
riadka voci vSetkym vrcholom iného riadka, ale len poziadaviek vrcholov v rdmci rovnakych
stlpcov. To znamen4, Ze ak je v oboch riadkoch po n vrcholov, pocet potrebnych vzajomnych
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poziadaviek nebude n® ale len n. Ostatné poziadavky uZ totiz boli realizované v pripade

komunikécie stlpcov.
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5. Zhrnutie

Vitejto praci sme skimali problém ndvrhu prezitelnych(istym spdsobom fault-
tolerantnych) sieti zalozenych na routovani podl'a vinovej diZky. Zaoberali sme sa pripadom
s fyzickou sietou topoldgie mriezky, torusu, 3-rozmernej mriezky, 3-rozmernej toroidnej
mriezky, m-rozmernej mriezky a m-rozmernej toroidnej mriezky s all-to-all komunika¢nou
inStanciou/ ,. Oproti fyzickej sieti kruhu, kde minimalizaciou poctu cyklov v pokryti sa
minimalizoval poéet vinovych dizok, je situacia na tychto topologiach trocha ina. Dva cykly
navzajom sa neovplyviujlice mozu totiz pouzivat’ rovnaka vinovua dizku.

Odhadli sme dolné hranice poétu potrebnych vlnovych dizok. Navrhli sme univerzalny
sposob(algoritmus), ktorym sme sa na tychto topologiach asymptoticky k tymto odhadom
priblizili. Pre torus sme skonstruovali algoritmus #’, ktorym sme sa este viac priblizili
k nasim dolnym odhadom. Avsak tento algoritmus nie je pouZziteIny pre ostatné z uvedenych
skimanych topoldgii. V priebehu pripravy tejto prace bol nezavislé publikovany ¢lanok [8],
kde Bermond a Yu dokonca dosiahli optimalne routovanie s vlastnostou preZitelnosti na
toruse sneparnym 7. AvSak podobne ako na3 algoritmus »’ pre torus nie je mozné
priamociaro upravit’ pre ostatné z nasej mnoziny skiimanych topologii.

Zaujimavé by bolo takéto problémy skumat’ na /, (k-relacie) inStanciach, pripadne inych
komunikac¢nych inStancidch. TieZ by bolo zaujimavé skimat’ model, kde by sa poziadavky
dynamicky menili. Ako by sa v takomto modeli vyberali poziadavky pre pokrytie cyklom?
Ako by sa riesila rozna dizka trvania poziadaviek? Ako efektivne by sme dokazali realizovat’
takéto poziadavky?

Dal§im cielom by mohla byt optimalizicia skutognej ceny siete. MnoZstvo a velkost
pouzitych ADM, poéet vinovych diZok, cena regenerécie a pod. Tiez by sme mohli zohl'adnit
aj routre s konvertormi vinovych dizok. Pouzivat' model s routrami, ktoré dokazu konvertovat’
vlnova diZku spolu s klasickymi, ktoré ju konvertovat nedokazu, kde by sa zohl'adnila aj
rozdielna cena routrov.

V tejto oblasti zostdva mnoZstvo problémov na skimanie. Optické siete vSak stale
ponukaju velké rezervy v prenosovej kapacite a preto je vhodné zaoberat’ sa tym ako ju

v maximalnej miere vyuzit'.
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