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Abstrakt

Diplomova praca sa zaobera skimanim tried jazykov, ktoré su definované
pomocou deterministickych a deterministickych linearne ohrani¢enéhych au-
tomatov, pricom vo vypocte obmedzujeme pocet zmien obsahu policka.
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1 Uvod

Cielom mojej diplomovej prace je skiimat triedy jazykov definovanych pomo-
cou LBA, pricom obmedzujeme pocet prepisov(zmena obsahu) na polickach
alebo globélne na celom slove.

V nasledujicom odseku je notacia nasledovna: Obmedzenie robit prepisy na
polickach a dalsie podobné miery zlozitosti sa skimali na jednopaskovych
(nielen) Turingovych strojoch(X €{D,N} N znamend nedeterministicky, D
deterministicky):

1. XREV - pocet zmien smerov pohybu hlavy

2. XCROSS - velkost prechodovych postupnosti medzi j a j+1 polickom
3. XRET — pocet navstev na policku po prvej zmene obsahu

4. XDUR — pocet navstev na policku pred poslednou zmenou obsahu

U nich sa na jednopéskovych TS dosiahli vysledky (uvddzam samozrejme
podla mna tie najzaujimavejsie):

e Nech n je dizka vstupného slova. Ak DCROSS(1) = DCROSS(f(n)),
potom log(n) je asymptoticky rychlejsie rastica funkcia ako f(n)

e Jazyk {0"1"] ne N}e DCROSS(log(n))
e Lop = NRET(t), Vt e Nyt > 1

e Trieda jazykov akceptovand deterministickym dvojsmernym PDA je
obsiahnutd v DREV(n? log(n))

e Trieda jazykov akceptovana nedeterministickym dvojsmernym PDA je
obsiahnutd v DREV (n*)

e NCROSS(f(n)) = NSPACE(f(n)), ak f(n)je asymtoticky vécsie alebo
rovné ako n.

V tejto praci sme ukézali, ze LBA, ktoré maji obmedzeni moznost robit
prepisy globalne, st rovnako silné ako LBA, ktoré maji obmedzenti moznost
robit prepisy na policku, ak celkovy pocet prepisov je asymptoticky rovnaky.
Uvedena konstrukcia sa d4 pouzit aj na dékaz ekvivalencie, ked LBA maji na
vypocet casové obmedzenie f(n)- n, tak LBA s obmedzenim NCROSS(f(n))
st rovnako silné.

Dalej sme ukdzali, ze ak DLBA maji obmedzene robif prepisy globélne, ak
im este priddme obmedzenie sweep, tak je to ich normélny tvar. 7Z toho
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vyplyva tiez vztah, Ze existuje normdlny tvar pre LBA — konstantne krét
zmeni smer hlavy, tak potom musi nastat prepis. Teda pre triedy jazykov
nad LBA plati: {pocet prepisov f(n)}CDDRET(c-f(n)). Tento vztah sa d4
priamociaro zovseobecnit na jednopaskové TS, ak velkost pouzivanej pasky
zostane rovnaka.

Pri spominanom dodkaze, ze sweep je normalny tvar, sa na jeden prepis
DLBA muselo urobit 2-|K| prepisov v sweep DLBA. Naga konstrukcia simulo-
vala vypocet medzi dvoma prepismi a nevyuzivala moznost, zZe by prepisy
navzajom mohli sivisiet, teda ku kazdej novej ¢asti vypoctu medzi prepismi
pristupoval LBA B nezévisle na ostatnych. Ukdzali sme, ze lubovolnd ind
konstrukcia(za spominaného predpokladu nezavislosti dvoch prepisov pri LBA)
by musela vyuzit aspon 2:|K|-2 prepisov.

Aplikacia vyskumu: uvazujme o LBA s konstantnym prepisom policok. Al-
goritmy, ktoré by mohli byt s touto vlastnostou navrhnuté, by mali nasle-
dovnii vlastnost: dané policko predstavuje ¢ast pamite, bude menit obsah
maximélne konstatne krat. To sa d4 lahko pamitaf. A keby sme o nejakom
stvislom poéte policok vedeli povedat, ze ho uz nebudeme prepisovat, mohli
by sme ho nahradif prechodovou funkciou dizky O(|K]) stavov, ¢o by sme
mohli vyuzit napriklad pri swapovani.
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2 Definicie

V nasledujicej kapitole definujeme zakladné pojmy, s ktorymi budeme pra-
covat. Model dvojsmernych koneénych automatov vyuzijeme v dokaze, ze
sweep DLBA je normalny tvar DLBA, ak obmedzime pocet prepisov vo
vypocte. Potom definujeme linearne ohranicené automaty a na zaver definu-
jeme triedy jazykov, ktorych vlastnosti budeme skiimat nasledujtcich kapi-
tolach.

Definicia 2.1 Dvojsmernym nedeterministickym konecnym automatom (2NKA)
nazgvame 5-ticu (K,3,8,q0,F), kde K je koneénd mnozina stavov, 3 je koneénd
abeceda vstupnijch symbolov(pricom ¢,$ &%), o€ K je zaciatoény stav, FC K

je mnozina akceptacnijch stavov a § : Kx (LU{¢,$}) — 25101} je pre-
chodova funkcia, pricom plati:

Vq €K; 6(q,¢)CK x{¢}x {0,1}

Vq €K; §(q,3)CK x{$} x {-1,0}

Definicia 2.2 Konfigurdciou 2NKA je trojica (q,¢ w$,i), kde q € K je aktudlny
stav, w € X* je vstupné slovo a i € {0,...,|w|+1 } pozicia hlavy.

Definicia 2.3 Nech w; je i-ty znak slova w, pricom definujeme wy = ¢ a
Wiw+1 = $. Potom krokom viypoctu 2NKA A nazjvame bindrnu reldciu b4
na mnozine konfigurdcii definovani nasledovne:

(q.cw$,i)-(p,w,i+j)<= (p.j)€ 0(qw;)

Definicia 2.4 Jazyk akceptovany 2NKA A je mnoZina
L(A) ={w |3 qr € F, (qo,cw$,1)-* (qr,cw$,|w|+1)}

Definicia 2.5 Deterministickym dvojsmerngm konecénym automatom (ozn.

2DKA) je taky 2NKA, kde Vg€ K, z € %; |6(qx)] < 1.
Definicia 2.6 R = { L | existuje 2NKA A také, ze L = L(A)}

Definicia 2.7 Nedeterministickym linedrne ohranicenym automatom(LBA,
linear-bounded automata) nazveme 6-ticu (K,%,T,0,q0,F), kde K je konecnd
mnozina stavov, Y je konecénd abeceda vstupnych symbolov, I'D¥ je konecénd
abeceda pracovngch symbolov (pricom ¢,$ €1'), g€ K je zaciatoényj stav, FC
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K je mnoZina akceptacnyjch stavov a 6 : Kx (TU{¢,$} ) — 26 TWH{eSx{=10.1}

je prechodovd funkcia, pricom plati:

Vq €K; §(q,¢)CK x{¢} x {0,1}

Vq €K; §(q,3)CK x{$} x {-1,0}

Definicia 2.8 Konfigurdciou LBA je trojica (q,cw$,i), kde q € K je aktudlny
stav, w € I'* aktudlny obsah pdsky a i € {0,...,|w|+1 } pozicia hlavy.

Definicia 2.9 Nech w; je i-ty znak slova w, pricom definujeme wy = ¢ a
W41 = 8. Potom krokom vypoctu LBA A nazjvame bindrnu reldciu -4 na
mnozine konfigurdacii definovani nasledovne:

(@ WowW1 ... Wjep) 11,8 (P, WoW1 .. Wi BWig 1 .. W) 41,74]) = (p,7,7)€ 0 (qw;)

Definicia 2.10 Jazyk akceptovany LBA A je mnoZina
L(A) ={w |3 qr € F,x € T*ie N; (qo,cw$,1)F* (qr,c2$,i)}

Definicia 2.11 Deterministickym LBA (ozn. DLBA) je taky LBA, kde ¥q€e
K,z €T |5(gn) < 1

Definicia 2.12 Sweep (D)LBA je taky (D)LBA, ktory mozZe smer pohybu
hlavy menit len na ¢ alebo na $.

Definicia 2.13 Lpcgs = { L | existuje LBA A také, ze L = L(A)}

Definicia 2.14 Howvorime, Ze pocas vijpoctu na Turingovom stroji alebo LBA
nastal prepis, ak
(qWoW1 ... Wi 1 TWi 1 ... Way| 41,8 (D, WoW1 .. Wi —1 YW1 .. W[ 41,547), pricom

Poznamka 2.15 Predosla definicia teda hovori, Ze nastal prepis, ak sa zmeni
obsah policka.

Definicia 2.16 Pre dani funkciu g(n) oznacujeme O (g(n)) mnozZinu funkcii

Ofg(n)) ={ f(n) |3 c> 0, nyg > 0, také ze 0<f(n) < c-g(n) Yn > ng}
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Definicia 2.17 L css f(n)wora={L | 3 LBA A, pre ktoré plati: ¥V w € L(A)
pocet prepisov pocas vypoctu na w je mensi rovny ako O(f(n)) a zdroven

L(A)=L}

Definicia 2.18 L css f(n),square =1L | 3 LBA A, pre ktoré plati: ¥ w € L(A)
pocet prepisov na lubovolnom policku na w je mensi rovny ako O(f(n)) a

zaroven L(A)=L }

Definicia 2.19 Lgccss,f(n)wora=1L | 3 DLBA A, pre ktoré plati: ¥V w € L(A)
pocet prepisov pocas vypoctu na w je mensi rovny ako O(f(n)) a zdroven
L(A)=L }

Definicia 2.20 Ljccss, f(n),square=1L | 3 DLBA A, pre ktoré plati: ¥V w €
L(A) pocet prepisov na lubovolnom policku na w je mensi rovng ako O(f(n))
a zdroven L(A)=L }

Poznamka 2.21 V predchdadzajicich definiciach uvaZujeme teda o najslabsej
definicii— akceptdcie z troch zakladnych pristupov. Ostatné dve si :

(silnd def.) Kazdij vipocet na vstupnom slove w dizky n pouije najviac f(n) prepisov
na jednom policku(celom slove)

(strednd def.) Kazdy vypocet na kazZdom vstupnom slove weL(A) dizky n pougije na-
guiac f(n) prepisov na jednom policku(celom slove)

Neskor ukdzeme, Ze v nedeterministickom pripade su definicie ekvivalenté pre
,,slusné” f(n).

Poznamka k oznaceniu premennej n k diplomovej praci 2.22 Casto vo
vetdch pouzivame premenni n. Ak nie je uvedené inak, mame na mysli, dizku
vstupného slova.
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3 Zakladné vysledky

V nasledujiicej kapitole sa zaoberdme zakladnymi vlastnostami tried jazykov
Lecss, f(n),square & Ldecss, f(n),square- V Casti 3.1 definujeme normdlne tvary DLBA
a LBA, ktoré neskor vyuzijeme, v casti 3.2 uvedieme ¢asové obmedzenia
danych tried jazykov, v casti 3.3 uzdverové vlastnosti a nakoniec v casti
3.4 porovnanie s triedou bezkontextovych jazykov. Vsetky uvedené vlast-
nosti tried Lecss, f(n),square MA aj Lecss, f(n)n,wora @ Podobne, uvedené vlastnosti

/Cdecss,f(n),square a ma aj ‘Cdecss,f(n)-n,word-

3.1 Normalne tvary LBA a DLBA

V tejto casti definujeme a dokdZeme lemy o normalnych tvaroch LBA a
DLBA, ktoré neskor vyuzijeme v dalsich castiach préce.

Lema 3.1.1 Ku kaZdému LBA A existuje sweep LBA B takyj, Ze urobi mazimdlne
O(n) krokov bez prepisu policka.

Dokaz:

Neformalne: Uvazujme o vypocte LBA A, pricom nés zaujima vypocet medzi
prepismi symbolov. Predpokladajme, ze v kazdom kroku vypocétu LBA A
pohne hlavou, ked nenastal prepis. Lahko vidiet, ze ide o normélny tvar.
Zakladna myslienka dokazu: zaujima nés najkratsi vypocet na paske, ak
sa neprepisuje symbol. Pri iom musi platif, ze hlava moze byt na policku
maximélne |K| kréat, pricom K je mnozina stavov. Definujeme prechodovi
postupnost. Je to postupnost usporiadanych dvojic (q,s) pricom qeK, se{-
1,1}. Ak s= -1, tak automat policko pri stave q opusta zlavo, ak s = 1, tak
zpravo. Pri najkratsom vypoécte musi platif, Ze na danom policku nebola
hlava s tym istym stavom dvakrat, preto dani prechodova postupnost je
konecnd, a mozeme si ju pamitat v stave(je to rddovo 25! . |K|! stavov).
Predpokladajme, ze LBA B urobil m prepisov. Posledny z nich oznacil a’
(LBA A by ho prepisalo na a), potom sa vrati bez prepisu na za¢iatok, pricom
si paméitd stav, v ktorom bol LBA A, ked nastal prepis(pric¢om ak smer hlavy
nebol predtym smerom na cent, tak pojde najprv na $, kde zmeni smer, a
vrati sa na cent),nedeterministicky si tipne prechodovi postupnost, prejde
na dalsf symbol, tiez si tipne prechodovi postupnost, overi, & navzdjom pos-
tupnosti nadvizujd, ak 4no, tak takymto spésobom pokracuje dalej, inak sa
zasekne. Ak si nedeterministicky tipne, ze sa na konci prechodovej postup-
nosti na nejakom policku spravi prepis, (ak LBA A prepisal napriklad na
b), tak LBA B ho prepise na b” (predpokladajme, ze b” LBA A nepouziva).
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Takto overovanim prechodovej postupnosti pokracuje dalej, pri¢om ak narazi
na policko a’, tak ho prepiSe na a a overi, ¢i na zaciatku prechodovej postup-
nosti zacina od stavu, v ktorom bol LBA A po prepise tohto policka. Ked
sa LBA B podari prejst celi pasku uspesne, tak sa vrati na policko, ktoré
LBA A, mal prepisat nakoniec, teda b” prepise ho na b, a tiito konstrukciu
opakujeme medzi dalsfmi prepismi.

Na celu tito konstrukciu potrebujeme celkovo O(n) krokov (hlavou prejdeme
na zaciatok, potom na koniec pasky a potom na prepisované policko), teda
nase tvrdenie plati. [

Lema 3.1.2 Ku kazdému DLBA A existuje DLBA B také, Ze urobi maximdlne
O (n) krokov bez prepisu policka.

Dokaz:

D4 sa urobit jednoduchd tivaha, zZe medzi prepismi moze byt hlava na danom
policku maximalne |K| krat, kde K je pocet stavov, inak by sa vypocet za-
cyklil. Z tejto tivahy vyplyva, kedze pocet policok je |w], tak najdlhsf mozny
vypocet medzi prepismi (po zardtani ¢ a $) by bol (|w|+2) - |[K|. Teda musime
zostrojit DLBA B, ktoré sa nemoéze medzi prepismi zacyklit.

Konstrukcia sa podoba na konstrukciu z dokazu predchadzajicej lemy. Akurat
nemozeme nedeterministicky hadat prechodovii postupnost, preto ich musime
v kazdom kroku vygenerovat vsetky. TieZ si nemézme nedeterministicky
tipnit, Ze na tomto policku nastal prepis, len si zapamitime, 7e pri tejto
prechodovej postupnosti nastal, a teda tito informaciu si pamatame, aj na
danych nadvéazujucich prechodovych postupnostiach. Prejdeme na $ a teda
overime, @ existuje vypocet LBA A od daného prepisu k nejakému dalsiemu.
Ak nie, to znamenad, ze vipocet LBA A by sa bud zacyklil alebo zasekol, tak
sa teda vypocet na LBA B tiez zasekne. Ak ano, tak sa LBA B vrati po
policko, kde nastal naposledy prepis, symbol na fiom prepise z a’ spit na a,
a zaéne krok za krokom simulovat LBA A.[J

Dosledok 3.1.3 Nech A je taky LBA, ktory na prepis moze pouZival len
konecne vela policok. Potom L(A)e R.

Dokaz: 7 norméalneho tvaru LBA z lemy 3.1 vyplyva, ze na jeden prepis
zmeni LBA v danom normalnom tvare len konstantne vela krat smer hlavy.
Konecne vela policok na prepis, znamena, ze pocet roznych obsahov pasky
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pocas vypoctu je koneény. Z toho vyplyva, ze celkovy pocet zmien na smer
hlavy je tiez konstanta a v [1] je ukdzané, zZe je to regularny jazyk.O

3.2 Casové odhady

V tejto kapitole urobime horné odhady pre zadefinované stroje s prepisom
jedného policka f(n) krat pomocou normdlnych tvarov LBA a DLBA.

Veta o hornom ¢asovom odhade

Veta 3.2.1 (o hornom ¢asovom odhade) Nech je dany {D, N}LBA A
prepisugici jedno policko nagviac f(n) krdat, kde n je dizka vstupu. Ak f(n) €
O(n*), pre k € N. Potom L(A)CXTIME(n**2), pricom X patri {D, N}.

Dokaz: Celkovy pocet prepisov f(|w|)- |w|. Vyuzijic ¢ast 3.1, horny
casovy odhad je f(|w])- |w| - O(|w]).O

Désledok 3.2.2 Nech je dany {D, N}LBA A prepisujici jedno policko na-
guiac f(n) krdt, kde n je dizka vstupu. Ak f(n) =k, tak L(A)e XTIME(n?),
pricom X patri D, N.

Poznamka 3.2.3 Prirodzend otdzka je, ¢i sa vo vseobecnosti dd zmensit
horng odhad na ¢as. Odpoved je zdpornd, lebo napriklad o jazyku L = {
wew’| we {a,b}*} sa dd ukdzat, Ze dolny odhad je Q(DTIMEm?)) a Le
Liecss, f(n),squares kde fje konstantnd funkcia, a teda horny odhad je tiez DTIME(n®)

3.3 Uzaverové vlastnosti
Homomorfizmus

Cielom nasledujicej podkapitoly je ukdzat vztah medzi uzavretostou triedy
na dlzku zachovavajici homomorfizmus pri triede Lgecss,f(n),square; kde f(n)
je polyném, a otvorenym problémom vztahu P a NP.

Zaoberat sa vymazévajicim homomorfizmom nemé velky zmysel, lebo sa dé
lahko ukédzaf, Ze najmensia trieda uzavretd na vymazéavajici homorfizmus a
obsahujtca Leecss, f(n),square, 2K f(1n) je kondtantna funkcia, je L.
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Lema 3.3.1 Lccss f(n),square J€ uzavretd na nevymazdvagici homomorfizmus,
ak f(n) je polynom.

Definicia 3.3.2 Nech SAT je mnozina vsetkiyjch splnitelngch booleovskijch
vyrazov. SAT je jazyk nad abecedou {V,A,not, =,<,(,),0,1 }.

Poznamka 3.3.3 Je dobre zndme, Ze SAT je NP-uplny jazyk.

Lema 3.3.4 Nech L = { p1 pa... pn##w | weSAT; obsahuje premenné
T1,ee T P1,--Pn € {0,1}; pri ohodnotend premennijch x1=p; ;x9=ps;. . . Tn =Py
dava vysledok true}. Potom jazyk L € Laccss,f(n),square; 0k f(n) = n.

Dokaz:

Neforméalne: namiesto premennych x1,...,x, v ¢asti slova weSAT priradime
im prislichajice hodnoty. A nakoniec overime, ¢i je vyraz pri danom ohod-
noteni premennych pravdivy. Konstrukcia sa d4 uskutocnit, ak f(n) patr{ do
O(n), teda policko sa moze prepisat O(n) krat. O

Lema 3.3.5 Uvazujme dlzku zachovdvajici homomorfizmus h, definovany
nasledovne: h(0)=y, h(1)=y, h(x)=z, ak x nepatri do 0,1 (neformdlne: sprdvne
ohodnotenie premennijch, aby dal ndm booleosky vyraz true schovdme).Nech
Ly = h(L). Potom jazyk L, je NP-iplny.

Dokaz:
Neformalne -Staéi ukézat, ze SAT sa d4 polynomiondlne transformavat na
jazyk L1, ¢o je trividlne. [J

Veta 3.3.6 Ak trieda Ljecss,f(n),square; PTicom f(n) je polynom, je uzavretd
na dizku zachovdvagjici homomorfizmus, potom P = NP.

Dokaz: Jazyk L € Lgecss,f(n),square- L1 = h(L) je NP-tiplny. Z toho vyplyva,
ze ak Lageess,f(n),square; Pricom f(n) je polyném, je uzavretd na dlzku za-
chovavajici homomorfizmus, potom P = NP. [J
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Inverzny homomorfizmus

Veta 3.3.7 Trieda dLecss je uzavretd na inverzny homomorfizmus.

Dékaz: Podobne, ako ked sa ukazuje, ze LBA je uzavretd na inverzny ho-

momorfizmus, s vyuzitim viacstopovej pasky. Danti techniku mozno néjst v
publikécii [2]. O

Komplement dLecss

Veta 3.3.8 Trieda Liecss,f(n),square, 0k f(n) je konstanta, uzavretd na kom-
plement.

Dokaz:

Majme DLBA A, ktory moze policko prepisovat c¢ krat a akceptuje jazyk
L(A). Predpokladajme, zZe je v normalnom tvare z lemy 3.2. Predpokladajme,
ze DLBA A upravime tak, ze na policku si uklad4 aj informéciu, kolkokrat sa
dané policko prepisalo a v pripade, Ze by ho chcel prepisat viac ako ¢ -krat,
vypocet sa zasekne. Kedze DLBA A je v normélnom tvare z lemy 3.2, nemdze
sa zacyklit, pricom by nerobil prepisy, a kedze si kontroluje kolko prepisov
spravil na policku, tak sa nemodze zacyklit ani tak, Ze by robil prepisy. Teda
po konecénom pocte krat vypocet DLBA A skonéi. Zostrojeny DLBA B bude
simulovat A, pricom po skonéeni vypoétu dané slovo akceptuje, ak DLBA A
ho neakceptuje, a opacne.[]

3.4 Porovnanie s Chomského hierarchiou

Intuitivne, ak f(n) je polyném, tak Lecss f(n)square j€ 0stro silnejsie nez Lop.
V nasledujiucom odseku to dokézeme.

Porovnanie tried jazykov L. f(n)square @ LoF

Lema 3.4.1 Jazyk {a"b"c"|n € N} € Lecss f(n)square; 0k f(n)=c a zdroven
nepatri do Lop.

Dokaz: Prva cast vety dokdzeme priamociarou konstrukciou, druhd ¢ast napr.

cez pumpovaciu lemu pre bezkontextové jazyky. Prislusny dokaz mozno néjst
v [2].0
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Lema 3.4.2 Ku kazZdému bezkontextovému jazyku L existuje PDA B a konstanta
ke N taka, Ze po najviac k krokoch precita vstupny symbol, pricom L = L(B).

Myslienka dokazu:

Moézeme vyuzit Greibachovej normélny tvar pre bezkontextové jazyky a nésledne
zostrojenit standardnou konstrukciou k nej prislichajice PDA B. Z vlastnosti
Greibachovej normélneho tvaru a standardnej konstrukcie je zrejmé, ze PDA

B mé pozadované vlastnosti. Blizsie informdcie ndjdeme napr. v [2].00

Lema 3.4.3 Lcp je podmnoZing Lecss f(n),square, 0k f(n)=c.

Dokaz:
Uvazujeme o PDA B =(K,%, T, §5,q0,0,F), ktoré bude mat vlastnost, Ze pocet
zmien obsahu zdsobnika, a teda aj velkost zdsobnika, je linedrny vzhladom na
velkost vstupného slova. Z predchddzajicej lemy vyplyva, Ze je to normalny
tvar PDA. Nech teda dizka slova je n a pocet zmien v zdsobniku maximalne k
‘n. Zostrojim k nemu LBA A pricom pocet prepisov na policku je maximalne
2k + 2.
Pouzijeme viacstopovi pasku. Na prvej paske si zapiSeme vstupné slovo
a ostatné vyuzijeme na simuldciu zasobnika. Nech PDA B je v stave q.
Odsimulejeme krok nasledovne: ak B nacita symbol zo vstupného slova, tak
aj LBA A nacita vstupny symbol z viacstopovej pasky a ozna¢im ho sym-
bolom, aby LBA A vedel, ze ho c¢ital naposledy. Dany symbol si zapamaté
v stave, najde posledny symbol ulozeny v zasobnika, precita ho, a upravi
zésobnik tak, ako PDA B. Zmen{ stav podla dz . Vréti sa k symbolu, ktoré
je na rade na ¢ftanie a opisanym postupom pokracuje dalej, az kym vypocet
PDA B neskonéi a akceptuje slovo vtedy a len vtedy, ked ho B akceptuje.
Uveden4 konstrukcia moze sposobit, ze policka sa prepisu viac nez konstantne
vela krét(ke& sa zvicsuje zésobnik a potom zmensuje, a opakujeme vela
krat). Na skoncenie dokazu staci pouzit lemu, ktori dokdzeme neskor, a
teda ﬁdecss,n,word = £decss,c,§quare-
D4 sa to samozrejme urobit priamo, stopa, do ktorej uz raz bol ulozeny sym-
bol zo zasobnika a nasledne vyprazdneny, sa oznaci Specidlnym symbolom,
aby sa uz dand stopa neprepisovala a tym padom bude jednotliva stopa
prepisovand 2 krat a celkovo policko 2-k + 1(1 kvoli nac¢itaniu vstupného
slova).

In4 moznost:
Mozeme vyuzit ¢lanok [4] a ukazat, Ze najtazsi bezkontextovy jazyk defino-
vany v danom ¢lanku patri do Lecss, f(n),square, 2k f(n)je konstanta. A potom,
ze trieda jazykov akceptovand Lecss, f(n),square, 2K f(n)je konstanta, je uzavreta
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na inverzny homomorfizmus, ¢o sme uz dokazali vo Vete 3.2.7. [J

Veta 3.4.4 Lecss f(n),square, 0k f(n)je konstanta, je ostro silnejsie ako Lop.

Dokaz: Z predchadzajicich liem.[]
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4 Porovnanie tried ‘Cecss,f(n),square a Lecss,f(n)-n,word

4.1 Ciel

V tejto kapitole ukézeme, ze k lubovolnému LBA A, ktory méze pocas
vypoctu urobif maximéalne |w|- f(|w|) prepisov, existuje LBA B, pricom L(A)
= L(B), ktory na kazdom policku urobi maximalne O(f(|w|)) prepisov.

V deterministikom pripade uvediem postacujicu podmienku ekvivalencii tychto
strojov.

4.2 Nedeterministicka verzia

Lema 4.2.1 Nech LBA A pocas viypoctu na slove w urobi maximdlne c-n
prepisov, pricom |w| = n. Tvrdime, Ze k nemu existuje LBA B, pricom
L(A)=L(B), ktory na kazdom policku urobi konstantne vela prepisov.

Dokaz:

Idea dokazu:

predstavme si obrazok, na ktorom bude vstupné slovo w=aias...a,, ale za
kazdym symbolom a; pridané symboly Fp,cpis. Ich pocet za kazdym sym-
bolom znamend, kolkokrat sa bude dané policko pri slove w a pri vypocte
LBA A prepisovat (vid obrazok)
i ls I I

. - - i . e e,
'ffrlerez.*fs---Fprepis a?ﬁmepés---Fpr\epés---f"*t'---f'—pr\eﬁs---ﬂri ﬂwems---vaep&s

Figure 1: a1as...a;...a, je vstupné slovo. Za kazdy a; sme pridali tolkokrat

Fyrepis kolkokrat sa bude prepisovat.

Zrejme plati Xl; = cn(celkovy pocet prepisov). LBA B prepise vstupné
slovo w na slovo na obrazku nasledujicim sposobom: prvych c+1 sym-
bolov(poc¢itame medzi ne aj F,epis) zapise na 1. policko, dalsich c+1 symbol
na druhé policko, atd.

Potom bude automat B simulovat LBA A nasledovne: LBA B pouziva
viacstopovi pasku. V stave si pamatame, v ktorej stope sa momentalne
nachadza, a zaroven stav simulovaného LBA A. Nacita symbol na danej
stope, ak sa hlava LBA A, pri danom symbole a stave pohlo doprava a preslo
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do iného stavu, ale nenastal prepis, tak aj nas§ LBA B sa pohne doprava a
prejde do daného stavu, kde si uchova informéciu o novom stave LBA A,
pricom postupuje nasledovne: ak nie je na poslednej stope daného policka,
tak sa presunie na nadchadzajucu stopu doprava(v skuto¢nosti sa zmeni len
stav B, ktory hovori, na ktorej stope sa aktudlne nachddzame), pozrie sa, ¢i
sa tam je a€l’,, ak nie, postupuje dalej doprava po stopach, az kym nendjde
hladny symbol. Ked bude teda na poslednej stope a hladany symbol sa tam
nevyskytuje, tak sa LBA B pohne na dalsie policko doprava a pokracuje v
hiladan{ (zacne od prvej stopy). Ak symbol néjde, tak ho zase nacitame, a
zase zo stavu B si pamétame, aky stav mal A, a podobnym sposobom pos-
tupujeme dalej.

V pripade, ze nastal prepis, tak za stopou, na ktorej sa dany symbol nachédzal
(modze to byt aj prvd stopa nasledujiceho policka, ak dany symbol bol na
poslednej stope), musi nasledovat Fj,..p;s. Ten teda prepiSe na novy symbol,
ktory m4 nahradit povodny. Na stope, kde bol povodny symbol, ktory B
nacital, napisSeme Fjreskoc. V pPripade, Ze sa Fj,pis Nenachddza za prepiso-
vanym symbolom, tak sa vypocet zasekne.

Ako je vidiet, méme viacstopovii pasku, kazd4 zo stop bude maximdlne
dvakrdt prepisovand, jeden krit, ked nahradime Fyrepis na symbol z I'y4,
a druhykrit zo symbolu z 'y na Fpespoe. Teda celkovy pocet prepisov je
konstantne vela.

Formalny doékaz:

Méme dané LBA A = (K,X.I",6,q0,F), ktory moze urobit maximélne c-|w]|
pocet prepisov na slove w. K nemu skonstruujeme LBA B, ktory bude moct
vo vypocte urobit konstantny pocet prepisov na policku.

Struktidra formalneho dékazu je nasledovni: Zadefinujeme LBA B,
pomocou ktorého vytvorime konfiguraciu pre zaciatok simulacie, potom LBA
B,, ktory bude slizit na simuldciu LBA A. ,,Spojenim” LBA B; a LBA B,
vznikne LBA B.

Postup teda bude nasledovny:

1) vytvorenie konfigurdcie, z ktorej budeme simulovat LBA A
2) simuldcia LBA A pomocou LBA B z tejto konfiguracie
3) dodkaz, ze pocet prepisov na jednom policku je ohraniceny konstantou

4) zaver
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1)Vytvorenie konfiguracie, z ktorej budeme simulovat LBA A

Najprv zadefinujeme konfigurdciu, z ktorej budeme v ¢asti b) simulovat LBA
A, potom uvedieme definiciu B; a nasledne dokézem, ze B; ukonéi vypocet
v spominanej konfigurdcii.

Definicia konfiguricie pre zaciatok simuldcie (az na detaily je to for-
malizdcia obrazku 1 + stav DLBA B a jeho pozicia hlavy):

Nech w = ajasy- - - a, je vstupné slovo a ly,...l;,...,l, je pocet prepisov na
i-tom policku na w vo vypocte LBA A.
Konfigurdcia ma tvar (prvykrat spominané symboly st zadefinované nizsie):

1. po vypocte LBA B; bude v stave grotovo
2. pozicia hlavy na péske je 1 (je na prvom policku)

3. obsah pasky — péaska obsahuje ,,viacstopové” symboly. Ich suvis s
povodnym vstupom w a poc¢tom prepisov vo vypocte A na w vyjadrime
pomocou homomorfizmu takto :

e viactopové symboly, ktoré aplikujeme homomorfizmus: {Fjjeq, -+, Fjedl
c+1-tica, pricom Fljeq = {Fprepis fU{a’| a€X} }

o W((Fyjed, Frjeds Frjea))= biba- - betq

e ak i-ty podsymbol I jeq = Fprepis, tak b; = €

e ak i-ty podsymbol F}j.q = a’; a €%, tak b; = a

e Nech h(w,) =w

e Nech [; je pocet podsymbolov Fj.epis za a;’, teda za kazdym a;’,
nech je l; krat Fjcpis. Nech Zogignli = c-n (pocet prepisov).

Definicia LBA Bli Nech Bl = (Kl,El,Fl,él,qO,Fl)

Kl = {QZac7 Geent, Qprepisovanie7 Qoverits naCent Qprepisovaniea Qnajdi,prepi& Qna,prve,polickoa
Gna_prve_polickos Qhotovo }U {Qprepis,a| ac E1 }

21:2

'y ={(a,F.jeds - - s Frjed)| c+2-tica, pricom a€X; Fieq = {Fprepis}UX1 } U
{(Fyjeds - - +Frjea)| c+1-tica, pricom Fljeq = { Fprepis JUX1" } U Xy

Fl = {Qhotm}o}
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Definicia 01:

L. 61(¢zac, € E1) = (Qzacs (A€ X1, Fprepisye s Fprepis), 1)

2. 01(qzaes 8) = (Geents $,-1)

3. 01(Geent, (8, Fprepiss--Fprepis)) = (deent (& Fprepisy---sFprepis)s -1)
01 (

QCenta ) (Qprepisovam'e’ ¢7 1 )

(1)-(4) Najprv kazdy symbol zo ac¥; LBA B prepiSe na tvar (a€
X1, Fprepiss--sFprepis), @ potom sa vrati na prvé policko na péaske v stave

Qprepisovanie-

ot
>,

I(Qprepzsovamea (a Fprepzs7 Fprepis)) = (Qprepis,a; (Fprepisr-'anrepis)a 1 )
6' 1(Qprepzs as a) = (qPrepis,aa Fav k ) ke{—l,O,l}
01 (

Qprepis_ ay( zjed;" " ° 7szed7 Fprepisy'-'Fprepis)) = (QOveritv(szedr“szed7a’7'-'Fprepis)71)
(5)-(7) LBA Bj nacita prvy podsymbol z viacstopovych symbolov (je
na nom ulozeny povodny symbol na policku), pricom stopu ,,zrusi”’, a
niekde na péske zapiSe tento podsymbol namiesto F,epis (a sa zmeni
na a’).

8. 61 (QOverzta(a Fprepzsa Fprepis)) = (qoverit7 (a7Fprepis;-~-Fprepis); 1 )
9. l(qO’L)e’f‘lt7( prepisy - Fprepis) = (qovem'ta (Fprepisr“Fprepis)a 1 )
1

10. 6 Qoverits ) (QnaCenta $7 -1 )

(9)-(10) Skontroluje sa, ¢i stopy napravo neobsahuji iné b’€¥q, ak éno,
vypocet sa zasekne. Policka sa zo (a€ X1, Fprepis--- Fmems) prepisuju na
(Eprepiss---s Fprepis) zlava doprava, a tym padom sa a;_1” symbol nemoze
nachédzat viac napravo ako a; (vid definiciu homomorfizmu).

11. 61(Qna06nt7 Fa) = (QnaC’enta Faa -1 )
12. 51(QnaCent7 ¢) - (Qnajdz',prepa ¢, 1 )

13. 51 (Qnajdi,prepa(aanjedr--szed)) = (Qprepisovanie;(aqujeda---szed); 0 )
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14.

15.
16.

17.

61 (Qnajdi,prepu(szed7~--sz§d)) = <Qnajdi,prep;<szed;---szed)7 1 ) .
(11)-(14) Néjde prvé zlava policko tvaru (a,F.jed,...Fsjed), @ ked ho
najde, postup sa od (5) opakuje.

(51 (Qnajdi,prepa $> = (Qna,pTve,polick07$7 -1 )
51 (Qna,prve,polickmra) = <Qna,prve,polickoyra> -1 )

61 (Qna,prve,poligkm ¢) - (Qhotovmcta 1 )

(15)-(17) Ked nenajde policko tvaru (a,F.jed,...Fsjed), t0 znamend, ze
vSetky podsymboly a€>l; sa prepisali, LBA B; prejde na prvé policko
na paske a skonci vypocet v stave gnorovo-

Dokaz spravnosti vypoctu LBA B; Dokéazeme, ze sa automat dostane
do lubovolnej a len takej konfiguracie, ktora splna podmienky definované
vyssie.

1.

Zrejme n-krat aplikdciou pravidla (1) dostaneme z pociatocénej kon-
figurdcie (¢.qc,¢aias...a,%,1) konfigurdciu

(qza07¢ blb2---bn$>n+1) (171)7

pricom bi:(aianrepisprrepis7-“7Fp7"epis> a pocet Fprepis Je na cC.

. Vykonanim pravidiel (2) a (3) sa z konfigurdcie (1,1) LBA B dostane

do konfiguracie

(Qprepisovanievq:bl b2- bn$71) (271)a

b; je definované vyssie. Obsah péasky sa nezmeni, len hlava sa presunie
na prvy symbol.

Majme konfigurdciu (2,1). Vykonanim zvysnych pravidiel dostaneme
hladant konfigurdciu. V ¢asti 3.1 ukdzeme, ze lubovolni konfigurciu
spiﬁajlicu podmienky vygenerujeme a v casti 3.2, Ze nevygenerujeme
ziadnu konfiguraciu, ktora podmienky nespfﬁa.



CONTENTS 21

3.1) Vykonamm nasledujuceho cyklu sa najprv a; ,,umiestni” spravne,
dalsi cyklus as, atd, az po a,_1, pricom i-tom cykle hlava skonéi na i+1
policku. n-ty symbol po vykonani prikazov (5)-(14) sa tiez spravne ,,umi-
estni”, ale potom narazi na $ a vdaka (15)-(17) sa dostane na prvé policko
(¢isla napravo znamenaju, ktord ¢ast §, sa pouzije, a k; je pocet { FprepisUa;’}

pred a;’, teda plati ki = 3o ic; 1 { Fprepis U a;}).
(5) (@prepisovanies(8sFprepisy---Fprepis):0) 7 (Gprepis.ar (Fprepiss---Fprepis))
(6) (qprepisas Tar1)F" (@prepis.a, La), hlava je teda na prvom symbole
(6) (prepis.ar La, S (g o, )

(7) (quepis,a; (b7szed~--Fprepisr--anrepis)al) + (QOverita (bszjed-'-a77-~-an7‘epis))
podsymbol na (k; mod(n+1)). mieste sa prepise na a’ alebo

(7) (q;)repis,a; (szed---anrepis;---Fprepis)71) l_ (QOverity (szed7~-~a,7~--Fprepis))7
podsymbol na (k; mod(n+1)). mieste sa prepiSe na a’

(8) (QOverita (b7szed7 --'Fprepz'sa-“Fprepis)71) l_*(QOverib (banjeda --~Fprepis>'-'Fprepis))
alebo

(9) <QOverit7 (szed7 ---Fprepis;-~-Fprepis)71> l_* (QOveritv (szed~-~Fprepi87~-~Fprepis))

(10)((]0verita $7_1)|_ (QnaCenta$)

(11)(Qna6’entara7'1)l_ (QnaCeana)

(12)(QnaCent;¢al)}_ (%uzjdi,prep,(B)

(14)(Qnajdi,prepa (szedy-“anjed) 71)|_ (Qnajdi,prepa (szeda---anjed))

(13)(QHajdi,prep7 (banjedy---anjed) 7())'_ (Qprepisovam'ea (vazjed)--szjed> )

ak je n-ty krat vykonany cyklus, nevykond sa (13), lebo uz symbol (b,F.jcd,... Fsjed)
nie je na paske, ale n-krét (14) a potom

(15)(qnajdi,prep7 $ 71)|_ <Qna,prve,polickoa $)

(16) (qna,pr'ue,policko; Fa 7'1) F n-krat (QTLa,prve,polickO; Fa)

(17)(Qna,prve,polickoa¢ 7]-) F 1-krét (Qhotovoy ¢)
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3.2) Treba ukdzat, Ze po skonceni vypoctu nevznikne Ziadna ind kon-
figurdcia. Majme teda konfigurdciu (2.1). Z definicie d, (5) nacitame sym-
bol z prvého policka a zmenime ho z tvaru (a € X, Fprepis;-.. Fprepis) Da tvar
(E'Prepiss---sFprepis), pricom LBA B zmen{ stav na gpepis-a¢. Zo (6) vyplyva, ze
sa hlava bude po paske pohybovat, pricom nakoniec kvoli (7) musi spravit
prepis namiesto podsymbolu Fj,.,;s napise a’, pamataného v stave gprepis-a
a prejde do stavu goperi. Potom musi kvoli (8) a (9) ist na $, kde kvoli (10)
zmen{ stav na gnacent, a preto vdaka (11) musf ist na ¢. Na ¢ kvoli (12) zmen{
stav na ¢najdi prep @ potom musi fst doprava kvoli (14), az kym nenarazi na
policko (a,FjedsFrjed: - - »Fzjed). Potom musi prejst do stavu Qprepisovanic KvOli
(13). A tym padom cely cyklus sa opakuje. V pripade, ze by na symbol
(a,FyjedsFrjea - - Fsjea) nenarazil, tak kvoli (14) prejde na $, kde kvoli (15)
prejde do stavu gna_prve_poticko @ tam vdaka (16) a (17) skonéi hlava na prvom
policku.

Ukazali sme teda, ze symboly a € ¥ sa odstrania a za kazdé ac ¥ sa napise
namiesto Fj,.,s a’, pricom postup nastava od lavého policka k pravému.
Staéi este ukdzat, Ze a; je nalavo od a;y+1. Urobi sa prepis na a;1;’ a to
vdaka (7). To zabezpeéi, aby danom policku nebol a;” napravo od a,,,’(na
stope viac dolava). Potom LBA B prejde o poziciu doprava a (8) a (9)
skontroluje, ze ziadne b’ na tychto polickach nie je a takto postupuje az na

$.

2)Simulacia LBA A pomocou LBA B, z tejto konfiguracie

Najprv zadefinujeme LBA Bj a potom ukazeme, ze we L(A) «» I w’e L(Bsy),
pricom w’ vzniklo z w pomocu vypoctu LBA Bj.

DeﬁnfCia LBA B2 LBA B2 — (K2a227r27627Qh0t0U0aF2)

K5 = {qnotovo, }U{(q,Cislo), (p,Cislo,SmerHladania), (q1,SmerHladania,Zapis_b’)|
g€ K (stavy LBA A); cisloe{1, ..c4+2}; SmerHladaniac{-1,0,1}; {Zapis_b’|bel’
(LBA A)} }

Pomocné mnoziny na symboly:
L4 szed:{Fprepis}U {a7; a’ez}
L4 szednot:{Fprepisa Fpreskoc}

® [yset=— szedUFpreskoc
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Yo = { (Fijeds--»Fsjea) }; pPoCet podsymbolov Fj.q je c+1

F2 - { (szedUFpreskoca'-'7szedUFpTeskoc; pOéet POdSymbOIOV szedUFpreskoc
je c+1

Fy = { (¢r,Cislo)|gre F (LBA A); Cislo € {0,1,...,c+2}

Definicia 0s:

1. 52(Qhotovm(Fprepiswaprepis)) = (Qhotovoa(Fprepiswaprepis)al)

b

2. 52(Qh0tov07(Fp7‘episu---a--~7Fp7“epis)) :V ((qo;CiSlO)7(Fprepi87--~a7-~-7Fprepis)70)7
pricom podsymbol a’ je prvé nalavo z mnoziny {b’; beX} a celkovo
odlava v poradi Cislo podsymbol; ¢y je zaciatoény stav LBA A
(1)-(2) LBA B; sa dostane na prvy podsymbol mnoziny {a’lacX} a
zacne simulaciu LBA A, v Cislo si uchovava informéaciu, na ktorej stope
sa nachadza.

3. 02((q,Cislo),(Fyset, - @'y - - Fuser)) = ((p,Cislo,SmerHladania),(Fyser,- - - @', -+ Figer),0)

<(q,a) = (p,a,SmerHladania) pre LBA A

4. 52((qa01810)7(Fvset7' o a,7Fprepisa' te Fvset)) =
((p,Cislo+1,SmerHladania),(Fysets - - FpreskoesD's + - Fuset),0)

<(q,a) = (p,b,SmerHladania); a# b; cislo < c¢+1 pre LBA A

5. 02((q,Cislo),(Fyset, - -a’)) = ((p,1,SmerHladania,Zapis_b’),(Fyset, - - Fpreskoc),1)

<(q,a) = (p,b,SmerHladania); a# b; cislo = c+1 pre LBA A;SmerHladania
=1

(3)-(5)Nacita symbol, prejde do stavu (p,Cislo,SmerHladania). V pripade,
ze nastal prepis, tak By nacitany podsymbol a’ prepiSe na Fiepis a
dalgiu stopu napise symbol, za ktory LBA A prepisal a (v nasom
vypocte to predstavuje a’).

6. 92((q,1,SmerHladania,Zapis_b’),(Fyrepis, - - )) = ((q,1,SmerHladania),(b’,- - - ,0))

7. 82((q,Cislo,SmerHladania),(F.jednot, - - &'y - - )U{ ¢,3}) =

((q,Cislo+SmerHladania),(F.jednot, - - @', - - )J{ ¢,$},0);
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< ak Cislo+SmerHladania podsymbol je a’; 1< Cislo+SmerHladania
< c+1

8. 92((q,Cislo,SmerHladania),(Fyset, - -a’s- -+ )=
((q,Cislo+SmerHladania,SmerHladania),( Fyser,- - - 2, - - ),0)

& ak Cislo+SmerHladania podsymbol nie je a’; 1< Cislo+-SmerHladania
< c+1

9. 62((q,Cislo,SmerHladania),(- - -, - - Fljednot)) = ((q,0,SmerHladania),(- - - ,- - - Fyjednot),1)

< teda ak c+1. podsymbol nie je a’; ¢c+1 < SmerHladania+cislo;

10. 02((q,Cislo,SmerHladania),(Fjednot, - - )) =
((q,c+2,9SmerHladania),(F,jednot- - - -1))

< teda ak 1. podsymbol nie je a’; 1 > SmerHladania-+cislo;
(6)-(10) LBA B, prechédza po stopach, pricom ignoruje Fprepis & Fyreskoc,
az do kym nendjde a’eX’'U{¢,$}.

Dokaz spravnosti vypoctu LBA B,

Lema 4.2.2 Turdime, ze ked najprv pouzijeme pravidld (1),(2), a po | krokoch
pouZiti pravidiel (3)-(6) a pricom za kazdym takym pravidlom vykondme
pravidla (7)-(10)(ich tranzitivny uzdver), bude LBA By v konfigurdcii:

1. Nech wg je obsah pdsky LBA By po | krokoch pouziti pravidiel (3)-(6)
a po kazdom z nich ndsledne pravidld (7)-(10)(ich tranzitivny uzdver).
Nech w; je obsah pdasky LBA A po [ krokoch. Nech h je homomorfizmus
def. wvyssie h. Potom plati h(w,) = wy.

2. pozicia hlavy: na j-tom policku, pricom obsahuje podsymbol a’;a€l:,
pocet podsymbolov b’; bEY nalavo od neho(aj na stopdch nalavo na
policku aj na pdske) je i, ak LBA A bude na i-tom policku

3. v stave: (p,Cislo) na podsymbole a’ v poradi Cislo, a’;a€X, pocet podsym-
bolov b’; beX nalavo od neho i, pricom LBA A bude v stave p, na i-tom
policku

Dokaz: matematickou indukciou na 1
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lo Prel = 0. Chceme teda ukazat, ze LBA B bude v stave (q,Cislo) a
na podsymbole a’ Cislo. stope (poradie stopy), neobsahuje podsymboly b’;
beX nalavo od neho ani na stopéch na policku ani na stopéch inych policok
nalavo (reprezentuje LBA A v zac¢iatocnej konfigurécif).

Pravidld (3)-(6) nepouzijeme(l = 0), len pravidla (1),(2).

e Ak policka neobsahuji a’, tak: (1)(qnotovos(Eprepiss---Fprepis),1)F™
(Qhotovo ) (Fprepis yeoe Fprepis ))

e Ak policko obsahuje a’, tak: (2)(Ghotovos(Fprepiss--& oy Fprepis);0)F
((q,Cislo), Fyrepiss(-.-a’....Fprepis)), pricom podsymbol a’ je prvé nalavo
z mnoziny {b;b€X} a celkovo od lava Cislo. podsymbol, ¢o sme cheeli
dokézat

20 Predpokladajme, tvrdenie plati pre I-1 krokoch.
Nech sme teda v konfigurécii (q,Cislo), ¢wy, $, k -pozicia hlavy)
Kedze sme v stave (q,Cislo) (nie (q,Cislo,SmerHladania)), tak &, vyplyva, ze
LBA B nacita z viacstopovej pasky cislo v poradi symbol a’; acX. Nastavaju
dva pripady:

e a)ak nenastane prepis
e b)ak nastane prepis
a) Z indukéného predpokladu a d, vyplyva, ak By nacita a’ tak LBA A

musf nac¢itat a. (3)((q,Cislo),(Fyset,---a’;... Fyset ), 0)F ((p,Cislo,SmerHladania),( Fysers...a ... Fyser))
<(q,a) = (p,a,SmerHladania) pre LBA A

Teraz sa LBA B musi dostat na prvy podsymbol b’ smerom SmerHladania.
Pri tom mozu nastat pripady:

1. SmerHladania = 0

2. SmerHladania = 1

3. SmerHladania =-1

b 1) pOtOl’Il z0 (7) Vyplyvaa ze <<Q7C181070)7(szednot7' te ajy' t ))l_
(( 7Ci510+0)7(szednot7' o a’f o )7())’

2) SmerHladania = 1 potom,
8)((vaiSIOul)7(szednotr”a77‘~szednot>>|_*

(p,Cislo+1,SmerHladania),(F.jeanot,- -8 s Fajednot))

(
(
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Ak c+1= Cislo, tak
((q,Cislo,1),(c.ere- Fajednots 1)) ((4,0,1),(0see- Frjednot))-

7 6o vyplyva, ze ,,prikazy” sa opakujui, dokym, nendjde prvy podsym-
bol a’ alebo $. A potom (7),
((q,Cislo, 1),((Fjednot, - - &'+ - - JU{S}))F ((a,Cislo+1), ((Fejednot, - - a’,- - - )U{$})),0);

e 3) SmerHladania =-1 potom,
(8)((p,Cislo,-1),(Fijednot -8y Frjednot) ) * (p,Cislo-1,-1),( Fyjednots---& s .. Frjednot))
Ak Cislo = 1, tak
((q,Cislo,-1),(c..soo. Frjednots 1))F ((4,0,-1), (e Fajednot))-

7 6o vyplyva, ze ,,prikazy” sa opakujui, dokym, nenajde prvy podsym-
bol a’ alebo ¢. A potom (7),
((q7CiSIO7_1)7(szedn0t7' t a‘77' t )U{(E})}_ ((q7CiSIO_1)7(FZjeant7' o 377' o U{¢}>70)7

b) Z indukéného predpokladu: taky isty symbol nacita aj LBA A. Ak
LBA A prejde do stavu p, urobi prepis na symbol b a urobi krok na péaske
smerHladania, tak pre LBA B mozu nastat dve moznosti:

bl) ak v povodnom stave (q,Cislo) platilo: cislo < c¢+1, tak B vykona kvoli
(4), teda
((qvoiSIO)a(Fvseta~-'a’7Fprepisy-~-Fvset>7 O)I_

((p,Cislo+1,SmerHladania),( Fyset;- .- FpreskocD - Foset))

b2) ak v pévodnom stave (q,Cislo) platilo: cislo = c¢+1, tak B prejde do
stavu (p,1,SmerHladania) a urobi krok napravo(5), teda
((q,Cislo),(Fyset, - -a7), 1)k ((pl,SmerHladania,Zapis_b’),(Fyset, - - Fpreskoc))
a potom
(6)((q,1,SmerHladania,Zapis_b’),(Fprepis,- - - ), 0)F (ql,SmerHladania,(b’,- - -))

Ako je Vidiefz v oboch pripadoch bl) aj b2) LBA B prejde do (q,Cislo,SmerHladania)
a musi si najst dalsi najblizsi podsymbol zo smeru SmerHladania. Teraz uz
staci urobit tie isté ivahy ako v a).

3)Pocet prepisov na jednom policku je ohrani¢end konstantou

1. V a) Casti nastava prepis z a € ¥ — (&, Fprepisy---s Fprepis)- (1¢)
Potom (aanrepisr-~7Fprepis) — (Fprepisa-“anrepis) (2(3)
(Fprepisa-“anrepis) = (Fprepisu{ale E}?"'apprepisu{ane E}) (BC)

e Pocet prepisov v (1c) jeden.



CONTENTS 27

e Pocet prepisov v (2¢) jeden.

e Pocet prepisov v (3c) maximélne c+1, lebo (FprepisU{ar1€ X} ..., FprepisU{an€
X}) je c+1.

2. V b) casti nastdva prepis v 65 v (1)-(4). Vidy ked nastane prepis
a’HFpreskPC a Fprepis— b, Ked za a’ nie je Fjepis, tak a’ nemozno
prepisovat, resp. ak sa to nastane, tak sa vypocet zasekne. Maximalny
pocet prepisov urcite nie je vacsi ako 2(c+1).

d)Zaver

Ako je vidiet, v casti a) aj casti b) sme prepisovali len koneéne vela krét
na policku = celkovo sme na policku prepisovali len konecne vela krat.
Hladany LBA B vznikne teda ,spojenim LBA B; a LBA B, teda B =
(K1UK5,%1 T1Ul,01Ud2,z0c, F2). Z a), b) a c) vyplyva, ze LBA B bude mat
pozadované vlastnosti.[]

Veta 4.2.3 Nech f(n) je rastica funkcia N = N a LBA A, ktoré mdéze
urobit mazimdlne f(|w])-(|w|) prepisov na pdske. Ak 3 LBA B, ktoré moze
prepisovat mazimdlne f(n)krdt na policku, také, e VweL(A) vie f(|w|) zapisat
v bindrnom tvare na pdske, tak Lecss,f(n)ynword = Lecss,f(n),square-

Dokaz: Nech w je vstupné slovo. Zapiseme f(|w|) na pasku. Nedetermini-
sticky si tipneme, kolkokrat budd dané policka w;-- - w, prepisované pocas
prvych n krokov. Odsimulujeme prvych n-krokov rovnakou technikou ako v
predoslej leme, ¢o nam zaruci, ze jednotlivé policka budu konstantne prepiso-
vané. Takto postupujeme dalej, odsimulujeme dalsich n krokov, pricom si
ukladédme informéciu, kolkokrat sme takychto krokov robili. Ak ich je f(n)
kréat, tak vypocet skonéi podla toho, ¢i sa dané slovo dovtedy akceptovalo.
Na kontrolovanie poc¢tu ,n-krokov” sa policka(staci len jedno) maximélne
f(n) krat prepisali a maximdalny pocet prepisov na policku kvoli simuldcii
vypoctu je f(n)-ceN krat, pre vhodnid konstantu c, preto Lecss, f(n),square =
['ecss,f(n)-n,word-D

Poznamka 4.2.4 Uvedend konstrukcia sa dd pouZit aj na dékaz ekvivalen-
cie, ked LBA md obmedzenie poctu navstev na policku (visits, resp. cross) a
LBA s globdlnym obmedzenim ndvstev policok, teda NTIME.

Dosledok 4.2.5 Vsetky tri definicie uvddzané v pozndmke 2.14 su ekviva-
lentné, ak f(n) je vyjadritelnd v bindrnom tvare, kde n je dlzka slova.

Dokaz: Konstrukciou z predchadzajicej vety
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4.3 Deterministicka verzia

Dosledok 4.3.1 Nech LELjecsspword, LBA A, také, Ze L(A) = L a urobi
maximdlne O (n) prepisov vo vijpocte, pricom #¢% . Definugme Ly = {w##u|
wE L; u=ug#...#un; u; C{0}*; u; je pocet prepisov na i-tom policku vo vypocte
na slove w LBA A(zapisané undrne)}. Potom Li1€Ljecss e squares kde ¢ je
konstantnd funkcia.

Dokaz: podobne ako v nedeterministickej verzii, len v tomto pripade DLBA
nehada pocet prepisov, ale ich ma napisané na paske. [
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5 Sweep automaty

5.1 Ciel

V nasledujicej kapitole ukazeme, ze ak obmedzime prepis policok globalne
na celom slove v deterministickom pripade, pridanim sweep obmedzenia sa
sila strojov nezmensi (pocet prepisov zostane asymptoticky rovnaky).

5.2 O normalnom tvare

Definicia 5.2.1 Prechodovd postupnost A=(K,%,0,qo, F)€ 2-DKA je pos-
tupnost dvojic (s,d), kde (s,d) s€ K a de{-1,1}

Poznamka 5.2.2 Prechodovd postupnost sa dd samozrejme zadefinovat aj
pre iné modely, najmd sa vyuziva v suvislosti s jednopdskovymi Turingovymi
strogmi.

Definicia 5.2.3 Definujeme right-matching a left-matching dvojic prechodovych
postupnosti na dvojsmernych konecnych automatov na policku so symbolom
a rekurzivne v (1)-(5):

1. nulovd postupnost left a right match(ugi) nulovi postupnost.

2. Ak q3...qx right match py...p; a d(q1,a)=(q2,L), potom q1,qs,...qx Tight-
match py,pa,...pr.

3. Ak qa...qx left match ps...py a §(q1,a)=(p1,R), potom q1,qo,...qx Tight-
match py,ps,...pr.

4. Ak qu,...qx left match ps...p; a §(p1,a)=(p2,R), potom qi,...q left match
P1---pi

5. Ak qa,...qx Tight match py...p; a 8 (p1,a)=(p2,L), potom qi,...qx left match
P1---pi

Lema 5.2.4 Uvazujme o 2-DKA A, ktory v kaZdom kroku vypoctu hibe
hlavou. Potom k nemu $tandardnou konstrukciou z [1] zostrojime 1-NKA,
ndsledne k nemu Standardnou konstrukciou z [1] 1-DKA. Ak 2-DKA neprecital
nejaké policko a dané slovo akceptoval, potom prdve jedna z prechodovijch pos-

tupnosti je tvaru (¢;,-1) (gi,-1)...(qr,0) alebo (q;,-1) (¢;,-1)...(qx,-1).
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Dokaz: v standardnej konstrukcii z 2-DKA na 1-NKA sa nederministicky
tipne prechodovéa postupnost, v deterministickej verzii si musime vsetky pre-
chodové postupnosti vygenerovat. Kedze A je deterministicky automat, tak
pre dané we L(A) existuje prave jeden akceptacny vypocet. Ak A neprecital
vSetky symboly, tak uvazujme o policko, ktoré najviac vpravo nacital. Potom
prechodové postupnost musi maf tvar bud (g;,-1)... (gi,-1)...(gr,0)-posledné
nacitané policko a na nom prejde do akceptacného stavu alebo (g;,-1)...(¢;,-
1)...(qx,-1) —posledné nacitané policko a na nom neprejde do akceptacného
stavu. V pripade, ze by existoval ¢len tvaru (¢;,1), tak vypocet by pokracoval
napravo, to je spor s tym, Zze sme na poslednom nacitanom policku. Na
inych polickach nalavo prechodové postupnosti nemézu mat dany tvar ako
na poslednom vpravo nacitanom policku, lebo to by znamenalo, vypocet na
posledné nac¢itané policko neprejde (kedze od policka ide len doiava).[l

Veta 5.2.5 K lubovolnému DLBA A = (K,%.I",6,q0,F), ktoryj pocas vgpoctu
urobi f(n) prepisov, existuje sweep DLBA B taky, Ze urobi pocas vipoctu
mazximdlne O(f(n)) prepisov,pricom L(A)=L(B).

Dokaz:

Neformalne:

Skor nez prideme priamo k dokazu, skisme sa zamysliet, kde je problém.
Keby sme pouzili priamu konstrukciu, simulujeme vypocet a vidy, ked sa
zmeni smer hlavy, oznac¢ime si prislusné policko, ideme na koniec pasky a
potom sa vratime na policko a pokrac¢ujeme simuldciou, tak musime spravit
potenciondlne O(n) prepisov medzi dvoma prepismi. No my si ich moézeme
dovolit len konstantne. Rozdelme si vipocet DLBA A medzi dvoma prepismi-
to vieme simulovat po technickej uprave 2-DKA. A tento 2-DKA budeme
simulovat sweep DKA, pricom urob{ maximélne |K| prepisov, kde K je mnoZina
stavov daného 2-DKA.

Predpokladajme, ze LBA A spravil prepis na symbol a. My si symbol
oznacime a’(aby sme vedeli, kde sa stal naposledy prepis, nikde inde sa sym-
bol s’ nenachddza) a zapamétdme si stav, v ktorom sa LBA A nachddza.
Prejdeme hlavou na zaciatok péasky(na ¢). Zostrojime dvojsmerny koneény
deterministicky automat nasledovne: zaciatocny stav ¢s.ee, ktory vady ked
nacita symbol, hlavou sa posunie doprava, stav sa nemeni, az kym nenacita
a’. Po nacitani tohto symbolu sa hlava nepohne, ale automat prejde do stavu,
aky mal LBA A, ked spravil prepis. Teraz sa automat bude spravat rovnako
ako LBA A s tym, ze ked LBA A sprav{ prepis, tak koneény automat pre-
jde do akceptacného stavu. Tymto sme dostali dvojsmerny automat, ktory
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simu]uje LLBA A medzi prepjgmil Na dakizanie lemv ndm ctasf nkizat 7e
tento dvojsmerny koneény autom
tomatom(smer moze menit len r
poctom prepisov, pricom konfigt
(okrem iného hlava musi byt pres:
Teda zostrojme k tomuto dvojsm
na to standardni konstrukeiu z [2
policko najviac vpravo sa nacitalo

hladang
policko

tretie

prepisované

policko

pri vypocte nenarazil na $ (éitatei

ked narazil na $). Simuldcia: na
automat precital, urobime prepis

merny automat pri nacitani danc
si zapamatame ten, pri ktorom h

sweep automat prejde na policko druhg prepisovans

C

. . oo policko
prepisom, a zacne s vyuzitim Sta
jednosmerny (zaciatoény stav bu
A zase s pomocou lema 5.2.4 spre (
policko ¢ftal zlava. Takto to opal )

Figure 2: vypocet 2-DKA A automatom B

Ked na poslednom policku, ktoré precital, sa dostane do akceptacného
stavu, tak sa vypocet skonéi. Na koniec dokazu staéi ukdzat, Ze tymto
sposobom potrebujeme maximélne k prepisov. Ako je z obrazku vidiet,
vSetky pomocné prepisy su robené medzi polickom, do ktorého sa automat
dostane do akceptacného stavu. To znaci, ze dvojsmerny automat musel
aspori tolkokrat prejst cez toto, policko kolko nas sweep automat robil prepisov.
No aby sa dvojsmerny deterministicky automat nezacyklil, musi na danom
policku byt vzdy v inom stave. Teda pocet prepisov nemoze byt viac ako
pocet stavov dvojsmerného automatu.

Formalne:

Struktira formalneho dokazu je nasledovna:

a) definicia sweep DLBA B
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b) ukazeme, ze sa DLBA B dostane do hladanej konfiguracie(do kon-
figurécie, ktord nastane po dalsom prepise DLBA A)

c) ukézeme, Ze pocet prepisov sa da ohranicit konstantou

d) zéver

a) Definicia sweep DLBA B

Majme teda DLBA A = (K 4,34, 4,04, qo,F). Najprv zadefinujeme 2-DKA
A, ktory bude simulovat vypoc¢et medzi dvoma prepismi DLBA A, a pomocou
neho sweep DLBA B.

Definicia 2-DKA A = (Kpka, Xpra, Opka,posF)
o Kpra = KaU{po,qakc}
o Ypra = 24U {(a,q)|la€Xa;qeKa}
® 0pra

— dpra(po,a€XsU{c}) = (po,1)

— 0pra(Po,3) = (Prazaciatok,-1)

— 0prA(Prazaciatok,2€X4) = (Pnazaciatokr1)

— 0pKA(Pnazaciator>¢) = (qo,1)

— dpra(po,(a’)) = (q, 0)

— 0pralq, a€¥y) = (p, x) <> da(q, a) = (p, a, X)

— Opralq, (a'r)|aeXa; reKy) = (p, x) <> 0a(q, a) = (p, &, X)
— Opra(q, &) = (qake) < 0a(q, @) = (p, b, x); a# b

o I'= {qakc}

2-DKA A pracuje nasledovne: najde policko, ktoré oznacuje, kde sa urobil
prepis (a’,q), a potom simuluje vypocet DLBA A od tohto policka zo stavu
q. V pripade, ze by hladané policko nenasiel, tak prejde na prvé policko a
simuluje DLBA A z jeho pociato¢nej konfiguracie. 2-DKA A sa dostane do
akceptacného stavu, ak DLBA A bude chciet urobit prepis.
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B = (KB, %5,T'B,0B; Gzaciator F)
[ ] KB =
- {q,zaciatok7Qakceptacne,policko}u

- {(QZapamiitaj,ps,x)a (QnajdiOznacene,ps 7X)| XE{_L]—}}U

— {(ay 29, 2,,X)| XE{-1,1}; z; prechodova postupnost 2-DKA A o na-
jviac | K4 | stavov}

Yp = XDpKA

I_‘B = EDKA

F= {Qakzceptacne,polick’o}

Definicia dp:

L. 05(Qzaciatok»¢) = ((Quy w9,20:1):¢, 0) (po,1) je 1. ¢len prechodovej
postupnosti z;; py zaciatocny stav 2-DKA A

2. 53((%61,962,,%71)7aU{(a77p)}) = ((thyz”yr’l)’aa 1); ac 2; vyjzml (IL‘,’,a,l)
right matching y; a v pripade, ze nac¢ita policko (a’,p), tak prvy
¢len prechodovej postupnosti musi mat tvar (p,ke{-1,0,1})

3. 63(((]961,962,,10’1)7au{(a77p)}) = ((qzapamatajfpsa 1)767 1); ac Z; Elxi
je tvaru (p1,-1), (ps,-1) a posledny clen nie je tvaru (p,,0) € F v

2-DKA A

4. 05((Gry 29,2051):8) = ((@yy.y,40,-1),8, -1); Z vlastnosti Jx; je tvaru
(p17_1)7 (p57_1) .
a€ X; Vy;3dz; (z,a,1) left matching y; a zéroven p, je 1. castou
prechodovej postupnosti y;

d. 6B((qg01,x2,,xoal)7au{(a7ap)}) = <Qakceptacne,polick07a7 0)) ac Ev Elxz je

tvaru (p1,-1), (ps,-1) a posledny ¢len je tvaru (ps,0) € F v 2-DKA
A

6. 68((qe1,22,20-1),8) = (Qakeeptacne_poticko,$, 0); 3w je tvaru (pi,-1),
(ps,-1) a posledny ¢len je tvaru (p,,0) € F v 2-DKA A

05 ((¢zapamitaj ps>1)s2) = ((Qzapamiitaj p,»1),2; 1)

8. 08((Gzapamiitaj p.s1),3) = ((Gnajdioznacencp.r-1),8; -1)

08 ((qnajdioznaceneps-1),8) = ((@najdioznacenepss-1),a, 0)

1),a)
10. 05((qnajdioznacenc per1):@) = ((qar.az.a0:-1) .8, 0); Vi ps je 1. Castou

prechodovej postupnosti
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11. 65((¢ey00,20:-1),8) = ((@yy 40,0, 5-1),8, -1); V a€ 3; Vy;3z; (x;,8,1)
left matching y;

12. 53((%1,@,,%,‘1)7&) = (Qakceptacne,polickoaa> 0)7 ag 27 Elmz je tvaru
(p1,1), (ps,1) a posledny ¢len je tvaru (ps,0) € F v 2-DKA A

13. 5B((Qx1,x2,,:coa'1)a¢) = (Qakceptacne,polickm(t? O)a 3[)2'1 je tvaru (p171)7
(ps,1) a posledny ¢len je tvaru (ps,0) € F v 2-DKA A

14. 53((q:v1,$2,,mo ,—1),&) - ((QZapamdtaj,ps 7_1)767 _1)7 v ac Ea Elxz je tvaru
(p1,1), (ps,1) a posledny ¢len nie je tvaru (p,,0) € F v 2-DKA A

15. 53(((]%1,12,@07_1)7(]:) = ((le,y%ym -].)7&, ]-)7 EIZ'Z je tvaru (p171)7 (psva]-)
a€ X; Vy;3x; (z;,a,1) righh matching y; a zarovei p;, je 1. ¢astou
prechodovej postupnosti y;

16 5B((q,zapamdtaj,ps 7’1)73) - ((QZapamdtaj,ps 7’1)737 ‘1)

17. 5B((qzapamiitajfps 71)7(13) :((QnajdiOznacene,ps71>7¢7 1)

18. 53((Qnajdi02nacene,ps71)7a) = ((QTLajdiOznacene,ps71>7aa ]-)

19. 5B((Qnajd2'0znacenefps71)76) = ((Qxl,xz,,xml)@a O)S Va; ps je 1. castou
prechodovej postupnosti

b)Ukazeme, ze sa DLBA B dostane do konfiguricie, ktora nastane
po dalsom prepise DLBA A

Definicia 5.2.6 Uvazujeme o dvojsmernom automate A, ktory nemusi precitat
celj vstup a slove weL(A). Definujeme vijpoctovii postupnost policok nasle-
dovne:

1. ay ¢len - policko, ktoré A pri danom wvypocte slova nacital najviac
vpravo(méZe to byt aj $).

2. iy’

o Ak (1+1) mod 2 = 0 policko, ktoré A pri danom viypocte slova
nacital najviac vlavo od a; ¢lena postupnosti.

o Ak (i+1) mod 2 = 1 policko, ktoré A pri danom wvijpocte slova
nacital najviac vpravo od a; ¢lena postupnosti.

3. Poslednyj ¢len postupnosti je policko, do ktorého sa 2-DKA A dostal do
akceptacného stavu.

4. Kazdé policko moze byt élenom postupnosti najviac raz.

Poznamka 5.2.7 Cleny postupnosti mozeme vidiet na spominanom obrdzku(Obrdzok
2). Posledny bod ndm zaruci na danom slove w jednoznacénost postupnosti.
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Lema 5.2.8 Uvazujme o sweep DLBA B a daného 2-DKA A so slovom w, w
€ L(A), s vipoétovou prechodovou postupnostou s poctom clenov n. Tuvrdime,
ze po k - prechodoch, k < n, na pdske urobi prepis na k-tom c¢lene prechodovej
vypoctove] postupnosti 2-DKA A a v stave si zapamdatda stav A na danom
policku, ked ho ¢ital naposledy, alebo, ak n = k, vipocet skonci na poslednom
clene prechodovej vypoctovej postupnosti.

Dokaz: MI na pocet prechodov

lo m=1

Sme na zaciatku vypoctu. Predpokladdme, ze hlava stoji na ¢ a w € L(A).
Z 8: (Qaciator>€,0)F((qey 29, 2,51),¢); Do je 1. Castou prechodovej postupnosti
xj; po zaciatocny stav 2-DKA A

Mozu nastat dve moznosti:

1. Na paske sa nenachédza policko tvaru (a’,q). V tom pripade z dp
vyplyva, ((qﬂn,m,,xoal)aa»l) (2)F* ((thyQMyp?]‘)’a”]‘) (2)F
((qm,ym,ywl)a&‘l) (4)|_

((Qyuyz,,ym‘l)@a)
Musime prejst veld pasku, lebo aj 2-DKA A prejde celu pasku

2. Na péske sa nachadza policko tvaru (a’,q).

2) Vypocet teda prebieha: (2)((¢a,z2,20-1),8:1) F* ((@y140,,-1),(a7,q),1)
(2>|_* ((q81,82,,sr71>7a>

Mbzu nastat dva pripady (z dp viak vyplyva, ze (a’,q) sa prepise bud na
symbol a alebo @):

1. ak najviac vpravo nacitané policko DLBA A pri danom vypocte $
Bud sa vykona

1a> (4)((qm,wz,,wo?l)ﬂ&'l)'_ ((thy%yr?'l)ﬁ) alebo
1b) (6)((Qx1,x2,,xo71)7$70)|_ <Qakceptacne,polickoa$>

V tomto pripade, hladané policko je $ a vypocet skoncil. Korekt-
nost vyplyva z predchddzajicej lemy, kedze len jedna prechodové
postupnost moze byt akceptacna.

2. ak najviac vpravo nacitané policko DLBA A pri danom vypocte nie je
$. V tomto pripade nastani opit 2 moznosti:
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2a) (3)((¢ey 22,.20:1),2,1)F ((Qzapamataj_p.,1),a;1)F
(7)((QZapamiitaj,ps71)7371)'_* ((QZapamiitaj,psal>7a’71)}_
(8)<<qzapamdtaj,psal)a$a_]—)|_ ((QnajdiOznacene,psa_1)7$>

Oznacené policko je najviac sprava nacitany symbol a v stave
si pamatd stav, aky mal DKA A naposledy, ked ho ¢ital. Potom
prejde na $.

2b) (5)(<q$1@2,,xo71)aaa0)|_ <Qakceptacnve,polick07a>
V tomto pripade, hlava je na hladanom policku a vypocet skonéil.
Korektnost vyplyva z predchidzajicej lemy, kedze len jedna pre-
chodové postupnost moze byt akceptacna.

20 Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre m - 1. Chceme to dokézat pre m.
Ak k > ako m-1, tak vypocet skonéil a nie je ¢o dokazovat. Predpokladajme
teda, ze k m-1. Mézu nastat dva pripady:

1. (n-1) mod 2 =10
2. (n-1) mod 2 =1

1. To znamen4, ze hlava je 1. symbol pred ¢ (nepdrnym prechodom B ide
smerom na §, parnym na ¢). Sme v stave (Gnqjdioznacene pss1)-
(18)((QnajdiOznacene,ps71)7a71)|_* ((QnajdiOznacene,ps71>7a71)}_

(19) ((QTLajdiOznacene,pS ,1) a671)|— ((q:r:1,a:2,,xo7]-) 7a71>

Mozu nastat dve moznosti:

13) (3)((Qx1,x2,,xovl)aaa1)|_ ((q,zapamatajfpsal)aaal)k
(7)((¢zapamitaj pe:1):2. 1) ((Gzapamiitaj p..1)-8,1)F
(8)((QZapamiitaj,ps71)7$7_]—)}_ ((QHajdiOznacene,ps7‘1)7$>

Oznacené policko je najviac sprava nacitany symbol a v stave si
pamatame stav, aky mal DKA A naposledy, ked ho ¢ital. Potom
prejde na $.

1b) (5)((qg:1,x2,,:v071);aao>l_ <Qakceptac7ge,polickoaa>
V tomto pripade, hlava je na hladanom policku a vypocet skonéil.
Korektnost vyplyva z predchddzajicej lemy, kedze len jedna pre-
chodové postupnost moéze byt akceptacna.
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Poznémka: nemoze sa stat, Ze by najviac vpravo policko bol $, lebo na
to by sme uz narazili v indukénom kroku.

2. To znamen4, ze hlava je na $(neparnym prechodom B ide smerom na
$, parnym na ¢). Sme v stave (Gnqjdioznacene pss-1)-
(9)((QnajdiOznacene,ps 7"1)737_1)}_* ((QnajdiOznacene,ps‘l)uau"1>|_

(10) ((QnajdiOznacenaps‘l) ,E,-l)l— ((%1,902,,170 7‘1) »afl)|—

(11) ((Gay g, 0 5-1) 52,1 )F*
((@ys 2.0 r-1),2) —left matching

Mozu nastat dve moznosti:

2a) ak a,, ¢len nie je ¢

2b) ak a,, clen je ¢

2a) (14)((qﬂUl,fEQ,,ﬂio?_l)?a?_l)l_ ((qzapamatajfps7'1)767_1)|_
(16)((Qzapamdtajfps7'1>>a7'1>|_* ((Qmpamdtaj,ps7‘1)737‘1>|_
(17)((QZapamiitaj,ps71)u¢7"1)|_ ((Qnajdz’Oznacene,ps71)7¢)

Oznacené policko je najviac sprava nac¢itany symbol a v stave si paméatame
stav, aky mal DKA A naposledy, ked ho ¢ital. Potom prejde na c.

(12)((q$1,12,,$o’"1)7a70>|_ (Qakceptgcne,polickma)
V tomto pripade, hlava je na hladanom policku a vypocet skonéil. Ko-

rektnost vyplyva z predchadzajicej lemy, kedze len jedna prechodové
postupnost moze byt akceptacéna.

2b) Bud sa vykond

(15)((ay w9,20--1) ¢, ) ((@yy o, 1)5€), ak najviac vpravo nacitané policko
DLBA A pri danom vypocte nie je ¢

alebo

(13)((QIl,zg,,mo,‘1)7¢7Q)|_ (Qakceptacne,polickoaq:) .
V tomto pripade, hladané policko je ¢ a vypocet skoncil. Korektnost
vyplyva z predchadzajicej lemy, kedze len jedna prechodova postup-
nost moze byt akceptacna.
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c)UkaZeme, Ze pocet prepisov sa da ohranicit konstantou

Priamo z popisu 8’ vyplyva, ze ak B urobil prepis, ked isiel na péske smerom
doprava, tak uz neskorsie viac doprava prepis nespravil (prepis sa uskutocnuje
na najviac vpravom policku, ktoré A ¢ital v danom vypoéte). Podobne sa
da tvrdenie sformulovat, ak hlava isla dolava. To znamens, ze simulovany
vypocet automatu A, vzdy isiel medzi hladanym polickom (kde sa dostane do
akceptacného stavu) v nejakom stave q. Automat A sa nemohol nachadzat
viac ako |K| krat, lebo z Dirichletovho principu by sa museli aspon 2 stavy
opakovat a vypocet by sa zacyklil, ¢o je spor predpokladom, ze 2-DKA A
dané slovo akceptuje. To znamena, ze celkovy pocet prepisov je konstantny.

d)Zaver

Ukézali sme, Ze vypocet medzi dvoma prepismi DLBA sa d4 simulovat sweep
DLBA, pricom sa urobi konstatne vela prepisov. Z toho vyplyva, ze obmedze-
nie sweep je normalny tvar DLBA, kde obmedzime pocet prepisov.[]

Désledok 5.2.9 K lubovolnému vijpoctu na DLBA A(jednopdskovému TS
A) existuje taky DLBA A(jednopdskovy TS A), Ze po 2-|K| zmene smeru
pohybu hlavy urobi prepis, pricom pocet prepisov zostane rovnaky a velkost
pouzivanej pdsky sa nezmenid.

Dokaz je rovnaky ako pri predoslej vete, len namiesto pomocnych prepisov
hlava zmeni smer.[]

5.3 O dolnom odhade poctu prepisov

Ciel

V predchadzajicom odseku sme ukazali standardni konstrukciu ako z dvo-
jsmerného LBA vytvorit sweep LBA, pricom pocet prepisov narastol 2. |K|
krat. NaSa konstrukcia nevyuzivala moznost, Ze by prepisy navzajom mohli
stuvisiet, teda ku kazdej novej ¢asti vypoctu medzi prepismi pristupoval LBA
B nezavisle na ostatnych. Otézka je, do akej miery bola nasa konstrukcia
optimélna za spominaného predpokladu. Medzi dvoma prepismi sme museli
urobit maximdlne 2-|K|, kde K je mnozina stavov, v nasledujicom odseku
dokézeme, ze lubovolng ind konstrukcia(za spominaného predpokladu nezavislosti
dvoch prepisov pri LBA) by museli vyuzit aspon 2-|K|-2 prepisov.
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O dolnom odhade poc¢tu prepisov

Veta 5.3.1 UvazZujme o k-stavovom deterministickom konecnom 2-smernom
automate. Nahradenim sweep deterministickym konecnym automatom(viackrdt
moZe prepisovat), pricom chceme, ¢o aby skoncil v rovnakej akceptacnej kon-
figurdcii(hlava musi byt na rovnakom policku a obsah pdsky musi byt rovnaky)
potrebujeme sweep DKA urobit aspori 2k-2 prepisov, pricom k je pocet stavov

2-DKA.

Poznamka 5.3.2 Je zrejmé, Ze pocet prepisov musi byt pdrne ¢islo, lebo ked
urobime prepis na nejakom policku, aby sme mohli mat hladani konfigurdciu
pri danom 2-DKA, musime na policku urobit prepis na pévodny symbol.

Dokaz:

Uvazujme o 2-DKA A=(K,%,d,q0), pricom
K:{q17q27"'?qk7QGkC }
Y ={a1,az,...,ax }

Definicia 9 :

6(qk, CLl) = (C]k, ap, 1) ak k mod 2 = 1,1(# |
6(qr, ar) = (qu, az, -1) ak k mod 2 = 0:k# 1
0(qry1, ar)= (qr, ax, 0) ak 3 qry

8 (qakes ax)= (qr, ar, 0) ak B g1

Na dokonéenie dokazu staci dokdzat nasledujticu lemu:

Lema 1 Twrdime, Ze sweep DLBA sa nedostane do rovnakej akceptacnej
konfigurdcit ako 2-DKA A, ak nepouZije aspon 2k-2 prepisov.

Neformalne: Skor nez za¢neme formdlne dokazovat, skisme sa zamysliet
ako automat funguje. Na zaciatku je na prvom symbole, zaéne postupovat
vpravo, dokym nenaraz{ na symbol a;. Potom hlad4 a, smerom dolava,
dokym nenatraff na tento symbol. Teraz zase inkrementuje hladany symbol
a zmeni smer napravo, dokym nendjde dany symbol. Takto pokracuje az
kym nenarazi na a,. Potom prejde do akceptacného stavu a vypocet skonéi.
V pripade, ze by pocas vypoctu narazil na ¢ alebo $, tak sa vypocet zasekne.
Uvazujme o slovach, na ktorych by vypocet 2-DKA A vyzeral nasledovne: a;
bude symbol najviac na¢itany vpravo pri ktorom sa menil smer, as; symbol
najviac vlavo, a; symbol druhy najviac nacitany vpravo, kde 2-DKA menil
smer a tak dalej. Zaoberdme sa slovami, pri ktorych plati, ze ked pri ne-
jakom symbole sa zmenil smer hlavy(sprava dolava alebo naopak), tak uz
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Figure 3: vypocet 2-DKA A

neskoér vypocet na danom symbole nepokracoval. Vid obrazok

Tvrdim, 7e za kazdé a;, pri ktorom sa meni smer hlavy, treba urobit prepis,
ak v nom automat nepresiel do akceptacného stavu. Predpokladajme, ze by
sme napr. za a; prepis nemuseli urobit. Vypocet by nemohol pokracovat od
$ smerom k ¢, lebo by sme nevedeli, ktoré a; je prvé zlava, lebo ich méze pred
poslednym a; potencionédlne O(|w]|) a to si nemo6zeme k-stavovym automatom
pamitat. Vypocet by tiez nemohol pokracovat od ¢, lebo by sme nevedeli,
ktoré a;.q je prvé sprava od hladaného a;, lebo ich moze pred poslednym
a;+1 potenciondlne O(|w|) a to si teda nemozeme k-stavovym automatom
pamaétat.

Formalne: Dokaz matematickou indukciou:

lo k=1.

Z vety vyplyva, ze sweep DLBA nemusi urobit Ziaden prepis. Preto nie je,
¢o dokazovat.

20

Predpokladajme, Ze veta plati pre k-1. Chceme dokazat, ze plati aj pre
k. Nech w je retazec spliiujici podmienku pre k-1, teda do rovnakej ak-
ceptacnej konfigurdcie sa sweep DLBA ako dany 2-smerny DKA aspon na
2k-4 prepisov. Chceme najsi refazec spliiajici podmienku pre k. Dokaz
sporom. Predpokladajme, Ze staci pouzit menej 2k-2 prepisov, teda najviac
2k—4(vi€1 pozndmka). Nech sweep DLBA, ktoré to spiﬁa, ma m stavov.
Zostrojme homomorfizmus h: h(a;)=a;4+1 a nech h(w)=w’(len sme preznagcili
symboly). Nech (w')"=u. Uvazujme o slove u*™a;(ua;)*™. Mozu nastat dva

pripady:

1. sweep DLBA neurobi prepis mimo podslova u, ktoré je prvé zlava od
prvého sprava a;(hladané u). Predpokladajme, ze sweep DLBA preslo
n-krat pasku a na n+1-krat urobi prvy prepis mimo hladaného u.

a) hlava sa nachddza na e¢.
Hlava nemoze naéitat prvé a,, lebo potom by vypoécet nepokracoval
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na hladanom u. To znamend, Ze si mus{ pamétat v stave posledné
u pred a;. Kedze vsak pocet u je 3m a pocet stavov sweep DLBA
je m, aby sa dostal na hladané u, tak sa stavy musia opakovat, to
znamend, ze sa zacykli alebo sa zasekne.

b) hlava sa nachddza na $.
Hlava sa musi dostaf na posledné a; sprava. Kedze vsak pocet
stavov je m a sweep DLBA musf 3m -krat (ua;)™, to znamen,
7e stavy sa musia opakovat, aby dosiel na poziciu prvej sprava a,
preto sa zacykli alebo sa zasekne.

2. sweep DLBA urob{ prepis prvého u zlava od prvého sprava al(hiadané
u)
To znamend, ze méa k dispozicii 2m-6 prepisov, kedze predpokladdme,
ze to zvladne menej nez 2m-4 prepismi celi pasku. No to je spor s
indukénym predpokladom, lebo potom by sme mohli u spravit menej
nez 2m-4 prepismi. []



CONTENTS 42

6 Otvorené problémy

Najzaujimavejsia otédzka aj z pohladu praktického vyuzitia je vztah medzi
Edecss,f(n)-n,word a ‘Cdecss,f(n),square-

Uvazujme o triede jazykov Lgecss,f(n)square; @ LBA automatov, ktoré dani
triedu akceptuji. Ked im ddme sweep obmedzenie, je to normalny tvar
tychto automatov? Pre triedu LBA akceptujicu triedu Lgecss, f(n),wora SMe
dokazali kladny vysledok.

Definujme obmedzenie LBA na visits, teda pocet navstev na danom policku
bez ohladu, ¢ na iom nastane prepis. Prislichajicou triedu jazykov oznaéme
cdecss,f(n),square,visits‘ Akf’ je vztah medzi ['decss,f(n),square,visits a Ldecss,f(n)n,wordv
resp. Edecss,f(n)n,square? Trividlne plati L:decss,f(n),squa’re g Edecss,f(n)~n,squa7"e,visits7
ale aj Laecss,f(n)ynword S Ldeess, f(n)n,square,visits

Definujme jazyk Ly = {wi#wq#... #w,| w;e{0,1}*; V i,j i#], w;#w,}.
MYSHme Si; ze Ll G'Cdecss,n2,square,visits7 ale Ll g Ldecss,n,worda resp. Ll gﬁdecss,c,squmﬂe-

Triedy £ecss,f(n),word7 Eecss,f(n),square; Edecss,f(n),wm‘da Edecss,f(n),square su defi-
nované pomocou O(f(n)). Ak by sme definovali triedy jazykov len s f(n), aky

je medzi nimi vztah?
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