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Abstrakt

Praca sa zaoberd online problémami z hladiska advice complexity — teda
miniméalneho mnozstva informécie, ktoré musi byt poskytnuté ordkulom pre
dosiahnutie urcitého aproximac¢ného pomeru, respektive optimality. Venovali
sme sa farbeniu grafov, konkrétne farbeniu vSeobecnych grafov prehladava-
nych do hibky a grafov vnoritelnych do mriezky. Dalej sme navrhli novy
model pre advice complexity, ktory umoziiuje menit rychlost, ktorou je rada
¢itana, a analyzovali jeho spravanie na problémoch alokovania disjunktnych
ciest a pri hladani maximadlnej stvislej podpostupnosti. NavySe sme sa po-
kusili zakomponovat radu do rekurzivnych funkcii, a to konkrétne navrhom

triedy primitivnej rekurzie s radou.

Klacové slova: poradné zloZitost, online farbenie grafov, alokovanie dis-

junktnych ciest, primitivna rekurzia s radou



Abstract

In our work we analyze advice complexity in online problems. We consider
online graph coloring on graphs embeddable into grid and a special case for
general graphs. Furthermore we propose a new model for advice complexity
allowing control over distribution of advice and we analyze its behavior on
problems of disjoint path allocation and search for maximal subsequence.

Finally we propose a class of primitive recursive functions with advice.

Key words: advice complexity, online graph coloring, disjoint path allo-

cation, primitive recursion with advice
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Uvod

Miera zlozitosti online problémov bola zvycajne urcovana v pomere sprav-
nosti riesenia k optimalnemu algoritmu, ktory vedel vopred cely vstup.

Nedavno sa v8ak objavila mySlienka merat tuto zloZitost ako mnozstvo do-
datoé¢nej informaécie, ktort nas online algoritmus potrebuje ziskat od ordkula
poznajuceho cely vstup, aby bol rovnako efektivny ako algoritmus riesiaci
offline verziu problému.[DKPOS]

Nie je jasné, ¢i sucasné definicia poradnej zlozitosti (advice complexity)
presne modeluje tento jav, pretoZe mimo iné umoznuje vycerpat celt doda-
to¢nu informdciu na zaciatku vypoctu. V tejto praci by sme chceli navrhnat
nova definiciu poradnej zloZitosti a analyzovat, ako bude vplyvat na po-
radnt zlozitost to, ked budeme pozadovat, aby bolo mnoZstvo informacie
rovnomerne distribuované pre spracovanie kazdej poziadavky.

Zaroven si polozime otazku, v ktorych oblastiach teoretickej informatiky

by bolo este mozné radu pri vypoctoch vyuzit.



Kapitola 1

Prehlad problematiky

1.1 Co je online algoritmus

Vypocétové problémy vieme pri ich Specifikovani rozdelovat podla mnohych
kritérii. Jednym z tychto kritérii moze byt aj to, ¢i je programu znamy cely
vstup vopred. Ak sa zamyslime, uvedomime si, ze v beznej praxi sa casto
nevyskytuju problémy v takej forme, v akej sa s nimi stretavaji informatici
pri analyze a navrhovani algoritmov. Jednym z velmi ¢asto sa vyskytujtcich
predpokladov - povazovanym vlastne za akysi standard - je, ze algoritmus
pocas svojho vypoctu vidi cely vstup. Teda predpokladame, Ze niekto tidaje
a poziadavky zozbieral a teraz budu jednorazovo vyhodnotené. Ak sa ale za-
myslime nad redlnym prostredim, uvedomime si, Ze existuje vela problémov,
kde nie je mozné predikovat cely vstup.

Tieto problémy st zasadené v takzvanom online prostredi, kde je vstup
rozdeleny do niekolkych blokov, ktoré chodia programu postupne. Na tieto
bloky musi algoritmus odpovedat priebezne. Jednoduchou analégiou moze
byt lekér, ktorému postupne telefonuju pacienti, ktori sa chcti objednat. Nie

je sposob, ako by lekar vedel predpovedat, kto vSetko ochorie a zavold mu, aby



si dohodol termin. Pri dohodnuti terminu pocas telefonadtu moze vychadzat
iba z terminov, ktoré si dohodol, a musi vybavit pacienta na teleféne, kym
sa mu moze dovolat dalsi. Predpokladame navySe, Ze akonéhle je termin
dohodnuty, nie je mozné ho zmenit. Algoritmus, ktory nas mysleny doktor
pouziva, musi teda dat odpoved pre kazdy z tychto blokov bez toho, aby mal
k dispozicii int1 informéaciu ako to, aké terminy uz dohodnuté ma.

Online algoritmus teda moze pri vypocte odpovede na i-ty blok vyuzivat
iba informaéciu z blokov 1,2, ...,7 a musi odpovedat, kym mu bude spristup-
neny dal$i blok. Ak raz odpovie, nemoze uz tuto odpoved zmenit. Skiisme

toto definovat forméalnejsie pomocou request-answer modelu:[BEY9S]

Definicia 1.1.1. Majme dani vstupni postupnost x = (x1,xa,...,T,). On-
line algoritmus A pocita postupnost vystupov y = A(x) = (Y1,Y2, -, Yn),
kde y; = f(x1,9,...,2;). Cena riesenia je potom dand funkciou Cy(z) =

CENA(y).

Ak by sme cheeli hladat typickt ukazku problému, ktory méa zmysel defi-
novat v online prostredi, je to problém strankovania znéamy z oblasti spravy

pamate.

Definicia 1.1.2. Problém strankovania: Mdame danid mnoZinu virtudlnych
stranok pamdite M = {1,2,...,p}. Vstupom je postupnost poZiadaviek na
stranky z M : x = (xq,x9,...,2,), kde Vi : x; € M. Online algoritmus A md
k dispozicii buffer B = {by,...,bx}, o velkosti k - jeho velkost je algoritmu
zndma na zaciatku behu. Pred spustenim je buffer inicializovany na B =
{1,...,k}. Ak v i-tom kroku z; € B, y; = 0, inak musi A dat ako odpoved
y;(€ B), ktoré bude v bufferi nahradené z;. Novy stav buffera teda bude B =
(B\ {y:}) Ux;. Cena riesenia je pocet vypadkov stranok, teda Cx(z) = |{y; :
yi # 0}



Ako vidime na priklade strankovania, i v informatike sa nachadzaja prob-
lémy, ktoré je nutné prirodzene chépat prave v online prostredi. K tymto
problémom patria hlavne siefové algoritmy, napriklad routing. Medzi da-
Isie bezne riesené online problémy patria napriklad k-server, scheduling, list

update, alebo ski rental.

1.2 Kompetitivna analyza

Intuitivne nie je Uplne zrejmé, ako hladief na zlozitost online problémov.
Jednou z moznosti, ktorou sa zacali informatici zaoberat, je porovnanie vy-
sledku online algoritmu s optimalnym riesenim algoritmu O PT' poznajiceho
cely vstup na zac¢iatku vypoctu (teda de facto s rieSenim offline verzie prob-
lému). Je zrejmé, Ze online algoritmus tu takpovediac taha za kratsi koniec -
je znevyhodneny oproti algoritmu poznajicemu cely vstup dopredu. Analy-
zou tejto zlozitosti sa zacali zaoberat Sleator a Tarjan [ST85| a ttto zlozitost
nazvali kompetitivny pomer!. Prirodzene nas bude zaujimat asymptoticky
pomer, pricom vSak budeme navyse rozliSovat, ¢i je k dorovnaniu potrebna
aditivna konstanta. V pripade, Ze nie je potrebna, budeme hovorit o striktne

kompetitivnhom pomere.

Definicia 1.2.1. Online algoritmus je c-kompetitivny, ak pre kaZdu vstupni
postupnost x, plati 3o > 0 : Ca(x) < ¢- Copr(z) + a. Ak je o = 0 potom

hovorime, Ze algoritmus je striktne c-kompetitivny.

Potom mozeme prirodzene zaviest kompetitivnu zlozitost online prob-
lému ako najnizsi dosiahnutelny kompetitivny pomer. Hovori nam to vlastne

o najlepsom pomere k optimu, aky sme schopni dosiahnut akymkolvek online

Lcompetitive ratio



algoritmom, ktory navrhneme. Intuitivne to vlastne hovori o cene na opti-

malnosti riesenia, ktort platime za to, Ze nepozname cely vstup dopredu.

1.3 Poradna zlozitost

Natiska sa otézka, aky iny pohlad mozno nastolif na zloZitost online prob-
lémov. Jednou z moZnosti ako pozerat na obtiaznost online problému je po-
zrief sa, kolko informécie mu chyba oproti offline verzii. Prave takyto pohlad
nam pontka poradnd zlozitost, ktord neskiima faktor, ktorym sa lisia rieSe-
nia online a offline verzie problému, ale meranim mnozstva informécie, ktoré
odlisuje online a offline instanciu. Teda mnozstvo informacie, ktoré musime
online algoritmu dodat na to, aby bol 1-kompetitivny?.

Realizujeme to vo vSeobecnosti pomocou modelu pouzivajiceho ordkulum
O, ktoré bude mat k dispozicii cely vstup a bude moct komunikovat s online
algoritmom A. V naSej préaci budeme zvicsa Studovat iba také pary (A, O),
ktoré riesia problém optimalne, a budeme hladat taka dvojicu, ktorad vyuzije
najmenej informaécie.

Predtym ako pristipime k formalizacii nejakého modelu, skiisme sa po-
zrief na poradni zlozitost trochu intuitivne. Jednym z najjednoduchsich on-
line problémov je problém pozic¢iavania lyzi®. MoZeme sa na to pozriet ako
na dilemu ¢loveka, ktory by chcel vyskusat lyZovanie - moze si bud kupit
vlastné lyze, alebo si ich poZi¢at. Otazne je, kolkokrat sa k lyZovaniu este do-
stane. Od toho zavisi, ¢i sa oplati pozic¢at si opakovane, alebo investovat do
vlastnych. Keby sme mali k dispozicii vestca, ktory by videl celtt budtcnost,
vedel by ndm s istotou povedat ako minimalizovat nase naklady. NavySe by

mu stacilo ozndmif nam iba jediny bit informaécie.

2Respektive na to, aby sme boli pre zvolené k aspoil k-kompetitivni.
3ski rental



Vestci vsak nie st zadarmo - vacsinou plati ¢im viac informaécie doda, tym
viac si nauc¢tuje. Vezmime si trochu tazs$i problém, napriklad strankovanie
(definicia . Pri takychto problémoch uz nam nie je jedno, ako presne sa
veStca pytame, mozeme sa totiz dobre udriet po vrecku. Mohli by sme chciet
v kazdom kroku poradit ¢islo stranky, ktorti chceme vyhodit, a takto zaplatit
v kazdom kroku za zhruba logaritmicki informéciu. Co keby sme si povedali,
7e chceme vedief iba 1 bit na kazdy krok. Staci polozit otdzku trochu inak.
Nech si nas vestec zvoli konkrétne optiméalne riesenie. Dalej sa pytame uz
iba, Ci ostane stranka, ktori sme prave nacitali, v tomto rieseni v bufferi az
do jej dalsieho pouzitia? Takto mame vlastne priebezne upravované mnoziny
stranok, ktoré mozeme vyhodif a ktoré si chceme ponechaf. Na konci sa ndm
podari zrekonstruovat prave ordkulom vybrané optimélne rieSenie.

Otéazkou ostéva, ako si nechat vyvestit ¢o najlacnejsie. Toto presne nam
zodpoveda poradnd zlozitost. Pristipme teda k prehladu modelov, ktoré boli

navrhnuté.

1.3.1 Prvy model

Pri prvom definovani poradnej zlozitost boli zavedené hned dva roézne mo-
dely, ktoré sa odlisSovali spésobom komunikécie s orakulom. Oba tieto modely
vsak mali isté nedostatky, ktoré okrem obcasnych technickych problémov,
ktoré bolo treba riesit, posielali informaciu, ktort sme potom nezahrnuli do
analyzy. Oba tieto modely sa prvykrat objavili v [DKP08] a podla sposobu

komunikacie boli nazvané helper a answerer.

Helper mod

Oréakulum pracujtice v helper méde posle v i-tom kroku bindrny refazec a;

(moze byt aj prazdny), ktory bude maft cenu |a]|.



Definicia 1.3.1. Majme dany online algoritmus A, vstupni postupnost x =
(x1,29,...,2,), a postupnost rad O(x) = (a1, as, .. .,a,) bindrnych retazcov
a;. Online algoritmus s helperom (A, O) vypocita postupnost vistupov y =
(Y1, Y25 - Yn), kdey; = f(x1,..., 25,04, ..., a;). Cena riesenia je Ca0y(x) =
CENA(y) a poradnd zloZitost je B&O) () =D lag)

V tomto méde je ordkulum na zaciatku kazdého kroku nutené odoslat
spravu s radou, ktora vSak moze byt aj prazdny refazec. Ako je mozné poslat
dodatoéntl informéciu pomocou takéhoto systému? Kedze systém umoziiuje
prazdne spravy, respektive spravy Iubovolne dlhé, moézeme podat dodatoéni
informéciu rozkaskovanim rady. Predpokladajme, ze potrebujeme k neprazd-
nych rad na to, aby sme dosiahli 1-kompetitivny pomer. Oznac¢me tieto rady
ako a1, aq,...,a. Vidime, Ze cena nijako nezohladtiuje pocet sprav, teda mo-
zeme poslat vSetko naraz, alebo to rozdelit do k sprav. V tomto rozdeleni
vieme zakdédovat informéciu. Je zrejmé, Ze vieme preniest informéciu rozlisu-

jucu tolko stavov, kolko je roznych celociselnych particii ¢isla k, teda priblizne

1 e 2k/3
4k\/3 )

Answerer mod

V tomto mdéde moze ordkulum posielat informéciu iba v tom pripade, ak
ho o 1u algoritmus priamo poziada. Téato rada vSak uz musi byt nepréazdny
retazec. Z technickych dovodov je ako rada pouzitd postupnost neprazdnych

retazcov, ale pouzité su iba tie, ktoré si algoritmus A vyZiada.

Definicia 1.3.2. Majme dany online algoritmus A, vstupni postupnost x =
(x1,29,...,2,) a postupnost odpovedi O(x) = {(ay,as,...,a,) neprdzdnych
bindrnych retazcov a;. Online algoritmus s answererom (A, O) vypocita vy-

stupni postupnost y = (y1,Ya, - - ., Yn) nasledujicim sposobom:



1. v kaZdom kroku i je na zdklade predchadzajicich vstupov a rad vygene-

’ . _ 4
rovany bit r; = f(x1, ..., x5, ka1, ..., T % a;_q)

2. ndsledne sa vypocita vystup y; = f(T1,..., @i 11 % a1, ..., 7 % a;)

Cena riesenia je Ca0y(x) = CENA(y) a poradnd zloZitost je B(AAO) (x) =

Doy |7 * ai

KedZe ani tento mdd nekladie obmedzenie na velkost spréavy a posiela
spravy ako oddelené entity, je opat mozné rozparticiovat spravu do niekolkych
blokov, do ktorych velkosti sme schopni zakédovat dodatoénii informaéciu,
ktorti tento model nemeria. Nemusi byt hned zrejmé, Ze nestratime nejaké
bity tohto kédovania, na to, aby sme vedeli, kolkokrat treba radu pytaf.
Na to nam staci jednoduchy algoritmus: Vypytame si radu, dostaneme k
blokov, ktoré nam poradia ako postupovat v nasledujtcich k nejednoznac¢nych
miestach. Ak sa ndm tato rada minie a objavi sa dalSia nejasnost, je zrejmé,
7e potrebujeme dalSiu radu. Takto sa ndm dostane presne tolko bitov rady
ako v helper maéde.

Je vSak zrejmé, ze modely sa predsa len odlisuji - a to v inom kanali,
prostrednictvom ktorého mozno odosielat informéciu, i ked v menSom mno-
zstve. Ak helper posle na zaciatku blok s radou na dalSich k& blokov, znamené
to, Ze si moze vybraf na odoslanie nasledujtcej spravy fubovolny krok vypo-
¢tu z intervalu 2,...,k + 1, pretoze az k + 1. blok potrebuje radu z dalsej
spravy. Ziskavame tak dalsich log, k& bitov informacie. Obdobny argument
samozrejme plati nie len pre ¢asovy rozdiel medzi odoslanim prvych dvoch

blokov, ale aj pre lubovolnt nasledujicu dvojicu.

. e akc=0
operator ,x“ je definovany ako cx a =

« inak



Budeme teda skiimat pomocou tychto modelov, aké mnozstvo informé-
cie musi algoritmus dostat na to, aby bol optimélny. Prirodzene nas bude
zaujimat najmensie mnozstvo informacie, s ktorym sme schopni optimalitu
dosiahnut. Aby sme boli schopni lep$ie vystihnut podstatu zlozitosti prob-
lému, budeme tuto zlozitost amortizovat na jeden blok vypoctu. Pre algorit-
mus A s ordkulom O, je teda jeho zlozitost rovné najhorsej bitovej zloZitosti,

amortizovanej na jeden krok:

Definicia 1.3.3. Majme online algoritmus A s ordkulom O pracujicim v
mode M € {H, A}5. Bitovd zloZitost algoritmu je
BM _(x
B&O) = lim sup max L)()
n—oo |z|=n n
Poradné zlozitost online problému P je minimélna bitova zloZitost, ktora

vieme dosiahnuf niektorym parom (A, O):

Definicia 1.3.4. Uvazujme problém P. Poradnd zloZitost P v komunikacnom
mode M € {H,A} je By(P) = ming ) B(J‘fx,oy kde minimum berieme cez

vietky dvojice (A, Q) také, Ze Vo : Cia0)(x) = Copr(x)

Vidime, ze modely sa od seba lisia, zaujima nas vsak, ¢i medzi nimi exis-
tuje isty vztah, alebo dokonca ekvivalencia. Na tito otdzku ndm zodpovedal

sam autor nasledujicim tvrdenim:
Tvrdenie 1.3.1. Pre kaZdy problém P plati By(P) < Ba(p) < 0.924 By (P)

KedZe algoritmus A je deterministicky, zavisi vlastne cely vypocet od
sprav od ordkula O. Aby sme vedeli tuto skuto¢nost formalizovat, zadefinu-
jeme si takzvany komunikacny pattern, ktory bude opisovat celtt komunikéciu

prebiehajicu medzi ordkulom a algoritmom, vratane informacie posielanej v

5H a A reprezentuju helper a answerer méd



kazdom kroku. KedZe algoritmy st deterministické, je zrejmé, Ze cely vypocet
je dany komunikacénym patternom a vstupom. Mozeme teda tvrdit, ze pocet
existujicich komunikac¢nych patternov znamena pocet existujucich moznych

vypoctov dvojice (A, O) na vstupe x.

Definicia 1.3.5. Majme dany online algoritmus s helperom. Komunika-
ény pattern je definovany ako postupnost rad danych v kazdom kroku, ¢iZe

(ay,aq,...a,), kde a; je bindrny retazec (moze byt i prazdny).

Lema 1.3.1. UvaZuyme online algoritmus s helperom, a nech vstupnd postp-
nost x md dizku |z| = n + 1. Pre s pevne danej velkosi budeme uvazovat iba
komunikacné patterny, v ktorych orakulum posle v ramci n+ 1 rdd najviac s
bitov. Pre c¢islo X - pocet roznych komunikacnych patternov s touto vlastno-
stou - plati X < s(logl + a+1+5)+3[logl + L +logs]+c, kdea =12 > 1

a ¢ je konstanta.

Definicia 1.3.6. Majme dany online algoritmus s anwererom. Pre kaZdy
jeho beh, pocas ktoreho sa opyta q otdzok, je komunikacny pattern postup-
nost (a;,, ..., a;,) neprdzdnych retazcov - odpoveds, kde i; je krok vypoctu, v

ktorom bola poloZend j-ta otazka.

Napriek tomu, Ze to nemusi byt intuitivne jasné, opit mozeme tvrdit, Ze
vypocet je presne urceny dvojicou vstupu a komunikac¢ného patternu. Treba
si uvedomit, Ze odpovede ordkula budia vzdy rovnaké a kedze je algoritmus
deterministicky, polozi otazky vzdy v rovnakych krokoch vypoc¢tu. Ak déjde
k miestu, kde sa rozhodne opytat ordkula, vzdy dostane t isti odpoved a
teda sa bude spravat rovnako aj dalej. Z toho ndm vychadza, Ze vypocet pre

dvojicu (A4, O) na vstupe je deterministicky.

Lema 1.3.2. UvaZujme online algoritmus s answererom. Zoberme q a s > q

pevne danej velkosi a uvaZujme iba komunikacné patterny, v ktoryjch sa algo-
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ritmus opyta q otdzok, ktoré spolu nie su dlhsie ako s bitov. Potom existuje

X = %(22”1 + 1) roznych komunikacnych patternov s touto vlastnostou.

Vsimnime si, Ze predchadzajuci vztah je nezavisly od poc¢tu otézok ¢, ¢o

je ocakavané v sulade s vlastnostou opisanou skor.

1.3.2 Druhy model

Kvoli problémom s posielanim dodatoc¢nej informacie prostrednictvom skry-
tych kanalov vzniknutych v dosledku diskrétneho charakteru rad, ako aj kvoli
zjednoduseniu formalizmu, sa pristpilo k navrhnutiu nového modelu[BKK™09],
ktory pouziva princip bezne pouzivany pri Turingovy§ch strojoch. Ulohou oré-
kula je teraz pripravit pasku, ktora obsahuje radu. Algoritmus A teraz moze
pristupovat k péaske s radou kedykolvek rovnako ako k vstupu s tym, Ze na
konci bude ,spoplatneny“ podla toho, kolko bitov z péasky s radou precital.
Je zrejmé, ze tymto boli odstranené problémy, ktoré vznikali pri predchadza-
jucich dvoch modeloch. Rovnako je tu zrejmé ideové prepojenie so znahod-

nenymi algoritmami, ktoré pouzivaju pasku s ndhodnymi bitmi.

Definicia 1.3.7. Majme dany algoritmus A s radou, vstupni postupnost x =
(x1,29,...,2,) apdsku s radou ®. Algoritmus A je c-kompetitivny s poradnou
ZoZitostou s(n), ak existuje o takd, Ze VnVx 3P také, ze C(A%(x)) < c-
C(OPT(x)) + « a pocas vypoctu neprecita viac ako s(n) bitov ®. Ak a =0

potom hovorime, Ze A je striktne c-kompetitivny.

1.3.3 Treti model

Treti model pre poradnu zlozitost, ktory sme nasli, sa vyskytol v ¢lanku

od [EFKRII] k MTS® a problému k-server. V zasade model, ktory autori

Smetrical task systems
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pouzivaju, dodava algoritmu pri spracovani kazdého dotazu ako radu prvok
z definovaného priestoru rad U.

Formalnejsie: Majme mnozinu & moznych requestov, nech o je konecna
postupnost poziadaviek z mnoziny S. t-ty request budeme oznacovat o[t] € S.

Deterministicky algoritmus je postupnost funkeii g; : S* — Ay, ¢t > 1, kde
A; je mnozina moznych odpovedi na t-tu poziadavku.

Pre urcity konec¢ny priestor i/, ktory nazyvame priestor rad, ziskava prog-
ram dodato¢nui informéciu pomocou poziadaviek u; : S* — U. Poradné zlo-
zitost je definovana ako log, [U|. Pre jednoduchost mozno reprezentovat ttto
radu ako binérne retazce dizky b.

Formaélne je teda deterministicky algoritmus s radou postupnost péarov
(ge,us),t > 1, kde g; : S* x U — A; a uy : S* — U. Na vstupnej postupnosti

o = (o[l],...,o[n]) vypocet algoritmu je reprezentovany funkciou

gi(o[1], ..., olt],ui(o),...,u(0))

Je to prvy model, ktory sa snazi o to distribuovat radu rovnomerne po-
¢as vypoctu. Problém, ked médme dané obmedzenie $irky kanéla s radou, je
pomerne zaujimavy. Jedingym problémom, ktory z nasho pohladu v tomto
modeli nastéva, je neschopnost detekovat sublinedrnu zloZitost problému.
Vieme, Ze na optiméalne vyrieSenie problému ski rental postacuje algoritmu
jediny bit. V takto definovanom modeli v8ak musi byt celkova rada odo-
vzdand algoritmu aspon linearna - [U| = 2 a kazda z n rad pouzije preto
jeden bit.

Preto si myslime, Ze zaujimavé by bolo definovat podobny model, ktory
limituje pocet bitov poslanych v rdmci vyhodnocovania jednej poziadavky, v
ktorom nés vSak zaujima celkova velkost odoslanej rady. K tejto mySlienke

sa eSte vratime v neskorsej kapitole.
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1.4 Definicie vybranych problémov

1.4.1 Online farbenie grafov

Farbenie grafov je v informatike velmi dobre znamy a ¢asto rieSeny problém,
ktory zahfiia vo svojej vSeobecnej verzii velmi Siroké spektrum roéznych dru-
hov problémov. Je zname, ze vSeobecne je tento problém N P-tplny. Z tohto
dovodu nebude velkym prekvapenim, az sa ukaze, Ze aj vysledky pre online
farbenie grafov st pomerne nelichotivé. Skuto¢ne vo svojej praci[Hal92] Hall-
ddrsson ukazuje, ze vysledky pre farbenie grafov bez znalosti vstupu st velmi
slabé. Preto sa bude nutné pozerat na jednotlivé podtriedy tohto problému,
kde je uz mozné néjst zaujimavejsie vysledky. Vicsinou sa budeme zaobe-
rat bud triedou grafov, ktoré st v urc¢itom tvare, alebo obmedzime priestor

vstupov na poradie vrcholov spliiajtce isté poziadavky.

Definicia 1.4.1. Majme graf G = (V, E), kde V = 1,2,...,n. Tento graf
je nasmu algoritmu odkryvany v krokoch, pricom v i-tom kroku dostdava al-
goritmus G; = G[{1,2,...,i}], ¢iZe graf indukovany prvymi i vrcholmi. Al-
goritmus musi pre vrchol i vrdtit farbu y; tak, aby tieto farby tvorili na G
vrcholové ofarbenie. Cena riesenia je pocet farieb, ktoré na ofarbenie algo-

ritmus potrebuge, teda Ca(x) = |y; : Vi|.

Vrcholy grafu st odislované podla poradia, v ktorom sa objavuju na
vstupe. Treba poznamenat, Ze algoritmus na zaciatku vypoc¢tu nepoznd hod-
notu n - toto je zdmerné, aby neziskaval o vstupe ziadne dodato¢né informa-
cie.

Ked spomenieme triedu OnlineFarbenie(X,Y’), budeme predpokladat,
ze graf bude z triedy X a poradie vrcholov na vstupe bude Y. Co sa tyka,

poradia vrcholov, obmedzuje sa zvicsa na poradie vrcholov navstevovanych
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pri niektorom prehladavani, a to zvicsa do hlbky, alebo do sirky. V silnejsej

verzii ndm postaci spojitost indukovaného podgrafu v kazdom kroku vypoctu.

1.4.2 Najvicsia suvisld podpostupnost

Problém hladania najvicsej suvislej podpostupnosti je vo svojej offline po-
dobe velmi jednoducho riesitelny problém. My sa zamerdame na jeho online
podobu, kde bude potrebné po odhaleni kazdého prvku rozhodnuf, ¢i patri do
spravneho rieSenia, alebo nie. Upozornujeme ¢itatela, Ze v nami definovanej

variante problému st prvky pre zjednodusenie vzdy odhalované postupne.

Definicia 1.4.2. Problém najvdicsej suvislej podpostupnosti: Mdme dant po-

stupnost celych cisiel A = (ay,aq, ..., a,), snazime sa ndjst taki dvojicu in-
J

dexov 1,7, ktord mazimalizuje > ay. Vstup tvori x = (x1,x9,...,2,), kde
k=i

T = ay. Algoritmus o kazdom prvku na vstupe musi rozhodnit, ¢i sa v in-

tervale urcenom indexami v a j nachddza, alebo nie.

1.4.3 Alokovanie disjunktnych ciest

Definicia 1.4.3. Problém alokovania disjunktnych ciest: Majme dani cestu
P = (v1,v9,...,0p41). Vstup je tvoreny podcestami P dangmi dvojicou vr-
cholov (v;,v;), kde 1 <i < j < L+1, pricom pre zjednodusenie je dlzka cesty
- L posland spolu s prugm krokom vypoctu. Teda x = ((L,v;,, v;,), (Vig, Vjy ), - - -
Ulohou je vybrat ¢o najviac podciest tak, aby boli po dvojiciach hranovo dis-

Junktneé.

Jednu vec, ktort chceme este raz citatelovi zdoraznit, je, ze v nami defi-
novanej verzii problému algoritmus pozné velkost cesty, teda pozné hodnotu

L - ta je zaslana spolu s prvym vstupom.
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1.5 Teoria rekurzivnych funkcii

Teéria vypocitatelnosti skiima rozne vypoc¢tové modely, ktoré boli postu-
pom rokov sformalizované. Za jeden z pre Iudi prirodzenejsich vypoctovych
modelov by sa dali pokladat funkcie. Otazky skonstruovatelnosti a vypocita-
telnosti roznych funkcii st velmi zaujimave a réznorodé. Jednou z jednodu-
chsich tried, ktoré stoja na vrchole hierarchie, by sa urcite dala nazvat trieda
primitivne rekurzivnych funkcii - PREC.

Je to trieda funkcii, ktorych zapis nam poskytuje priamociary postup vy-
hodnocovania danej funkcie. Priklad moze byt napriklad jednoduché funkcia
umociovania, ktortt mozno interpretovat ako iterovanie funkcie nasobenia,
ktortt mozno opit rozlozit na niekolko séitani.

Obsahuje niektoré zakladné funkcie ako succesor, nulu, alebo jednoduché
funkcie na projekciu parametrov. Umoznuje nam z tychto zakladnych fun-
kcii ziskavat zlozitejsie dvomi sposobmi, a to skladanim funkcii a primitivnou
rekurziou. Primitivna rekurzia mé vSak takua vlastnost, Ze ak ju vyhodnocu-
jeme pre funkciu f, moze to vyzadovat i vyhodnotenie f pre iné parametre,
prvy parameter nam vSak neustale klesa, a tak nedovoli funkcii opakovat sa

prili§ vela krét.

Definicia 1.5.1. Trieda PREC primitivne rekurzivnych funkcii je defino-

vana nasledovne:
1. Nuldrna funkcia z takd, Ze z() =0, je v PREC.
2. Undrna funkcia s definovand predpisom ¥z : s(x) =z + 1 je v PREC.

3. Prekazdé1l < k < n je v PRECn-drna funkcia P definovandaVzy, ..., x, :

Plxy, ... ,x,) = k.
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4. Ak g € PREC je k-drna funkcia a fi,..., fr € PREC st m-drne fun-
kcie, potom m-drna funkcia h(xy, ..., xm) = g(fi(zl, ... xm), .., fo(z1, .. Zm))

je v PREC.

5. Ak f € PREC je k-drna funkcia a ¢ € PREC je (k + 2)-drna
funkcia, potom h € PREC, kde h(0,zq,...,2x) = f(z1,...,2x) a

h(s(n),z1,...,xr) = g(h(n,x1, ..., Tx), 0y T1, ..., Tk).
6. V PREC nie su Ziadne iné funkcie.

Z definicie nam vychadza, ze PREC je uzavreta na kompoziciu (bod 4) a
primitivnu rekurziu (bod 5). Ekvivalentnou definiciou by bolo nahradit bod
6 a povedat, Ze je to najmensia mnozina uzavretd na 4 a 5, ktord obsahuje
vsetky funkcie z bodov 1 az 3.

V |Zem]| bolo ukazané, ze primitivne rekurzivne funkcie intuitivne zodpo-
vedaju programom, ktoré pouzivaju iba cykly s ohrani¢enym poctom opako-

vani - teda programom bez while cyklov a rekurzie.

1.5.1 Ackermannova funkcia

Chvilu sa myslelo, ze vSetky jednoducho vypocitatelné funkcie st primitivne
rekurzivne, az kym sa v roku 1928 nepodarilo Wilhelmovi Ackermannovi
zostrojit funkciu, ktord mé jednoduchy predpis, podla ktorého sa vyhod-
nocuje, napriek tomu vsak nie je primitivne rekurzivna. Stala sa tak jed-
nym z prvych prikladov totélnej rekurzivnej funkcie, ktora nie je primitivne

rekurzivna[Ack2§].
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Definicia 1.5.2. Ackermannova funkcia:

n-+1 akm =20

A(m,n) =9 A(m —1,1) akm>0an=0

\A(m— 1,Aim,n—1)) akm>0an>0

Do akej triedy teda patri Ackermannova funkcia? Je to rozsirenie triedy
PREC, ktoré pridava operaciu - minimalizaciu. Intuitivhe mozeme cha-
pat tito operaciu tak, Ze dostane funkciu s niekolkymi parametrami a kym

vSetky okrem jedného st urcéené, hladd minimalnu hodnotu posledného pa-

rametra, pri ktorej nadobtda nulu (pri¢om pre vSetky mensie hodnoty musi

byt kladna).

Definicia 1.5.3. Trieda ciastocne rekurzivnych funkcii RE je definovand

nasledovne:

1. Nuldrna funkcia z takd, Ze z() =0, je v RE.
2. Unarna funkcia s definovand predpisom Vx : s(x) =x + 1 je v RE.

3. Prekazdé 1l < k < n jev REn-drna funkcia P} definovand ¥z, ..., x,

Pl xy, ... ,x,) = k.

4. Ak g € RE je k-drna funkcia a f1,..., fr € RE su m-drne funkcie, po-
tom m-drna funkcia h(xq, ..., xn) = g(fi(zl, ..., 2m), .o, fe(T1, .. Tm))

je v RE.

5. Ak f € RE je k-drna funkcia a g € RE je (k+ 2)-drna funkcia, potom
h € RE, kde h(0,21,...,2) = f(x1,...,2%) a h(s(n),z1,...,2) =
g(h(n, 1, ..., x),n, 21, ..., Tg).

6. Ak g € RE je k + 1-drna funkcia potom f(xy,...,xx) € RE, kde

f(xlv s 7'7;]6) - lu(g(yaxla s 7$k) - O)? pmcvomplatz/, ze f(xla s 7'17]6) =
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y prave vtedy, akVz < y: g(z,x1,...,x5) > 0 a sicasne g(y, x1, ..., x,)
0.

7. V RE nie si Ziadne iné funkcie.

Funkcie z RE nemusia byt definované pre vSetky vstupy. Preto zadefinu-

jeme este jednu triedu.

Definicia 1.5.4. Do triedy rekurzivnych funkcii REC patria funkcie z RE,

ktoré su definované na vsetkych vstupoch.

Takto definované rekurzivne funkcie uz st turingovsky tplné a zodpove-
daju programom s while cyklami [Zem| a pre potreby nasej prace st dosta-

to¢ne silné na to, aby sme sa uz dalsimi konstrukciami nemuseli zaoberat.
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Kapitola 2

Doterajsie zname vysledky

2.1 Farbenie grafov

Ako bolo uvedené skor, farbenie grafov je prili§ vseobecny problém na to,
aby v iom boli dosiahnutelné zaujimavé vysledky. Tie vSak boli dosiahnuté v
spojitosti s obmedzovanim sa na konkrétne triedy grafov, respektive spésoby

prehladéavania.

2.1.1 Farbenie ciest

V tejto Casti sa budeme zaoberat vysledkami dosiahnutymi pri farbeni ciest.
Vicsina vysledkov vo farbeni ciest je désledkom jednoduchej tivahy, vy-

jadrenej v nasledujicej leme.

Lema 2.1.1. ([FKS12]). Nech X je trieda bipartitngch grafov. Teda grafov,
ktoré si 2-ofarbitelné. Online algoritmus s radou pre OnlineFarbenie(X, )
nikdy nemust pristupovat k pdske s radou v pripade, Ze stupen priddvaného

vrchola v grafe Gy, je nenulovy.
Ak sme vybaveni touto znalostou, sta¢i ndm uvedomit si, Ze na ceste
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je obmedzeny pocet vrcholov, ktoré mozeme dostat s tym, Ze v k-tom kroku
vypoctu, teda v grafe Gy, budu izolované. Na zaklade tejto jednoduchej avahy

sa nam podari velmi presne odhadnit zlozitost farbenia ciest.

Lema 2.1.2. ([FKS12]). Ezistuje deterministicky online algoritmus, ktory
riest

OnlineFarbenie(Cesta, ) s poradnou zloZitostou [n/2] — 1 bitov.

Lema 2.1.3. (|[FKS12]). Akgkolvek deterministicky algoritmus riesiaci
OnlineFarbenie(Cesta, ) potrebuje precitat aspori [n/2] — 1 bitov z pasky s

radou.
Z tychto liem ndm uz trivialne vychadzaji nasledujice tvrdenia:

Tvrdenie 2.1.1. ([FKS12]). Poradnd zloZitost pre Online Farbenie(Cesta, -)

je presne [n/2] — 1 bitov.

Tvrdenie 2.1.2. ([FKS12]). Poradnd zloZitost pre Online Farbenie(Cesta, Spojite)

je nula.

Vysledky tejto ¢asti uzatvara zvlastne poradie vrcholov na vstupe, ktoré
je v istom zmysle kombinéaciou dvoch predchadzajicich. Oznac¢ime ho 2 —
prechod a znamena, Ze cesta je prejdena dvakrat z jedného konca na druhy,
a kazdy vrchol je spracovany v jednom z tychto prechodov. Je zrejmé, ze
v druhom prechode uz nepotrebujeme ziadnu radu, pretoze graf uz musi

prichddzat spojite.

Tvrdenie 2.1.3. ([FKS12]). Poradna zloZitost pre Online Farbenie(Cesta,2—
prechod) je Bn 4+ O(logn), kde B ~ 0.4057 je bindrny logaritmus plastickej

konstanty(jediny redlny koreri polynomu z3 —x — 1).
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2.1.2 Farbenie kruznic

Kruznice su tiez este dostatocne jednoduchou triedou grafov na to, aby nam
poskytovali dobré vysledky Treba rozliSovat medzi kruznicami péarnej a ne-
parnej dlzky, pretoze kruznice neparnej dlzky mozno optimélne ofarbif 3 far-
bami na rozdiel od kruznic nepéarnej dizky, kde stacia farby 2. Toto sposobi,
7e kruznice neparnej dizky vieme farbif bez pouzitia rady pomocou greedy

pristupu.

Tvrdenie 2.1.4. ([FKS]). Ezxistuje deterministicky online algoritmus, ktory
riest
OnlineFarbenie( Parne Kruznice, -) bez pouZitia rady.

Lema 2.1.4. ([FKS]). Existuje deterministicky online algoritmus, ktory riesi

OnlineFarbenie( Kruznice,-) s poradnou zloZitostou |n/2| — 1.

Désledok 2.1.5. Ezistuje deterministicky online algoritmus, ktory

riesi OnlineFarbenie(NeparneKruznice,-) s poradnou zloZitostou n/2 — 1

2.1.3 Farbenie pre vSeobecné grafy

V tejto oblasti sa vysledky ukazuju ako nelichotivé. Vyzera to, ze mnozstvo
rady potrebnej k dosiahnutiu optiméalneho riesenia je priamo timerné velkosti
zakédovania optimélneho rieSenia pre jednotlivé typy grafov, resp. prehladé-
vani.

Drobnou odbockou, ktortt musime v tomto momente spravit, je vylet
do kombinatoriky, aby sme boli schopni urobit odhad na velkost kédovania
optimalneho riesenia.

Bellove ¢isla udavaju pocet roznych rozdeleni n prvkovej mnoziny na Iu-
bovolne vela neprazdnych disjuntnych podmnozin. Ozna¢me ich B(n), podla

[DB70] plati nasledujtci vztah: lgB(n) = nlog,n — nlog, log,n + O(n).
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Stirlingove ¢isla druhého radu udavaji pocet réznych rozdeleni n prvkovej

mnoziny do presne k neprazdnych disjunktnych podmnozin. Oznacujme ich

S(n, k).

Lema 2.1.6. Hodnota maxy(log, S(n,k)) je asymptoticky rovnd nlogyn —
nlog, log, n+0O(n). Pricom k, pre ktoré je S(n, k) mazimdlne je k = n/Inn+
O(1).

Dokaz. Je zrejmé, ze pre vsetky kladné n plati B(n) = X7_,5(n, k). Teda
existuje k také, ze S(n,k) > B(n)/n a teda prva cast tvrdenia je pravdiva.
Je ukézané, Ze pre dostatoc¢ne velké n je k, pre ktoré nastdva maximum vo
vzdialenosti mensej ako 1 od e” — 1, kde re” = n. Dalej v[DBT0] je ukizané,

ze r = Inn —Inlnn + O(lnlnn/Inn). Z tohto je mozné lahko ukazat, ze

k=n/Inn+ O(1). O

Teraz ked sme uz vyzbrojeni kombinatorickymi odhadmi, mozeme prikro-
¢if k samotnym vyrokom o farbeni grafov. Ak sa pokasame stanovit jedno-
duchy horny odhad, budeme vlastne hladat sposob ako poslat celé rieSenie.
Teda rozdelenie vrcholov do niekolkych disjunktnych mnoZin, reprezentuji-
cich jednotlivé farby. Ak sa teraz zamyslime, zistime, Ze mame v podstate

vyhrané - sta¢i nam poslat ¢islo velkosti maximélne B(n).

Tvrdenie 2.1.5. ([FKS/). Poradnd zloZitost pre OnlineFarbenie(-, ) je naj-
viac nlog,n — nlogylog,n + O(n).

Tvrdenie 2.1.6. ([FKS]). Poradnd zloZitost pre OnlineFarbenie(-, BFS)
je asporn nlogy n — nlog,logs n + O(n).

2.1.4 Pavudie grafy

Specialna trieda grafov, v ktorej vietky vrcholy okrem jedného maji stupei

maximalne 2, sa nazyva pavucie grafy.
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Veta 2.1.7. ([FKS]). Ezxistuje deterministicky online algoritmus, ktory riesi
OnlineFarbenie( Pavucie, -) s radou velkosti log, ® - n + 3logyn + O(1).

Kde ® je zlaty rez, teda ® = Y5 ~ 0.69424.

2.2 Alokovanie disjunktnych ciest

V probléme alokovania disjunktnych ciest mézeme analyzovat zlozitost podla
dvoch roznych parametrov - n a L. Pre oba parametre st zname niektoré
ohranicenia.

Pozrime sa najprv na zavislost od n:

Veta 2.2.1. ([BKK"09]). Kazdy striktne c-kompetitivny algoritmus na alo-
kovanie disjunktnych ciest potrebuje precitat aspon (n + 2)/(2¢) — 2 bitov
rady.

Désledok 2.2.2. KazZdy optimdlny algoritmus pre alokovanie disjunktniych

ciest potrebugje precitat asponi n/2 — 1 bitov rady.

Veta 2.2.3. ([BKK"09]). Pre kazdé ¢ > 1, existuje c-kompetitivny algorit-

mus pre alokovanie disjunktnych ciest, ktory precita najviac

. c nlogn
min {nlog((c_l)(cl)/c), . }~|—310gn+0(1)
bitov rady.

Nasledujuce vysledky sti zndme ohranicenia v zavislosti od L:

Veta 2.2.4. ([ea/). Na vyriesenie problému alokovania disjunktngch ciest je

potrebné presne L — 1 bitov rady.

Veta 2.2.5. (fea]). Pre vietky ¢ € N”! existuje c-kompetitivny algoritmus,
ktory pouZije najviac [[4L/(c — 1)*]| log 3] bitov rady.
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Kapitola 3

Nase vysledky

V tejto kapitole prezentujeme nase vlastné vysledky v oblasti poradnej zlo-

zitosti.

3.1 Farbenie grafov

Oblastou, ktora mé dostatoény zaber a tym padom priestor na mnoZstvo
vyskumu je farbenie grafov. Najprv sa pozrieme na farbenie vSeobecnych
grafov s poradim vrcholov zodpovedajtcim prehladavaniu do hibky a potom

sa pozrieme na farbenie niektorych Specidlnych tried grafov.

3.1.1 Farbenie vSseobecnych grafov pomocou DF'S

Vysledky vo farbeni vSeobecnych grafov nevyzeraju zatial velmi vabne a
vSetko naznacuje, Ze vicSina variantov tohto problému bude velmi tazka -

ekvivalentna s odoslanim spravneho riesenia prostrednictvom pasky s radou.

Lema 3.1.1. Pocet existujicich roznych ofarbeni cesty dizky n pomocou f+1

farieb je S(n, f)/(f +1).
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Dokaz. Oznacéme si zaradom vrcholy cesty py, ..., p,. Farbit budeme mnozi-
nou 0, ..., f. Mozeme predpokladat, Ze mame postupnost a4, ...,a,, pricom
a; € 1,..., f (¢o je ekvivalentné rozdeleniu n prvkov do f mnozin). Ukazeme
teraz, ako transformovat takito postupnost na ofarbenie cesty f+ 1 farbami.
Prvému vrcholu ddme farbu a,. Néasledne kazdému dalSiemu vrcholu p;, ddme
farbu (f(px—_1) + ax) mod (f + 1).

Uistime sa najprv, ze takouto transformaciou dostaneme farbenie: toto je
trivialne, pretoze pri¢itame v grupe Z;,; ¢isla najviac velkosti f, teda ziadne
dva za sebou iduce vrcholy na ceste nebudi mat rovnaku farbu.

Dalej sa musime uistit, Ze dve rézne postupnosti nevygeneruji rovnaké
farbenie. Sporom: Nech dve rézne postupnosti a a b vygenerovali rovnaké
farbenie: najdime prvy prvok v ktorom sa lisia. Nech je to i. Ak je i =
1, potom sa p¢ = p°, ale to znamen4, %e aj a; = b; a teda mame spor s
predpokladom. Nech je teda i > 1, pricom p¢ ; = p? , a p? = p?, z toho ale
vyplyva, Ze a; = b; a opif mame spor. To teda znamend, Ze postupnosti a a
b st rovnaké. Teda nasa transformécia na farbenie je injektivna.

Takychto postpnosti existuje f1S(n, f) - pre kazdé rozdelenie prvkov do
mnozin modzeme vytvorit f! postupnosti, ak vSak berieme farbenie ako dele-
nie do disjunktnych mnozin, musime vylucit postupnosti oznac¢ujtice rovnaké
farbenie. Takych postupnosti méze byt az (f + 1)! pre kazdé farbenie. Teda

pocet existujucich ofarbeni je

1S, f) _ Sn, f)

(f+1)!  f+1

]

Veta 3.1.2. Poradnd zlozitost pre Online Farbenie(-, DF'S) je asporinlog, n—
nlog, log, n + O(n).
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Obr. 3.1: Jedna z instancii pre n = 10, m = 6, k = 3. Vrcholy 7 az 10 tvoria
kliku.

Dokaz. Pre zvolené n zostrojime mnozinu M, instancii problému nasle-
dovne: Nech m(n) = n—Inn a k(n) je pocet farieb (podmnozin), pre ktoré je
S(m(n), k(n)) maximélne. Podla lemy 2.1.6/méme k(n) = m(n)/log, m(n) -+
O(1), teda m(n) + k(n) + 1 < n pre dostatocne velké n. Pre prehladnost bu-
deme dalej v dokaze uvadzat iba m a k, pricom budeme mat cely ¢as na
mysli m(n) a k(n).

Teraz potrebujeme, aby mnozina M, obsahovala dostato¢ne vela instan-
cii. Kazdu pre jedno ofarbenie m vrcholov k farbami.

Kazdé instancia ma identicky G,,, ktory je tvoreny cestou. Navyse vrcholy
m+1,...,m+ k+ 1 tvoria v grafe kliku. Tato klika reprezentuje mnozinu
farieb na ofarbenie grafu - zjavne kazdy jej vrchol ma roznu farbu. Teraz mo-
zeme u prvych m vrcholov pomocou tejto kliky vytvorif instanciu s lubovo-
Inym ofarbenim. Vrchol, ktory mé byt ofarbeny urcitou farbou, spojime hra-

nami s vrcholmi vSetkych ostatnych farieb nachadzajucich sa v klike. Tymto
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mu prakticky vynitime dant farbu - inak bude potrebnych na ofarbenie viac
farieb, ako je optimum pri farbeni offline algoritmom. Priklad tohto vidime
na obrazku [B3.1]

Z lemy3.1.1] vyplyva, Ze poéet ofarbeni prvych m vrcholov pomocou k + 1
farieb je S(m,k)/(k +1).

Pocas farbenia prvych m vrcholov teda algoritmus nevie rozlisit, ktorta z
inStancii mé na vstupe, a méze pri ich rozliSovani pouzit iba radu, ktora do-
stane. Potrebujeme teda log, S(n, k)/(k + 1) bitov rady na rozliSenie inStan-

cie, ktortt méme na vstupe. Pomocou lemy a faktu, ze log, (n — n/Inn)

log, n + O(1) dostavame:

S(m, k)
k+1

log, =log, S(m, k) —logy k +1 =

= (logyn — n/Inn)log,n— (logyn — n/Inn)log, logy n+O(n) — O(logyn) =

= nlog,n — nlog,log,n + O(n)

3.1.2 Grafy vnoritelné do mriezky

Jednou z tried grafov st grafy, ktoré je mozné nakreslit do mriezky.

Definicia 3.1.1. Graf G = (V, E) volame mriezka velkosti m x n, ak je v
nasledugicom tvare: V.= {(a,b) | 1 <a <mA1<b<n} amedzi vrcholmi
(a,b) a (c,d) je hrana prave vtedy, ked ((a = c+1)A(b=d))V((a=c)A (b=

d+1)). Mriezku velkosti m x n budeme oznacovat G, .

Definicia 3.1.2. Povieme, Ze graf G je vnoritelny do grafu H, ak eristuje

podgraf H' C H taky, e G ~ H'.
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Poznamka 3.1.1. KedZe mriezka je bipartitny graf, vsetky grafy do nej
vnoritelné budu tiez bipartitné. Oznac¢ime ich G,,. Ozna¢me G, spojité

grafy z G,.

Daésledok 3.1.3. Kedze G, st bipartitné, OnlineFarbenie(Gy,, Spojite)

sa da riesit optimdlne deterministickym algoritmom bez rady.

Vsetky nase grafy budu bipartitné. Tym padom aplikovanim lemy
mozeme prist k zéveru, Ze hlavna tlohu v odhadoch bude hraf pocet izolo-
vanych vrcholov, ktoré vieme odkryt algoritmu pri online farbeni. Kedze st
vSetky grafy vnoritelné do mriezky bipartitné, jednou z ciest ako garantovat
izolovanost vrcholov je odkryvat postupne vSetky vrcholy jednej z particii.
Budt nés teda zaujimaf najméi grafy, ktoré maximalizuji rozdiel velkosti

medzi particiami.

Definicia 3.1.3. Graf G nazyjvame chlpatym grafom stupria k, ak je tvoreny

cestou vy, v, ..., Uakt1, na ktorej su ku kaZdému vrcholu s pdarnym indexom

pripojené prave 2 listy. (Obr.

Obr. 3.2: Chlpaty graf stupna 4.

Poznamka 3.1.2. Je zrejmé, Ze kazdy chlpaty graf je vnoritelny do mriezky.

Lema 3.1.4. Chlpaty graf stupria k md mazimdiny pomer velkosti particii

dosiahnutelny pre Gy,s s 4k + 1 vrcholmi.
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Doékaz. Ozna¢me particie grafu U a V, pricom U nech je particia, ktora
chceme minimalizovat.

Ak k = 0: Graf je tvoreny jedinym vrcholom v € V - toto zjavne U
minimalizuje, kedZe velkost nemoze byt zaporna.

Ak k = 1: Zvolme si vrchol z U ako pociato¢ny - tento moze mat stupern
maximalne 4 (je vnoritelny do mriezky pre ktort A = 4). Kedze chceme
minimalizovat rozdiel medzi particiami, vSetky ostatné vrcholy budu zavesené
na tomto vrchole ako listy a teda jeho stuperi bude 4. (Mensiu particiu uz v
spojitom grafe zjavne nevieme dosahnut)

Pre vseobecné k: zoberme graf, ktory minimalizuje particiu U pre 4k — 3
vrcholov. Potrebujeme pripojit dalsie 4 vrcholy, ale Vu € U: deg(u) = 4.
Jediny spdsob ako pridat novy vrchol je napojit ho na vrchol v € V. Pridajme
teraz vrchol u, a pripojme ho ku grafu hranou {u,v}. Zjavne deg(u) =1 a
teda uréite ni¢ nepokazime, ak zvysné tri vrcholy zavesime na u, a opét plati,
ze Vu € U: deg(u) = 4.

Je zjavné, Ze jednym z grafov (ktoré maju ekvivalentné velkosti particii U
a V'), ktoré mozeme ziskat takymto postupom, je prave chlpaty graf stupna k.

]

Veta 3.1.5. Ezistuje algoritmus riesiaci Farbenie(G s, -), ktory potrebuje

najviac 3n + O(1) bitov rady.

Dokaz. Ako sme uz spomenuli, vdaka leme vieme, ze radu potrebu-
jeme iba na vrcholy, ktoré sa nam javia izolované pri ich spracovani. V leme
sme ukazali, ze najhorsi pripad predstavuju chlpaté grafy. V nich do-
sahuje vii¢sia particia velkost %n - toto je teda maximalny pocet izolovanych
vrcholov, ktoré mozno odhalif pocas vypoctu pre n = 4k + 1 pre k > 0.
Ako st na tom zvys$né n? Nemoze dojst k drastickej zmene, pretoze ak

by existoval graf velkosti n = 4k + ¢, kde ¢ = 2,3,4 kde sa ligi velkost
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vacsej particie o viac ako konstantu - povedzme 5. potom by sme odtrhnutim
jedného, dvoch alebo troch vrcholov z vicsej particie dostali spor s lemou
pre dané k.

Stac¢i ndm teda pouzif priamodciary postup, v ktorom ak je vrchol x; izo-
lovany v grafe G;, pouzijeme jeden bit rady na to, aby sme rozhodli, ktort
farbu mu priradime. Toto ndm stac¢i urobit pre i > 1, pretoZe prvy vrchol

modZeme ofarbit Tubovolne. O

Veta 3.1.6. Algoritmus riesiaci Farbenie(G.,y,, ) optimdlne potrebuje aspon

[n/2] — 2 bitov rady.

Dokaz. Nasou tlohou je zostrojit triedu vstupov, kde online algoritmus po-
trebuje pouzit dostato¢ne vela rady. Ako tato trieda vstupov nam posliazia
grafy nasledujticeho tvaru. Vezmime cestu dizky [n/2], ozna¢me jej vrcholy
vy, ...,V a zvy$né vrcholy zavesme postupne od konca ako listy na vrcholy

cesty, pricom vrchol zaveseny na v; oznacime w;.
v1 v2 v3 v4 v5 v6

w2 w3 w4 wbh w6

Obr. 3.3: Ukazka grafu pre n = 11, Uy = {vy, ws, v3}, Vi = {ws, v}

Pre lubovolné k také, ze (1 < k < [n/2]) zostrojme mnoziny Uy a Vj
nasledovne (Obr. [3.3):

Uy, ={v; | imod2=1)A(1<i<k)}U{w;|(imod2=0)A(1<i<k)}
Vi={vi | (imod2=0)A(k+2<i<[n/2])}U{w; | (imod2=1)A(k <i<[n/2])}
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Je zrejmé, ze medzi ziadnymi dvoma vrcholmi z Uy UV nevedie hrana.
Navyse vSetky vrcholy v Uy maji rovnaku farbu a vsetky vrcholy vo Vi, maja
rovnaku farbu, int1 ako vrcholy z Uy.

Nech I je mnozina instancii vstupu, kde mnoziny U, a V}, tvoria prefix
vstupu, teda plati, ze Vi: 1 < i < [n/2] — 1 = z; € Uy U Vi Zjavne
indukovany graf [z1,..., %[, 21-1] bude obsahovat iba izolované vrcholy.

Zostrojme mnozinu instancii M nasledovne: UvaZzujme retazce tvaru s €
0{0, 1}/"/21=2_ Pre kazdy retazec s pridame do M jednu initanciu podla na-
sledovného kltuca. Nech k je pocet nil v retazci. Vyberme fubovolni instanciu
z 1), taka, ze Vao; < k: z; € P, & s; = 0. (Vzdy existuje asponl jedna takato
inStancia, ak je ich viacero, na vybere nezalezi. Mozeme pouzif napriklad
lexikograficky najmensiu)

Pretoze takychto retazcov existuje 2/"/21=2 je aj |S| = 2["/21=2 pricom
kazd4 z inStancii potrebuje iné ofarbenie izolovanych vrcholov. Podla Dirich-
letovho principu ak existuje deterministicky algoritmus, ktory riesi problém
optimélne a pouzije menej ako [n/2]| — 2 bitov rady, musia existovat aspon
dve instancie v S, ktoré ofarbi rovnako, ¢im dostaneme neoptiméalne riese-
nie. Tu mame spor a teda kazdy optimélny algoritmus musi pouzif aspon

[n/2] — 2 bitov rady. O

Poznamka 3.1.3. KedZe sme ukézali horny odhad iba pre spojité grafy,
uvedieme aspon trivialny odhad pre vSseobecni podobu: Existuje algoritmus,
ktory riesi Farbenie(G,,, -) optimélne s radou najviac n— 1. Dokaz je priamo-
¢iara konstrukcia, kde si zakoduje na ® farby prvych n — 1 vrcholov, pricom

o farbe posledného uz vie rozhodnit algoritmus sam.
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3.2 Model pre riesenie online problémov s
priebeznou radou

Ako sme uz naznacili skor, mozeme sa niekedy zaujimaf o pripad, kedy
chceme mat radu rovnhomerne rozdistribuovant medzi jednotlivé poziadavky.
Takyto model ndm poskytli Emek et al.[EFKR11]. Problém vsak je, Ze celd
trieda problémov potrebujtcich menej ako linedrne vela bitov sa nam zleje
do jednej triedy pozadujicej prave linearnu radu. Preto definujeme novy mo-
del, kde nés nezaujima iba odmedzenie poc¢tu bitov, ktoré mozno precitat v
jednom kroku vypoctu, ale zaroven sledujeme aj celkovy objem rady poskyt-

nutej algoritmu.

Definicia 3.2.1. Majme dany algoritmus A s radou, vstupni postupnost
x = (x1,Z9,...,2,) a pdsku s radou ®. Algoritmus A je c-kompetitivny s
poradnou zloZitostou (s(n),r(n)) ak existuje o takd, Ze VnVx IO také, Ze
C(A*(x)) < ¢- C(OPT(x)) pricom pocas vypoctu neprecita viac ako s(n)
bitov ® a pri spracivani x; neprekroci hlava na ® poziciu i -r(n).
Poznamka 3.2.1. VSimnime si, Zze model nijako nevynucuje, aby bola pre-
¢itand v i-tom kroku paska s radou az po i-r(n). Program teda moze pockat
niekolko krokov a precitat v nasledujicom kroku celti radu za poslednych
niekolko krokov. Toto ndm vSak nevadi, pretoze takymto spravanim program
nemoze ni¢ ziskat, a vzdy existuje ekvivalentny algoritmus, ktory radu cital
priebezne.
Poznamka 3.2.2. Ak je problém riesitelny s radou (O(f(n)),g(n)) a h(n)
je funkcia, pre ktora plati ¥n : h(n) > g(n), potom je problém riesitelny aj s
radou (O(f(n)), h(n)).

Rovnako, ak je problém riesitelny s radou (2(f(n)),g(n)) a h(n) je fun-

kcia, pre ktoru plati Vn : h(n) < g(n), potom je problém riesitelny aj s radou
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(Q2(f(n)), h(n)).

Otéazkou je, ¢i takyto model prinasa nieco nové. Jednou z motivacii by
mohlo byt Studovat problémy, kde je pouzitym rieSenim poslaft si cely vstup

a riesit problém offline algoritmom.

3.2.1 Problém najvicsej suvislej podpostupnosti

Je zrejmé, Ze pointou rady je odoslat informéaciu o indexoch i, j. Riesenim je
teda paska s radou obsahujica zakodované dve ¢isla, ktoré nam urcia offsety
dvoch indexov. Ako vSak ukézeme, problém mdZe nastat, ak obmedzime po-
¢et bitov, ku ktorym mozno pristapit v jednom kroku vypoctu. Ako priklad

nam poslizia nasledujice vety.

Veta 3.2.1. Problém maximdlnej suvislej podpostupnosti sa dd vyriesit opti-

mdlne' s radou (O(log N),2).

Doékaz. Najprv sa pozrieme, akt informéciu ponesie poradné paska ®. Ako
si ukazeme neskor, s jej pomocou uz problém jednoducho priamociaro vyrie-
sime. Potrebujeme na péasku umiestnit dve ¢isla o velkosti O(log V). Kedze
v8ak mame uz$i kanal, nemozeme ich tam dostat v jednom kroku, musime
teda zéroven odosielat aj informdciu o ¢iastkovych vysledkoch momentélne
spractvanych vstupnych blokov. KedZe méze program precitat 2 bity rady za

kazdu poziadavku, vyriesime problém tak, ze vytvorime defacto dve pasky:

e prva (oznacme ju A) bude obsahovat dostatocne dlhy tsek z priamo-

¢iareho kédovania rieSenia. Teda

1 aki<k<j
A = {0,1}" pricom a; =

0 1inak

!Pripominame, Ze slovom optimalne mame na mysli, e je program striktne 1I-

kompetitivny.
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e druhi(ozna¢me ju B) bude obsahovaf binirne zakédované indexy i a
j. Potrebujeme vyriesit oddelovac¢ tychto dvoch ¢isiel, ale bez ujmy na
zloZitosti méZeme pouzit trividlne oddelenie, kde kazdy druhy bit na
paske bude oznacovat, ¢i predchadzajici precitany bit bol posledny.

Toto nam naftikne pasku iba o konstantny nasobok. Teda

B = 1,050 . . . i10g, 111710720 . . - J10g, ;110000 . ..

Samotna pasku s radou ® vytvorime striedavym zapisom tychto dvoch
pasok.

d = alblagbg e

Ako bude pracovat nas online algoritmus A7 V kaZzom kroku precita 2
bity z ®, mdéZzeme teda predpokladat, ze v k-tom kroku mé pristup k pr-
vym k bitom A aj B. Je zrejmé, ze na zodpovedanie k-tej poziadavky toto
staci, pretoze rieSenie je zakédované v A, teda vratime a;. Akonahle vsak
docitame celil informéciu na paske B, pozname interval, ktory je riesenim,
a nepotrebujeme dalej pozerat radu, pretoze uz vieme zodpovedat Tubovolni
poziadavku sami. KedZe B obsahuje iba dve binarne kédované ¢isla, ktoré s
najviac N, potrebujeme z ® precitat iba O(log N) bitov. A poradné zlozitost
je (O(log N, 2)). O

Veta 3.2.2. Problém maximdlnej suvislej podpostupnosti sa dd vyriesit opti-

mdalne s radou (Q(log N), 2).

Dokaz. Uvazujme inStancie v tvare z = (a;, — X, a9, — X, ..., —X, a,), kde
X je zvolené tak, aby platilo, ze Vi : X > a;. Je zrejmé, ze v takejto inStancii
bude maximalna podpostupnost tvorend jedinym prvkom a to maximalnym
prvkom. Zvolme si k£ a nech a; je maximalny prvok, navyse nech plati, Ze

ay <ap <...<ap>ags > ... > a,. VSimnime si, ze v kazdom kroku az do
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odhalenia prvku a;,; moéze byt spravnou odpovedou Iubovolny z aktuélneho
a nasledujucich prvkov.

Algoritmus teda potrebuje oznacit jeden z n prvkov za spravny, bez toho
aby vedel nejakt uzitoéni informéciu vyvodit z uz videnych, resp. z prave
odhaleného prvku. Na rozliSenie tychto n pripadov potrebujeme log, n bitov
na paske. Teda poradna zlozitost je (€2(log N),log N).

Ako sme uviedli uz v poznamke |3.2.2, ak mame dolny odhad, dodato¢nym
zuzenim kandalu s informaciou urcite rieSenie nezlepsime. Dostavame teda z
odhadu riesitelnosti s radou (Q(log N),log N) ako logicky zéaver, ze problém
je riesitelny aj s radou (2(log N), 2). O]

Dosledok 3.2.3. Problém mazximdlnej suvislej podpostupnosti sa dd vyriesit

optimdlne s radou (©(log N),2).

Prvotny odhad bol, Ze prave v probléme maximalnej suvislej podpostup-
nosti ndjdeme s nasim modelom hranicu, ktora rozdeluje logaritmicka a li-
nearnu radu. Pri bliZzS§iom $tidiu sa ndm vSak bohuzial podarilo dokazat aj

nasledujtcu silnejsiu verziu vety:

Veta 3.2.4. Problém maximdlnej suvislej podpostupnosti sa dd vyriesit opti-

mdlne s radou (©(log N),1).

Dodkaz. Dolny odhad ziskame jednoducho z predchadzajiceho vysledku vety
kedZe sme ukazali silnejSie tvrdenie. Jednoduchym dosledkom je, Ze
problém je riesitelny s radou (Q(log N), 1).

Ako vSak zostrojime algoritmus, ktory pouZije iba 1 bit na krok? Pozrieme
sa trochu bliz§ie na pripady, ktoré mozu nastaf. Ak sa nachddzame v i-tom
kroku vypoctu, moznosti si nasledovné:

Ak A(z);—1 = 1 - teda posledny spracuvany prvok sa nachadzal v hlada-

nom intervale a zarovern:
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e 1; > 0 - v tomto pripade nepotrebujeme radu, pretoze urcite do inter-

.....

vand sumu)

i
o 1; < — > A(x); -z; - v tomto pripade tiez nepotrebujeme radu, pretoze
=1
ak by interval presahoval az za x;, vieme ho zlep$it tym, Ze odtrhneme

Cast pred (resp. za) z; vratane

e r; = 0 - v takomto pripade tiez nepotrebujeme radu, pretoze inter-
val modzeme natiahnuf o fubovolne dlhy tsek nil bez toho, aby sme si

narusili vysledok

o — ZZ: A(x); - x; < x; < 0 - toto je jediny pripad, v ktorom mézeme
pojt:rébovat’ radu, a to v pripade, ze x;_1 > 0 - ak je x;_1 zdporné, opit
radu nepotrebujeme, pretoze vieme, ze hladané rieSenie musi obsahovat
cely aktudlny zaporny usek a kladnu ¢ast za nim (inak by sme opéft jeho

odtrhnutim ziskali lepSie riesenie)
Aby sme si to zhrnuli: jediny pripad, v ktorom potrebujeme radu, ak
A(z)izr =1 je ak z; < 02.
Podobnt analyzu urobime aj pre pripad, v ktorom plati A(z);_; = 0 a

sucasne:

e 1; < 0 - radu nepotrebujeme, ak interval zacneme v nasledujiicom

kroku, budeme mat aspon taky dobry vysledok.

e 1; > 0 - ak bolo z; 1 > 0 radu nepotrebujeme, ak by sa totiz interval

zacinal na tomto prvku, rozsirenim na predchadzajici by sme dostali le-

2Dovolime si kruto ignorovat pripad, ked je x; prili§ malé a ajtak radu vezmeme.
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psie rieSenie. Radu teda potrebujeme iba vtedy, ked bol predchadzajuci

prvok zaporny.

Vsimnime si teda, ze iba v dvoch z uvedenych pripadov potrebuje A
precitat radu, aby sa vedel optiméalne rozhodnGf. Zamyslime sa teraz nad
tym, ako ¢asto tieto pripady mozu nastat:

Najprv pripad, ak (A(z);—1 = 0) A (z; > 0) A (x;—1 < 0). V pripade, zZe
A(x); = 0, vieme s istotou, ze A(z);11 = 0 a teda v nasledujicom kroku
radu nebudeme uré¢ite potrebovat. Ak je A(x); = 1, moze sa stat, ze budeme
potrebovat poradit. Avsak tento pripad moze nastat iba raz pocas celého
behu algoritmu.

Ak nastal druhy pripad, kedy potrebujeme radu, teda A(z);—1 = 1Az; <
0, vieme rovnako povedat, ze na vypocet A(z);41 radu potrebovat nebudeme
- ak sme interval eSte neuzavreli, berieme cely zaporny tsek, resp. priberieme
kladnt hodnotu, ak sme ho uz uzavreli, vypocet prakticky skon¢il.

Cely priebeh ¢itania rady sa d& vyjadrit stavovym diagramom na obrazku
3.4

Jasne sme ukazali, Ze po kazdom kroku, ktory potrebuje radu, nasleduje
aspon jeden, ktory radu nepotrebuje - existuje maximalne jedna vynimka k
tomuto pravidlu. To znamend, Ze aspon kazdy druhy bit mame volny a mo-
zeme teda postupne odkomunikovavaf riesenie analogicky ako vo vete [3.2.1]
Teda na optimalne rieSenie nam staci rada velkosti (O(logN), 1).

KedZe sme ukézali tesny horny aj dolny odhad, vyplyva z toho, Ze problém

maximalnej suvislej postupnosti riesime s radou (O(log N), 1). O

3.2.2 Alokovanie disjunktnych ciest

Problém alokovania disjunktnych ciest ndm poskytol priklad, ktory sme hla-

dali pre nas model. V 1iom sa ukazuje, zZe mnozstvo rady potrebnej na opti-
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Interval tvoriaci
optimalne rieSenie
X<=0 X>=0
\ Usek pred X>0 _ | Kiadny asek
rieSenim rieSenia
\&
x>0 X<0 X<0 X>0 Dogitanie
vstupu
Y ] U
Kladny Zéporny %
usek usek
X>=0 X<=0

Obr. 3.4: Priebeh spracovania vstupu algoritmom a jeho rozhodovanie. X v
diagrame oznacuje z;, teda aktualne spracovavany prvok. Hrubé sipky ozna-
¢uju hrany, ktoré potrebuji radu (musime sa rozhodnit, ktorou z nich opus-

time stav).

malne rieSenie problému moze kolisat v zavislosti od Sirky kanéalu. Skutocne,
pri obmedzeni sa na jediny bit rady na kazdu poziadavku dochadza k zho-

rSeniu potrebnej zlozitosti.

Veta 3.2.5. Pre kazdé ¢ > 1 staci na optimdlne vyrieSenie problému aloko-

vania disjunktnych ciest rada (O(L), c).

Dokaz. Dolny odhad L — 1 mozeme prevziat z vety [2.2.4 Ostéava nam teda
ukazat, ze nam postacuje (O(L), c¢) bitov rady na vyrieSenie problému.
Uvodom dékazu este poznamku o necelociselnej funkcii 7(n) - je plne v

stlade s nasou definiciou, a nesmieme na péaske precitat viac ako |i - r(n)]

.....

mnozstvo rady.
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Nech k je celé ¢islo zvolené tak, aby platilo k- ¢ > k 4 1. Teraz mozeme
vyhlésit, Ze na kazdych k ¢asti vstupu méme k dispozicii radu velkosti aspor
k 4+ 1. Na vybavenie jedného vstupu nam postacuje jeden bit rady - jedno-
ducho si odosleme informaciu o tom, ¢i sa podcesta nachadza v optimalnom
pokryti alebo nie. Navyse kazdych k krokov ziskame jeden volny bit rady.

KedZe podla vety sa d4 tento problém vyriesit optimdalne s radou
L — 1, stac¢i aby sme poslali ndSmu algoritmu tychto L — 1 bitov a mdézeme o
vSetkych dalsich vstupoch rozhodntf bez rady. Celu tito radu sa ndm urcite
podari odkomunikovat v prvych k-(L—1) krokoch vypoc¢tu, pri¢om pouZijeme
celkovo (k + 1) - (L — 1) bitov rady. Kedze k je konstantné pre zvolené ¢, je
celkova rada O(L). O

Veta 3.2.6. Na optimdlne vyriesenie problému alokovania disjunktnych ciest

je treba radu (©(L?),1).

Dokaz. Na zaciatok ukazeme, Ze alokovanie disjunktnych ciest sa dé riesit
optimalne s radou (O(L?),1).

Stac¢i nam pouzit jednoduché priamociare kédovanie: vezmime si ndhodné
optiméalne rieSenie. Vezmime si vstupnt postupnost x = (xy,...,x,). Vy-
tvorme z nej podpostupnost =’ = (zf,...,z}) tak, Ze odstranime z x prvky

L2+L
2

z; také, ze plati 35 : x; = x; A j < i. Postupnost 2’ ma najviac prvkov,
pretoze tolko roznych podciest existuje. ®; = 1 prave vtedy, ak sa podcesta
x} nachddza v zvolenom optimalnom rieseni, inak ®; = 0.

Teraz nam staci jednoducho spractvat poziadavky podla nasledujiceho

klaca:

e Ak sme uz videli podcestu, ktora je momentalne na vstupe - zamietame
ju (mdzeme predpokladat, Ze ak podcesta je v optimalnom rieseni, tak

vzdy prijmeme uz jej prvy vyskyt)
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e Ak sme ju eSte nevideli - precitame dalsi bit rady z ® a podla neho sa
rozhodneme, pricom podcestu zvolime do riesenia iba vtedy, ak bit na

paske je 1.

L2-L _
2

KedZe pocet roznych ciest je dostatocéne maly - pouzije tento po-

stup O(L?) bitov rady.

Teraz eSte potrebujeme ukazat, Ze na vyrieSenie alokovania disjunktnych
ciest potrebujeme Q(L?) bitov.

Jeden pristup, ako moZno chépat online algoritmy s radou, je, Ze proti
sebe hraju dvaja hraci. Jeden hladé najlepsie rieSenie, zatial ¢o jeho protivnik
posiela vstup, pricom méa moznost upravovat ostavajicu cast vstupu. Rada
nam pdsobi ako zavizok - ak protihra¢ prezradi nejakti informéciu, musi
potom vstup skutocne zodpovedaf tejto informacii. UkdZeme teraz stratégiu
protihraca, ktora si vynuti dostatocne vela rady.

Uvodom si musime uvedomif, ako je vnitorne zavisly vstup. Samozrejme
plati, Zze ak sme uz nejaka cestu do riesenia vybrali, automaticky mdézeme
odmietnut bez rady vsSetky cesty, ktoré ju pretinaji. NavySe ak mame dve
podcesty p; = (u1,v1) a pe = (ug,v2) a plati, Ze uy > ug A vy < vy, vieme, ze
pre kazdé riesenie, ktoré vyuziva po, existuje aspon také dobré, ktoré pouziva
p1 namiesto py. NavysSe, ak by sme zobrali radu na p; vedeli by sme uz po
rozhodniat bez rady (pri vhodne volenej stratégii). Ak vSak zistime, Ze dlhsia
cesta nie je v rieseni, informéaciu o tom, ktora jej podcesta v rieseni je, nam
to nedava.

Na vstupe teda budeme urcite déavat podcesty od najdlhsej po najkratsiu.
Zoberieme si postupnost vietkych podciest utriedenti zostupne podla dizky
a podla najlavejsieho vrcholu. Tieto postupne davame algoritmu, ten mé iba

3 moznosti (nech je na vstupe podcesta p; = (u,v)), tieto ilustruje obrazok
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Obr. 3.5: Pokryvame ¢iernu cestu disjunktnymi podcestami. Ak svetloSedt
cestu rozhodneme bez rady, moéze stiper upravit zvysok vstupu tak, ze bude
obsahovat iba cesty svetlého/tmavého typu a neziskame optimdlne riesenie.
Pri vypytani si rady cestu neprijmame a zvySok vstupu moze vyzerat opif

lubovolne.
0.0l :

1. Algoritmus sa rozhodne nepouzif cestu p; - v tomto pripade mozeme
upravit zvySok vstupu tak, aby p; bola v kazdom optimalnom rieseni
pouzité: dalej na vstupe uz bude nasledovat iba niekolkokrat fubovolné

cesta nepretinajica p;.

2. Algoritmus sa rozhodne pouzit cestu p; - opét upravime zvysok vstupu,
a to tak, ze na vstupe sa vyskytna dve disjunktné podcesty p; a py,

ktoré sa budu pretinaf s p;.

3. Algoritmus si vypyta radu - kedze mame moznost precitat iba 1 bit,
musime sa opytat, ¢i sa p; v rieSeni nachadza?, alebo nie. V tomto kroku

sme schopni ziskat dodatocéni informadciu iba v pripade, ak p; patri do

3Kedze zvySok vstupu uz tvoria iba kratsie cesty, st od tejto odpovedi nezavislé (od-
poved bude 0) a neexistuje teda vlastnost, ktora by ndm povedala nieco o dalSom vstupe

a zaroven zodpovedala ¢i dant cestu vybrat do rieSenia.
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optimalneho rieSenia, inak ziadnu informéciu naviac neziskame.

Vidime, ze je teda nutné, aby si algoritmus v kazdom kroku vypytal bit
rady. Aby sme mu neposkytli Ziadnu dodato¢nt informéaciu, ziadna z dota-
zovanych podciest sa v rieSeni nachddzat nebude. AZ sa dostaneme na cesty
dlzky 1, algoritmus sa uz vie rozhodntif aj bez rady. Aviak v tomto momente

sme uz spotrebovali % — 1, a teda potrebujeme Q(L?) bitov rady. ]

3.3 Primitivne rekurzivne funkcie s radou

Natiska sa otazka, ako by mohla vyzeraf trieda primitivne rekurzivnych fun-
kcii rozsirenych o radu. Nepodarilo sa ndm najst ziadny vyskum v tejto ob-
lasti. Pristupime teda k zadefinovaniu tejto triedy sami.

Zjavne nema zmysel obmedzovat poradni funkciu na triedu PREC, vdaka
uzavretosti na kompoziciu by to znamenalo, ze presna kdpia tejto funkcie aj
s radou sa uz nachadza v PREC'. Zaujimavou alternativou sa ukazuje pouzit
funkciu rekurzivnu. Nas model primitivne rekurzivnych funkcii s radou bude
teda pouzivat rekurzivnu poradna funkciu, ktord bude mat o jeden parame-
ter viac, ako funkcia, ktort pocitame. Pricom tento dodato¢ny parameter
bude udavat poradové ¢islo bitu rady, ktory méa tato funkcia vratit. Ak by
sme dovolili vracat poradnej funkcii hodnotu priamo, mohla by tato defacto
nahradif minimalizaciu a zosilnila by nasu triedu na rekurzivne funkcie.
Definicia 3.3.1. A—-PREC = |J M,, kde M, je mnoZina spliiajica na-

a€REC
sledugiice podmienky: 4

1. Funkcia a je v M,.

2. Nuldrna funkcia z takd, Ze z() =0, je v M,.

4Podmienky 2 — 6 sti ekvivalentné s podmienkami 3 — 7 z definicie m
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3. Undrna funkcia s definovand predpisom Vz : s(x) = x + 1 je v M,.

4. Prekazdé 1 < k <n jev M,n-arna funkcia P} definovandVxy, ..., x, :

Pxy,...,x,) = k.

5. Ak g € M, je k-drna funkcia a fy,..., fr € M, su m-drne funkcie, po-
tom m-drna funkcia h(zy, ..., zn) = g(fi(zl,...;2n), ..., fu(x1, ... 2p))

je v M,.

6. Ak f € M, je k-drna funkcia a g € M, je (k + 2)-drna funkcia, potom
h € M,, kde h(0,21,...,z) = f(x1,...,2) a h(s(n),z1,...,2x) =

g(h(n, 1, ..., o), n, 2, ..., Tg).
7. VM, nie su Ziadne in€ funkcie.

Poznamka 3.3.1. Z definicie trividlne vyplyva, ze A— PREC C REC.
Rekurzivne funkcie obsahuju vSetky funkcie z A—PREC vratane poradnych

funkcii a st uzavreté na nadmnozinu vlastnosti A—PREC.

Popisme si trochu motivaciu za nasou definiciou. Vdaka tomu, Ze ¢iasto-
¢ne kopirujeme definiciu primitivne rekurzivnych funkcii, zabezpecime si, ze
kazd4 primitivne rekurzivna funkcia v A — PREC je. Nasleduje cast, ktora
musime vykonat pre kazdi moZni poradnt funkciu: vloZime ju do mnoziny
a urobime uzaver na kompoziciu a primitivnu rekurziu - toto v zasade zna-
mena, ze umoznime funkciam aby pouzivali hodnoty poradnej funkcie vo
svojom predpise. Ked urobime zjednotenie vSetkych takychto mnoZin, do-
staneme vlastne vSetky existujice funkcie z PREC', ktoré maji navyse mo-
znost vyuzivat lubovolnt poradni funkciu (ale vzdy v celej funkcii maximalne
jednu).

Jednou z veci, ktoré nam ulahéia pracu s primitivne rekurzivnymi fun-

kciami, je kédovanie do ¢isel. Do jednej premennej mozeme zakddovat Tu-
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bovolne vela &sel napriklad v tvare (a,b,c) = 293°5¢. Navyse zapis kazdej
primitivnej rekurzie vieme zakdédovat do ¢isel. Z kazdej primitivne rekurziv-
nej funkcie vieme dostat jedno ¢islo, ktoré jej zodpoveda. NavySe mozeme aj
vSetky argumenty funkcie zakédovat do jediného. Funkciu, ktord zodpoveda

zapisu ¢isla n, budeme oznacovat f,. Ak n nekéduje validnt funkciu, potom

fn=0.

Definicia 3.3.2. Ak M je mnoZina funkcii, potom Uy(n,x) nazveme uni-

verzdalnou funkciou pre mnozinu M, ak plati: f, € M = Up(n,x) = fu(z).

Veta 3.3.1. Nechg € PREC. Vezmime M = {f | f € REC AVz: log, f(z) < g(z)}.
Potom Uy; € A—PREC.

Dokaz. Nasa funkcia bude mat nasledujuci tvar:

u(0) = a(n,x,1)

u(y +1) =u(y) +2"" - a(n,z,y + 2)

V podstate si iba zostroji horné ohranicenie vstupu a vypyta si prostrednic-
tvom rady vysledok. Ten sa vdaka predpokladu zmesti do g(z).
Poradna funkcia a bude zvolené tak, aby jej hodnoty spliiali nasledujtcu

rovnost (vracali y-ty bit f,(x)):

a(n,z,y) = (fu(z)/2Y"1) mod 2

Je zrejmé, 7e a € REC, pretoze f, € REC. Skareda a technicka je
¢ast, kde treba zostrojit a simulovat f,, a tymto detailom sa v tomto dokaze
venovat nebudeme. Je vSak zrejmé, Ze to zvladneme, pretoze je algoritmicky

vypocitatelna. O
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Z predchadzajucej vety je jasné, ze akonahle vieme funkcii ohranicit ve-

Tkost vystupu primitivne rekurzivnou funkciou, je tato funkcia v A—PREC.

Veta 3.3.2. PREC C A—PREC

Doékaz. Nech ®(n,z) = Upggpc(n, ), teda univerzalna funkcia pre unarne
primitivne rekurzivne funkcie.

Zjavne ®(n,x) nie je v. PREC. Ak by bola, potom g(n) = ®(n,n) + 1
je tiez v PREC, ale potom Jy: f, = gag(y) = P(y,y) +1= f,(y)+1=
9(y) + 1.

Vezmime funkciu f(n,z) = sgn(®(n,z)). Zjavne® f ¢ PREC. Zéaroven
vak podla vety plati f € A—PREC. O

Nagu pracu ukoncéime hypotézou, ktort sa nam zatial nepodarilo formélne
dokézat, i ked sa nazdavame, Ze mame opodstatnené argumenty, ktoré pre-

ukazuju jej platnost.
Hypotéza 3.3.1. A-PREC C REC

Ako priklad ndm posluzi Ackermannova funkcia. Hlavnym argumentom
je, ze ani s 1 bitovou radou nie sme schopni primitivne rekurzivnymi fun-
kciami vygenerovat dostatocne velké ¢islo, ktoré by sme mohli vratit ako
vysledok funkcie.

Jednym spoésobom, ktorym sa pravdepodobne d& dojst k tomuto vysledku,
je Strukturdlna indukcia na funkciu, kde ukézeme isty horny limit velkosti
¢isla, ktoré je schopné dana ¢ast funkcie vytvorit. Predpokladédme, ze takymto
postupom by sme ukézali, Ze sme schopni ohranic¢it zhora velkost vystupu

primitivne rekurzivnou funkciou.

®Rozhodujeme ¢ zéapis funkcie je prim. rekurzivny, potom aj g = —sgn(f) je v PREC

a diagonalizdciou uz lahko ukdZeme, Ze toto nemoze byt.
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Dalsi sposob, ktorym by sa dalo postupovat, je, Ze by sa ndm podarilo
ukézat, ze vieme k funkcii f € A— PREC vyrobit ekvivalentni funkciu z
PREC skusanim vsetkych moznosti - v kazdom bode, kde sa berie rada
by sa vyskusali obe moznosti. Ak by sme dostali v niektorej vetve skutocne
hladani hodnotu, vieme ju uz jednoducho overit. Toto by sice znamenalo
exponencialne spomalenie, to nam vSak v tomto pripade prislusnost do tried
neovplyvni. Takto by sme dostali spor s tym, ze Ackermannova funkcia nie
je primitivne rekurzivna.

Technicky sa vsak tieto dokazy ukézali prili§ komplikované a zatial sa

nam ich nepodarilo zostrojit.
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Z.aver

V tejto praci sme sa venovali niekolkym oblastiam, do ktorych zasahuje po-
radné zlozitost. Jednalo sa hlavne o analyzu online problémov.

V problematike farbenia grafov sme sa zaoberali niektorymi triedami gra-
fov a poradiami ich prezentovania na vstupe. Ukazali sme odhad pre vse-
obecné grafy prehladévané do hibky a dolné a horné ohrani¢enie pre grafy
vnoritelné do mriezky.

Zadefinovali sme novy model, ktory nuti algoritmus ¢itat radu postupne,
a venovali sme sa $tadiu dvoch problémov v tomto novom modeli - hlada-
nie najvicsej suvislej podpostupnosti a alokovanie disjunktnych ciest. Pre
oba sa nam podarilo ukazat tesné odhady mnozZstva rady potrebného na ich
rieSenie. Navyse na probléme alokovania disjunktnych ciest sa nam podarilo
preukézat opodstatnenost nasho modelu, kedze celkovy objem rady dosaho-
val asymptoticky rozdielne hodnoty pre réznu rychlost jej spristupiiovania.

Na zaver sme opustili online prostredie a venovali sa vyuzitiu rady v
teorii rekurzivnych funkcii. Zadefinovali sme triedu primitivne rekurzivnych
funkcii s radou a ukazali, ze takto definovana trieda je silnejsia ako primitivne
rekurzivne funkcie.

Nadviazat na nas vyskum sa d4 mnohymi smermi. Jednak je tu moznost
analyzovat rozne online problémy s pomocou nasho modelu vyuzivajiceho

priebeznu radu. Pripadne je tu priestor na dokazanie, respektive vyvratenie
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nasej hypotéze o vztahu primitivne rekurzivnych funkcii s radou a rekurziv-

nych funkcii.
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