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Abstrakt

L(2,1)-farbenie grafu je o¢islovanie jeho vrcholov prirodzenymi ¢islami tak, ze Cisla
susednych vrcholov sa liSia aspon o 2 a ¢isla vrcholov vo vzdialenosti 2 sa liSia aspon
o 1. Rozpitie L(2,1) farbenia je najvicsie ¢islo, ktoré pouziva. Minimélne rozpétie
L(2,1)-farbenia grafu G oznac¢ujeme A(G). Najlepsi doterajsi algoritmus na hladanie

A(G) na vseobecnych grafoch ma ¢asovi zlozitost O*(2.6488™).

V praci popisujeme metddy rozdelenia problému na mensSie ¢asti, pomocou kto-
rych vytvarame efektivnejsie algoritmy pre hladanie A(G). Vytvorime algoritmus na
hl'adanie rozpétia L(2, 1)-farbenia na planarnych grafoch v ¢ase O*(2.2"+°(") a v case
0*(2.613™) na grafoch s malym vrcholovym separatorom. Nakoniec popisujeme postup
generovania vSetkych neoznacenych minimalne 2-hranovo suvislych grafov. Experimen-
talne overujeme, Ze spomedzi 2-hranovo suvislych grafov maju najvacsi pocet kombi-

natorickej struktiry, ktoré sa nazyva vlastny par, prave kruznice.

Klacové slova:  L(2,1)-farbenie, planarny graf, bezmostovy graf, exponenciélny al-

goritmus



Abstract

L(2,1)-colouring of a graph is an assignment of natural numbers to its vertices such
that adjacent vertices differ by at least 2 and vertices sharing a common neighbour
differ by at least 1. The span of an L(2,1)-colouring is the largest number assigned to
a vertex. The minimum span of any L(2, 1)-colouring of graph is denoted by A(G). The
best current algorithm for determining A\(G) for general graphs has time complexity of
0*(2.6488™).

We describe methods for splitting the problem into independent smaller parts and
use them to develop faster algorithms for determining A\(G). We showcase our method
for the planar graphs, for which we create an O*(2.2"7°(") algorithm. We create an
algorithm for graphs with small cuts having time complexity O*(2.613"). Last, we
develop an algorithm for generating all the minimally 2-edge-connected graphs. Using
this, we experimentally verify that cycles have the most proper pairs from the class of

2-edge-connected graphs.

Keywords: L(2,1)-colouring, planar graph, edge-free graph, exponential-time algo-

rithm
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Uvod

Farbenie grafov je zndmy a pomerne dobre prestudovany tazky problém na grafoch.
Jednym zo zovSeobecneni farbenia grafu je L(2, 1)-farbenie grafu, v ktorom vrcholom
priradzujeme prirodzené ¢isla. Pozadujeme pri tom, aby susedné vrcholy mali priradené

¢isla s rozdielom aspon 2 a vrcholy so spoloénym susedom mali priradené rézne ¢isla.

Jednym z dévodov, preco je L(2, 1)-farbeniam venovana pozornost, je ich uplatnenie
pri pridelovani frekvenénych pasiem vysielacim staniciam. Kvoli interferencii elektro-
magnetickych vysielacov a prijimac¢ov na podobnych frekvenciach totiz musia velmi
blizke vysiela¢e dostat velmi rozdielne pasmo, ale viac vzdialenym vysielacom staci

mensi rozdiel.

Délezitou charakteristikou L(2,1)-farbenia je jeho rozpétie — najvicsie ¢islo, ktoré
je priradené niektorému vrcholu. Va¢8ina problémov ohladom L(2,1)-farbeni sa tyka
prave tohto rozpéatia. Jednym zo zakladnych problémov je pre dany graf a dant hodnotu

k povedat, ¢i existuje L(2, 1)-farbenie tohto grafu s rozpéatim k.

Problémy L(2, 1)-farbenia formulujeme v jazyku prirodzenych ¢isel. Ukazuje sa, Ze
toto zjednodusSenie z realneho sveta je postacujiuce. Uz v prvych pracach venujucich sa
tejto problematike bola dokazana ekvivalencia problémov definovanych na prirodzenych

¢islach so zovSeobecnenim na realne ¢isla [7].

Kedze ide o problém pribuzny farbeniam grafov, je ocakivatelné, ze bude NP-
tazky, ¢o sa podarilo dokazat v tom istom c¢lanku. Taktiez sa postupom casu dokazala
zlozitost problému aj na niektorych obmedzenych triedach grafov, napr. planarnych,

bipartitnych, na grafoch s priemerom 2 [10].

Pre niektoré triedy grafov boli objavené algoritmy, ktoré hladaju minimélne rozpéa-
tie L(2, 1)-farbenia v polynomialnom ¢ase. Prvym vysledkom bol polynomialny algorit-
mus na stromoch [3]. Dalsiu triedu grafov s polynomiélnym algoritmom tvoria cyklové

stromy [6] — grafy, v ktorych su v8etky kruznice vrcholovo disjunktné.
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Druhou oblastou sktimania st algoritmy, ktoré riesia problém na vSeobecnych gra-
foch. Snahou je vytvorit algoritmus, ktory riesi problém s najlepsou ¢asovou zlozitostou.
KedZe ide o NP-tazky problém, skiimaji sa rieSenia s exponencialnou ¢asovou zoZitos-
tou. Pre zjednoduSenie zépisu sa pouziva O*-notécia, ktorda zanedbava polynomialne

faktory v zlozitosti.

Najrychlejsim algoritmom na hladanie miniméalneho rozsahu L(2, 1)-farbenia grafu
je algoritmus od Junosza-Szaniawskeho a kol., ktory dosahuje ¢asovi zlozitost na grafe s
n vrcholmi O*(2.6488") [12]. Casova zloZitost tohto algoritmu je tizko spéta s kombina-
torickou Strukturou zvanou vlastny par — ¢asova zlozitost algoritmu je zhruba linearne

zavisla od poctu vlastnych parov v grafe.

Na druhu stranu plati, Ze najviac vlastnych parov maja stromy — grafy, na ktorych
vieme problém riesit v polynomiélnom ¢ase. V tejto praci sa budeme venovat vyuzitiu

metody rozdeluj a panuj na konstrukciu rychlejsieho algoritmu.

V druhej kapitole sa pozrieme na delenie problému na nezavislé ¢asti s pouzitim
hranového separatora. Podrobnejsie sa pozrieme na grafy s mostami a pre dostatocne
velké k ukézeme, ako zredukovat problém existencie L(2,1)-farbenia s rozpétim k v
Tubovolnom grafe na problém na triede grafov, v ktorych odstranenim Iubovolného
mostu vznikne izolovany vrchol. Z rychleho rieSenia na tejto Specidlnej triede grafov

potom bude vyplyvat rychle rieSenie pre vSeobecné grafy.

V 3. kapitole ukazeme algoritmus, ktory nadviaze na pracu Junosza-Szaniawekeho a
kol. Pomocou delenia problému skonstruujeme algoritmus pre planérne grafy s ¢asovou
zlozitostou O*(2.2"+°(M) a algoritmus pre dobre rozdelitelné grafy s ¢asovou zlozitostou
0*(2.613™).

Vo 4. kapitole odprezentujeme experiment na triede 2-hranovo suvislych grafov.
Ukazeme, ze pri grafoch do 20 vrcholov maji najvacsi pocet vlastnych parov prave
kruznice. Zaujimavym vysledkom tejto Casti je aj postup generovania vsetkych neoz-

nacenych 2-hranovo suvislych grafov (s opakovanim).

Implementacia algoritmov popisanych v 4. kapitole bude pristupna na stranke

https://people.ksp.sk/ “sameth/dipl_experiment/ .



Kapitola 1

Zakladné pojmy a predoslé vysledky

V tejto kapitole si zavedieme pojmy a oznacenia, ktoré budeme pouzivat vo zvysku

prace. Taktiez si podrobne popiSeme predoslé vysledky o L(2, 1)-farbeniach grafov.

1.1 Zakladné pojmy

Pokial nebude povedané inak, grafy spominané v tejto praci budi neorientované, suvislé
a jednoduché, bez sluciek a nasobnych hran. Mnozinu vrcholov budeme oznacovat V (G)
a mnozinu hran E(G). Vzdialenost dvoch vrcholov u a v v grafe G budeme oznacovat
dg(u,v). Pokial bude z kontextu jasné, o ktory graf sa jedna, budeme vzdialenost

vrcholov u, v znacit d(u,v). Symbolom n budeme oznacovat pocet vrcholov grafu G.

Pre Tubovolny vrchol v budeme vyrazom N (v) zna¢it mnozinu vrcholov, ktoré su
hranou spojené s v. Pod znacenim N[v| budeme rozumiet mnozinu N(v) U {v}. Toto
znacenie rozSirime aj na mnoziny vrcholov. Pre mnozinu vrcholov S budeme vyrazom

NI[S] zna¢it mnozinu |J N[v] a vyrazom N(S) ozna¢ime mnozinu N[S] — S.
veS

Ako prvé si poriadne zadefinujeme L(2, 1)-farbenie grafu a problémy s nim suvisiace.

Definicia 1. L(2,1)-farbenie grafu G je zobrazenie w : V(G) — N, ktoré spliia nasle-

dugiice podmienky:

o Vu,v € V(G) : d(u,v) =1 = |w(u) —w(v)| > 2,

o Vu,v € V(G) : d(u,v) =2 = w(u) # w(v).
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Pri oby¢ajnych vrcholovych, ¢ hranovych farbeniach grafov skimame, aky najmensi
pocet farieb potrebujeme pre platné ofarbenie daného grafu. Podobne si vieme pri
L(2,1)-farbeniach vsimat, aké najvicsie ¢islo pouzivaju. Toto ¢islo budeme nazyvat
rozpdtim L(2,1)-farbenia. Najmensie mozné rozpitie L(2, 1)-farbenia grafu G’ budeme

nazyvat L(2,1)-farbiace ¢islo grafu G a oznacovat \(G).

Kvoli prehladnosti budeme miestami pouzivat pojem k-L(2, 1)-farbenie, pod ktory
budeme mat na mysli L(2, 1)-farbenie s rozsahom k. Graf G budeme volat k-zafarbitelny,
ak M(G) < k. Vsimnime si, ze L(2,1)-farbenie s rozpatim k moze pouzivat az k + 1

roznych hodnot.

Definicia 2. Pod problémom L(2,1)-farbenia budeme rozumiet nasledujici rozhodovact
problém. Instanciou je graf G a prirodzené ¢islo k. InStancia je riesitelnd prdave vtedy,

ak ezistuje L(2,1)-farbenie grafu G s rozsahom k.

Podobne by sme mohli zadefinovat problém rozpétia L(2, 1)-farbenia, v ktorom by
sme pre dany graf hladali jeho farbiace ¢islo. Pre kazdy graf existuje trivialne ofarbenie
pouzivajuce parne ¢isla od 0 po 2n — 2, z hladiska vypoctovej zlozitosti su teda tieto

problémy takmer totozné.

V préci budeme ¢asto pouzivat pojem ciastoéného L(2,1)-farbenia, preto si ho po-

riadne zadefinujeme.

Definicia 3. Nech G je graf, nech S je podmnoZina vrcholov grafu G. Pod pojmom
ciastocné L(2,1)-farbenie mnozZiny S v grafe G budeme rozumiet zobrazenie w : S — N,

ktoré spliia nasledujice podmienky:

o Vu,v € S:dg(u,v)=1= |w(u) —w)| > 2,

o Vu,v €S :dg(u,v) =2= w(u) #w).

Pojmom ¢iastocné L(2,1)-farbenie grafu G budeme oznacovat ciastocné farbenie

niektorej podmmnoziny jeho vrcholow.

1.2 Predoslé vysledky

Velkou oblastou sktimania L(2, 1)-farbeni boli dolné a horné ohrani¢enia na hodnotu
A(G). Vhodnou charakteristikou sa ukézal byt maximéalny stupen grafu. Pre vieobecné

grafy bolo najprv dokézané horné ohranicenie A(G) < A?+2A pomocou jednoduchého
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pazravého priradenia [7], ktoré bolo neskor vylepsené na A(G) < A? + A s pouZitim

sikovnejsieho priradzovania [3].

Pre $pecialne triedy grafov sa podarilo dokazat silnejsie ohranic¢enia. Napriklad pre
grafy s priemerom 2 plati a je tesny odhad A(G) < A? [7]. Dalej pre chordalne grafy
plati odhad A(G) < 4427 7).

Medzi d'alsie triedy grafov, na ktorych st dokdzané tesnejsie obmedzenia na L(2,1)-
farbiace ¢islo, patria aj stromy s obmedzenim A + 1 < A(G) < A + 2 [7], kaktusy s
obmedzenim A +1 < A(G) < A + 3 [6] a vonkajsie planarne grafy s obmedzenim
A+1<ANG)<A+8[2.

Griggs a Yeh taktiez vyslovili hypotézu, Ze v kazdom grafe plati \(G) < A2, ktora

dodnes nebola vyrieSena.

f)alej sa pozrieme na zopéar tried grafov, na ktorych vieme riesit problém L(2,1)-

farbenia v polynomialnom ¢ase a popiSeme si zodpovedajtce algoritmy:.

1.3 Polynomialne farbenie Specidlnych grafov

Prvou triedou grafov, pre ktoré bol objaveny polynomiélny algoritmus na rieSenie prob-

lému L(2, 1)-farbenia, st stromy [3]. Tento algoritmus si podrobne popiSeme.

1.3.1 Chang-Kuo algoritmus

Vstupom pre algoritmus je strom 7' zakoreneny v listovom vrchole so synom r a ¢islo

k. Tento algoritmus zisti, ¢i existuje L(2, 1)-farbenie grafu T' s rozpétim k.

Pre Tubovolny vrchol v zadefinujeme 7'(v) ako podstrom stromu 7" zakoreneny vo
vrchole v. Taktiez zadefinujeme 7" (v") ako T'(v) s novym vrcholom v’ ktory je spojeny
iba s v, ¢ize

G (V(T(v)) U{v'}, B(T(v)) U{(v),0)})

kde v’ je novy vrchol nevyskytujuci sa v T'(v).

Zakladnou myslienkou algoritmu je konstruovat mnoziny S(7'(v)) definované nasle-

dovne:

S(T(v)) = {(a,b)| existuje L(2,1) farbenie f grafu T'(v") také, ze f(v) =a a f(v') = b}
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Pre Tubovolny listovy vrchol v; lahko vidime, ze

S(T(v)) ={(a,b)|la <kEANb<EA|a—0b >2}

Pre vnttorny vrchol v so synmi vy, vg, ... v, vieme pre Tubovolné a,b, |a — b > 2

overit, ¢ (a,b) € S(T'(v)) nasledovne:

1. Zostrojime bipartitny graf G, ;(v), ktorého jednou particiou buda vrcholy vy .. . v,
a druhou particiou hodnoty mnoziny {0, 1, ...k} a ktorého mnozinu hran zostro-

jime nasledovne:

E(Gap) = {(vi,x)|x # bA(a,2) € S(T(vi))}

2. Najdeme najvacsie parenie na grafe Ggy.

3. Ak néajdené parenie mé velkost ¢, potom (a,b) € S(T'(v)), inak (a,b) ¢ S(T'(v)).

Do pozornosti davame skuto¢nost, zZe najdené parenie zodpoveda priradeniu hodnét

vrcholom vy, ... v,, pri ktorom je platné ohodnotenie vrcholov v a v" hodnotami a a b.

Nakoniec L(2, 1)-farbenie stromu T s rozpatim k existuje prave vtedy, ked je mno-

zina S(T'(r)) neprazdna.

Casova zlozitost tohto algoritmu je O(n-k*?) [3]. Neskor sa objavili mierne upravené

algoritmy s lepSou ¢asovou zlozitostou.

1.3.2 ZlepSenia Chang-Kuo algoritmu

Prvy zlepsujuci algoritmus urychluje konstrukeciu pareni tak, Ze najprv najde zakladné

parenie bez obmedzeni spésobenych priradenim hodnoty b vrcholu v'.

Pre overenie kazdej dvojice (a, b) vo vrchole v teda staci najst jedno zékladné parenie
pre kazdé a. Priradenie farby b vrcholu " moéze odstranit nanajvys jednu hranu z

parenia, tu, ktora spaja nejaky vrchol s hodnotou b.

Vdaka tomu vieme overit existenciu parenia v Chang-Kuo algoritme hladanim na-
najvys jednej zlepSujtcej cesty. Dalsie zlepSenie vyplyva z vyuzitia predspracovania
stromu popisaného uz v ¢lanku s povodnym algoritmom. Vdaka nemu sa da vstupny
strom zredukovat tak, aby kazdy listovy vrchol bol hranou spojeny s vrcholom maxi-

mélneho stupna v grafe [3].
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Doslednou analyzou zlozitosti dostaneme celkovi ¢asovi zlozitost vylepseného al-
goritmu O(n'™) [g].

Pri poslednom zlepSeni algoritmu riesiaceho problém L(2, 1)-farbenia autori zava-
dzaju pojem kompatibility ohodnotenia vrcholov, vdaka ktorému dokazu viaceré farby
vrcholu v spracovat naraz. Casova zlozitost algoritmu bude linearna od velkosti vstup-

ného stromu [9].

1.3.3 Cyklové stromy a vonkajSie planarne grafy

Dalimi triedami grafov s polynomialnymi algoritmami st cyklové stromy [6] a vonkajsie

planarne grafy [13].

Definicia 4. Cyklovy strom je graf, v ktorom kaZdy vrchol leZi na najviac jednej kruz-
nicl.
Definicia 5. Vonkajsi plandrny graf je plandrny graf, pre ktory existuje rovinné na-

kreslenie, v ktorom vsetky vrcholy lezia vo vonkajsej oblastu.

Oba algoritmy funguja principidlne podobne ako algoritmus pre stromy v tom, ze
lokalne pre nejaki mnozinu vrcholov zistuja, aké vSetky kombinécie hodnét im mézu
byt priradené na zaklade rovnakej informacie pre blizke okolité body, ktorych v tychto

triedach grafov nie je prilis vela.

1.4 Farbenie vSeobecnych grafov

Paralelne k vyskumu $pecialnych tried grafov, na ktorych sa da riesit problém L(2,1)-
farbenia v polynomialnom ¢ase, sa skimaju algoritmy schopné riesit tento problém
na vseobecnych grafoch. KedZe ide o problém, ktorého exponencidlne rieSenia maju
pomerne velky zéaklad, pre ¢asovu zlozitost budeme pouzivat O*-notéciu, pri ktorej sa

neuvadzaju ani nasobné polynomialne faktory.

S prvym vyznaénym rieSenim tohto problému prisiel D. Kral, ktory riesil vse-
obecnejsi problém priradzovania kanalov (channel assignment problem). Pre problém
L(2,1)-farbenia z neho jednoduchou tpravou vstupu vznikol algoritmus s ¢asovou zlo-
zitostou O*(4™) [14].

S lepsimi algoritmami prisli Havet a kol. Prezentuji algoritmus pre problém 4-

L(2,1)-farbenia s ¢asovou zlozitostou O*(1.3009") a algoritmus pre rieSenie problému
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L(2,1)-farbenia s ¢asovou zlozitostou O*(3.8730™) [11].

Algoritmy na rieSenie vSeobecného problému sa postupom ¢asu vylepSovali spolu s
pribliZovanim hornych a dolnych odhadov ich ¢asovych zlozitosti. Aktualne najlepsim
algoritmom pre vSeobecné grafy je algoritmus od Junosza-Szaniawskeho a kol., kto-
rého Casova zlozitost je O*(2.6488™) [12]. Tento algoritmus budeme d'alej nazyvat ako

algoritmus Junosza-Szaniawski.

1.4.1 Algoritmus Junosza-Szaniawski

Na zaciatok si zadefinujeme dolezité pojmy 2-pakovania a vlastnych parov, ktoré bu-

deme viackrat potrebovat pri popise algoritmu.

Definicia 6. PodmnoZinu S vrcholovej mnoZiny grafu G nazyjvame 2-pakovanim grafu

G, pokial kazdé dva vrcholy v S maji vzdialenost asponi 3 v grafe G.

Definicia 7. Usporiadani dvojicu (S, X) podmnoZin vrcholovej mnoZiny grafu G na-

zyvame vlastny par grafu G, ak SN X =0 a S je 2-pakovanim grafu G.

Pocet vsetkych vlastngch parov grafu G budeme oznacovat pp(G). Najvicsiu hodnotu
pp(G) spomedzi vietkych k-vrcholovych suvislych grafov budeme oznacovat pp(k).

Poznamka 8. Pocet vlastnijch pdrov grafu G vieme vypocitat nasledovne:

w@= 3 2

SeP(Vg)
S je 2-pakovanie

Zakladnou myslienkou algoritmu je vytvarat vSetky ciastoéné L(2,1)-farbenia s
obmedzenym rozpatim. Tieto Ciasto¢né farbenia rozdelime do tabuliek Tq, 77, ... T, o
a budeme kodovat pomocou n-znakovych retazcov nad abecedou {0,0,1,1}. Tabulka
Ty bude obsahovat retazec a prave vtedy, ked existuje ¢iastoéné L(2,1)-farbenie f s

rozpatim k a s nasledujicimi vlastnostami:
1. a; = 0 ak je vrchol v; neohodnoteny farbenim f a neexistuje vrchol susediaci s v;
ofarbeny farbou k,

2. a; = 0 ak je vrchol v; neohodnoteny farbenim f a ezistuje vrchol susediaci s v;

ofarbeny farbou k,
3. a; =1ak f(i) <k,

4. a; =1 ak f(i) = k.
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Tabulku T} vieme vypodcitat z tabulky T;_; tak, Ze vezmeme kazdy retazec z T;_1,
kazdé 2-pakovanie grafu P a vrcholom obsiahnutym v P priradime farbu ¢. Takéto
priradenie farieb vieme pekne reprezentovat ako operédciu po jednotlivych znakoch na

retazcoch.

Najprv si zadefinujeme ¢iastotné zobrazenie @ : {0,0,1,1} x {0,1} — {0,1,1}
nasledujicou tabulkou:

1
1

o | O

S 1
0 1
1

= OO

Zmakom — oznac¢ujeme nedefinovant hodnotu.

Dalej zobrazenie prirodzene rozsirime na retazce a mnoziny retazcov:

(CLl D b1)<a2 D bg) e ak je a; P bz definované
a1as...a, ®biby...b, = c(a, ®by) pre kazdé i € {0,...n} (1.1)

nedefinované inak

AdB={a®dblac ANbe BAa®b je definované}

Pri pocitani T; teda najprv vypocitame T; ; & P, kde P je mnozina vSetkych 2-
pakovani, kde kazdé 2-pakovanie prirodzene reprezentujeme ako Booleovsky retazec
dlzky n. Nakoniec zmenime 0 na 0 pre vietky vrcholy, ktoré susedia s nejakym vrcholom

farby .

Poslednym stavebnym kamenom algoritmu je sposob, ako rychlo pocitat A @ B.
Principialne sa bude tento postup podobat na Strassenov algoritmus. Graf G si rozde-

lime na niekolko podgrafov G, Ga, ... G, tak, aby s vopred zvolenym k platilo:

1. Vo e V(G) 35 : v € V(Gj)
2.Vje{1,2,...q—1}: |V(G))| >k
3.V5e{1,2,...q}: [V(G,)] < 2k

437 V(G < n(1+ 7)

Pre mnozinu retazcov A a retazec w zadefinujeme mnozinu suffixov w v A ako

A, ={v | wv € A}. S takymto oznacenim vieme potom vypocet A @ B rozdelit na dve
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Casti nasledovne:

A®B= U (u®v)(A, ® B,) = U w U A, | ® B,
u€{0,0,1,1}? ve{0,1}P u€{0,0,1,1}?
ve{0,1}P we{0,1,1}P [udv=w]

[u®v je definované]

7 definicie zobrazenia & na retazcoch vidime, Ze ak je pre dané v a w prazdna

U A

ue{0,0,1,1}?
[uBv=w]

mnozina

vypocet sa pre tuto dvojicu méze ukondit.

Z predpisu zobrazenia @ vidime, Ze v; = 1 prave vtedy, ked w; = 1. Pre dané
v preto moze existovat nanajvys 2P~ kde ||v|| oznacuje pocet jednotkovych znakov

vo v. Pocet dvojic v a w, pre ktoré existuje nejaké platné u teda vieme zhora ohranicit

S ol

ve{0,1}

hodnotou

Ked7e v algoritme vykonévame operaciu T; ® P, kde P su retazce zodpovedajuce
2-pakovaniam grafu G a grafy Gy, G, ...G,, podla ktorych budeme operéaciu 7; & P

delit na mensie Casti, st suvislé, vieme tito sumu zhora ohrani¢it na pp(p) .

Kedze sucet poc¢tov vrcholov v grafoch G;...G, je n’ < n(1 + %), kde n’ > n, v
retazcoch z vypocétu T; & P budeme mat pre niektoré vrcholy viacero nezéavislych pozicit
koédujucich ich stav ofarbenia. VSetky retazce, v ktorych bude niektory vrchol zaroven
ofarbeny aj neofarbeny, z mnoziny odstranime. Kedze retazce st polynomiélne dlhé v

zévislosti od n, tuto kontrolu vieme pre kazdy retazec vykonat v polynomialnom case.

1.4.2 Analyza casovej zlozZitosti algoritmu Junosza-Szaniawski

Pre odhad ¢asovej zloZitosti najprv zhora odhadneme velkost tabulky 7;. Vrcholy s
hodnotou 1 musia tvorit 2-pakovanie grafu G. Pre akykol'vek vyber vrcholov s hodnotou
1 majt zvysné vrcholy iba dve moznosti, 0 alebo 1. Vsetkych retazcov dizky n teda
moze byt nanajvys pp(n). Podobny odhad vieme spravit aj pre pocet retazcov dlzky

n”, ktoré sa vyskytna v nejakom rekurzivnom volani pri poc¢itani operacie &.

V kazdom kroku rekurzivneho vypoctu operacie @ na mnozinach sa pripravi nanaj-

vys pp(k’) moznych prefixov vyslednych retazcov. Pre kazdy z nich sa spusti rekurzivny
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Obr. 1.1: Znazornenie operacie prevesenie listového vrchola na iny list, s ktorym maju

spolo¢ného suseda. Tato operacia nezmensuje pocet vlastnych parov stromu.

vypocet na dvojici mnozin retazcov, kde dlzka retazcov je n’ — k’. Casova zlozitost vy-

poctu teda zodpoveda nasledujtcej rekurencii:

t(n') =O(n-pp(n') + pp(K)t(n — K)); k < kK <2k

RieSenim tejto rekurencie sa ukaze byt funkcia O(nn’ - pp(n’). Pripominame, Ze
hodnota n’ je zhora ohrani¢ena ako n(1 + %) Volbou dostato¢ne velkej konStanty
k dostaneme ¢asovi zlozitost dostato¢ne blizku O*(pp(n)). Pre dokonéenie odhadu
casovej zlozitosti nakoniec potrebujeme nejaké ohranicenie pre pocet vlastnych parov

v n-vrcholovom grafe.

1.4.3 Horny odhad hodnoty pp(n)

Pre odhad hodnoty pp(n) najprv zmensime mnozinu uvazovanych grafov nasledujacimi

dvoma pomocnymi pozorovaniami.

Lema 9. Nech e je hrana suvislého grafu G takd, Ze graf G — e je suvisly. Potom
pp(G) < pp(G —e).

Dékaz. Nech S je 2-pakovanim grafu G. Odstranenim hrany e z grafu G nezmensime
vzdialenost Ziadnej dvojice vrcholov v (G, ¢ize nezmensime vzdialenost Ziadnej dvojice
vrcholov v S. Mnozina S je teda zaroven aj 2-pakovanim grafu G — e. Z vyjadrenia

pp(g) pomocou 2-pakovani |8 vyplyva dokazovana nerovnost. O

KedZe najmensim suvislym grafom je strom, dalej sa pri hornom odhade hodnoty

pp(k) obmedzime prave na stromy.
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Lema 10. Nech T je strom, nech uy a us su listové vrcholy so spolocnym susedom v.
Potom pp(T) < pp(T U (uy,us) — (ug,v)). Tdto grafovd operdcia je zndzornend na obr.

(2.1

Doékaz. Podobne ako v predoslej leme ukazeme, ze kazdé 2-pakovanie S stromu T je
zéroven 2-pakovanim v T'U (u1, ug) — (uq,v). Nahliadneme, Ze zatial¢o d(uq, us) klesne,
vzdialenost u; od akéhokolvek iného vrcholu takouto vymenou neklesne. Zaroven sa
nezmeni vzdialenost Ziadnej inej dvojice vrcholov. KedZze S nemdze obsahovat zaroven
vrcholy u; aj ug, vzdialenost akejkol'vek dvojice vrcholov v S touto operaciou neklesne,

preto kazda dvojica vrcholov v S stale bude mat vzdialenost aspon 3. O]

Vdaka tejto leme sa pri dokazovani horného ohranicenia poc¢tu vlastnych parov
mozeme obmedzit na stromy, ktorych ziadne dva listy nemaju spolo¢ného suseda, okrem

trividlneho pripadu stromu s tromi vrcholmi.

Nech T je strom s asponn Styrmi vrcholmi, ktorého Ziadne listy nemaji spolo¢ny
vrchol. Pozrieme sa na najdlhsiu cestu P v T'. Koncovy vrchol cesty oznacime v, jeho
suseda oznacime u a suseda wu iného, ako v oznac¢ime c. KedZe Ziaden vrchol nemaé
za susedov dva listy, ¢ je jednoznacne urceny. Dalej sa v dokaze horného ohranic¢enia
rozoberé niekolko pripadov podla okolia vrchola c¢. Spomedzi vSetkych si ukazeme

jeden, ostatné sa daju vyriesit podobnym spdsobom.

Ak §(c) = 2, vSetky vlastné pary (S, X) rozdelime na tie, v ktorych v patri do S
a tie, kde v nepatri do S. Vlastnych parov, kde v nepatri do S je dvakrat tolko ako
v grafe T — {v}, podla toho, ¢ v patri do X. Tento pocet vieme zhora odhadntt na
pp(n —1). Ak v patri do S, tak u ani ¢ nem6zu patrit do S. Vlastnych parov v tomto
pripade bude Stornésobok po¢tu vlastnych parov v grafe ' — {v, u, c}, ¢o vieme zhora
odhadnut ako pp(n — 3).

Dostavame teda nasledujicu nerovnost: pp(n) < 2pp(n—1)+4pp(n—3). Vyriesenim
nerovnosti pre vSetky pripady dostaneme horné ohranicenie pp(n) < 27"[12], kde 7 ~
2.6488 je kladny koren rovnice

T° = 167 + 88.

1.4.4 Dolné odhady hodnoty pp(n)

Prvé dolné odhady hodnoty pp(n) vyuzivali grafy znézornené na obr. [1.2] Pomocou
rekurzivneho vyjadrenia poc¢tu vlastnych parov na tychto Specidlnych grafoch vzniklo
dolné ohranicenie pp(n) = (2.6117").
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1 2 Kk 1 2  k

1 2k 1 2  k

Obr. 1.2: Trieda grafov s pp(n) = ©(2.6117")

Analyzou zakorenenych stromov s priemerom 6 sa da dolny odhad zvysit na pp(n) =
2(2.6313™)[1]. Dokladnejsou analyzou zakorenenych stromov, ktorych vSetky podstromy
st rovnaké, sa da odhad vylepsit az na pp(n) = €(2.6391") [1].



Kapitola 2
Delenie problému L(2, 1)-farbenia

Casové zlozitost algoritmu Junosza-Szaniawski je principidlne velka na grafoch, v kto-
rych existuje vela roznych ¢iastoénych L(2,1) ofarbeni. Ako sme videli v predosle;
kapitole, spomedzi stuvislych grafov maja najviac ¢iastocnych ofarbeni, resp. vlastnych
parov, stromy. Na dostatocne jednoduchych triedach grafov vsak existuji polynomialne

algoritmy, ktoré riesia problém L(2,1)-farbenia.

Intuitivne plati, ze pri jednoduchych grafoch vieme problém rozdelit na viacero
mensich, mensie problémy vyriesit nezavisle a nakoniec ich rieSenia pospajat. V tejto
kapitole sa pozrieme na sp6sob, akym vieme tito intuiciu aplikovat. Nakoniec ukazeme,
ako redukovat problém L(2, 1)-farbenia na triedu chlpatych 2-hranovo savislych grafov,

okrem pripadov, ked sa pytame na prili§ maly rozsah farbenia.

Aj ked v préci rozoberame problém L(2,1)-farbenia, postupy z tejto kapitoly sa

principiadlne daju aplikovat aj na vSeobecnejsie L(p, ¢)-farbenia.

2.1 Teoretické zaklady rozdelenia problému

Ako sa dalej v praci ukaze, aby sme vedeli problém dobre rozdelit, potrebujeme riesit

o trochu vSeobecnejsi problém: Niektoré vrcholy mézu mat predpisani svoju farbu.

Definicia 11. Rozhodovaci problém doplnenia L(2, 1)-farbenia definujeme nasledovne:
Instanciou je graf G, prirodzené ¢islo k a ciastocné L(2,1)-farbenie f mnoziny S C

V(G) v grafe G, kde rozsah f je nanajvys k.

Instancia je riesitelnd prave vtedy, ked ezistuje L(2,1) farbenie f' grafu G s rozsa-
hom k, pre ktoré plati: Yv € S : f'(v) = f(v).

14
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Lubovolné riesenie problému doplnenia L(2,1)-farbenia vieme prerobit na rieSe-
nie problému L(2,1)-farbenia, ak za ¢iastocné farbenie f vezmeme prazdne farbenie.
Mnohé rieSenia problému L(2,1)-farbenia sa dajia prerobit na rieSenia problému do-
plnenia L(2,1)-farbenia bez vyrazného zhorSenia casovej zlozitosti. Ukazeme si to na

priklade algoritmu Junosza-Szaniawski.

Najprv si pripomenieme, ako funguje algoritmus Junosza-Szaniawski. Tento algorit-
mus postupne pocita tabulky Ty, 711, ...T5,. Tabulka T; obsahuje reprezentaciu vset-
kych ¢iastoénych L(2,1)-farbeni grafu s rozsahom i. Pre kazdé ¢iastoc¢né farbenie v

tabulke T; vieme povedat zoznam vrcholov, ktoré pouzivaja farbu i.

Uprava algoritmu teda bude spoéivat v tom, Ze po vypoéitani tabulky T} z nej od-
stranime vSetky ¢iasto¢né farbenia, ktoré nejakému vrcholu v € S priradili intt hodnotu,

ako f(v).

Pozor si vSak treba dat na pocet tabuliek, ktoré potrebujeme vypocitat. Kedze
niektoré vrcholy maji predpisant farbu, nemusi existovat trivialne farbenie s rozsahom
2n. Dalej vsak dokézeme, ze vSetky vrcholy mimo mnoziny S vieme trividlne ofarbit
farbami velkosti nanajvys 3n. KedZe ¢asova zlozitost poc¢itania tabulku T; z tabulky
T;—1 je O*(2.6488™) a tento vypoclet spravime najviac (3n)-krat, ¢asova zlozitost tohto
algoritmu bude O*(2.6488").

Lema 12. Nech f je ciastocné L(2,1)-farbenie mnoZiny S v grafe G. Potom existuje
L(2,1)-farbenie f' grafu G, ktoré dopliia f a pre ktoré plati Yv € V(G)—S : f(v) < 3n.

Doékaz. Zakladna myslienka dokazu je nasledovna. Vezmeme mnozinu farieb, ktoré su
priradené vrcholom v S a ozna¢ime ju F. Ak najdeme mnozinu farieb £, ktora mé
velkost (aspon) |V (G) — S|, kazda dvojica farieb v nej ma rozdiel aspon 2 a kazda
dvojica farieb (c¢q,¢y) € F x F' mé rozdiel aspon 2, tak neofarbenym vrcholom mozeme

Tubovolne priradit rozne farby z F’ a dostneme L(2, 1)-farbenie.

V kazdej trojici ¢isel (3z,3z + 1,3z + 2), kde 0 < = < n, bud existuje vrchol
v mnozine S, ktory mé priradent jednu z tychto farieb, alebo sa farba 3z + 1 moze
nachadzat v mnozine F’. Ak ma mnoZina S presne m vrcholov, ndjdeme takto n —

m farieb, ktoré moézeme priradit vrcholom vo V(G) — S. O

Dosledok 13. Nech (G, k, f) je instancia problému doplnenia L(2,1)-farbenia. Ak k >

3n, tak je instancia riesitelnd.
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2.1.1 Rozdelenie na hranovych separatoroch

Prvy typ “jednoduchosti” grafu, ktora vieme vyuzit pri hladani rychlejsieho algoritmu,
zodpovedéd hranovej suvislosti grafu. Vezmime si nejaky hranovy separator Sg grafu
G. Vsetkym vrcholom, ktoré su incidentné s niektorou hranou separatora, zafixujeme

nejaké farby. Dalej si vezmime komponenty stvislosti grafu G — Sg.

Ak v kazdom komponente suvislosti najdeme (nezavisle) nejaké L(2,1)-farbenie
konzistentné s ohodnotenim separatora, spojenim farbeni pre kazdy podgraf dostaneme

L(2, 1)-farbenie celého grafu G. Toto tvrdenie si formalne zhrnieme v nasledujicej leme.

Lema 14. Nech Sg C E(G) je hranovy separdtor grafu G, nech Sy C V(G) je mnoZina
vsetkijch vrcholov, ktoré si incidentné s niektorou hranou v Sg, nech Gy, Gs, - - Gy su

komponenty suvislosti grafu G — Sg.

Nech fs : Sy — N je castoéné L(2,1)-farbenie mnoZiny Sy v grafe G, nech
f1, f2y - oy fr st Giastocné L(2,1)-farbenia mnozin V(G1)USy, V(G)USy, ..., V(Gg)U
Sy v grafe G a nech plati

Vi € 1/{5, Yv € Sy : fl(U) = fs(v).

Potom zobrazenie w : V(G) — N definované nasledovne:

fs(v), veSy
fi(U), v E V(Gz) — SV

w(v) =

tvort L(2,1)-farbenie grafu G.

Doékaz. Zobrazenie w je dobre definované, lebo kazdy vrchol patri do prave jedného
komponentu grafu G — Sg, zaroven kazdému vrcholu v G priradi hodnotu. Potrebujeme
teda overit podmienky L(2, 1)-farbenia pre kazdu dvojicu vrcholov u,v € V(G). Dalej

rozoberieme niekol'ko pripadov podla prislusnosti u, v:

Oba vrcholy patria do mnoziny Sy: Z definicie w plati w(u) = fs(u),w(v) = fs(v).
KedZe fg je Giastoéné L(2, 1)-farbenie mnoziny Sy, vrcholy u, v musia spliat pod-

mienky L (2, 1)-farbenia.

Vrchol u patri do Sy, vrchol v do V(G;) — Sy pre niektoré i: Z definicie w plati
w(u) = fs(u) = fi(u) a w(v) = fi(v). Kedze f; je ¢iastotné L(2,1)-farbenie, vr-

choly u, v musia splhat podmienky L(2, 1)-farbenia.
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Oba vrcholy patria do toho istého komponentu G;: Z definicie w plati w(u) =
filu),w(v) = fi(v). Kedze f; je ¢iastocné L(2,1)-farbenie, vrcholy u,v musia

spliiat podmienky L(2, 1)-farbenia.

Vrchol u patri do komponentu G, vrchol v do komponentu Gj, i # j: Kedze
vrcholy patria do réznych komponentov grafu G — Sg, kazda cesta medzi u, v ob-
sahuje aspon jednu hranu z Sg. gpeciéﬂne to plati pre kazda najkratSiu cestu
medzi u a v. Kedze u,v ¢ Sy, kazda najkratsia cesta medzi u a v musi pozosta-
vat z neprazdnej cesty z u do niektorého vrchola v Sy, hrany v Sg a z neprazdnej
cesty z vrchola v Sy do vrchola v. To znamend, ze vrcholy u a v st vzdialené

aspoii 3, teda spliiaju podmienky L(2,1)-farbenia.

Kazda dvojica vrcholov spliia obmedzenia L(2,1)-farbenia, a preto w je L(2,1)-

farbenim grafu G. O

Dosledok 15. Nech e € E(G) je most grafu G, nech u,v si vrcholy hrany e, nech graf
G — e pozostdva z dvoch komponentov Gy a Go velkosti aspon 2. Potom je graf G k-
L(2,1)-zafarbitelny prave vtedy, ak ezistuji hodnoty a,b také, Ze 0 < a,b < k,|a —b| >
2 a existuji k-L(2,1)-farbenia f1, fo grafov Gy U{v,u,e} a GoU{v,u, e}, pre ktoré plati
fi(u) = fo(u) = a A fi(v) = f2(v) = 0.

Dokaz. Ak je graf G k-L(2, 1)-zafarbitelny, existuje jeho k-L(2, 1)-farbenie f. Zo-
brazenia f;, fo mozeme definovat ako zuzenie zobrazenia f na prislusné mnoziny vr-

cholov. Hodnoty a, b uréime ako f(u), resp. f(v).

Tvrdenie je inStanciou predoslej lemy: Sg = {e}, Sv = {u,v}, fs(u) =
a, fs(v) = b. Kedze f; je k-L(2,1)-farbenie grafu G; U {v,u,e}, ide o ¢iasto¢né
L(2,1)-farbenie v jeho nadgrafe G. Inak povedané, ide o ¢iastoéné L(2,1)-farbenie
mnoziny V' (G) U {u,v}. Analogicky je fy ¢iastocné farbenie mnoziny V(Gs) U {u, v}.
Obe farbenia pouzivaji hodnoty medzi 0 a k vratane, ¢ize ich spojenim vznikne tiez
k-L(2,1)-farbenie. O

Tento dosledok nam vlastne dava sposob, ktorym vieme rozdelit rozhodovanie prob-
lému L(2, 1)-farbenia grafu G na dve nezavislé ¢asti v pripade, ze G obsahuje netrividlny
most — most, ktorého odstranenim dostaneme dva komponenty stvislosti s aspont dvomi

vrcholmi.

Pre kazdé mozné ohodnotenie vrcholov mosta vyskisame nezévisle ofarbit oba kom-

ponenty. K obom komponentom potrebujeme pripojit aj most a jeho druhy koniec. Za
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cenu skiiSania zhruba k% moznosti ofarbenia mostovych vrcholov dostaneme dva neza-

vislé problémy.

Intuitivne plati, Ze rozdelenie na dva podproblémy najviac zlepsi ¢asovu zlozitost
vtedy, ked maju oba komponenty zhruba rovnaku velkost. Ak bude jeden komponent
prili§ maly, moZzeme si takymto rozdelenim ¢asovu zloZitost zhorSit: Za zanedbatelné

zmensenie problému zaplatime tym, ze ho budeme musiet riesit viackrat.

Rychly algoritmus pre problém L(2,1)-farbenia mézeme skonstruovat napriklad z
dvoch mensich algoritmov. Jeden z nich bude riesit problém L(2, 1)-farbenia na grafoch
bez trivialnych mostov. Druhy bude redukovat problém L(2, 1)-farbenia na vSeobecnych
grafoch na niekol'ko instancii problému na grafoch bez trivialnych mostov. V dalsej casti
ukézeme druhy typ algoritmu a odhadneme jeho ¢asovu zlozitost v zavislosti od ¢asovej

zlozitosti prvého typu algoritmu.

2.2 Mostova veta

Na zaciatok si zadefinujeme triedu grafov, ktori mézeme opakovanym delenim na men-
Sie podproblémy dostat. Zakladnou triedou grafov, ktoré nevieme rozdelit, su suvislé

bezmostové grafy. Tieto grafy sa inak nazyvaja 2-hranovo siuvislé grafy.

Trieda grafov, ktoré nevieme podla predoslého dosledku rozdelit, obsahuje aj grafy,
v ktorych kazdy most spéja jediny vrchol so zvyS8kom grafu. Niekol'ko takychto grafov
je znézornenych na obrazku [2.1]

Definicia 16. Graf G budeme nazyvat chlpaty 2-hranovo suvisly graf, ak je siuvisly
a pre kaZdi mostovi hranu e € E(G) plati, Ze jeden z komponentov sivislosti grafu

G — e obsahuje jeden vrchol.

Pripomenme si, Ze kazdy graf, bez ohladu na jeho struktiru, ma trivialne L(2,1)-
farbenie s rozsahom 2n—2, kde kazdému vrcholu priradime rézne parne ¢islo. Pokial pri
rozdeleni grafu na dva komponenty ostane jeden z nich dostatoéne maly v porovnani
s hodnotou k, pre kazdé ohodnotenie mostovych vrcholov vieme najst jeho trivialne

L(2,1)-farbenie s rozsahom k. Tento fakt zachytava nasledujtice tvrdenie.

Lema 17. Nech e je mostovd hrana grafu G, nech uy, us si vrcholy incidentné s e, nech
G1, Gy su komponenty grafu G — e, nech vrchol uy leZi v komponente G1 a vrchol us v
komponente G5 a nech ny je pocet vrcholov komponentu Gy. Ak 2ny < k, tak k-L(2,1)-
farbenie grafu G ezistuje prdve vtedy, ak existuje k-L(2,1)-farbenie grafu Go U {e,ui}.
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OO

Obr. 2.1: Ukazka styroch chlpatych 2-hranovo savislych grafov.

Doékaz. Implikacia trividlne plati, dokazovat budeme iba [&].

Ukazeme, ze Tubovolné k-L(2,1)-farbenie f grafu Go U {e,u;} vieme doplnit na
k-L(2,1)-farbenie grafu G s tym, Ze pouzijeme iba hodnoty z mnoziny {0, 1,...,2n;}.
Presnejsie, dokdZeme existenciu mnoziny farieb F' obsahujucu f(u), neobsahujicu
f(ug), v ktorej rozdiel kazdej dvojice prvkov bude aspon 2 a ktorej velkost bude asponi

ni.

Graf G; ma n, vrcholov, vrchol u; z neho uz ma priradent niektoru farbu z F. Ked
vrcholom grafu Gy — u; Tubovolne priradime rézne hodnoty z F — { f(u)}, dostaneme
k-L(2,1)-farbenie grafu G.

Rozoberieme niekol'ko pripadov:

f(ur) # f(ug) (mod 2)|: Ak je f(uy) parne, vezmeme F' = {0,2,4,...,2n,}. Ak je
f(u1) neparne, vezmeme F = {1,3,5,...,2n; — 1}. V oboch pripadoch maju

vBetky ¢isla v F' int paritu, ako f(usg), ¢ize f(ug) ¢ F. Zaroven je velkost F

aspon nq.

flur) = fug) (mod 2) A f(ur) < f(ug)|: Ak je f(ug) parne, pouzijeme mnozinu F' =
{0,2,..., f(u), f(u)+3, f(u)+5,...,2n,—1}. V8etky ¢isla v F, ktoré st vicsie,
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ako f(us), maju int paritu nez f(us).

Podobne pre nepéarne f(us) pouzijeme mnozinu F = {1,3,..., f(u1), f(u1) + 3,
f(ul) + 5, e ,277,}

f(ur) = f(uz) (mod 2) A f(u1) > f(uz)|: Analogicky k predoslému pripadu, pre parne
f(u2) pouzijeme mnozinu F' = {1,3,..., f(u1) — 3, f(u1), f(u1) + 2,...,2n1} a
pre neparne f(ug) mnozinu {0,2,..., f(u1) =3, f(uy), f(u1)+2,...,2n—1}. O

Pokial overujeme existenciu L(2, 1)-farbenia s rozsahom k pre dostato¢ne velké k a
v grafe ndjdeme most, ktorého odstranenim bude prvy komponent maly a druhy velky,

podla tejto lemy mozeme maly komponent odignorovat.

Ked v grafe objavime most, ktory deli graf na dve podobne velké casti, modZeme
si dovolit obe vyriesit pomocou algoritmu Junosza-Szaniawski. Najvacsi problém teda
budu sposobovat grafy, v ktorych bude vela mostov oddelovat stredne velké podgrafy

od zvysku.

2.2.1 Pseudoblokovo-mostovy strom

Pri skamani grafov vzhladom na bloky sa uplatnil pojem blokovo-artikula¢ného stromu.
Podobny pojem vzhladom na chlpaté 2-hranovo suvislé grafy nam pomoze pri konstruk-

cii algoritmu a zdovodneni jeho zlozitosti.

Definicia 18. Nech G je suvisly graf, nech E je mnoZina vsetkijch netrividlnych mos-
tov v G, nech Ki,Ks...K,, si komponenty suvislosti grafu G — E. Pod pojmom
pseudoblokovo-mostovy strom grafu G budeme rozumiet graf s ohodnotenymi vrholma
U1, V2, . .., Un, kde vrchol v; md priradent hodnotu |V (K;)| a vrcholy v; a v; si spojené
hranou prdve vtedy, ked existuje hrana e € E, ktord prepdja nejaky vrchol v komponente

K; s nejakym vrcholom v komponente K.

Z daného grafu G s n vrcholmi a m hranami vieme zostrojit jeho pseudoblokovo-
mostovy graf v dase O(n +m) = O(n?). Pre vietky hrany grafu zistime, ¢i st mostové
pomocou Tarjanovho algoritmu [I6]. Pre lubovolny most e vieme v konstantnom ¢ase
overit, ¢ je netrivialny: Pre oba koncové vrcholy e skontrolujeme, ¢i st incidentné aj
s inou hranou, ako e. Ked pozname netrividlne mosty, vhodnym prehladanim grafu,
ktoré nebude moct prejst cez netrivialny most, vieme zistit aj ohodnotenie vrcholov v

pseudoblokovo-mostovom grafe v ¢ase O(n + m).

Medzi vSeobecne zname vlastnosti stromov patri aj existencia vyvazeného vrcholo-

vého separatora: V kazdom strome T existuje vrchol v taky, ze kazdy komponent grafu
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T — v mé nanajvys polovicu vrcholov z T'. Podobné tvrdenie plati aj pre ohodnotené

stromy:

Lema 19. Nech T je n-vrcholovy strom s kladngm ohodnotenim wvrcholov, nech s je
sucet hodnotent jeho vrcholov. Potom existuje vrchol v € V(T') taky, Ze sucet hodnoteni
vrcholov v kaZdom komponente grafu T — v je nanajvys 3.

Dékaz. Dokaz sporom. Pre kazdy vrchol v € V(T') existuje komponent grafu 7' — v,
ktory ma stcet ohodnoteni viac ako 5. Pre kazdy vrchol moZze byt takyto komponent
nanajvy$ jeden, lebo dva komponenty so sic¢tom hodnoteni viac ako 3 st v spore so

stc¢tom hodnoteni v 7.

Pre kazdy vrchol v teda existuje prave jeden komponent K stuvislosti grafu 7" — v,
ktory méa stcet hodnoteni viac ako 5. Vrchol v je hranou spojeny s préve jednym vr-
cholom v kazdom komponente T'— v, ¢izZe je spojeny s presne identifikovanym vrcholom
u v komponente K. Na hranu (uv) nakreslime $ipku od v k u. Tento postup vykoname

pre kazdy vrchol v grafe T', ¢ize n-krat.

Hran v n-vrcholovom strome je n — 1, teda aspon na jednu hranu sme nakreslili dve
sipky. Nech tato hrana spaja vrcholy u a v. Komponent grafu T — u, ktory obsahuje
vrchol v, oznac¢ime K, a podobne komponent grafu 7' — v obsahujici vrchol u ozna-
¢ime K. Kedze hrana (uv) dostala dve sipky, komponenty K, aj K, musia mat sucet
ohodnoteni viac ako 5. Komponenty K, a K, vSak maji disjunktné mnoziny vrcholov,

¢o je v spore s faktom, Ze sticet hodnoteni vrcholov v T' je s. O]

7 dokazu predoslej lemy nam taktiez vyplyva algoritmus, ktorym vieme v polyno-
mialnom ¢ase najst takyto vrchol v. Najprv v case O(n) spocitame sucet hodnoteni
vrcholov. Potom za¢neme v nejakom vrchole u, spoc¢itame stucet hodnoteni v kazdom
komponente grafu G —u (v linedrnom ¢ase). Ak ma niektory komponent privelky stcet,
najdeme v nom vrchol, ktory susedi s u a proces opakujeme. V opa¢nom pripade sme

nasli vrchol v splhajici lemu.

Pri tomto procese nemdzeme navstivit ziaden vrchol viackrat, ina¢ by sme dostali
bud spor s acyklickostou stromu 7', alebo by sme dostali podobny spor, ako na konci
dokazu. Algoritmus na hladanie vrcholu v sa da dokonca spravit v linearnom case od

poc¢tu vrcholov T'; ale nam stac¢i lubovolny polynomialny c¢as.

Nakoniec budeme potrebovat este dva stavebné algoritmy k nasej redukcii. Jednym
z nich je viackrat spominany algoritmus Junosza-Szaniawski, ktory vie riesit problém

doplnenia L(2,1)-farbenia v Tubovolnom suvislom grafe v ¢ase 0*(2.6488") [12]. Dru-



KAPITOLA 2. DELENIE PROBLEMU L(2,1)-FARBENIA 22

hym z nich je algoritmus od Haveta a kol., ktory vie riesit problém L(2, 1)-farbenia pre
rozsah k < 5 v ¢ase O*(2.5") [11].

2.2.2 Algoritmus na rozdelenie problému

Nakoniec ukazeme, ako mézeme I'ubovolny algoritmus B, ktory riesi problém doplnenia
L(2,1)-farbenia na chlpatych 2-hranovo suvislych grafoch, prerobif na algoritmus A,
ktory riesi problém L(2,1)-farbenia na v8eobecnych grafoch. Ak je ¢asova zlozitost B
O*(a™) pre nejaké o > 2.5, ¢asova zlozitost algoritmu A bude O*(a™) s vynimkou
pripadov, ked k bude z rozsahu 6...11. Do pozornosti davame fakt, ze A a B riesia

mierne odlisné problémy.

Algoritmus A dostane na vstupe suvisly graf G a ¢islo k a akceptuje prave vtedy,

ked existuje L(2,1)-farbenie grafu G s rozsahom k. Popis algoritmu:

1. Ak k > 2n, akceptuj. O*(1)

2. Ak k < 5, spusti a vrat vysledok algoritmu od Haveta a kol. O*(2.5")

3. N&jdi vSetky netrividlne mosty grafu G. O*(1)

4. Ak G nema netrivialne mosty, spusti a vrat vysledok algoritmu B. O*(a")
5. Vytvor pseudoblokovo-mostovy strom 7' grafu G. O*(1)

6. Kym T obsahuje listovy vrchol [ s hodnotou nanajvys %, odstran z T vrchol [ a
zvys rodicovi [ hodnotu o 1. V grafe G odstran podgraf zodpovedajuci vrcholu [
okrem hrany a vrcholu, ktory ho pripajaja ku zvysku grafu (Lema . 0*(1)

7. Ak je G po predoslom kroku chlpaty 2-hranovo stuvisly graf, spusti algoritmus B.
O (a")

8. Najdi vrchol v grafu T, ktory splia lemu o rovnovaznom rozdeleni stromu (Lema
1. 0°(1)

9. Pre kazdy komponent K; grafu 7' — v spocitaj sucet jeho hodnot s;. O*(1)

10
ktora pripaja K; k v v grafe T a zodpovedajici most e = (uw) v grafe G. Pre

10. Ak pre niektory komponent K; je hodnota s; vicsia ako najdi hranu €,
kazdé ohodnotenie vrcholov u, w spusti upraveny algoritmus Junosza-Szaniawski
na komponentoch grafu G' — e. Akceptuj, ak pre niektoré ohodnotenie vrcholov
u,w algoritmus Junosza-Szaniawski akceptoval na oboch komponentoch grafu
G — e zérovei. V opacnom pripade zamietni. O*(k2 - 2.64887T5 ) = O*(2.5")
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11. Pre kazdy z komponentov K; najdi hranu e}, ktora prepaja vrchol v a vrchol
v komponente K; a jej zodpovedajicu hranu e; v grafe G. Pre komponent K;

zostroj G; ako podgraf G, ktory zodpoveda grafu K; v T' s hranou e;.

12. Pre kazdy z grafov G; a kazdé ohodnotenie vrcholov w;, w; hrany e; spusti prispo-
sobeny algoritmus Junosza-Szaniawski. Zoznam ohodnoteni vrcholov u;, w;, pre

ktoré algoritmus akceptoval, oznaéime Z;. O*(k?n - 2.648810)

13. Skonstruuj graf G, ako podgraf G, ktory zodpoveda vrcholu v v T, spolu so
vSetkymi hranami e;. Pre kazda hranu e; a kazdy sposob ofarbenia hrany e; zo
zoznamu Z; spusti algoritmus B na G,. Ak aspon jeden z behov akceptoval,

akceptuj. V opacnom pripade zamietni.

Dalej odvodime ¢asovu zlozitost algoritmu A. PoriadnejSie si vysvetlime casova
zlozitost krokov 10,12 a 13.

Pri kroku 10 sme nasli hranu, ktorej odstranenim dostaneme dva komponenty grafu,
z ktorych kazdy ma nanajvys % vrcholov. Ohodnoteni vrcholov hrany je nanajvys

(k 4+ 1)* = O(n?), ¢ize algoritmus Junosza-Szaniawski pustime nanajvys O(n?)-krat.

Ku kroku 12 sa dostaneme iba v pripade, Ze sme v kroku 10 nenasli komponent,
ktory by mal aspon {5 vrcholov. Zaroven vieme pocet komponentov zhora odhadniit na
n. Pre kazdy z komponentov, ktory ma nanajvys 15 vrcholov teda spustime (% + 1)? =

O(n?)-krat algoritmus Junosza-Szaniawski, ¢im dostaneme dohromady ¢asovi zlozitost

O*(1.2).

Pre odhad ¢asovej zlozitosti kroku 13 najprv odhadneme, kolko roznych (usporia-
danych) dvojic farieb mézeme priradit dvom susednym vrcholom u,w. Pokial vrchol
u ofarbime farbou z, vrchol w moze dostat Tubovolnu farbu okrem z, 2 —1 a x+ 1. To
znamenad, ze ak vrchol u ofarbime farbou 0 alebo k, ostane ndm pre vrchol w presne
k+1—2 moznosti. Ak vrchol u ofarbime ktoroukol'vek zo zvy$nych k& — 1 moZnosti, pre
vrchol w nam vizdy ostane k + 1 — 3 moznosti. Upravou dostaneme, Ze pocet ofarbeni
tychto vrcholov je 2(k — 1) + (kK — 1)(k — 2) = k(k — 1).

k
2
6 odstraneny. Kedze hodnoty v grafe T' st prirodzené ¢isla, mozeme tuto nerovnost

Kazdy z komponentov K; ma sucet hodnot ostro viac ako %, ina¢ by bol v kroku
upravit: Kazdy z komponentov K; méa sicet hodnot aspon LgJ + 1. Symbolom p ozna-
¢ime pocet komponentov grafu T'— v a symbolom ¢ oznac¢ime pocet vrcholov grafu G,

na ktorom budeme v kroku 13 spustat algoritmus B.

Plati nerovnost ¢ <n —p- L%J, lebo z kazdého z p komponentov si ponechame iba

jeden vrchol. Pre kazdy z p komponentov teda vyskusame vsetkych k(k — 1) ofarbeni
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mostu, ktory ho pripaja. Pre kazdua z tychto (k(k — 1))? moznosti spustime algoritmus
B s ¢asovou zloZitostou O*(a?). Celkova Easova zlozitost teda bude O* ((k? — k)Pa?) =

0" ((k:2 - /c)pa”—vL%J).

1

Dalej ukézeme, 7e pre k > 12 plati nerovnost (k* — k) 151 < 2.5. Najprv spravime

o

1 2 2 2
niekol’ko odhadov: (k% — k) 5 < kB <k51 <kf =K"= exp(%).

61lnk
k

2.46. Pre k v rozsahu 12...19 uvedieme hodnoty funkcie (k2 — k)5/:

Funkcia je klesajuca pre k > e a hodnota exp (%) je v bode k = 20 je zhruba
1

k=12

k=13

k=14

k=15

k=16

k=17

k=18

k=19

2.25647

2.32018

2.10314

2.14657

1.98393

2.01521

1.88882

1.91231

_1
Nakoniec s vyuzitim nerovnosti (k> — k)!2) < 2.5 a a > 2.5 upravime Casovi
zlozitost pre k > 12:
k* — k)P k2 —k)ls 15
O* ((1{52 . k)p@ﬂ—p{%]) = OF (an . ( ) ) =0 | a"™- ( ) 2 rl3) —

_ 0@

Ukézali sme teda spdsob, ako takmer Iubovolnd instanciu problému L(2, 1)-farbenia
vyriesit pomocou algoritmu pre problém doplnenia L(2,1)-farbenia na chlpatom 2-
hranovo suvislom grafe. Ostalo niekolko hodnét k, pre ktoré by nas algoritmus nedo-
sahoval dobru casovu zlozitost. Grafy, ktoré by dosahovali velmi zlu casovu zloZitost,
st vSak pomerne Specidlne. Na ich vyrieSenie by vSak bol potrebny ovela doékladnejsi

rozbor.



Kapitola 3

Rozdelenie pri ¢iastoénych farbeniach

Pri v8etkych vyznamnejsich algoritmoch na hl'adanie farbiaceho ¢isla veobecného grafu
G sa uplatnila kompaktnejsia reprezentacia mnoziny ¢iasto¢nych farbeni. V tejto kapi-
tole sa pozrieme na to, ako sa da kompaktna reprezentacia pouzit pri deleni problému
a ukazeme si algoritmy na rozdelitelnych grafoch, ktoré budu dosahovat lepsiu ¢asova

zlozitost, ako algoritmus Junosza-Szaniawski.

Ako prvu si uvedieme definiciu nasej kompaktnej reprezentacie ¢iasto¢nych ofar-

beni.

Definicia 20. Nech G je graf s vrcholmi usporiadanymi v postupnosti vi, vy, ..., Up.
Nech f je ciastoéné L(2,1)-farbenie mnoZiny S v grafe G s rozsahom k. Pod pojmom

charakteristika radu k zobrazenia f budeme rozumiet retazec r € {0,1,1}", ktory spliia:

ri:O(:)vigéS
n:1<:>v2€S/\f(vl)7ék
TZ:i@UZES/\f(UZ):k

ﬁalej pod pojmom rozsirena charakteristika radu k zobrazenia f budeme rozumiet
retazec s € {0,0,1,1}", ktory splia
si=0eu g SANVje{l...n} v, € N(v) = s; #1
si=0eu ¢ SAEFje{l...n} v, € Nw)As; =1
si=leveSAf(u)#k
si=leveSAfly)==Fk

Charakteristiky ciastocnijch farbeni budeme dalej v texte oznacovat symbolom r.

25
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Podobne vieme zadefinovat charakteristiku (resp. rozsirent charakteristiku) mno-
ziny C vo farbeni f ako podpostupnost charakteristiky (resp. rozsirenej charakteristiky)

zobrazenia f, ktora obsahuje iba znaky zodpovedajice vrcholom v C.

Z algoritmu Junosza-Szaniawski mozeme vidiet, Ze na reprezentéciu mnoziny cias-
to¢nych farbeni s obmedzenym rozsahom nam staci ukladat mnozinu charakteristik fix-
ného radu. Ked nepotrebujeme pre kazdy ofarbeny vrchol ukladat jeho presni farbu,
mozeme si dovolit reprezentovat aj vrcholové separdtory a pouzit ich na rozdelenie

problému. O presnom sposobe a aplikacii takéhoto rozdelenia si povieme v dalSej casti.

Predtym si ale stru¢ne pripomenieme lemu o hranovych separatoroch z predosle;j
kapitoly . Této lema hovori, zZe existencia L(2, 1)-farbenia grafu G vyplyva z existen-
cie L(2, 1)-farbeni komponentov grafu G — F pre hranovy oddelova¢ E. Tieto farbenia

musia navySe farbit vSetky vrcholy z hranového oddelovaca a musia sa zhodovat v ich
farbach.

Podobné tvrdenie plati aj pre ¢iasto¢né farbenia. V tomto pripade je podmienkou, ze
vSetky ¢iastocné farbenia farbia ta istt podmnoZinu vrcholov z hranového oddelovaca
a navyse im priradzuji rovnaku farbu. KedZe ide o takmer identické tvrdenie k leme o

hranovych separatoroch ([14), nebudeme jeho presné znenie uvadzat.

3.1 Rozdelenie na vrcholovych separatoroch

Zékladnou myslienkou rozdelenia na vrcholovych separatoroch je, ze ak mame zafixo-
vané Ciastocné farbenie separatora a vSetkych jeho susedov, farbenie zvys$nych vrcholov

v roznych komponentoch je nezavislé.

Lema 21. Nech Sy je vrcholovy separdtor grafu G, nech Gy, Gs, ... Gy si komponenty
grafu G — Sy a nech Hy, Hs, ..., H su podgrafy G indukované mnozinami V(Gy) U
Sy, V(Ga)USy, ..., V(Gg)USy.

Nech f je ciastocné L(2,1)-farbenie nejakej podmnoziny S C N[Sy] v grafe G a
nech fi, fa,... fx st ciastocné farbenia mnoZin Sy, S, ..., Sk v grafoch Hy, Hs, ..., Hy

(v tomto poradi), ktoré splitaji podmienku
Vi e {1]{7}, Yo GV(HZ)QN[S\/] : (UE S; & v e S)/\(UE SZ:>fZ(U) :f(v))

k

Potom zobrazenie w : |J S; — N definované nasledovne:
i=1
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fv), ves
fi(l)>, NS Sz )

w(v) =

tvori ciastocné farbenie grafu G.

Doékaz. Dokaz je velmi podobny dokazu lemy o hranovych separatoroch [14] v predoslej
kapitole. V8etky vrcholy ofarbené vramci jedného grafu H; nemozu porusit podmienku

¢iastocného L(2, 1)-farbenia. Podobne pre dva vrcholy v S.

Kazda dvojica vrcholov, kde jeden patri do S; — S a druhy do S —.S; mé vzdialenost
aspon 3, lebo cesta medzi nimi musi obsahovat aspon jeden tsek, ktory tvori hrana z
S; — S do N(S), hrana z N(S) do S a hrana z S do iného vrchola N(S).

Nakoniec kazda dvojica vrcholov, kde jeden patri do S; — S a druhy do S; — S, kde

i # 7, musi mat tiez vzdialenost aspon 3. O

Okolie jedného vrchola méZze byt pomerne velké, napriklad vo hviezdach v fiom
mozu byt vSetky zvysSné vrcholy. Pri reprezentécii ¢iasto¢ného farbenia cez jeho cha-
rakteristiku nam to vsak nevadi. Roznych charakteristik, ktoré mozu mat ¢iastocné
farbenia malého separatora a jeho okolia, je maly. Horny odhad pre pocet réznych

charakteristik si zhrnieme v nasledujicej leme.

Lema 22. Nech S je vrcholovy separdtor grafu G, nech ¢ = |S| a p = |N[S]|, nech
k € N je lubovolné cislo, nech F' je mnoZina vsetkijch ciastoénijch farbeni s rozsahom
k, ktoré ofarbuji nejaki podmnoZinu N[S], nech R je mnoZina vietkych charakteristik
radu k farbeni v F. Potom |R| < 2P - (p+ 1)%.

Dékaz. Najprv zhora odhadneme pocet réoznych mnozin vrcholov, ktoré maji prira-
denu farbu k. Pre kazdy vrchol v € S plati, ze v jeho okoli N[v] je nanajvys jeden
vrchol, ktory mé farbu k. V opa¢nom pripade by totiz mali dva vrcholy vo vzdialenosti
nanajvys 2 priradena tu istu farbu. Kedze celkovy pocet vrcholov v N[S] je p, pre
kazdy z q vrcholov separatora moézeme vybrat nanajvys jednu z p moznosti, alebo ne-

vybrat ziadny vrchol. Preto mnozin vrcholov, ktoré maju priradeni farbu &, je nanajvys
(p+1)9.

Dalej pre kazdi mnozinu vrcholou s farbou k ostava nanajvys p vrcholov, kazdy z
nich nezavisle patri, alebo nepatri do mnoziny ofarbenych vrcholov. Pre kazda moznost
mnoziny vrcholov s farbou & mame teda nanajvys 2P moznosti, ako vyzerd mnozina

ostatnych ofarbenych vrcholov. Charakteristik je teda nanajvys 2P(p + 1)7. O]
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Rozdelovanie pomocou vrcholového separatora budeme vyuZzivat na konstrukciu
rychlejsich algoritmov pre problém L(2,1)-farbenia. Pre vetky mozné charakteristiky
separatora a okolia si budeme pamaétat, aké charakteristiky mézu mat farbenia vo

vSetkych komponentoch.

Podobne bude prebiehat pridanie novej farby. Vyskusame pridanie vSetkych farieb
do separatora a jeho okolia. Pre kazdu takato moznost potom priddme nova farbu do
kazdého komponentu. Ako to bude presne vyzerat s postupom a s ¢asovou zlozitostou,

si ukdzeme na priklade planarnych grafov.

3.2 Farbenie planarnych grafov

Dolezitym vysledkom pre farbenie planarnych grafov je veta o separatoroch v planér-

nych grafoch [15], ktora si uvedieme.

Veta 23. Nech G je plandrny graf s n vrcholmi. Potom sa daji vrcholy grafu G roz-
delit do troch mnozin A, B,C tak, Ze neexistuje hrana medzi Ziadnym vrcholom v A a

Ziadnym vrcholom v B, mnoZiny A aj B magi nanajvys 5 vrcholov a mnozina C md
2v/2n

2
1=v/3

nanajuys vrcholov.

22

1— 2

Poznamka 24. Hodnota vijrazu

je mengia ako 16, preto budeme kvoli prehlad-

3
nosti velkost mnoZiny C zhora odhadovat ako 16+/n.

f)alej budeme vytvarat algoritmus, ktory dokaze pre danti mnozinu charakteristik
¢iastocnych L(2, 1)-farbeni s rozsahom k vypocitat mnozinu charakteristik ¢iasto¢nych
L(2,1)-farbeni s rozsahom k + 1. Tuto funkciu nad mnozinami charakteristik budeme
dalej oznacovat @. Pre mnozinu charakteristik R zadefinujeme mnozinu suffixov retazca

w ako R, = {ulwu € R}. Budeme potrebovat eSte jeden pojem:

Definicia 25. Nech G je graf. Dvojicu charakteristik (r1,72) budeme nazyjvat pre-
chod radu k, ak existuju cCiastocné L(2,1)-farbenia fi, fa, ktoré spliiaji nasledujice
podmienky:

1. fi md rozpdtie k, fo md rozpdtie k + 1,

2. r1 je charakteristika radu k farbenia f1 a ro je charakteristika rddu k+1 farbenia

Ja;
3. Vi <k:A{v]| filv) =i} ={v | falv) = i}.
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Dvojicu charakteristik (s1,s2) mnoziny S C V(G) budeme nazyvat prechod radu k

nad mnozinou S, ak sa s1 a sy daju doplnit na prechod grafu G.

Pocet vsetkiyjch prechodov v G oznacime pr(G). Podobne pocet prechodov nad mno-

Zinou S v grafe G oznacime prs(QG).

Vrcholy separatora a okolia (mnozinu N[C], kde C' je mnozina z vety [23)) oznacime
S, pocet vrcholov v .S oznac¢ime p. Vrcholy grafu usporiadame tak, aby vrcholy S boli

na zaciatku.

Zakladny postup pri pocitani &(R) s vyuzitim separatorov bude nasledovny: Mno-
zinu (nerozsirenych) charakteristik R rozdelime podla ohodnotenia S. Pre kazdy pre-
chod nad S nezavisle vypoc¢itame @ na charakteristikach zvysnych vrcholov. Nakoniec
tieto ¢iastocné vysledky pospajame a odstranime duplikaty. Formélny zapis vypoctu a

jeho odvodenia bude vyzerat nasledovne:

oR) =Jow = |J o®)= |J u U ar)

weR wef{0,1,1}P ue{0,1,1}» wef{0,1,1}P
t.z. uePB(w)

RiesSenie problému L(2, 1) farbenia potom niekol'kokrat aplikuje tento algoritmus, aZ
kym nebude v mnozine charakteristik R také, ktora zodpoveda L(2, 1)-farbeniu. Kedze
kazdy graf ma trividlne farbenie s rozsahom 2n—2, tento algoritmus ndm zarucene staci

spustit najviac (2n — 2)-krat.

Zakladom algoritmu bude najst separator podla vety o plandrnom separatore [23|
Tento krok sta¢i vykonat iba raz, preto si mézeme dovolit jeho hladanie tak, Ze prej-
deme vSetkych 2" podmnozin vrcholov a pre kazda v polynomialnom c¢ase overime, ¢i je
dostatocne mala a ¢i po jej odstraneni bude mat kazdy komponent stvislosti nanajvys

g vrcholov.

Dalej teda predpokladame, Ze pozname vrcholovy separator C'. Podla toho, kolko
vrcholov je v okoli separatora, ¢ize v N [C], budeme robit rézne veci. Najprv rozoberieme

jednoduchsf pripad, kde [N[C]| > 22, potom rozoberieme pripad |N[C]| < 2.

3.2.1 Separator s velkym okolim

Popiseme algoritmus, ktory pre danti mnozinu charakteristik R rddu k spocita nova

mnozinu charakteristik radu k + 1. Zakladny postup sme uz popisali, pre kazdi moz-



KAPITOLA 3. ROZDELENIE PRI CIASTOCNYCH FARBENIACH 30

nost prechodu separatora vyskusame pridat novi farbu zvysnym vrcholom. Separator

ozna¢ime C, pocet vrcholov v N[C] oznacime p, pocet vrcholov C' oznac¢ime q.

Pre Iubovolnu charakteristiku separatora a jeho okolia existuje najviac (p+1)? moz-
nosti, ktoré vrcholy dostant novu farbu k + 1. Taktiez vieme vSetky tieto moznosti ge-
nerovat — pre kazdy vrchol v separatore vyberieme niektory z vrcholov jeho uzavretého
okolia, alebo nevyberieme v jeho okoli Ziadny vrchol. Pre kazdy takyto vyber nasledne
overime, ¢i sme nevybrali dva vrcholy vo vzdialenosti mensej, ako 3, alebo ¢ nejaky

vybraty vrchol nesusedi s vrcholom farby k.

Pre kazda moznost starej a novej charakteristiky separatora ostane nejaka mnozina
charakteristik zvySnych n —p < 7% vrcholov, pre ktort potrebujeme vypocitat nové
charakteristiky. Tu si moézeme dovolit extrémne neefektivne riesenie, kde pre kazdu
stari charakteristiku r a kazda podmnozinu U jej neofarbenych vrcholov vyskisame,
¢ je povolené ofarbit vSetky vrcholy U farbou k£ 4 1. Takymto spdsobom budeme
overovat nanajvys 4" P moznosti — keby boli vrcholy mimo separatora nezavislé, pre
kazdy méame iba 4 typy moznosti, v ktorych ho budeme skusat: Neofarbeny vrchol
ostava neofarbeny, neofarbeny vrchol farbime k + 1, vrchol ofarbeny farbou k, vrchol

ofarbeny inou farbou.

Overenie jedného vyberu je polynomialne, lebo stac¢i pre kazda dvojicu vrcholov vo
vzdialenosti nanajvys 2 skontrolovat, ¢i by ich priradenie farieb neporusilo podmienky
L(2,1)-farbenia.

Pre kazdu z nanajvys 2P(p+ 1)? moznosti ofarbenia S vyskusame nanajvys (p+ 1)?
moznosti pridania novej farby do C. Pre kazdu takuto moznost nésledne vyskisame
nanajvys 4"7P moznosti pridania novej farby do mnoziny charakteristik a pre kazda

moznost vykoname polynomiélne vela préace.

Celkova casova zlozitost teda bude O*(2F(p + 1)%24"P). Z vety o separatore v pla-
narnych grafoch vieme, Ze velkost separatora, ¢, je nanajvys 16y/n. Tuto vetvu
algoritmu spustame, ked p > %”. Funkcia 2P4"7P klesd s p a teda jeho najvicsia
mozna hodnota pre miniméalne p = ?jT” je 2. Vyraz (p + 1)* zhora odhadneme na
(n + 1)32Vn < (2n)32V7,

Dosadenim hornych odhadov dostaneme casovi zlozitost O* (2

O (2.38"“("))‘

on 132/n+321g nﬁ)
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3.2.2 Separator s malym okolim

V pripade separatora s malym okolim budeme vyuzivat rozdelenie pomocou hranového
separatora. Nech A, B, C' st mnoziny vrcholov splhajice vetu o plandrnom separatore
Bez ujmy na v8eobecnosti ma mnozina C' viac susedov v mnozine A, nez v mnozine

B. KedZe dokopy ma mnoZina N[C] menej ako 2* vrcholov a mnoziny A a B st

4
disjunktné, mnozina B N N|[C] mé nanajvys polovicu z tohto poctu, ¢ize 2.

Pre konstrukciu algoritmu pouzijeme hranovy separator medzi mnozinami B a C,
ktory obsahuje vrcholy CU(BNN[C]). Tato mnozinu vrcholov budeme d'alej oznacovat
S. Mnozinu hran medzi mnozinami B a C' ozna¢ime E. Komponenty sivislosti grafu G—

E oznac¢ime K1, ..., K;. Pocet vrcholov v S ozna¢ime p, pocet vrcholov v C' oznacime

q.

7 lemy o hranovych separatoroch vieme, ze pre zafixovanu charakteristiku vrcholov
S mozeme pre kazdy z komponentov K ... K; ukladat mnozinu jeho charakteristik
nezavisle. Mnozinu charakteristik celého grafu by sme vedeli zostrojit ako karteziansky
stcin tychto diel¢ich charakteristik, zjednoteny cez vSetky charakteristiky mnoziny S.

Explicitne to vSak robit nebudeme.

Postup pocitania funkcie & bude podobny, ako pri separatore s velkym okolim. Pre
kazdy prechod nad S a kazdy komponent K; skonstruujeme z jeho pévodnej mnoziny
charakteristik R; novi mnozinu charakteristik @(R;). KedZe kazdy komponent tvori

suvisly graf, mézeme na poc¢itanie &(R;) pouzit postup z algoritmu Junosza-Szaniawski.

Pre pocitanie operacie @ podla algoritmu Junosza-Szaniawski potrebujeme poznat
rozsirené charakteristiky. Pre kazdy komponent a kazdu jeho (nerozsirenu) charakteris-
tiku vieme vypocitat jej rozSireny ekvivalent v polynomialnom case: Pre kazdy vrchol

s hodnotou 1 preéislujeme vietkych jeho susedov s hodnotou 0 na hodnotu 0.

Pri pocitani operacie @& na komponentoch K7, ..., K; neberieme do tvahy cely se-
parator, vzdy pouzivame iba tu Cast, ktora sa nachadza v danom komponente. Moze
teda nastat situacia, ze prechod na celom separatore nebude konzistentny s niektorymi

starymi, alebo s niektorymi novymi charakteristikami v komponente.

Toto vieme vyriesit [ahko. Pre kazdy prechod separétora S budeme pred vykonanim
@ na komponente K filtrovat jeho charakteristiky, aby sme pouzivali iba tie, pri ktorych
moze dany prechod separatora nastat. Po vypocitani @& na komponente K; mozeme
taktiez dostat nejaké charakteristiky, ktoré nie st kompatibilné s prechodom separatora.

Aj v tomto pripade staci tieto charakteristiky odfiltrovat po vypocitani operacie ®.
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V kratkosti si popiSeme, ako bude fungovat filtrovanie pred pocitanim operacie @ v

komponente K;. Filtrovanie po vypocte & sa dé zostrojit analogicky:.

Zistit, ¢i je charakteristika kompatibilna s prechodom separatora, vieme v polyno-
miilnom case. Pre kazdy vrchol v v komponente K; a pre kazdy vrchol u separatora
skontrolujeme, ¢ st vzdialené aspon 3. Ak nie si, mézu byt vzdialené 2 alebo 1. Ak su
vzdialené 2, nesmie nastat situicia, Ze v ma charakteristiku 1 a u méa start charakte-
ristiku 1. Ak st vzdialené 1, nesmie nastat situdcia, ze v ma charakteristiku 1 a u ma

stari, alebo novii charakteristiku 1.

Casova zlozitost

Vsetky komponenty, ktoré obsahuji nejaky vrchol v B, maji nanajvys 5 vrcholov,
lebo oddelova¢ E oddeluje mnozinu B a C'. Mnoziny A a B st oddelené podla vety o

separatore a mnozina B mé nanajvys 4 vrcholov.

Podobne, vSetky komponenty, ktoré obsahuji nejaky vrchol v A, maji nanajvys
2 +16+/n vrcholov, lebo mnoziny A a C' majt dohromady najviac § + 16/n vrcholov

a ich vrcholy nie st spojené s vrcholmi v B.

Pocet charakteristik S odhadneme podobne, ako pre vrcholové separatory: Pre
kazdy vrchol v C' méame nanajvys p + 1 moznosti, ako vybrat nanajvys jeden vrchol z
jeho okolia. Vyberov pre vsetky vrcholy je teda nanajvys (p+ 1)7? a pre zvy$né vrcholy
méame nanajvys 2” moznosti. Dohromady dostavame horny odhad 2P(p + 1)? moZnosti.
Pre kazdu z tychto moznosti potom mame nanajvys (p + 1)¢ moznosti, ktoré vrcholy
dostanu farbu £ + 1.

Nakoniec pre kazda moznost starej charakteristiky a mnoziny vrcholov s novou far-
bou budeme pocitat na kazdom komponente operaciu @ pomocou algoritmu z ¢lanku
Junosza-Szaniawskeho a kol. [12], ktora na komponente s velkostou x pracuje v ¢ase
0*(2.65"). Kazdy komponent, na ktorom ju budeme sptistat, ma nanajvys 5 +16/n vr-
cholov. Komponentov je nanajvys n, teda budeme potrebovat nanajvys n nezavislych

vypoctov. Tento faktor sa strati v O* notacii.

Casova zlozitost tohto algoritmu teda bude

sn g 32/ 2+16y/n n+o(n
0" (28 -(§”+16\/ﬁ+1) 965 f) = O (2.12 ( )).
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3.2.3 VylepSenie a poznamky

Popisali sme si algoritmus, ktory na zéaklade velkosti okolia separatora robil velmi
rozne vypocty. Pri vysvetlovani sme ako hranicu pouzili Tahko zapisatelnu, ale nie
najoptimalnejsiu konstantu a = %. Pre grafy, v ktorych mé okolie separatora aspon
an vrcholov sme pouzivali algoritmus pre separator s velkym okolim, pre ostatné al-
goritmus pre separdtor s malym okolim. Dalej odhadneme lepsiu konstantu a ¢asovi

zlozitost, ktoré z jej pouzitia vyplyva.

Casové zlozitost algoritmu pre separator s velkym okolim je pre Tubovolni kon-
Stantu o € (0,1) v triede funkeif OF (200 41-aln) _ (= (gn(z-a)+o(n)).

Casova zlozitost algoritmu pre separator s malym okolim je pre lubovolnt konstantu
a € (0,1) v triede funkcii O*(2n2+0(M2,652+0(M),

ZvySovanim konstanty « teda zlepSujeme ¢asovu zlozitost algoritmu pre separator s
malym okolim a zhorSujeme ¢asovi zlozitost algoritmu pre separator s velkym okolim.
Vyvazenu Casovi zloZitost dostaneme pre takt konstantu o, kde 2—a = §+ w. Vy-
rieSenim tejto rovnice dostdvame hodnotu a = 0.865, z ktorej vyplyva ¢asova zlozitost

O*(2.2"°(™) pre oba pripady.

Uvedeny algoritmus sa okrem existencie vrcholového rozdelovaca velkosti O(y/n)
nespoliehal na ziadnu inu vlastnost planarnych grafov. Preto uvedeny algoritmus fun-
guje pre vietky triedy grafov, v ktorych existuje vrcholovy separator velkosti O(y/n).
Toto tvrdenie vieme dokonca mierne zosilnit na triedy grafov, v ktorych existuje vr-

cholovy separator velkosti O(n!~¢) pre Tubovolni hodnotu € > 0.

3.3 Farbenie vyvazene rozdelitelnych grafov

Na prikade planarnych grafov sme ukazali sposob, ako vyuzit existenciu malého vr-
cholového separatora pre konstrukciu rychlejsieho algoritmu na hladanie farbiaceho
¢isla grafu. Uz pri tejto konstrukcii sme potrebovali prejst od vrcholového separétora
k hranovému separatoru, ktory ma menej vrcholov a teda aj roznych charakteristik,
resp. prechodov. Dalej tito myslienku vyuzijeme na konstrukeiu algoritmu pre dobre

rozdelitelné grafy.

Definicia 26. Nech G je jednoduchy graf s n wvrcholmi, nech A, B si podmmnoZiny
V(G), nech C = N(B) a D = N(A). Dvojicu mnozin (A, B) budeme volat vyvéazené

rozdelenie grafu G, ak plati:
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1. AUB=V(G)ANANB =1

2n
2. A <2

2n
5. |Bl<2
J.lcuD|<®

Triedu grafov, v ktoryjch existuje vyvdZené rozdelenie, budeme volat vyvazene roz-

delitelné.

Pre Tubovolny graf vieme overit, ¢i je vyvazene rozdelitelny, v case O*(2") a v
pripade, Ze je vyvaZene rozdelitelny aj nidjdeme jeho vyvazené rozdelenie. Pre kazdu
z 2" podmnozin vrcholov v polynomiélnom ¢ase overime, ¢i moze byt mnozinou vo

vyvazenom rozdeleni.

Pre l'ubovolnt podmnozinu X C V(G) naozaj vieme v polynomialnom ¢ase overit,

¢ moéze byt mnozinou vyvazeného rozdelenia: Skontrolujeme, ¢i ma nanajvys 23" a
aspon [z | vrcholov. Dalej pre kazdy vrchol v X overime, ¢i nejaky z jeho susedov lezi
mimo X a pocet takychto vrcholov oznac¢ime c. Podobne pre kazdy vrchol mimo X
overime, ¢i mé suseda v X a pocet takychto vrcholov oznacime d. Ak plati ¢ +d < 7,

tak dvojica (X, V(G) — X) tvori vyvazené rozdelenie grafu G.

Algoritmus pre hladanie farbiaceho ¢isla vyvazene rozdelitelnych grafov budeme
konstruovat podobne, ako algoritmus pre planarne grafy (s malym okolim separatora).
Najprv si oznac¢ime objekty, s ktorymi budeme pracovat. Graf budeme tradi¢ne ozna-
covat G, jeho pocet vrcholov n. Mnoziny vyvazeného rozdelenia G oznaCime A a B.
Mnozinu N(B) ozna¢ime C' a mnozinu N(A) ozna¢ime D. Do pozornosti davame, ze
plati N(B) C Aa N(A) C B. Separator bude tvoreny vrcholmi CUD a zodpoveda hra-
novému separatoru {(u,v) € E(G) | u € C ANv € D}, ktory oznac¢ime E. Komponenty
grafu G — F budeme oznacovat K; ... K,,.

Zéakladny postup bude nasledovny: Pre kazdt moznost prechodu nad separatorom
C'U D a kazdy komponent (nezévisle) vypoc¢itame, aka mnozina charakteristik v nom
moze byt po pridani novej farby. Pre tento vypocet budeme pouZzivat postup z algoritmu

Junosza-Szaniawski.

Pre aplikovanie postupu z algoritmu Junosza-Szaniawski treba prerobit charakteris-
tiky na rozsirené charakteristiky. Rovnako treba pred spustenim a po spusteni algoritmu
pre dany prechod separatora a dany komponent prefiltrovat mnozinu starych a novych

charakteristik, aby sme odstranili tie, ktoré nie stt kompatibilné s prechodom separa-
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tora. Tento problém vyrieSime rovnako, ako v pripade planarnych grafov, v ktorych ma

separator malé okolie.

Dalej budeme odhadovat ¢asovi zlozitost tohto algoritmu. Najzlozitejsia cast od-
hadu sa bude tykat po¢tu réznych prechodov v separétore, ¢ize poc¢tu kombinécii starej

a novej charakteristiky separatora.

3.3.1 Horny odhad poc¢tu prechodov

Najprv dokdzeme, ze separator vieme pokryt hviezdami. Potom odvodime pocet pre-
chodov vo hviezde s h vrcholmi a nakoniec zhora ohrani¢ime pocet prechodov v nasom

separatore C'U D.

Definicia 27. Graf G voldime hviezda, ak v 1iom existuje vrchol v, ktory je spojeny
hranou s kazZdym ingm vrcholom, a kaZdd hrana v G je incidentnd s vrcholom v. Vrchol v
spliiajiici tieto podmienky budeme volat stred hviezdy. Pre urceny stred hviezdy budeme

zvysné vrcholy nazyvat ramené.

Graf G voldme netrividlna hviezda, ak md aspori dva vrcholy a je hviezda.
Lema 28. Nech G je suvisly graf s asponi dvomi vrcholmi. Potom existuje mnoZina
jeho podgrafov Hy, Hs, ... Hy, ktord spliia nasledujice podmienky:

1. Vi,je{l...k},i#7:V(H)NV(H;) =0,

2. YoeV(G@)Jie{l...k} :veV(H),

3. Vie{l...k}: H; je netrividlna hviezda.
Mnozinu Hq, Ho, . .., Hy, budeme volat pokrytie grafu G hviezdami.

Doékaz. Dokazeme indukciou vzhladom na pocet vrcholov grafu, n.

Baza indukcie, n = 2: Existuje iba jeden dvojvrcholovy suvisly graf: obsahuje dva
vrcholy prepojené hranou. Lahko vidime, Ze tento graf je hviezda a oba vrcholy mézu

byt jej stredom.

Indukény krok, n — n + 1: V kazdom suvislom grafe H existuje vrchol u taky,
ze graf H — u je suvisly. Nech v je takyto vrchol v nasom grafe G a nech H;...Hj
st podgrafy G — v, ktoré spliaju podmienky lemy a ktorych existencia vyplyva z

induk¢éného predpokladu. Kedze G je savisly graf s aspon tromi vrcholmi, musi v iom
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existovat aspon jedna hrana e medzi vrcholom v a nejakym inym vrcholom w. Bez ujmy

na vseobecnosti plati u € V(Hy).

Dalej rozoberieme niekolko moznosti podla toho, ako vyzera hviezda Hi:

H; ma dva vrcholy: V tomto pripade méze byt stredom hviezdy [ubovolny z vrcho-
lov H;. Preto graf H; U {e,v} je hviezda s vrcholom u. Vyhovujicou mnozinou
pre lemu je teda Hy U {e,v}, H, ..., Hy.

H; ma aspon tri vrcholy a u je jeho stred: Pokial pripojime k stredu hviezdy dalsi
vrchol, dostaneme opét hviezdu, preto Hy U {e,v}, Ha, ... H} je mnoZzina hviezd

splhajtca lemu.

H; ma aspon tri vrcholy a u nie je jeho stred: Ked z hviezdy odoberieme vrchol,
ktory nie je jej stredom, dostaneme opéat hviezdu. Kedze H; ma aspoi tri vrcholy,
H, — u je netriviadlna hviezda. Zaroven graf H tvoreny vrcholmi u,v a hranou
e je netrivialna hviezda. Preto mnozina hviezd Hy —u, Ho, ..., Hx, H je mnozina

hviezd splhajtca podmienky lemy.

]

Dalej budeme odvéadzat vztah pre pocet moznych prechodov medzi charakteristi-
kami hviezd v zavislosti od velkosti hviezdy. Po¢et moznych prechodov vieme zhora
odhadnut ako stac¢in medzi poc¢tami pre jednotlivé hviezdy. Preto nas bude pre hviezdu
s h vrcholmi zaujimat hlavne h-ta odmnocnina z jeho poc¢tu prechodov. Uvidime, Ze
najvyssiu h-tu odmocninu budu mat prave dvojvrcholové hviezdy. Najprv vypiSeme
vSetky prechody pre dvojvrcholové hviezdy a potom dokédZeme vSeobecny vztah pre

hviezdy s viacerymi vrcholmi.

Prechody nad hviezdami

Dvojvrcholova hviezda je tvorena dvomi vrcholmi, ktoré st prepojené hranou. Charak-
teristiky budeme pre prehladnost vypisovat ako dvojice ¢isel. Este neofarbeny vrchol
(s charakteristikou 0), mo6ze dostat nova farbu k + 1 (charakteristika 1), ak jeho sused
doteraz nemal farbu k (charakteristika 1). Sused, ktory mal farbu & (charakteristika 1)
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nebude mat najnovsiu farbu k + 1, preto sa mu zmeni charakteristika na 1.

(0,0) = (0,0) [ (0,1) | (1,0)
(0,1) — (0,1) | (I,1)

(0,1) — (0,1)

(1,0) — (1,0) | (1,1)

(1,1) — (1,1)

(1,1) — (1,1)

(1,0) — (1,0)

(1,1) — (1,1)

Lema 29. Nech H je netrividlna hviezda so stredom u a s x ramenami. Potom je pocet
prechodov medzi charakteristikami na H presne 2%+ (2 +x+ @)

Dékaz. Rozoberieme vSetky moznosti. Pokial méa vrchol u charakteristiku 1, Ziadne z
ramien nemohlo mat charakteristiku 1 a tiez nemohlo dostat novi farbu. Preto z kazde;
charakteristiky, v ktorej ma vrchol u hodnotu 1, existuje len jeden prechod. Pre kazdé
z x ramien mame dve nezavislé moznosti ich hodnoty v charakteristike: 1 a 0. Preto je

takychto moznosti 2.

Pokial ma vrchol u charakteristiku 1, rozoberieme 4 pripady podla toho, ¢i ma
niektoré rameno hodnotu v starej charakteristike 1 a & méa niektoré rameno hodnotu
v novej charakteristike 1. KedZe vzdialenost kazdej dvojice ramien je 2, v Ziadnej
charakteristike nemozu mat dve ramené priradent zérovein hodnotu 1. Rozoberanie

moznosti:

Stara aj nova charakteristika obsahuje rameno s hodnotou 1: Spomedzi ramien
mozeme nezavisle a usporiadane vybrat dve, jedno rameno bude mat v starej cha-
rakteristike hodnotu 1 a jedno rameno v novej charakteristike. Takychto vyberov

je x(z — 1). Pre zvy$nych z — 2 ramien mame 22 moznosti. ~ z(x — 1)2%72

Stara charakteristika obsahuje rameno s hodnotou 1, nova nie: Mame x moZ-
nosti, ktoré rameno mé charakteristiku 1. Pre zvysnych x — 1 ramien mame 2%~1

moznosti. ~» x2*~!

Stara charakteristika neobsahuje, nova obsahuje rameno s hodnotou 1: Rovnako
ako v predoslom pripade mame x moznosti pre vyber vyzna¢ného ramena a 2%~1

moznosti pre zvysné. ~» 2%}

Ani jedna charakteristika neobsahuje rameno s hodnotou 1: Mame 2% moznosti

pre farby ramien. ~~ 2%.
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Pokial méa vrchol u charakteristiku 0, mame dve zékladné moznosti. Ak méa po
prechode tiez charakteristiku 0, mame presne rovnako vela moZnosti, ako ked mal
vrchol u stara charakteristiku 1. Ak ma po prechode charakteristiku 1, mame rovnako

vela moznosti, ako ked mal vrchol u start charakteristiku 1.

Sc¢itanim a tpravou dostaneme:

—1
2(2° + z(x — 1)2°72 4+ 22771 22771 4 27) = 2¢H! (2 +x+ #) :

O

Dosledok 30. Nech H je netrividlna hviezda s m vrcholmi a nech p je jej celkovy pocet
prechodov. Potom plati t/p < v/12.

Dokaz. Podla predoslej lemy ma hviezda s m vrcholmi presne p = 2™(2 +m — 1 +
W). Pre m > 2 plati 2 +m —21 + W < m?. Zaujima nas hodnota z/p,
ktorej horny odhad je ¥/2mm2 =2m™.

2 2

Funkcia m™ je klesajuca pre m > e a pre m = 8 je hodnota vyrazu 2m™ mensia
ako v/12. Pre m = 2 je hodnota p presne 12, ¢ize 1/p = v/12. Pre 2 < m < 7 uvedieme
tabulku pribliZznych hodnot povodnej funkcie ’</2 +m -1+ W, ¢im zavisSime

4
dokaz:

m = 2 3 4 ) 6 7
g/p = | 3.4641 | 3.30193 | 3.19344 | 3.10369 | 3.02617 | 2.95854

O

D(:)lsledok 31. Lubovolny graf G s n vrcholmi a bez izolovanijch vrcholov md nanajvys

12° prechodov.

Dékaz. Nech K;...K,, st komponenty grafu GG. Pre kazdy z nich existuje pokrytie
hviezdami, ktoré sa neprekryvaju. Ked zjednotime pokrytie hviezdami pre kazdy kom-
ponent, dostaneme pokrytie hviezdami grafu G. Hviezdy v tomto pokryti oznac¢ime

H, ... Hy aich poc¢ty vrcholov oznac¢ime n; ...n; v tomto poradi.

Ked z grafu odstranime nejakt hranu, v8etky povodné prechody ostanu platné. To
znamena, ze graf zlozeny z hviezd H; ... H; mé& aspon tolko prechodov, ako graf G.

Kazda dvojica roznych hviezd je nezavislé, preto pocet prechodov na grafe zlozenom
k

z hviezd H; ... Hy je presne [] pr(H;). Nakoniec s pouzitim predoslého dosledku

=1
odvodime tvrdenie:
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k k s
pr(G) < [Jpr(H) < H\/ﬁn = \/ﬁ<Zl ) = V12" =123,

=1

3.3.2 Casova zlozitost algoritmu

7 definicie mnozin C' a D v algoritme musi platit, ze kazdy vrchol v C' méa suseda v D

a taktiez kazdy sused v D ma suseda v C. To znamen4, ze podgraf grafu G indukovany
c+d

v s e /. 2 o 2
mnozinou C'U D nema izolované vrcholy a teda ma nanajvys 12 ~ prechodov. Teraz

méame pripravené podklady pre horny odhad casovej zlozitosti algoritmu.

Komponentov grafu G — En je nanajvys n a kazdy z nich m& nanajvys 2?" vrcho-
lov. Pre kazdy z nanajvys 12° prechodov a pre kazdy z nanajvys n komponentov
budeme pocitat mnozinu charakteristik, ktora vznikne pridanim novej farby v case

2n
O* (2.65 ’ ) Pri kazdej kombinécii prechodu a komponentu dostaneme mnozinu na-

2n
najvys O* ( 2.65° | charakteristik. Pre kazdi z nich v polynomialnom ¢ase overime,

¢i je konzistentna s prechodom separatora.

2n n
Casova zlozitost tohto algoritmu je teda zhora ohrani¢ené na O* <2.65 :. 128> =
0*(2.613").

Podobne, ako pri planarnych grafoch, aj pri vyvéazene rozdeliteInych grafoch je
mozné prisposobovat konstanty. Ak by sme napriklad pozadovali, Ze mnoziny A a B
maji obe nanajvys 4 +-o(n) vrcholov, a povolili by sme vécsie mnoziny C'a D, napr. aby
dohromady mali nanajvy$ g vrcholov, dostali by sme algoritmus s ¢asovou zloZitostou
O*(2.4647 M),



Kapitola 4

Experiment na 2-hranovo suvislych

grafoch

V prvej kapitole sme sa venovali konstrukcii algoritmu, ktory dokéze z efektivneho
rieSenia problému L(2, 1)-farbenia na chlpatych 2-hranovo-suvislych grafoch vyskladat

efektivne rieSenie problému L(2, 1)-farbenia na v8eobecnych grafoch.

Najefektivnejsie rieSenie problému L(2, 1)-farbenia ma ¢asovu zlozitost zhora ohra-
ni¢ent poc¢tom vlastnych parov na suavislych grafoch. Pripomenieme, Ze vlastny par
grafu G je dvojica (S, X)) podmnozin vrcholov grafu G, kde S je 2-pakovanie a SNX =
(). V tejto kapitole sa budeme venovat experimentédlnemu odhadu poc¢tu vlastnych parov

na 2-hranovo suvislych grafoch.

Cielom experimentu bolo odhalit, aky typ 2-hranovo stvislych grafov mé najviac

vlastnych parov.

4.1 Konstrukcia 2-hranovo suvislych grafov

Najprv popiSeme a dokdzeme spdsob, ktorym vieme skonstruovat vSetky 2-hranovo
suvislé grafy. Bude sa nédpadne ponasat na konstrukciu 2-savislych grafov. Kazdy 2-
hranovo suvisly graf sa da vytvorit z kruznice pridavanim H-ciest do existujtuceho grafu
[5]. Tento postup vieme rozsirit na 2-hranovo suvislé grafy, ak dovolime okrem H-ciest

pridévat aj H-kruZnice.

Definicia 32. Nech H je graf. Cestu P budeme nazgvat H-cesta, ak prienmik P a

H tvoria prdve koncové vrcholy P.

40
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Kruznicu C' budeme nazyvat H-kruznica, ak prienik C a H tvori prdve jeden vrchol.

Veta 33. KaZdy 2-hranovo suwvisly graf G sa dd vytvorit z kruzZnice postupnym pridd-

vanim H-ciest a H-kruznic do grafov H, ktoré sme uz skonstruovali.

Doékaz. Najprv dokédzeme, ze G obsahuje kruznicu ako podgraf. Graf G je 2-hranovo
suvisly, preto pre lubovolnu hranu (uv) = e € E(G) plati, ze graf G — e je stuvisly.
Najdeme cestu P medzi vrcholmi u a v v grafe G —e. Cesta P doplnené o hranu e tvori

kruZnicu.

f)alej budeme postupovat sporom, graf G sa neda zostrojit popisanym spdsobom.
Graf G obsahuje kruznicu a teda existuje nejaky podgraf grafu G, ktory sa da tymto
sposobom skonstruovat. Ozna¢me H ako najvicsi (vzhladom na inkluziu) takyto pod-

graf.

Ak by existovala hrana (uv) € E(G) — E(H), ktorej koncové vrcholy w, v lezia v
H, tak (uv) tvori H-cestu a teda je v spore s maximalnostou H. To znamena, ze H je

indukovany podgraf.

Graf G je suvisly a teda v hom musi existovat hrana medzi nejakou dvojicou vrcho-
lov u,v, kde u € V(G) —V(H) av € V(H). Z predpokladu, ze G je 2-hranovo suvisly
vieme, ze G — (uv) je suvisly a teda v fiom existuje nejaka cesta P medzi vrcholom u a
v. Nech w je posledny vrchol na ceste P z mnoziny V(G) — V(H) a P, je ¢ast cesty P
od vrchola w do v. Cesta P, s hranou (uv) tvori H-cestu, ak w # u, alebo H-kruznicu,

ak w = wu.

To znamen4, Ze pridanim cesty P, s hranou (uv) do grafu H dostaneme vAacsi graf,
ktory vieme skonStruovat popisanym postupom. To je vSak v spore s predpokladom,

ze H je maximalny podgraf, ktory vieme tymto postupom skonstruovat. ]

Za zmienku stoji fakt, Ze dokaz vety nam déva sposob, ako pre Tubovolny graf urcit

postupnost operacii, ktorymi ho vieme vytvorit.

Mnozinu v8etkych 2-hranovo suvislych grafov s danym poc¢tom vrcholov teda vieme
skonstruovat nasledovne: Najprv urcime, aky velky je prvy cyklus a pre kazdu tuto

moznost spustime rekurzivnu proceduru, ktora priddva H-kruznice a H-cesty.

Rekurzivna procedura dostane ako parameter nejaky 2-hranovo suvisly graf H a

pocet vrcholov k, ktoré treba este do grafu pridat.

Pridavanie H-ciest bude fungovat nasledovne: Pre kazdy mozny vyber dvojice roz-

nych vrcholov u, v a kazdi moznost po¢tu novych vrcholov p < k vytvori graf H'. Graf
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H' vznikne z grafu H pridanim cesty s p novymi vrcholmi medzi vrcholy u, v. Nakoniec

rekurzivne spusti tuto procediru s parametrami H' a k — p.

Pridavanie H-cyklov bude fungovat podobne: Pre kazdy vrchol v a pre kazdy mozny
pocet novych vrcholov 2 < p < k skonStruujeme graf H’. Graf H' vznikne z grafu
H' pridanim cyklu s p + 1 vrcholmi, kde jeden z nich je v. Na graf H' rekurzivne

spustime procediru s parametrami H' a k — p.

Takto popisany algoritmus pre konstrukciu 2-hranovo suvislych grafov je neprak-
ticky, lebo va¢sinu 2-hranovo suvislych grafov vieme podla predoslého postupu skon-
Struovat viackrat. Pri skiimani poc¢tu vlastnych parov nas nezaujima oznacenie vrcho-

lov. Preto stac¢i, ak kazdy neoznaceny 2-hranovo stuvisly graf skonstruujeme aspon raz.

Na reprezentéaciu vrcholov pouzivame ¢isla 0...n — 1, na reprezentaciu hréan pou-

Zivame maticu susednosti.

V dalSej ¢asti si popiSeme viacero spdsobov, ktorymi vieme zredukovat mnoZstvo
vygenerovanych grafov. Postupne tak nacrtneme zékladny algoritmus a 5 zlepSeni, ktoré

nakoniec medzi sebou porovname.

4.2 Redukcia poctu grafov

Pripomefime si viackrat vyuzity fakt: odobratim Iubovolnej hrany z grafu sa jeho pocet
vlastnych péarov neznizi. Ak néas teda zaujimaju grafy s najvacsim poc¢tom vlastnych
parov, mozeme sa obmedzit na také, ktoré nemaju hrany navyse. Z pohladu nasho
algoritmu na vytvaranie 2-hranovo suvislych grafov to znamena, ze sta¢i pridavat iba

také H-cesty, ktoré obsahuji aspon jeden novy vrchol.

Dalst jednoduchy sposob, ako vieme zmensit pocet vygenerovanych grafov je na-
sledovny: H-cestu medzi vrcholy u,v pridame iba vtedy, ak nejde o susedné vrcholy.

Dovod si zhrnieme v nasledujtcej leme.

Lema 34. Nech H je 2-hranovo suvisly graf, nech u,v si vrcholy v H spojené hranou
e. Nech graf H' wvznikne z H pridanim cesty P medzi vrcholy u,v. Potom H' — e je

2-hranovo suvisly graf.

Dékaz. Dokazeme, Ze pre Tubovolnt hranu f € E(H — e) plati, Ze graf H' — {e, f} je
suvisly. Graf H je 2-hranovo suvisly, ¢ize H — e je suvisly. Zaroven je H — e podgrafom
H —e.
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Pokial vezmeme hranu f z cesty P, tvrdenie plati, lebo pre kazdy novy vrchol v P

existuji dve hranovo disjunktné cesty do grafu H — e a graf H — e je suvisly.

Pre hrany v grafe H — e pouzijeme Mengerovu vetu. Pre kazdu dvojicu vrcholov v

2-hranovo stvislom grafe existuju dve hranovo disjunktné cesty [5].

Vezmime Tubovolné dva vrcholy u,v a dve hranovo disjunktné cesty P;, P» medzi
nimi. Nanajvys$ jedna z ciest obsahuje hranu e. Ak Ziadna z nich neobsahuje hranu e,
tak P; a P, je dvojica hranovo disjunktnych ciest medzi u,v. Ak jedna z nich hranu

obsahuje, bez ujmy na vSeobecnosti je to P;, tak tito hranu nahradime cestou P.

Pre Tubovolnu dvojicu vrcholov u, v € V(H) teda plati, Ze existuje dvojica hranovo
disjunktnych ciest medzi u a v v grafe H' — e. Ak pre stuvisly graf plati, ze G — (zy)
je nesuvisly, vrcholy x a y musia lezat v roznych komponentoch suvislosti G — (xy).
Kedze Tubovolna dvojica vrcholov vo V(H) je spojena dvomi hranovo disjunktnymi
cestami v H' — e, hrana (zy) € E(H) — {e} patri nanajvy$ do jednej z tychto ciest.
Vrcholy z,y teda lezia v tom istom komponente suvislosti grafu H' — {e, (zy)} a teda

graf H' — {e, (zy)} je savisly.

Nech zvolime Tubovolnt hranu ¢ € E(H' — e), graf H' — {e, ¢’} je suvisly. Graf

H' — e teda splha definiciu hranovej 2-stvislosti. O

Obe tieto zlepsenia implementujeme uz v zékladnom programe. f)alej budeme re-

dukovat symetrie na zaklade najvacsieho cyklu.

4.2.1 Najvacsi cyklus v grafe

Prvy sposob odstranovania symetrii sa bude tykat najvacsieho cyklu v grafe. Lubovolny
2-hranovo suvisly graf G mozeme nasim postupom vypestovat tak, ze najvacsi cyklus v
G bude zodpovedat cyklu, ku ktorému pridavame H-cesty a H-kruznice. Nasej funkcii
teda pridame ¢iselny parameter ¢, ktory bude popisovat najvacsi cyklus, ktory sa moze

nachadzat v pestovanom grafe.

Pri pridavani H-cyklu mézeme pridat nanajvys ¢— 1 novych vrcholov, ina¢ vyrobime
vacsi cyklus, ako c. Pri pridavani H-cesty medzi vrcholy w,v mdZzeme pridat iba ¢ —
I(u,v) — 1 novych vrcholov, kde I(u,v) oznaduje dizku I'ubovolnej cesty medzi u,v.
Pri prvom zlepseni budeme ako I(u,v) pouzivat vzdialenost d(u,v), lebo sa da rychlo

pocitat.

V kazdom behu rekurzivnej funkcie teda pre kazdu dvojicu uz existujucich vrcholov
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spocitame ich vzdialenost Floyd-Warshallovym algoritmom, ktory na grafe s n vrcholmi

pracuje v ¢ase O(n?).

Ako pozndmku pridame, ze v skutocnosti nas druhy algoritmus nebol tesny, lebo pri
priddvani H-cyklu sme mohli pridat az ¢ vrcholov a pri pridani H-cesty medzi vrcholy

az ¢ — d(u,v) vrcholov.

4.2.2 Minimalne 2-hranovo stuvisly graf

V tretom algoritme naplno vyuZzijeme vlastnost, Ze odstranenie hrany nezmensuje pocet
vlastnych péarov. Zaujimat nés budu teda také grafy H, v ktorych pre kazda hranu e
plati, ze graf H — e nie je 2-hranovo suvisly. Takéto grafy sa nazyvaju minimdine

2-hranovo suvislé.

Ak niektory 2-hranoco suvisly podgraf G C H nie je minimalne 2-hranovo suvisly,
tak ani graf H nemoZe byt 2-hranovo suvisly [4]. Ak teda v ktoromkol'vek volani re-
kurzivnej funkcie dostaneme graf H, ktory nie je minimalne 2-stivisly, nema zmysel s

nim nadalej pracovat.

Overovat, ¢i je graf minimalne 2-hranovo suvisly, budeme nasledovne: Pre kazdua
hranu e € E(H) pomocou Tarjanovho algoritmu overime, ¢i graf H — e obsahuje most.
Ak pre niektori hranu graf H — e neobsahuje most, tak H nie je 2-hranovo suvisly.

Casova zlozitost kontroly je O(m?).

Toto zlepSenie vyrazne zredukovalo pocet vytvorenych grafov, ako uvidime v ta-
bulke.

4.2.3 Usporiadané pridavanie ciest a cyklov

V Tubovolnom postupe vytvarania 2-hranovo suvislého grafu mézeme operécie pridava-
nia H-ciest a H-kruznic vhodne usporiadat. Vyuzijeme, Ze v naSej reprezentacii mame
vrcholy oc¢islované ¢islami 0...n — 1. Pridanie H-cesty medzi vrcholy s ¢islami u, v,
kde u > v, vieme symbolicky reprezentovat ako dvojicu ¢&isel (u,v). Podobne prida-

nie H-cyklu pripojeného k vrcholu s ¢islom u moézeme reprezentovat ako dvojicu ¢isel

(u,u).

Pri Tubovolnom postupe vytvarania grafu mozeme dve operacie s reprezentaciami
(v poradi) X = (x1,22) a Y = (y1,y2) vymenit, ak je Y lexikograficky mensia ako X.

Ak pri vykonavani operacie X graf obsahoval vrchol x, tak musel obsahovat aj mensi
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(rovny) vrchol y; a mensi (rovny) vrchol ys.

7 tohto pozorovania vyplyva nas stvrty algoritmus: Do rekurzivnej funkcie, ktora
vytvara grafy, priddme dalsi parameter: Najviacsiu doteraj$iu reprezentaciu pridania
H-cesty alebo H-kruznice. Pre dané volanie rekurzivnej funkcie budeme pridévat iba

také H-cesty a H-kruznice, ktoré maju vacsiu alebo rovnakia reprezentaciu.

4.2.4 Najvacsi cyklus v grafe znova

Dalsie zlepSenie sa bude opét tykat najvicsieho cyklu. Pre vopred stanovené ¢ moézeme
medzi vrcholy pridat nanajvys c—I(u, v) — 1 novych vrcholov, kde I(u, v) oznacuje dizku
nejakej cesty. Pri tomto zlepSeni budeme budeme [(u,v) pocitat ako dlzku najdlhse;j

cesty medu u a v.

Zistovanie dlzky najdlhsej cesty medzi dvomi vrcholmi je NP-fazky problém. Popi-
Seme rieSenie v case O(n32"), ktoré pouziva dynamické programovanie. Pre kazdy z n
vrcholov spocitame najdlhsiu cestu z neho do kazdého iného vrchola. Dalej popiseme,

ako vyzera hladanie najdlhSej cesty z vrchola u do ostatnych.

Podproblém bude vyzerat nasledovne: Pre dany vrchol v a nejaki podmnozinu
dovolenych vrcholov S, aké je najdlhsia cesta z v do u, ak mézeme pouzit iba vrcholy
v S?7

Pre v = u je odpoved 0. Pre v # u sa pozrieme na vSetkych susedov w vrcholu v,
ktor{ si v mnozine S. Pre kazdého z nich spoc¢itame najdlhsiu cestu z vrcholu w do
vrcholu u, ktord moze pouzit iba vrcholy v S —{v}. Nech najviacsiu hodnotu nadobudal
nejaky vrchol w,,.,. Potom odpoved pre v,S, je o jedna vic8ia, ako odpoved pre
Winaz, S — {v}. Najdlhsia cesta z vrcholu z do u potom zodpovedé rieseniu problému

z,2V(G),

Stavov je n2", pre kazdy z nich vyskusame O(n) moznosti. Celé rieSenie s dynamic-

kym programovanim budeme spustat n-krat. Preto je asova zlozitost O(n32").

Vsetky doteraz popisané zlepSenia sme vedeli vypocitat v polynomidlnom case od
velkosti grafu. Toto zlepSenie méa vSak exponencidlnu ¢asovu zlozitost od poctu vr-
cholov. Ukazalo sa, ze ho nie je dobré aplikovat uplne v kazdom kroku vypoctu. éas,
ktory stravime pocitanim najdlhSej cesty v grafe, prevazi cas, ktory usetrime orezanim

niektorych vetiev vypoctu.

Ukézalo sa vSak, Ze ak budeme hladat najdlhSiu cestu pre vSetky grafy H, ktoré
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potrebuji doplnit aspon 3 nové vrcholy a pre zvysné, velké grafy, budeme pouzivat
najkratsie cesty, celkovo usetrime zhruba polovicu ¢asu. Tento empiricky fakt je, po-
chopitelne, zavisly od ¢asovej narocnosti operacie, ktora na grafoch vykonavame. Pre
rozne vypocty nad grafmi teda moéze byt vyhodnejsie pocitat najdlhsie cesty na men-

sich, alebo aj vécsich grafoch.

4.2.5 Symetria prvého cyklu

Posledné vylepSenie sa bude tykat iplne prvej kruznice. Prvé pridanie H-cesty alebo H-
kruznice sa musi vykonat na niektorom vrchole, resp. dvojici vrcholov z prvej kruznice.
Nech je postupnost pridavania H-ciest a H-cyklov [ubovolna, méZeme ju otocit tak,
aby jeden z vrcholov kruznice, ku ktorej pridavame H-cestu alebo H-kruznicu, bol

vrchol s &islom 0.

4.3 Pocitanie vlastnych parov

Na po¢itanie vlastnych parov vyuzijeme vzorec pp(G) = > 2715l Pre kazdé
SeP(Vg)

S je 2-pakovanie
x vypocitame pocet 2-pakovani, ktoré maji presne z vrcholov.

Najrv pre kazdy vrchol v € V(G) vypoc¢itame zoznam vrcholov, ktoré st od neho
vzdialené nanajvys 2. Tento zoznam pre vrchol v oznacime N2[v]. Dalej budeme gene-

rovat vSetky 2-pakovania grafu G rekurzivnou funkciou.

Nasa rekurzivna funkcia bude mat dva parametre, ¢islo aktualneho vrcholu 7 a
zoznam zakazanych vrcholov S. Nasa funkcia sa vzdy rekurzivne zavola s parametrami
i+1a S, ¢ozodpoveda situacii, ked vrchol 7 nepriddme do 2-pakovania. Ak vrchol 7 nie

je v ozname S, tak navyse rekurzivne spustime funkciu s parametrom i a S U N?[i].

Kazdé volanie rekurzivnej funkcie vedie k nejakému 2-pakovaniu. Pozrime sa, kol'ko
operacii sme spravili pri postupnosti vypoc¢tov, ktoré viedli k danému 2-pakovaniu. V
kazdom z presne n rekurzivnych volani sme vykonali bud O(1) operacii, ak sme dany
vrchol nevzali do 2-pakovania, alebo O(n) operacii, ak sme dany vrchol zobrali do 2-
pakovania a pridavali jeho okolie do zoznamu S. Casova zlozitost hladania vsetkych
2-pakovani grafu G je teda O(n® + n*P(G)), kde P(G) je podet 2-pakovani v grafe G.
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4.3.1 Vlastné pary na cestach a kruzniciach

Pre dostato¢ne jednoduché triedy grafov vieme pocet vlastnych parov v zavislosti od
velkosti grafu vyjadrit cez rekurentny vztah. Najprv ukdZeme, ako sa da vypocitat
pocet vlastnych parov na ceste s n vrcholmi a nasledne pomocou neho vyjadrime pocet
vlastnych parov na kruznici s n vrcholmi. Z rekurentného vztahu nakoniec odvodime

asymptoticky odhad pre pocet vlastnych parov na cestach a kruzniciach.

Pocet vlastnych parov cesty s n vrcholmi oznac¢ime p,,. Pre n > 3 vieme rekurentny
vztah vyrobit nasledovne: Pozrieme sa na koncovy vrchol v cesty P. Vlastné pary (S, X)

rozdelime na tie, v ktorych vrchol v patri do 2-pakovania S a tie, v ktorych nepatri.

Vsetky vlastné pary prvého druhu maja nasledovny tvar: Sused u vrchola v ani
sused w vrchola u nemdzu patrit do 2-pakovania S a moézu nezéavisle od seba patrit
do X. Kazdu z tychto styroch moznosti mézeme nezavisle doplnit vlastnymi parmi na

kratsej ceste P — {u,v,w}. Vlastnych péarov, kde v patri do S, je teda 4p,,_3.

Vsetky vlastné pary druhého druhu rozdelime na tie, kde v patri do mnoziny X
a tie, kde v do mnoziny nepatri. Kazdu z tychto moznosti mozeme nezavisle doplnit
Tubovolnym vlastnym péarom na ceste P — v. Vlastnych péarov, kde v nepatri do S, je

teda 2p,,_1.

Pocet vlastnych péarov kruznice s n vrcholmi oznac¢ime c¢,. Pre n > 5 pouzijeme
nasledovny odhad: Nech v je Tubovolny vrchol na kruznici C, u; a us s susedia v a w;
je sused uy rézny od v. Postupovat budeme podobne, ako pri cestach. Vsetky vlastné
pary (S, X) si rozdelime na tri disjunktné typy. Prvy typ splha v € S, druhy typ splia
u; € S a treti typ splha v ¢ S Auy & S.

Pre cyklus s asponi piatimi vrcholmi plati, Ze pre lubovolny vrchol existuju prave
Styri dalsie, ktoré st od neho vo vzdialenosti nanajvys 2. Pri prvom aj druhom type
vlastnych parov teda ostanu Styri vrcholy, ktoré nemozu patrit do S a mozu nezavisle
od seba patrit, alebo nepatrit do X. Pre kazdu moznost ostane cesta s n — 5 vrcholmi,
ktorej koncové vrcholy su vzdialené viac ako 2 a teda st nezévislé. To znamena, Ze

vlastnych parov prvého aj druhého typu je 2 - 2% - p,,_s.

Pre kazdy z vlastnych péarov tretieho typu mézemu vrcholy v a u; nezévisle patrit,
alebo nepatrit do mnoziny X. Vrcholy w; a us st vo vzdialenosti 3, a teda pre kazda

moznost moéZeme doplnit nezavisle p, o vlastnymi parmi cesty C' — {v, u; }.

Pocet vlastnych parov na cestach teda spliia rekurenciu p, = 2p,_1 + 4p,_3 pre

n > 4 a pocet vlastnych parov na kruzniciach spliia vztah ¢, = 32p,_5 + 4pp_s.
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Charakteristicky polyném rekurencie p, je p(r) = 2® — 22* — 4. Polyném p ma tri
rozne korene, z ktorych najvacési ma hodnotu zhruba 2.5944. Velkost p,, teda je v triede
funkcii O(2.5944™). Podobne hodnota ¢, je zhora ohrani¢ena konstantnym nasobkom

Pn, Preto ¢, € 0(2.5944™).

4.4 Vysledky experimentu

Otestovali sme grafy, ktoré maji nanajvys 20 vrcholov. Pre kazdy pocet vrcholov do 20
mala najviac vlastnych parov kruznica. étyri patnastvrcholové grafy s najvacsim po-
¢tom vlastnych parov st znazornené na obrazku [d. 1} Najvicsi rozdiel v pocte vlastnych
parov bol medzi kruznicou a druhym grafom v poradi, zhruba 9% z poc¢tu vlastnych
parov kruznice. Rozdiel medzi druhym a tretim grafom v poradi tvoril zhruba 2% z

poc¢tu druhého grafu. U poslednej dvojice bol takyto rozdiel na trovni 0.2%.

v 2

Ak by sme sa pozreli na ostatné velkosti grafov, niekol'ko grafov s najvacsim poc¢tom
vlastnych parov by tvorili analogické konstrukcie. Zda sa teda, ze najviac vlastnych
parov spomedzi 2-hranovo savislych grafov maju kruznice, navyse s nezanedbatelnym

odstupom.

Dalej uvedieme eSte tabulku s poc¢tami grafov, ktoré boli vygenerované postupne
sa zlepsujicimi algoritmami. Niektoré hodnoty nie st vyplnené, lebo ich vypocet by

trval prilis dlho.

n = | 1. algoritmus | 2. algoritmus | 3. algoritmus | 4. algoritmus | 5. algoritmus | 6. algoritmus
5 8 8 8 6 6 3
6 78 78 30 12 12 5
7 1256 1213 153 53 53 21
8 30392 28 227 751 148 143 53
9 1041728 922767 4611 597 526 200
10 48272012 40511279 29943 2077 1638 601
11 | 2915065368 | 2310399982 219390 8434 5989 2228
12 — — 1738810 32980 20176 7372
13 — — 15188 850 137670 74175 27132
14 — — 145265192 574765 263028 94977
15 — — — 2479948 971402 348777
16 — — — 10829 224 3542688 1257944
17 — — — 48283823 13173428 4642477
18 — — — | 218323671 48 852235 17043272
19 — — — | 1003214946 183037711 63331223
20 — — — | 4674538111 686 891 813 235416 186

Jedno z najvyraznejsich zlepSeni nastalo, ked sme zacali priebezne kontrolovat, ¢i si
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Obr. 4.1: Ukéazka Styroch péatnastvrcholovych grafov, ktoré mali najviac vlastnych péa-

Trov.
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nase uz vytvorené grafy minimélne 2-hranovo suvislé. DalSie vyrazné zlepsenie nastalo,

ked sme vynutili usporiadané pridavanie H-ciest a H-cyklov.

Pre kazdy pocet vrcholov do 20 bola grafom s najvac¢sim poc¢tom vlastnych pé-
rov prave kruznica. Dalsie skiimanie problému L(2,1)-farbenia sa teda moze zaoberat
prave 2-hranovo suvislymi grafmi a chlpatymi 2-hranovo sivislymi grafmi. Z nasho

experimentu vyplyvaji dva mozné smery dalSej prace na probléme L(2, 1)-farbenia.

Jednym smerom by bola praca na dokaze, ze pre kazdy pocet vrcholov méa spomedzi
2-hranovo suvislych grafov najviac vlastnych parov prave kruznica. Alternativnym sme-
rom sktiania moze byt horny odhad maximalneho po¢tu vlastnych parov na 2-hranovo

stvislych grafov, ktory by mohol byt pre n-vrcholovy graf prave O(2.5944™).



Zaver

V nasej praci sme sa venovali problému L (2, 1)-farbenia. Popisali sme sposob, ktorym
mozeme problém L(2, 1)-farbenia pre vacsinu pripadov zredukovat na problém L(2,1)-
farbenia na chlpatych 2-hranovo suvislych grafoch. Taktiez sme ukéazali konstrukciu
algoritmu na planarnych grafoch s ¢asovou zlozitostou O*(2.2"+°(™) a konstrukciu al-
goritmu na vyvazene rozdelitelnych grafoch s éasovou zlozitostou O*(2.613™). Nakoniec
sme ukazali algoritmus konstrukcie vSetkych neoznac¢enych minimalne 2-hranovo stuvis-

lych grafov.

Végsina z predoslych efektivnych algoritmov riesiacich problém L(2, 1)-farbenia vy-
uzivala reprezentéciu Ciastocnych farbeni pomocou ich charakteristik. Najvacsi pocet
roznych charakteristik, a teda aj najhorsiu casovi zlozitost, dosahovali dobre rozdeli-
telné grafy. V naSej préaci sme vyuzili rozdelitelnost na konstrukciu rychlejsieho algo-
ritmu pre problém L(2, 1)-farbenia. Dalsi vyskum problému L(2,1)-farbeni a podob-
nych problémov by sa teda mohol venovat grafom, ktoré nie s vyvézene rozdelitelné.
Ocakavame, ze niektory zo skorsich algoritmov, napr. Junosza-Szaniawski, by sa dal

prisposobit, aby na takychto grafoch dosahoval lep§iu ¢asovu zlozitost.

Dalsi mozny smer vyskumu je venovat sa L(2,1)-farbeniam 2-hranovo suvislych gra-
fov, resp. chlpatych 2-hranovo savislych grafov. Predpokladame, Ze rychly algoritmus
pre problém L(2,1)-farbenia na tejto triede grafov by sa dal prisposobit, aby rychlo

rieSil problém na vSeobecnych grafoch.

Nakoniec postup generovania neoznacenych minimalne 2-hranovo sivislych grafov
nam déava moznost dalej Studovat tuto triedu grafov. Jednym z vyuZiti tohto postupu

moze byt enumeracia neoznac¢enych minimélne 2-hranovo savislych grafov.

o1
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