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Abstrakt

V préci skimame vypoctovi silu jednosmernych kone¢nych automatov
so zeténmi pre rozne pocty zeténov a hladv. Uvadzame dokaz narastu
vypoctovej sily jednosmernych zeténovych automatov v zavislosti od
pridavania hlav. Podobny nérast vypoctovej sily zeténovych automa-
tov sme ukazali aj pri zviac¢sovani poctu zetonov. Dokazali sme roz-
dielnost jednosmernych zetéonovych deterministickych a nedeterminis-
tickych automatov. Rozobrali sme aj tému, ¢i je mozné zamenit jeden
zetén za jednu hlavu a naopak, v ktorej sme ukazali, ze takéto zdmeny
nie s mozné bez urcitej straty vypoctovej sily zeténového automatu.
V neposlednom rade sme dokazali hornd hranicu poc¢tu ,,sensing* hlév,
ktoré st schopné kompenzovat stratu jedného zeténa.

KIicové slova: zeton, jednosmerné a dvojsmerné, Zeténové automaty,

vypoctova sila
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Abstract

In the work we are exploring computing power of one-way finite-state
automata with pebbles for different numbers of pebbles and heads. We
are presenting proof of computing power increase for one-way pebble
automata, which depends on number of heads. Similarly, we showed
that, adding pebbles to pebble automata increases computing power.
Besides that we proved non-equality of one-way pebble deterministic
and non-deterministic automata. We discussed a topic, if it is possible
to exchange one pebble for one head and vice versa. We presented
that such exchanges are not possible without some lost of computing
power. But we proved upper bound on number of sensing heads, which
are capable to replace one lost pebble.

Keywords: pebble, one-way and two-way, pebble automata, comput-

ing power, sensing heads
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Uvod

Zeténové automaty (,Pebble automata“) sii ¢asto skiimanou variantou roz-
nych vypoctovych modelov. V literatiire je mozné najst rézne definicie pre
pracu so zeténami. VSeobecne zeténové automaty oznacuji vypocétovy mo-
del, ktory ma schopnost na ¢ast vstupu polozit objekt alebo zdvihntat po-
lozené objekty, ktoré nazyvame zeténmi (,pebble®). Velmi ¢asto sa pod
pojmom zeténovych automatov rozumeji automaty vyuzivajice zetény pre
pracu so stromami ako vstupmi. Blum a Hevitt ako prvi vyuzivali automaty
s ur¢itou formou zZeténov. Ich automaty pracovali na dvoj-rozmernych vstu-
poch a pouzivali namiesto Zeténov rozlicné znacky (,marker®). Postupom
casu Tudia zacali vymyslat rozliécné vypoctové modely obohatené o zetény.
Samozrejme sa objavili konetné automaty so zeténmi, ktorych vstupy boli
slova. Vplyvom nastupu pravdepodobnostnych metéd sa tieto modely roz-
$irili o pravdepodobnostné akceptovanie vstupnych slov. Vo vseobecnosti
kazdy vypocétovy model, ktorému pridanie zeténov zvysi vypoctovi silu,
bolo rozumné presktimat.

Primérne v centre zaujmu boli dvojsmerné konecné automaty so zeténmi,
kvoli previazanosti s inymi standartnymi vypoctovymi modelmi. Nie je tazké
ukézat ekvivalenciu spominanych automatov a turingovych strojov s logarit-
mickym priestorom. Tiez ekvivalencia viac-hlavovych ,sensing“ dvojsmer-
nych automatov a dvojsmernych automatov so zeténmi je lTahko dokazatelna.
Nemenej sa skiimala vypoctova sila dvojsmernych konecnych automatov so
zeténmi v zavislosti od poctu zeténov. Ukazalo sa, ze pridavanim zeténov do-
stavame vypoctovo silnejsie automaty. Okrem vypoctovej sily sa tiez objavili
vysledky z oblasti popisnej zlozitosti dvojsmernych zeténovych automatov.
Konkrétne bolo ukdzané, ze odobratim jedného Zeténa moze narast pocet
stavov az exponencidlne.

Mimo zaujmu avsSak ostali jednosmerné kone¢né automaty so zeténmi.

Lenze model jednosmernych kone¢nych automatov mé len jednu hlavu, preto



je prirodzene potrebné pridat viac hlav, aby sa prejavila vyuzitelnost zeté-
nov. Zjavne takyto model je zavisly od poctu hlav a poctu zeténov. Cielom
nasej prace je urc¢it ako sa meni vypoctova sila jednosmernych zeténovych
automatov od po¢tu hlav a poc¢tu zeténov. Ci je mozné zamenit jednu hlavu
za jeden zetén (ako pri dvojsmernych) alebo naopak jeden zetén za jednu
hlavu.

Jednosmerné konecné automaty (aj so Zeténmi) reprezentuji Specidlnu
triedu jazykov, ktoré su akceptovatelné velmi efektivne v linedrnom case.
Stadium vypoctovej sily takychto zeténovych automatov vela vypoveda o
vyuziti zeténov pri vypocte ako aj o tom, ¢i zetény maji pre jednosmerné
automaty zmysel. Tiez je zaujimavé ako sa zmenia niektoré uz dokdzané
vlastnosti dvojsmernych zeténovych automatov pre jednosmerny model ze-
ténovych automatov.

V préaci prindsame viacero novych vysledkov ako napriklad, ze prida-
nie hlavy pre jednosmerné zeténové automaty zvysuje vypoctovu silu, ¢o
je vysledok podobny ako pre viac-hlavové konecné automaty. Okrem spo-
minaného vysledku sme dokézali, ze aj pridanie Zeténa zvéicsuje vypoctovil
silu. Dokazali sme, zZe nedeterministické a deterministické zeténové automaty
nie su ekvivalentné, ¢o je pre dvojsmerné zeténové automaty stile otvoreny
problém. Tiez sme sa zaoberali otdzkou, ¢i je mozné zamenit jeden zetén za
jednu ,sensing* hlavu. Ako sme v texte prace dokézali takdto zdmena nie
je moznéa. Nakoniec sme zhora odhadli aj pocet ,sensing hlav, ktoré uz su
postacujice pri zdmene za jeden zetén.

Této praca je rozdelend nasledovne: V kapitole [1| na strane [3| uvadzame
rozlicné Zeténové automaty s dérazom na dvojsmerné konecné automaty. V
nasledujticej kapitole[2] na strane [§| poskytujeme prehlad zakladnych faktov a
dokazanych tvrdeni pre dvojsmerné zeténové automaty. V poslednej kapitole

na strane [16] st dokdzané hlavné vysledky nasej prace.



Kapitola 1
Zeténové automaty

V tejto kapitole uvedieme definiciu dvojsmerného koneéného automatu so
Zetéonmi (v literatire zname ako ,Pebble automata“ alebo tiez ,Marker
automata“). Kedze definicia daného vypoc¢tového modelu nie je jednotnd
(kazdy zdroj ma int definiciu, ktord je vhodnd pre vysledky daného ¢lanku),
spomenieme aj definiciu inych variantov tohto vypoctového modelu.

Vacsinu definicii z tejto ¢asti vyzijeme v prehladovej kapitole 2| na strane
ktoréd sa zaobera iba dvojsmernymi zeténovymi automatmi.

Okrem zakladnych definicii z tejto kapitoly uvadzame v kapitole [3| (na
strane nové vysledky aj definicie, tykajice sa jednosmernych koneénych

automatov.

1.1 Zakladné definicie

Nezac¢neme priamo s definiciou kone¢ného automatu so zeténmi, ale najprv
uvedieme definiciu dvoj-smerného nedeterministického kone¢ného automatu.

Nasledne jeho jednoduchym rozsirenym dostaneme zeténovy automat.
Oznacenie. 24 je potenéns mnozina mnoziny A.

Definicia 1.1.1. Dwvoj-smerng nedeterministicky konecny automat
(2NFA) A je pdtica (Q, X, 9, go, F'), kde :

e () je koneénd mnozina stavov

e ¥ je konecnd mnozina vstupnej abecedy, pricom {,-} ¢ ¥

® gy € Q je zaciatocny stav

F C Q je mnozina akceptacnijch stavov
§:Q x (DU{F,H}) — 2@x1=10+1} e prechodovd funkeia.



Vstup pre 2NFA je ulozeny medzi end-mark-ami. Teda vstup w pre 2NFA
vyzerd nasledovne: - w . Prechodova funkcia urcuje, do akého stavu prejde
automat v jednom kroku a ako sa presunie vstupnda hlava - v jednotlivych
pripadoch —1, 0, +1: postupne sa presunie vstupna hlava o jedno policko
dolava, necha sa hlava na mieste alebo sa presunie vstupna hlava o jedno
poli¢ko doprava. Pri¢om musi platit, ze (¢, —1) € 6(q,F) a (¢/, +1) &€ 6(q, ),
t.j. end-marker ohranic¢uje poziciu vstupnej hlavy.

Este spomenieme, kedy vstupné slovo w 2NFA akceptuje: ak existuje
postupnost krokov zo zaciato¢ného stavu gg so vstupnou hlavou na pozicii
lavého end-markera a konciaci v stave q € F'.

Formalnu definiciu konfiguracie, kroku vypoctu a jazyka neuvedieme,
pretoze su zrejmé z predchadzajiceho popisu. Nasledujicou definiciou za-
definujeme deterministicky dvoj-smerny automat pomocou nedeterministic-

kého automatu.

Definicia 1.1.2. Dvoj-smerny deterministicky koneény automat
(2DFA) A je 2NFA s vlastnostou, ze |0(q,a)| <1 (g€ Q@ , a € TU{F,H}).

V tomto momente uz mame vSetko potrebné pre pridanie Zeténov a

zadefinovanie dvoj-smerného nedeterministického zeténového automatu.

Definicia 1.1.3. K-Zeténovy nedeterministicky konecény automat
(2NPAy) A je Sestica (Q, %, 9, go, F, P), kde :

e () je konecnd mnozina stavov

e Y je konecnd mnozina vstupnej abecedy, pricom {F,4} ¢ &

e gy € Q je zaciatocny stav

o ' C Q je mnozina akceptacnych stavov

e P je mnoZina Zeténov a |P| =k

o §:Qx2Px (Zu{F,H},2P) = 9Qx{-1,0+1}x2" je prechodovd funkcia.

Zeténovy nedeterministicky automat funguje rovnako ako dvoj-smerny
nedeterministicky koneény automat, avsak navyse mé schopnost polozit na
policko (kde je vstupnd hlava) zetén(y) a nésledne ho(ich) z policka zdvi-
hnut.

2NPA; mé zjavne iny tvar prechodovej funkcie oproti tej z definicie
pre 2NFA | pretoze musi obsahovat navyse nejakd spravu zeténov. Nech
(¢',d,P3) € 6(q, P1,(a,Py)) je prechod z prechodovej funkcie, kde 2NPAy
je v stave ¢, mnozina P; je mnozina zatial nepolozenych zeténov, a € X

je symbol a P, je mnozina zeténov, ktoré si polozené na policku (kde je



vstupna hlava), ¢’ je stav v nasledujicom kroku, d € {—1,0,+1} oznacuje
pohyb hlavy (dolava, ziadny, doprava), Ps je mnozina zeténov zanechanych
(poloZenych) na policku. Musi platit P3 C Py U Py, t.j. na policku je mozné
polozit len zetony, ktoré si nepolozené alebo si uz polozené na aktualnom
policku. Mnozina (P; U P;) — P3 je novd mnozina nepolozenych Zeténov po
uskutoc¢neny daného kroku vypoctu.

Podobne ako pri 2NFA neuvedieme definicie jazyka, kroku vypoctu ani
konfiguracie, pretoze s zrejmé a velmi podobné s definiciami 2NFA (navyse
obsahuji spréavu zeténov). Okrem toho este zadefinujeme prirodzene deter-

ministickt verziu Zeténového automatu.

Definicia 1.1.4. K-Zeténovy deterministicky konecny automat
(2DPAy) A je 2NPAy, s vlastnostou, ze |6(q, P1,(a,P2))| <1 (¢ € Q , a €
ZU{'_a_|}7 Py, Py QP)

Pre jednoduchsie oznacovanie, uvedieme nasledujice oznacenie:

Poznamka 1.1.1. 2NPA = U; 2NPA,. (t.j. zjednotenie cez vSetky konecno-

Zeténové nedeterministické konecné automaty)

Poznamka 1.1.2. 2DPA = U; 2DPA,. (t.. zjednotenie cez vsetky kone¢no-

zeténové deterministické koneéné automaty)

Poznamka 1.1.3. Rovnako, ako sme oznacili triedy automatov 2NPAy,
2DPA, 2NPA a 2DPA, oznacime aj triedy jazykov akceptovanych auto-
matmi z prislusnych tried. V dalsom texte bude vyznam oznacenia zrejmy

7 kontextu.

1.2 Rozne varianty zeténovych automatov

Okrem standardnej definicii Zetona pre nejaky automat, existuju aj trochu

exotickejsie formy Zeténov. Niektoré z nich spomenieme v nasledujticej casti.

1.2.1 Abstraktné a fyzické znacky

V jednom z prvych ¢lankov, ktoré sa tykali Zetonov v nejakej forme, kon-
krétne [BHGT|, uviedli vypoétové modely na dvoj-rozmernych (2D) vstu-
poch, ktoré vyuzivali abstraktne znacky alebo fyzické znacky (,,markers®).

Vypoctovy model na 2D vstupoch vyuzivajtci koneény pocet abstrakt-

nych znaciek méze abstraktni znacku polozit na policko vstupu a v pripade,



ze dana abstraktnd znacka je uz niekde na vstupe polozena, na tomto mieste
dana znacka zmizne. Taktiez samozrejme dant abstraktnd znacku mozno
zdvihnut.

Naopak, vypoctovy model na 2D vstupoch vyuzivajici koneény pocet
fyzickych znaciek moze fyzickt znacku polozit, len ak ju ma k dispozicii.
Preto dant znacku musi najprv z policka zdvihnut a az nésledne ju moze na
iné polic¢ko polozif.

Nie je tazké vidiet, ze pomocou k-fyzickych znaciek mozno jednoducho
simulovat k-abstraktnych znaciek.

Obratene simulécia k-abstraktnych znaciek pomocou k-fyzickych znaciek
je trochu obtiaznejsia, ale o to zaujimavejSia. Problém nastava, ak treba
polozit znacku mg, ktord uz bola niekde polozena. Riesenim je pamétanie
si stavu, v ktorom bol simulovany automat, ked videl niektori naposledy
vidend znacku m;. Teda, ak chce automat polozit znacku mg, najde znacku
mg na vstupe a zdvihne ju. Nasledne ndjde znacku m;, prejde do stavu, ktory
ma zapamétany a simuluje pokial netreba polozit mg. Znacku my polozi na
policko vstupu a pokracuje so simulaciou.

Ako vidno z predchadzajiceho popisu abstraktné a fyzické znacky su pre

spominany model ekvivalentné.

1.2.2 Zeténovy automat s obmedzenim na regulirne jazyky

Definicia takto obmedzeného automatu sa objavila v ¢lanku [GHI6]. Za-
merom definovania nového modelu bolo obmedzenie viac-zeténovych auto-
matov iba na regularne jazyky, pretoze v ¢lanku sa zaujimali o efektivnost
simuldcie jednotlivych modelov medzi sebou (ekvivalentnych s regularnymi

jazykmi).

Definicia 1.2.1. K-Zeténovy nedeterministicky koneény automat

(LIFO) je 2NPAy, so Zetonmi pi ...py s nasledujicimi obmedzeniami:

1. Zeton piy1 je mozné poloZit iba ak Zeton p; je uz poloZeny na vstupe.
Zeton p; moze byt zdvihnutsj iba ak p;i1 nie je poloZeny na vstupe.
Viznam tohto pravidla je, Ze poloZenie a zdvihnutie Zetona je v style
zdsobnika (LIFO).

2. Medzi casom, ked je p;+1 poloZeny a p; je zdvihnuty alebo p;1o je po-

loZeny, automat moze pracovat iba na podslove medzi poziciou p; a



koncom wvstupu, ktory je v smere Zetonu p;11. Navyse na tomto pod-
slove sa sprdava ako 1-Zetonovy automat so Zeténom p;y1. Teda nemaoze
zdvihnat, polozit a ani citit pritomnost Ziadneho iného Zetonu okrem

zZetona pit1.

Predchidzajica definicia je trochu tazkopadna, preto neformadlne je sa
mozné na tento model pozeraf ako na zasobnik 1-Zeténovych automatov. V
kazdom momente vypoctu pracuje na vstupnom slove iba automat, ktory je
na vrchole zésobnika. Ked je na vstup vlozeny novy zetén, tiez je vlozeny
na zésobnik 1-zeténovy automat. Naopak automat je zo zasobnika vybrany,
ak je zetén zo vstupného slova zdvihnuty. NavysSe automat pracuje iba na
podslove vstupného slova, ktory je medzi predchadzajicim zeténom a pri-
slusnym koncom vstupného slova.

V c¢lanku [GHO6] tiez dokazali, ze takto definovani zeténovy automat

akceptuje iba regularne jazyky.



Kapitola 2

Dvojsmerné zeténové

automaty

V tejto kapitole uvedieme zédkladné vysledky, ktoré sii v sicastnosti zname o
dvojsmernych zZetonovych automatoch. Najprv sa budeme venovat vypocto-
vej sile zetonovych automatov. Spomenieme ekvivalentné vypoctové modely
(s rovnakou vypoctovou silou), ktoré st v rdmci formalnych jazykov a vy-
poctovej zlozitosti zndmejsie. Detailnejsie rozoberieme odpoved na otazku,
¢i sa zvysSuje vypoctova sila so zvysovanim poctu zZeténov. Okrem iného
spomenieme otvoreny problém ekvivalencie deterministickych a nedetermi-
nistickych zetéonovych automatov. Na koniec sa budeme zaoberat popisnou

zlozitostou zeténovych automatov.

2.1 Ekvivalencia triedy jazykov 2NPA; a regular-
nych jazykov

Je zndme, 7Ze jazyky (ne)deterministickych koneénych automatov s iba jed-
nym zetonom su ekvivalentné s regularnymi jazykmi. Teda ked pridame ku
Dékaz mozno néjst v élanku [GHI6], preto uvedieme len hlavni mys-
lienku dékazu, pricom technické detaily vynechédme.
V dokaze sa postupne transformuje dany 2DPA; P na nedeterministicky
konec¢ny automat. Vysledny automat sa nevytvara priamo, ale vytvori sa 2-
smerny konecny automat P’ bez Zeténu. Ak automat P pracoval na vstupnej

abecede X, potom automat P’ pracuje na abecede ¥/ = {(a, p1,...,pn)|a €



Y, n = |P|,p; su stavy automatu P alebo 0 }. Vyznam ¥’ je nasledovny: p;
je stav, do ktorého sa automat P dostane, ak naposledy dane policko opustil
v stave ¢; a medzi tym nepouzil Zetén. Ak taky stav p; neexistuje, potom
p; = 0. Automat P’ na rozsirenej abecede pracuje rovnako ako automat
P, avsak pri manipuldcii so zeténom, ktory nemé, vyuzije informaciu zo
vstupného symbolu.

Nésledne sa skonStruuje 2-smerny automat P”, ktory skontroluje na
vstupnom slove z abecedy Y/, ¢i stavy pi,...,p, v symboloch vstupného
slova sl navzajom konzistentné pre automat P.

Spojenim automatu P” a automatu P’ dostdvame 2-smerny automat
P ktory akceptuje vstupné slovo z rozsirenej abecedy ¥/ prave vtedy, ked
automat P akceptuje vstupné slovo z abecedy 3.

V predposlednom kroku P” transformujeme na deterministicky konecény
automat D.

V poslednom kroku v automate D nahradime kazdy symbol rozsirenej
abecedy (a,p1,...,pn) symbolom a, ¢im dostaneme vysledny nedeterminis-
ticky kone¢ny automat IV, ktory nedeterministicky uhadne stavy pi,...,pn
pre kazdy znak vstupného slova. Pricom plati, ze P akceptuje prave vtedy,
ked N akceptuje.

2.2 Ekvivalencia NSPACE(log(n)) a triedy jazykov
2NPA

Na zaciatok uvedieme definicie tried jazykov, ktoré budeme v tejto cCasti

porovnavat s triedou jazykov akceptovanou zeténovymi automatmi.

Poznamka 2.2.1. NSPACE(log(n)) je trieda jazykov, ku ktorym existuje
nedeterministicky turingov stroj s priestorovym obmedzenim logaritmus vel-

kosti vstupu. Oznacenie tejto triedy je NL.

Poznamka 2.2.2. DSPACE(log(n)) je trieda jazykov (podobne ako pre
NSPACE(log(n))), ku ktorym existuje deterministicky turingov stroj s pries-
torovym obmedzenim logaritmus velkosti vstupu. Oznacenie tejto triedy je
tiez L.

D4 sa dokézat, ze trieda jazykov NSPACE(log(n)) a trieda jazykov 2NPA
st ekvivalentné. Spomenieme len myslienku ddkazu, zvysné detaily vyne-

chame.



Ak chceme simulovat nejaky konkrétny k-zetéonovy 2NPA na turingo-
vom stroji s paméatou O(log(n)), mozno to urobit nasledovne: Kedze kazdy
zetén sa moze vyskytovat na vstupe v n réznych poziciach, stacéi log(n) bi-
tov vstupnej pasky na binarne zakédovanie pozicie zeténa. Preto turingov
stroj simulujici k-Zeténovy 2NPA méa v paméti ulozené pozicie Zeténov a pri
kazdom kroku, zistuje kolko a ktoré zetony st na siCasnej pozicii hlavy vo
vstupe (O(log(n)) paméti je postac¢ujice). Nasledne podla prechodovej fun-
kcie 2NPA prejde do stavu a zmeni pozicie zZeténov. Takto vie odsimulovat
cely vypocet k-zZeténového 2NPA.

Opacne, ak méame nedeterministicky turingov stroj s pamétou O(log(n))
a chceme ho simulovat na zeténovom 2NPA, postup je nasledovny: Pomocou
zeténov (konkrétne ich poziciou na vstupnej paske) mozno kédovat informa-
ciu. Jeden zetén, moze zakédovat log(n)-bitov, z ¢oho vyplyva, Ze nejaky
konstantny pocet zeténov vie zakddovat O(log(n)) paméte. Preto simulacia
nedeterministického turingovho stroja je na zeténovom 2NPA priamodiara,
stac¢i vyuzif Zetony na kdédovanie paméte a pomocou nejakého konstantného
poctu zeténov zistovat hodnotu bitu v zakédovanej paméti. Takto vie ze-
ténovy 2NPA (s konstantnym poctom zeténov) odsimulovat cely vypocet
nedeterministického turingovho stroja.

Kedze dané automaty st schopné sa navzajom simulovat, vyplyva z toho,
ze NSPACE(log(n)) = 2NPA.

Pri porovnani DSPACE(log(n)) a 2DPA mozno pouzit rovnaki mys-
lienku dokazu ako sme uz vyssie spominali a preto: DSPACE(log(n)) =
2DPA.

2.3 Ekvivalencia 2DPA; a 2DSeFA (k)

Pre poriadok najprv uvedieme definiciu vypoctového modelu s ktorym bu-

deme porovnavat vypoctovi silu dvojsmernych zeténovych automatov.

Definicia 2.3.1. 2DSeFA (k) je dvoj-smerny deterministicky konecny au-
tomat s k-citlivgmi hlavami (,two-way deterministic finite automaton with
k-sensing heads®). Jeho hlavy sa moézZu pohybovat nezdvisle, avsak navyse
st schopné sa navzdajom detektovat, ked sa stretni na rovnakom policku vo

vstupe.

Tento vypoctovy model je spominany v ¢lankoch [Pet95] a [Pet97].
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Je zjavné, ze automat 2DSeFA (k) mozno simulovat na 2DPAy. Staci, aby
pozicia kazdého zeténu oznacovala poziciu hlavy pre automat 2DSeFA (k).
Nésledne pre kazdy krok spomenutého automatu, automat 2DPAj prejde
vstup, zisti vstupné symboly na poziciach zeténov, vzajomné pozicie hlav a
prejde do dalSieho stavu (tiez prislichajico posunie Zetény), ktory prislicha
prechodovej funkcii pre automat 2DSeFA (k).

Opacne, simulécia k-Zeténového DPA na k-hlavovom 2DSeFA je proble-
matickejsia. Samozrejme aj pri tejto simulacii mozno poziciu Zeténa repre-
zentovat ako poziciu hlavy na tom istom policku, avsak problém nastava,
ak na paske st polozené vsetky zetény. Vtedy st vSetky hlavy automatu
2DSeFA zafixované (kvoli zapamétaniu si pozicie zeténov) a nemozno v si-
muldcii pokracovat. V takejto situdcii sa DPA sprava iba ako dvojsmerny
deterministicky kone¢ny automat, ¢ize je schopny akceptovat iba slova z re-
guldrnych jazykov. Preto vysledny k-hlavovy 2DSeFA bude pracovat v dvoch
médoch. V prvom méde bude automat, pokial na vstupe nelezi vSetkych k-
zetonov. V tomto méde, ak simulovany automat polozi Zetén na vstup, tak
sa zafixuje jedna hlava (asociovand s danym zeténom) na danej pozicii vo
vstupe. Ak sa ziaden Zetén nepolozi a hlava sa v simulovanom automate
iba pohne, vSetky nezafixované hlavy sa pohni spolu na to isté policko. V
druhom méde sa vysledny automat bude nachadzat, ked chce simulovany
automat polozit posledny zeton. V tomto mdde nastane situacia, ze zetény
rozdelia vstupné slovo na k + 1 podslov. Ako som uz vyssSie spominal, tieto
podslova by mali byt akceptovatelné 2-smernymi deterministickymi konec-
nymi automatmi. Preto je potrebné si vytvorit predvypocitana tabulku s
informéciou o tom, Ze ked je 2DFA na pozicii jedného Zeténa v nejakom
stave, do akého stavu prejde, ked sa dostane prvy krat na poziciu susedného
7eténa. Takito tabulku je neskoro vypliat v druhom méde automatu, ale
je ju mozné vypliiat este v prvom méde vysledného automatu. Z uvedeného
vyplyva, ze v druhom modde staci len pomocou tabulky zistif nasledujuci
stav susednej hlavy a odfixovat ju.

Predchadzajtice myslienky nie si sice formalne dokazy, ale je zrejmé,
ze 2DPAj a 2DSeFA(k) su ekvivalentné. Blizsie informécie o detailoch v
dokazoch st uz vo vyssie spominanych c¢lankoch.

Podobne vysledky mozno dokédzat o triedach 2NPAj, a 2NSeFA (k) (,,two-

way nondeterministic finite automaton with k-sensing heads*).
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2.4 Hierarchia zeténovych automatov

Dalsia prirodzena otézka sa tyka zavislosti vipoctove;j sily od poétu zeténov,
ktoré ma automat k dispozicii. Je zrejmé, ze pridanim jedného zZeténu ne-
klesne vypoctova sila modelu. Ako si je mozné vSimnut uz v prvej casti tejto
kapitoly, pridanie iba jedného zeténu k nula zeténom, nezmeni vypoctovi
silu modelu (zostane ekvivalentné triede reguldrnych jazykov).

Naopak pre viac-zeténové automaty pridanie dalsieho zeténu zvysi vy-
poctovi silu. Konkrétne v uz spominanom c¢lanku [Pet95] je dokaz pre
unarnu abecedu, ze 2DSeFA (k) C 2DSeFA(k + 1). V predchadzajicej casti
som naznacil, ze trieda 2DSeFA (k) je ekvivalentnd s 2DPAy. Z tychto dvoch
faktov vyplyva, ze aj 2DPA;, C 2DPA . V tomto ¢lanku je mozné ndjst aj
referenciu na iny ¢lanok, v ktorom st tdajne hierarchické vysledky zavislé
od poctu zeténov nad vacsou ako undrnou abecedou. AvSak tiez sa mozno
docitat, ze dokaz nie je celkom korektny, pretoze uvadzaju priklad, kedy
dand konstrukcia(dékaz) nezafunguje.

Jednoznacne bola dokazana hierarchia dvojsmernych zeténovych auto-
matov (aspon na unarnej abecede), t.j. 2DPA; C 2DPAy 4.

Podobné vysledky platia aj pre nedeterminizmus: 2NPA; C 2NPA 4.

2.5 Ekvivalencia deterministickych a nedetermi-

nistickych Zeténovych automatov

Problém, ktory sa da formalne zapisat ako 2NPA L 2DPA, je stéle otvo-
reny problém. Velmi neformélne je tento problém o tom, ¢i k Tubovolnému
nedeterministickému zeténovému automatu existuje nejaky deterministicky
zeténovy automat (samozrejme s kone¢nym poctom zeténov).

Ako sme uz spominali v jednej z predchadzajucich casti, plati: 2NPA
= NSPACE(log(n)) a 2DPA = DSPACE(log(n)). Primérne sa tento otvo-
reny problém objavil v tvare NSPACE(n) < DSPACE(n). Avsak keby sme
vedeli rozhodniit o probléme 2NPA = 2DPA (alebo NSPACE(log(n)) =
DSPACE(log(n)), kedze st ekvivalentné), potom by sme z translacnej vety
vedeli rozhodnit aj problém NSPACE(n) z DSPACE(n) aspon pre pripad,
keby sa triedy rovnali.

Spominany otvoreny problém sa primarne Studuje na turingovom stroji

s obmedzenou logaritmickou paskou. Preto sa objavili aj ¢iasto¢né vysledky
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z tejto oblasti pre rozli¢né triedy definované pomocou turingovho stroja:
LCSLCNLC L2

Poznamka 2.5.1. SL je trieda problémov, ktoré su redukovatelné v loga-

ritmickom priestore na problém USTCON.

Poznamka 2.5.2. USTCON (,,undirected s-t connectivity*) je prob-
lém, ¢i existuje cesta medzi dvoma vrcholmi vo vstupnom neorientovanom

grafe. USTCON je SL-tiplny problém.
Dokonca bolo dokazané, ze L = SL, pretoze sa ukazalo: USTCON € L.

Poznamka 2.5.3. STCON (,directed s-t connectivity*) je problém,
Ci existuje cesta medzi dvoma vrcholmi vo vstupnom orientovanom grafe.
STCON je NL-tuplny problém.

Problém STCON je nielen z triedy NL, ale dokonca aj NL-tazky. Preto
STCON je NL-tuplny problém.

Poznadmka 2.5.4. Oznacenie L? je DSPACE(log(n)?).

Vlastnost NL C L? vyplyva zo Savitchovej vety. Vyznam je, Ze nedeter-
ministicky turingov stroj s log(n) paméatou mozno simulovat na determinis-
tickom turingovom stroji s log(n)? pamétou. Toto je najlepsie doteraz nam

zname horné ohranicenie triedy NL.

2.6 Popisnéa zloZitost

Na meranie zlozitosti modelov sa pouziva vypocétova zlozitost ako aj popisna
zlozitost. V tejto casti sa budeme zaoberat hlavne druhou spomenutou -
popisnou zlozitostou. V tomto pripade miera popisnej zlozitosti jednotlivych
automatov je merand ako pocet stavov automatov.

V ¢lanku [GHI6] je ¢iastoéné zhrnutie vysledkov o popisnej zloZitosti
niektorych vypoctovych modelov. Spomenuté vypoctové modely mali schop-
nost akceptovat iba regularne jazyky. Ako vypoctové modely porovnavali
konec¢né automaty, ktoré mali rozdielne vlastnosti ako napriklad: nedetermi-
nizmus, alternovanie alebo dvoj-smernost. Spominané vlastnosti navzajom
autori kombinovali, ¢im vznikali rozdielne vypoctové modely. Detailnejsie

vysledky mozno najst v uz spominanom c¢lanku.
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2.6.1 Model zeténovych automatov s obmedzenim na regu-
larne jazyky

Model zeténovych automatov s obmedzenim na regularne jazyky st spo-
menuté v tom istom ¢lanku [GH96]. Definiciu takto upravenych Zeténovych
automatov sme tiez spominali v ¢asti|l.2.2] Dévod pre také obmedzenie ze-
ténovych automatov je snaha o zafixovanie vypoctovej sily automatu len na
regularne jazyky, aby vypoctova sila nezavisela od poctu zeténov.
Nasledujice tvrdenia sa tykaju transformaécii zeténovych automatov na
koneéné automaty, pricom hornd hranica transformécie je nejakd funkcia
g(n) taka, ze ak zeténovy automat mé n stavov potom ekvivalentny konecény

automat m4 najviac g(n) stavov.

Poznamka 2.6.1. expl[k] je trieda funkcii, ku ktorym existuje konstanta
(n)
¢ > 1 a polyném p(n), pricom rychlost rastu je radovo e’ (k-zlozena

exponencialna funkcia).

Veta 2.6.1. Hornd hranica transformdcie jedno-zZeténového deterministic-
kého konecného automatu na nedeterministicky konecny automat je exp[l].

1 . PR
(P = E v oznaceni so spominaného clanku)

Veta 2.6.2. Hornd hranica transformdcie jedno-Zeténového nedeterminis-
tického konecného automatu na nedeterministicky konecny automat je exp[l1].

(E, P4 E)

Veta 2.6.3. Hornd hranica transformdcie jedno-Zeténového nedeterminis-
tického alternujiceho konecného automatu na nedeterministicky konecny au-
tomat je exp[2]. (E, A, P 2, E)

Pre viac zeténov plati (definicia viac-zeténového automatu je z cCasti
1.2.2)):

Veta 2.6.4. Hornd hranica transformdcie k-Zetonového konecného auto-
matu na nedeterministicky konecny automat je explk]. ( kP LA E) Preto
hornd hranica transformdcie k-Zetonového konecného automatu na determi-
nisticky koneény automat je explk + 1]. ( kP LAEN DFA)

V tom istom ¢lanku bolo ukazané, Ze existuje mnozina jazykov L, , ktoré
dan® hornti hranicu dosahuji. Nasledujuci vysledok je potrebné chépat na-

sledovne: pre kazdd dizku vstupnych slov n, existuje jazyk L,, ktory ak-
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ceptuje nejaky minimdlny f(n)-stavovy Zeténovy automat a k nemu ekvi-
valentny minimélny nedeterministicky koneény automat ma aspon g(f(n))

stavov. V tomto pripade g(n) je dolnd hranica transformacie.

Veta 2.6.5. Dolnd hranica transformdcie k-Zetonového konecného automatu
na nedeterministicky konecny automat je explk|. (kP = E). Podobne dolnd
hranica transformdcie k-zZetonového konecného automatu na deterministicky
konecny automat je explk + 1]. (kP Py DFA)

Vsetky predchidzajice tvrdenia a k nim prislichajice dokazy je mozné

najst v uz spominanom ¢lanku.

2.6.2 Vztah 1-Zeténovych a dvoj-smernych automatov

V jednom ¢lanku [GI09] bola polozend jedna zaujimava otazka, ¢i k Tubovol-
nému n-stavovému 1-zeténovému nedeterministickému automatu, existuje
1-zeténovy deterministicky automat s nanajvys p(n)-stavmi, kde p(n) je ne-
jaky pevne zadany polyném.

Podobny otvoreny problém je aj na dvoj-smernych automatoch a to, ¢i
k Tubovolnému nedeterministickému dvoj-smernému automatu s n-stavmi,
existuje deterministicky dvoj-smerny automat s nanajvys p’(n) stavmi.(p’(n)
je pevne zadany polyném)

Obidva spomenuté problémy st otvorené, avsak ako bolo v ¢lanku [GI09]
dokéazané, st navzajom zavislé. Autori ¢lanku dokazali, ze ak existuje poly-
ném p'(n) pre problém s dvojsmernymi ne- a deterministickymi automatmi,
potom existuje aj polyném p(n) pre problém s 1-zZeténovymi ne- a determi-

nistickymi automatmi.
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Kapitola 3

Jednosmerné konecné

automaty so zeténmi

Tato kapitola prindsa vlastné vysledky z analyzy vypoctovej sily jednosmer-
nych konec¢nych automatov so zeténmi. Na ivod formélne zadefinujeme vy-
poctovy model jednosmernych zZeténovych automatov. Nasledne v dalsich
Castiach ukazeme hierarchiu jednosmernych Zeténovych automatov vzhla-
dom na pocet hlav a zetéonov. Ku koncu kapitoly sa budeme zaoberat otaz-
kou, ¢i je mozné pre jednosmerné zeténové automaty kompenzovat stratu

zetona pridanim jednej hlavy alebo niekolko hlav.

3.1 Definicia modelu

Na tvod zadefinujeme jednosmerny zeténovy automat iba obmedzenim dvoj-
smerného zetonového automatu z definicie kde obmedzime pohyb hlav

len na jeden smer.

Definicia 3.1.1. P-Zetonovy jednosmerny nedeterministicky konec-
ny automat (p-NPA) A je Sestica (Q,X%, 9, g0, F, P), kde :

o () je konecnd mnozina stavov

e 3 je konecnd mnoZina vstupnej abecedy, pricom ¢ %

e go € Q je zaciatocny stav

o ' C (Q je mnozina akceptacngch stavov

P ={1,...,p} je mnoZina Zeténov
§:Q x2P x (Tu{+},2F) — 2Qx{0,+1}x2" je prechodova funkcia.
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Avsak predchadzajica definicia definuje iba automat, ktory mé len jednu
hlavu a preto, ked na symbole slova zanecha nejaky zetén, tento zetén uz
opatovne nemoze automat znovu identifikovat (kedze je jednosmerny). Preto
je zrejmé, ze kazdy automat z predchadzajicej definicie mozno simulovat po-
mocou jednosmerného nedeterministického kone¢ného automatu. Rozsirime
predchadzajicu definiciu pridanim hlav, aby automat bol schopny vyuzit

silu zetoénov.

Definicia 3.1.2. K-hlavovy p-Zetonovy jednosmerny nedeterminis-
ticky konecny automat ((k,p)-NPA) A je Sestica (Q,%, 9, g0, F, P), kde
o () je konecnd mnoZina stavov
e Y je konecnd mnozZina vstupnej abecedy, pricom 4¢ X
e gy € QQ je zaciatocny stav

o ' C (Q je mnozina akceptacnijch stavov

e P={1,...,p} je mnoZina Zeténov
k k
e §5:Q x2Fx {(Z U {-}) x QP} — 2@<[{(0A2PT 5o brechodovd fun-
kcia.

Definicia 3.1.3. K-hlavovy p-Zetonovy jednosmerny deterministicky
koneény automat ((k,p)-PA) A je (k,p)-NPA s nasledujicim obmedzenim:
16(q, Po, [(a1, P1), ... (ar, P)])| <1, pre g € Q AVi(P; € 2P Na; € (XU H)).

Poznamka 3.1.1. K-hlavovy p-zeténovy jednosmerny nedeterministicky
konecény automat v dalsom texte budeme ¢asto oznacovat ako jednosmerny

zeténovy automat.

Ako si je mozné vSimnut v predchadzajicich definiciach je prechodova
funkcia definovana velmi vSeobecne a je potrebné detailnejsie zadefinovat
korektné prechodové funkcie. Korektnost prechodovej funkcie bude zavisiet
od sposobu prace so zeténmi. Intuitivne korektnéd prechodova funkcia bude

také, ktora bude pouzivat iba zetény, ktoré su k dispozicii.

Definicia 3.1.4. Korekitnd prechodovd funkcia je prechodovd funkcia
0 z definicie s nasledujicimi podmienkami na prdcu so Zeténmi : Ak

(¢, [(dlk, P)),.. .k(dk, P)))) € 6(q, Po, (a1, P1), - .. (ak, Px)]) potom

e technickd podmienka: a; == d; = 0, t.j. ak je hlava na konci slova,

nemoze ist dalej.
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Este zadefinujeme konfiguraciu, krok vypoctu ako aj jazyk zetonového
automatu. Tieto definicie blizsie popisu ako vyzera akceptacny vypocet na

nejakom slove.

Definicia 3.1.5. Konfigurdcia (k,p)-NPA je (q,k1,... kg, p1,...,pp), kde
q je stav automatu, k; je index symbolu vstupného slova, ktory i-ta hlava cita
a p; je index symbolu na ktorom je poloZeny i-ty Zeton(ak nie je poloZeny,

potom p; =0).

Definicia 3.1.6. Krok vypoctu (k,p)-NPA A na slove w = aj...a, je
reldacia =4, na konfigurdcidch definovand nasledovne:
(@ k1, kD1, Pp) Faw (@K K DY s py) =
(¢, [(d1, P{),...(dg, P))]) € 6(q, Po, [(aky, Pr), - - - (aky, Pr)]), pricom:
o k] =k;+d;, pre vsetky i € {1,...,k}
o P, ={jlp; = ki}, pre vsetky i € {1,...,k} a Py = {j|lp; =0}
o P/ = {jlpj = ki}, pre vsetky i € {1,...,k}
e ak p; # p), potom (3j)k; = pi (ak sa Zeton pohne, niektord hlava musela

byt na Zetone)

Definicia 3.1.7. Jazyk akceptovany (k,p)-NPA A je mnoZina slov L(A) =
{wlw" = w4 = a1...ap,4AN3qr € Fo AN3p1,....pp € {0,....,n + 1} :
(qo,0,...,0) l—j‘&w, (gr,n+1,...,n+1,p1,...,pp)}

Vypoctovy model jednosmernych zeténovych automatov uz mame presne
definovany, preto tiez mézme zadefinovat mnoziny jazykov, ktoré st schopné

akceptovat zetéonové automaty.

Definicia 3.1.8. Trieda jazykov (k,p)-NPA je mnozina jazykov, ku kto-
rym existuje nejaky k-hlavovy p-Zetonovy jednosmerny nedeterministicky au-
tomat, ktorého prechodovd funkcia je v zmysle definicie korektnd.

Definicia 3.1.9. Trieda jazykov (k,p)-PA je mnozina jazykov, ku ktorgm
existuje nejaky k-hlavovy p-Zeténovy jednosmerny deterministicky automat,
ktorého prechodovd funkcia je v zmysle definicie korektnd.

Poznamka 3.1.2. Definiciu je mozné rozsirit na koneény automat
ktory mé ,sensing heads“, t.j. ak dve hlavy st na jednom symbole vstupu,
potom automat vie o tom a tiez vie ktoré dve hlavy to si. Podobne ako
v predchédzajicich definicidch mozno zadefinovat triedu jazykov takychto

automatov, ktoré oznacime (k,p)-NPA-Sens.
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Poznamka 3.1.3. V definicii je mnozina P mnozinou zeténov, ktoré
st navzajom rozne. Avsak bolo by mozné definiciu zmenit tak, Ze pocet Zeté-
nov by bol p, ale Zetény by boli rovnaké. Ak by automat mal navyse ,,sensing
heads*, potom pomocou rovnakych zZeténov a pomocou stavu vieme simu-

lovat navzajom rozne zetény a teda pévodny model zeténovych automatov.

3.2 Hierarchie tried jednosmernych automatov

V predchadzajicej casti zadefinované triedy jazykov zeténovych automatov
zavisia od poctu zeténov a poctu hlav. Preto v tejto Casti dokdzeme, ze
pridanie hlavy jednosmernému zeténovému automatu zvysi vypoctovu silu.
Takyto vysledok vlastne dokazuje existenciu hierarchii tried jazykov defino-
vanych Zetonovymi automatmi s rovnakym poctom zeténov, ale s réznym
poc¢tom hlav.

Podobne ukazeme, ze pridanie zeténa jednosmernému zeténovému auto-
matu zvacsi vypoctovu silu. Z toho tiez bude vyplyvat existencia hierarchii
tried jazykov zeténovych automatov s rovnakym poc¢tom hlav, ale s réznym

poc¢tom zeténov.

3.2.1 Hierarchia automatov vzhladom na pocet hlav

Ak chceme dokéazaf, Ze pridanie hlavy zeténovému automatu zvacsi vypoc-
tovu silu, potrebujeme néjst vhodny jazyk. Takyto jazyk by mal mat vlast-
nost, ze je ho mozné akceptovat k-hlavovym zeténovym automatom, ale ek-
vivalentny (k — 1)-hlavovy Zeténovy automat k nemu neexistuje. Ako neskor

ukdzeme, nasledujica mnozina jazykov bude spliiat ttto vlastnost.

Definicia 3.2.1. Jazyk L, = {wi#wat . .. #ws#HwsF# . . . #waHw1 |(Vi)w; €
k

{0,1}* As = <2>} pre ke {1,2,...}.

Lema 3.2.1. FEuzistuje (k,p)-NPA A, ktory akceptuje jazyk L.

Dokaz. Uvedieme len neformélnu konstrukciu automatu A. Jazyk Ly pozos-

—it1 SU

rovnaké. Na zaciatok si treba vSimnut, Ze k je konstanta, preto je mozné si v

tava zo slov tvaru wyF#Hws# . .. #w2(k), ktorych podslova w; a wg(k)
2 2

stave pamétat na ktorych podsloviach w; st hlavy vo vstupnom slove. Auto-

mat A potrebuje overit, ¢i vstupné slovo méa dany tvar a ¢i dvojice podslov
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su rovnaké. Overenie tvaru je zrejmé a porovnavanie podslov sa bude vyko-
navat v k — 1 fazach. V prvej faze sa posle posledna hlava na Wa (¥~ (k—1)41
(t.j. (k — 1)-te podslovo od konca) a ostatné hlavy sa postupne zoradia na
w1, - .., Wg_1. Nasledne sa porovnd prvych k — 1 podslov s poslednymi k£ — 1
podslovami. Prvych k — 1 hlav posunieme na podslovo wy. Tym sa skonéi
prva faza a zacne dalsia faza, v ktorej nam staci porovnat dvojice podslov ok-
rem prvych k — 1. Dalsia faza bude pokrac¢ovat podobne ako predchadzajica
avsak prvych a poslednych k£ — 1 podslov z p6vodného slova si uz automat

nebude v§imat. V tejto faze porovname k — 2 podslov, v dalsej faze k — 3

_ k
atd. Vcelku porovname (k—1)+(k—2)+...+1= k(k2 D — <2> Takyto

automat je schopny akceptovat jazyk Ly (aj bez pouzitia zeténov). O

Veta 3.2.1. Trieda jazykov (k,p)-NPA C trieda jazykov (k+1,p)-NPA (na-
priklad jazyk Liiq ).

Dékaz. Myslienka nasledovného dokazu je z ¢lanku [YR78], v ktorom autori
dokazali vetu pre jednosmerné konec¢né automaty. Preto ndm staci rozsirit
dokaz a ukazat, ze pre spominany jazyk pridanie nejakych zeténov konec-
nému automatu nepomozu.

Zo struktury jazyka Lgiq vidno, ze na vstupnom slove je potrebné po-
rovnat (k'gl) dvojic podslov w; a w, ()it Avsak nejaké porovnanie moze
spravif len niektord dvojica hlav automatu. Tiez z poradia porovnavanych
podslov w; vyplyva, ze ak niektora dvojica hldv automatu porovnda dvojicu
podslov w; a w2(k31)_i+1, potom tato istd dvojica hlav uz nemoze porov-
nat ziadnu int dvojicu podslov. Kedze k-hlavovy zetéonovy automat ma len
(’;) dvojic hlav, nie je schopny porovnat vSetky dvojice podslov, ¢o je prob-
lém. Pridanim Zetonov sa len velmi méalo zmeni, pretoze spominany problém
sa neodstrani. Stale bude menej dvojic hlav ako je potrebné na akceptaciu
jazyka L.

Najprv si treba uvedomit, ze jazyk Lii1 € (k+1,p)-NPA, ¢o je priamy
dosledok lemy

V druhej casti dokdzeme, ze Liq1 ¢ (k,p)-NPA. Dékaz bude postupovat
sporom, teda nech existuje nejaky (k,p)-NPA A ktory akceptuje jazyk Ly 1.
Spor sa nam podari ukdzat na podmnozine jazyka L1, konkrétne mnozine
LY = {widfwadt . . FwsHws 1 9F - . Fwas 13w | (Vi)w; € {0, 1} Aw; =

k+1
Wos—it1 NS = ( ;— )} Kedze L' | je Specidlna podmnozina Ly,1, NPA
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A musi akceptovat kazdé slovo z jazyka L' . Z toho ukaZeme, zZe existuje
nejaké slovo, ktoré nie je v jazyku Ly, ale NPA A ho akceptuje (¢o bude
zelany spor).

Konfiguracia NPA A je (¢, k1, ..., ki, p1, ..., pp) jednoznacne urcend sta-
vom automatu, k-poziciami hlav automatu a p poziciami zeténov na vstup-
nej paske. Pre dant konfiguraciu budeme hovorit, ze typ konfigurdcie na
slovach z L}, | je usporiadand k-tica ([k1/(m+1)],..., [kx/(m+1)]). Typ
konfiguracie vlastne vyjadruje v ktorom podslove w;# je kazd4a hlava auto-
matu.

Vyberme si lubovolné slovo u z jazyka Lj", |, k nemu existuje postupnost
konfiguracii (vypocet) pre slovo u : aj(u),...,aq,(u). Takychto vypocétov na
slove u moze existovat viacero (kedze NPA A je nedeterministicky), nam
avsak bude postacovat, ze existuje aspon jeden a tento vypocet budeme bez
ujmy na vseobecnosti povazovat za jediny akceptacny vypocet na slove wu.
7 uz spominanej postupnosti konfiguracii pre slovo u vytvorime podpostup-
nost konfiguracii b1 (u), ..., bg (u) nasledovne: vyberieme prvi konfiguraciu
a1 (u) a kazdu konfiguraciu a;4+1(u), pre ktoru plati, ze typ konfiguracie a;(u)
je rozny od typu konfigurdcie a;;1(u). Takito podpostupnost konfiguracii
nazveme pattern slova u. Vyznam patternu slova u je zrejmy z konstrukcie,
t.j. popisuje postupnost konfiguracii NPA A na slove u, avSak nie cely vypo-
Cet, ale iba miesta vypoctu, kde sa niektora hlava posunie z jedného podslova

w;# na nasledujice podslovo w;1#. Treba si v§imnut, ze dizka patternu

k+1

d,, na slovach z Lj", | je najviac k- 2( ) + 1. Kedze sme ohranicili zhora

dlzku patternu, moézme ohranicit zhora aj pocet roznych patternov:

k2<k+1> )

k+p
P<| K| -<2<k;1>(m+1)>
~—

(pocet stavov)

(rézne pozicie hldv a zeténov)

vsetky mozné konfiguracie

Slovd z jazyka L} | rozdelime do mnoZin My, Ma, ... podla toho, aky
pattern im prislicha. Nech M; je najpocetnejSia mnozina slov s rovnakym
patternom a kedze vieme, ze pocet roznych patternov slov je P, mnozina

9("3)m
M, obsahuje aspon —5 slov.
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Ked sa zamyslime nad struktirou jazyka L}’ ; vSimneme si, Ze je po-
trebné v nom porovnat s = 9 podslov w; a wos—;+1. Avsak ak nejaky

NPA automat porovnava dve podslova w; a wes—;+1 s dvomi konkrétnymi
hlavami k; a ko, tato istd dvojica hlav k1 a kg uz nemoze porovnat nijaki ini
dvojicu podslov w; a was—j4+1 (vyplyva zo Struktiry slov). Vyznam porovna-
vat dve slova sa rozumie v zmysle, ze sucasne nejaka hlava je na podslove w;
k+1

2
porovnani podslov. NPA A m4 len k hlav, pricom pocet vsetkych dvojic hlav

k k
NPA A je len (2> , t.j. maximalne je schopny porovnat <2> dvojic podslov.

a nejaka ina hlava je na podslove was—;y1. Jazyk L, | vynucuje az

7 toho vyplyva, Ze existuje aspon jedna dvojica podslov w; a was—;41, ktoré
NPA A neporovnA.

Slova v mnozine M; maju rovnaké prislichajice patterny, t.j. neporov-
névaji rovnaké dvojice podslov w; a was—j11 (kde j je mozné zistit z prisla-
chajiceho patternu). Takychto neporovnavanych dvojic podslov méze byt
aj viac, preto za j je mozné zvolit Tubovolnil neporovnavaniu dvojicu pods-
lov w; a was—;41. Opétovne slovd z mnoziny M; prerozdelime do mnozin
N1, Na, ... podla toho, aké podslova wi,...,wj—1,w;41,...,ws slovo obsa-

huje (podslovo w; moze byt rézne). Podobne bez ujmy na vSeobecnosti, nech

[My| y
W, CO Je aSpon
m

—. Pre dostatoc¢ne velké m je velkost mnoziny N; aspon 2.

Ni je najpocetnejSia mnozina, ktorej velkost je aspon

Potom ale existuji dve rozdielne slova x,y € Nj, ktoré sa lisia iba na

i-tych podslovach od zaciatku a od konca slova:
T = HTH . HFTos— i1 HE - HT2s
Y=uyi# .. HYiH - Y2 F - FHY2s

Nésledne moézeme vytvorit slovo z so slova x substituovanim podslova yos—;41
Za T2s—i+1"

2= L1FF AT Y251 T FET2s

Slovo z zjavne nepatri do jazyka Ljy1, pretoze slova x a y su rozne
slova. Kedze NPA A akceptuje slova = aj y, pricom patterny oboch slova st
rovnaké, da sa ukézat, ze akceptuje aj slovo z, ¢o je hladany spor.

Dokaz, ze NPA A akceptuje aj slovo z pozostava z konstrukcie postup-

nosti konfiguracii (vypoc¢tu), ktory bude korektny a zaroven akceptacny.
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Jediné, ¢o mame k dispozicii st slova z, y a fakt, ze prislichajice patterny
st totozné. Akceptaény vypocet vieme poskladat z akceptacného vypoctu
prislichajiceho slovu = a ked sa nejaka hlava dostane na podslovo yas—i11,
vypocet bude pokracovat ako na akceptacnom vypocte slova y. Ked hlava
opusti podslovo yss—;11, opdt sa pokracuje na akceptacnom vypocte pre
slovo z. Kedze podslova x; a y2s—;11 sa neporovnavaji, tymto spdsobom

mozno vytvorit korektny akceptacny vypocet pre z. O

Désledok 3.2.1. Trieda jazykov (k,p)-PA C trieda jazykov (k+1,p)-PA
(priklad jazyk Lii1).

Dokaz. 7 ddkazu lemy vyplyva, ze jazyk Lpi1 € (k+1,p)-PA, pretoze
v konstrukcii automatu z lemy sme nevyuzivali nedeterminizmus.

Z doékazu vety je zrejmé, ze Lpiq1 ¢ (k,p)-NPA a teda aj Liy1 &
(k,p)-PA, ¢o bolo treba dokazaf. O

Poznamka 3.2.1. Predchéddzajice tvrdenia mdzeme prirodzene rozsirit aj

na zetonové automaty so ,sensing heads®, konkrétne:
(k,p)-NPA-Sens C (k+1,p)-NPA-Sens

Zdovodnenie je zrejmé z vety [3.2.1] a jej dokazu, v ktorom nezdlezalo, ¢i

hlavy st alebo nie st ,sensing*.
oo
Veta 3.2.2. Jazyk L1 nepatri do triedy jazykov \J(k,p)-NPA.
P
Doékaz. Sporom. Nech existuje (k,p)-NPA, ktory akceptuje jazyk Lpi1. Ke-

dze p je konstanta, mozno zopakovat dokaz z vety ¢im dostaneme
spor. ]

Dosledok 3.2.2. Ezistuje jazyk, ktory je v triede jazykov (k + 1,p)-NPA,
[e.@]

avsak nie je v triede jazykov \J (k,p)-NPA.
p=0

Predchadzajuci vysledok vlastne znamen4, ze jednu hlavu automatu ne-

vieme nahradit lubovolnym konstantnym poc¢tom zeténov.

3.2.2 Hierarchia automatov vzhladom na pocet zeténov

.....

vypoctovu silu automatu. Najskor ukiazeme pre 2-hlavové zeténové auto-
maty, ze pridanim zeténu nastane zvicSenie vypoctovej sily. Nédsledne tento

vysledok rozsirime aj na viac-hlavové automaty.
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3.2.2.1 Hierarchia dvoj-hlavovych automatov vzhladom na pocet

zZetonov

Na zaciatok, podobne ako pri hlavach, je potrebné najst vhodny jazyk. Jazyk
by mal byt akceptovatelny nejakym 2-hlavovym p-zeténovym automatom,
avSak nemal by existovat ekvivalentny 2-hlavovy (p — 1)-Zeténovy automat.

Jazyk s takou vlastnostou naozaj existuje, ako ukazeme v tejto casti.
Oznacenie. Ak w € {0, 1}*, potom W je bitova negicia slova w.

Definicia 3.2.2. jazyk L, = {wia1waasz . .. apwp 1 #FW1G1Ww20a3 . . . GpWp 17
wikwak . .. kwp1|(Vi)(w; € {0,1}* Aa; € {0,1})} ,pre p € {0,1,...}.

Lema 3.2.2. Existuje (2,p)-NPA A, ktory akceptuje jazyk L.

Dékaz. Automat A bude na vstupnych slovach pracovat nasledovne: Prva
hlava automatu zostane na zaciatku slova, pricom druha hlava sa presunie za
prvy symbol # zo vstupného slova. Nésledne sa budu postupne porovnavat
dvojice symbolov pod hlavami, pricom ak nastane nezhoda symbolov, druha
hlava polozi zetén na vstupné policko. Tento proces sa bude opakovat pokym
obidve hlavy sticasne neprecitaju #. Automat A pokracuje overovanim rov-
nosti symbolov vo vstupom slove pod hlavami, pokym prva hlava nedetekuje
pritomnost zeténu. V tom pripade sa skontroluje pritomnost * pod druhou
hlavou a pokracuje ako predtym az pokym nedocita slovo. Takyto automat

A akceptuje jazyk L, pricom mu postacuji dve hlavy a p zeténov. O

Veta 3.2.3. Trieda jazykov (2,p)-NPA C trieda jazykov(2,p+1)-NPA (pri-
klad jazyk Lyt ).

Dékaz. Pozostéva z dvoch Casti. V prvej je potrebné ukazat L, € (2,p+1)-
NPA, ¢o je zrejmé z lemy

V druhej casti treba ukazat, ze L,11 € (2,p)-NPA :

Ak mame slovo w € L,11, staci si vSimnut, Ze pozostdva z troch casti
w = s1#se#ss a |s1| = |s2| = |s3|. Pricom, k zadanému podslovu sy a
kazdému vyberu (p+1) pozicii (kde nastani rozdiely medzi s; a s3) prislicha
jednoznacne slovo sl aj s3.

Pre jednoduchost ozna¢ime m = |sg|. Pri NPA na jednom slove moze
existovat viacero akceptacnych vypoctov, preto dalej budeme uvazovat, ze
na kazdom slove z jazyka vyberieme presne jeden akceptacny vypocet. V

podstate si pre kazdé slovo zvolime kandidata z akcepta¢nych vypoctov a
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ostatné akceptacné vypocty ignorujeme. Takéto zjednodusSenie si mdzeme v
nasledujicom dokaze dovolit, lebo budeme vyzadovat iba existenciu neja-
kého vypoctu, nie mnozstvo akceptacénych vypoctov na konkrétnom slove z
jazyka.

Pri dékaze, ze L,11 ¢ (2,p)-NPA, budeme postupovat sporom: nech
existuje (2,p)-NPA A, ktory akceptuje jazyk Lyyi. Mozeme predpokladat
bez ujmy na vseobecnosti, ze automat A s hlavami vzdy skon¢i na konci
vstupného slova.

Nech W,, je mnozina vSetkych slov w € L,41, ktorych dizka strednych

m
p+1)
Pre kazdé slovo u = {0, 1}*, za V,, ozna¢me mnozinu slov tvaru s; #u#ss

slov so je m. Zrejme plati, ze |Wp,| = 2" -

z mnoziny W,,. Dalej za V,? (kde a € <0,1>) oznaéime mnozinu slov w =
s1#u#ss z Vi, ktorych rozdiely medzi podslovami s; a uw nenastavaji na
okrajoch dlzky [a-m], t.j. s1 = upsijus a u = upujus, kde |uy| = |us| =
[a - [ul].

Na kazdom slove w z W,, nastane konfiguracia, kedy prvy krat prva
hlava ukazuje na druhy # a druha hlava je niekde medzi zaciatkom slova
a druhym # | t.j. s1#so# s3. Takito konfiguraciu pre slovo w nazveme

T
—_———

T2
prvou-konfigurdciou (prislichajicou slovu w). Ku kazdému slovu w z W,

jednoznacne prislicha prva konfiguracia, pretoze pre kazdé slovo uvazujeme
jeden pevne zvoleny akceptacny vypocet.
V nasledujtcej leme dokazeme, ze na vicsine slov musi byt v prislicha-

jucich prvych konfigurdciach druhd hlava ,blizko*“ prvého #.

Lema 3.2.3. Nech a € (O, %), potom plati: (Img € N)(Vm > my)(Fu €
{0,1}™) : aspon % - V& slov bude mat v prvijch konfigurdcidch druhi hlavu

vzdialenid najviac [a - m] od prvého #.

Lema vlastne tvrdi, Ze existuje pattern (strednd cast slova u) taky, ze
aspon na 1/2 - V% slov bude v prvych konfiguracidch druha hlava vzdialena
najviac [a - m]| od prvého #. Intuitivne, keby tato lema neplatila, tak by
sa pre vacsinu slov neporovnavali vacsie casti podslov, ¢im by bolo mozné
akceptovat slovd, ktoré nie st z jazyka.

Zatial predpokladajme, Ze lema plati, t.j. existuje nejaky dostatocne

velky pattern u pre ktory aspon na % - V& slovach w = s1#s2#s3 st prvé
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f[am]  [am]

s . 7 / " / /"
konfigurdcie nasledovného tvaru: s7 s| # sy s5 #33
1
T2
Avsak vsetkych moznych prvych konfigurdcii automatu A predoslého
O L p . . . . .
tvaru moze byt iba  (2m + 2) K (2-Ja-m]+1) 2

pozicie p-zZeténov pocet stavov 1578 pozicie 2.hlavy poradie hlav

m—2-Ja-m]
p+1

tocne velké m a velmi malé a, existujui aspon dve slovd z mnoziny slov V2,

Kedze existuje aspon 1/2- V¢ =1/2- slov, tak pre dosta-

S1#So#s3 a 8| #sa#ss, ktorym prislichajice prvé konfiguricie st totozné.
Potom ale pre slovo w = s1#sa#sh vieme poskladat akceptacny vypocet
z dvoch akceptaénych vypoctov a to tak, ze vypocet zacne akoby na slove
s1#so#s3 az do momentu prvej konfiguricie, v ktorom vypocet bude pokra-
¢ovat od prvej konfigurdcie ako na akceptacnom vypocte slova s)#sa#s5.
Cim dostaneme korektny akcepta¢ny vipocet na slove w. Lenze w ¢ Lyiq,

¢o je spor.

Doékaz lemy[3.2.3. sporom: (Vmg)(3m > m,)(Vu € {0,1}™) : aspoii 5 - V2
slov bude mat v prvych konfiguraciach druhti hlavu vzdialeni viac ako
[a-m] od prvého #.

V nasledujtcich iivahach zvolime m dostatocne velké, aby vSetky argu-
menty boli platné.

V slove (patterne) u = wuypus oznac¢ime jeho jednotlivé Casti: u, bude
prefix patternu, p bude jadro patternu a u, bude sufix patternu. Za X,
oznac¢ime mnozinu slov vytvoreni zjednotenim mnozin Vi - (cez vsetky
prefixy a sufixy patternu), kde jadro patternu je p a prefixy u, a sufixy us

patternu maju dizky [a-m]. Formalne: X, = | V2 kde |u,| = |us| =
U=UpPUs

[a-m].
Zvolme si nejaké jadro patternu p, k nemu prislichaji slova z X,,. Zrejme
m—2-[a-m]
p+1
Kedze pre vsetky patterny bude maf automat v prvych konfiguraciach

plati: | X,,| = 92 fam]

druht hlavu vzdialend viac ako [a-m] od prvého #, tak aj pre vSetky jadré
patternov to bude platit. Teda v aspon 1/2-|X,,| slov bude v prislichajicich
prvych konfigurdcidch druha hlava vzdialend viac ako [a-m] od prvého #,
takéto slova zaradime do mnoziny M. Mnozinu slov w = s1#so#s3 € M

mozno rozdelit do mnozin Mi, Ms ... podla toho, kde nastavaju rozdiely
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m—2-[a-m]
p+1

existuje najpocetnejsia mnozina (bez ujmy na vSeobecnosti) M, ktorej mo-

1/2 . 22-[a-m] . (m -2 ’Va’ ' m-‘>

1/2-|X. p+1
hutnost je aspom /21X = —

<m—2-[a-m1> <m—2-[a-m1>
p+1 p+1

% .92 [am] — 92-[am]-1

) . Tvrdime, ze

medzi slovami s1 a so - moznych pozicii je <

Mnozina M; je mnozina slov w = s1#sa#s3, ktorych prefixy a sufixy
patternu moézu byt rozne, ale jadro patternu maji rovnaké ako aj rovnaké
pozicie rozdielov medzi s; a sy (rozdiely nastdvaju iba v jadre patternu).
Pre vsetky slova z My v prvej konfiguracii je druhd hlava vzdialena viac ako

[a-m] od prvého # a jej pozicia je bud napravo alebo nalavo od prvého #:

[a-m] [a-m] [a-m] [a-m]
S1 8’1 +# ’ﬁp\ pus# s3 alebo s 8’1 +# ’ﬁp\ pusHSs
! ~ !
—— T2

T2
Slova w € M rozdelime do mnozin Sy,.S; ... podla toho v akej prisla-
chajucej prvej konfiguracii sa automat ocitne. Moznych prvych konfiguracii
je menej ako (2-m +2)P - K- (2-m + 2) - 2. Nech najpocetnejsia mnozina

(bez ujmy na vSeobecnosti) je S a preto jej velkost je aspon

\Mﬂ 92-Jarm]—1

2-m+2P-K-(2-m+2)-2 (2-m+2)ptl. K2

Mo6zu nastat prave dve moznosti podla pozicie druhej hlavy v prvych konfi-

guraciach prislichajtcich slovim z mnoziny Si:

1. druhd hlava v prvej konfiguracii Iubovolného slova w € S; je napravo

[a-m]
[a-m]
od prvého #: 51 8| # Up PUSFF 53
T
——
T2

Sufixov patternu moze byt az 2[%™1 preto v mnoZine S; existuji as-
poii dve slovd wy a wy (ak |S;| > 2[%™1) ktorych sufixy patternu si
rovnaké (ako aj prislichajice prvé konfigurédcie) a prefixy patternu si

rozne. Takze slova wy a we maju tvar:
W1 = UpS1HFUpPUsFFULS3
o / /
Wy = upsl#uppus#ups;g
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7 tychto dvoch slov wi a we poskladdme slovo:

w3 = Ups1 FUpPusHFU,S3

pre ktoré bude existovat akceptacny vypocet, ale ws ¢ Ly1. Co je
hladany spor.

. druh& hlava v prvej konfiguracii lubovolného slova w € S; je nalavo
[a-m] [a-m]
od prvého #: s1 s # Tu, pus#tss

~~ 1

T2
V Sy st slova tvaru upsius#uppus#u,s3us, ktorych prislachajtce prvé
konfigurdcie vyzeraju nasledovne wu,si us#uppus#uyssus. Tiez si je

\-v-/ Tl

T2
mozné vsimnut, zZe dve slova tvaru u,sus#u,pus#uyssus z Sy sa lisia

iba v podslovach u, a us, pricom podslova p, s; a s3 st pre vsetky

slova z S7 rovnaké.

Podobne ako sme zadefinovali prvi-konfiguraciu prislichajicu neja-

kému slovu, v nasledovnej casti este zadefinujeme pojmy ako druhd-

konfigurdcia, tretia-konfigurdcia a nultd-konfigurdcia. Na kazdom slove

w z S nastane konfigurdcia, kedy prvy krat druha hlava ukazuje na

prvy # a prva hlava je niekde medzi prvym # a koncom vstupného

slova, t.j. s1 fsz #s3. Takuato konfiguraciu pre slovo w nazveme druhou-
2

—_——
T

konfiguraciou (prislichajicou slovu w).

Podobne na kazdom slove w z S1 nastane konfiguracia, kedy prvy krat
druhé hlava ukazuje na druhy # a prva hlava je niekde medzi druhym
# a koncom slova, t.j. s1#so #s3. Takuto konfigurdciu pre slovo w

&
¥t

nazveme tretou-konfigurdciou (prislichajicou slovu w).

Tiez podobne zadefinujeme nultu-konfigurdciu prislichajicu nejakému
slovu w. Na kazdom slove w z S7 nastane konfiguricia, kedy prvy
krat prva hlava ukazuje na prvy # a druha hlava je niekde medzi
zaciatkom slova a prvym #, t.j. slfé so#tss3. Takuato konfigurdciu pre

1

—
T2

slovo w nazveme nultou-konfigurdciou (prislichajicou slovu w).
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Ku kazdému slovu w z W, jednoznacne prislicha druha konfiguracia,

tretia konfiguracia ako aj nulta konfiguracia.

Pre vsetky slova z S plati, kedze prislichajice prvé konfiguracie s
tvaru u,s1 us#upPUsFUpS3Us, prislichajice druhé konfiguracie musia
\-v/ 1
T2
byt tvaru upsius#Fuppus #ups3us a prislichajice nulté konfigurcie
T2 ‘—\/—’T
1

musia byt tvaru wu,si us#uppusFHu,ssus.
v Tl
T2
Slova w € S7 rozdelime do mnozin N1, Ns ... podla toho v akej prisla-
chajicej druhej konfiguracii, tretej konfiguracii a nultej konfiguracii sa
automat pocas vypoctu ocitne. Moznych konfiguracii (druhych, tretich
ako aj nultych) je menej ako (3-m + 3)P - K - (3-m+ 3). Nech najpo-
|51

((3-m+3)ptl. K)3°

Prefixov patternu moze byt az 2/%™! preto slovd mnoziny N; rozde-

cetnejsia mnozina je N7 a jej velkost je aspon

lime do mnozin Ri, Rs, ... podla prefixu patternu. Bez ujmy na vse-

obecnosti, nech R je najpocetnejsia z nich. Preto velkost mnoziny R;
AR
Q[a-m]
Pre vsetky slova z Ry plati, ze prislachajice prvé, druhé, tretie ako

je aspon . Slova z R; sa lisia iba v sufixoch patternu.

aj nulté konfiguracie a tiez prefixy patternu st rovnaké. Slova z R;
.7 % a|u
maji tvar: squsUsaFSoUs1 UsaFS3Us1Us2, PriCOm |ugy | = |uge| = #
(pre jednoduchost zapisu predpokladédme, ze [a - |u|] je parne ¢islo).
Podslové s1, so aj s3 su pre vsetky slovd z Ry rovnaké (lisia sa iba v

podslovach us1 a us2).
Ked sa pozrieme na lubovolné slovo z mnoziny R; a k nemu prislicha-
jucu druhu konfiguraciu, mézu nastat iba dve moznosti podla pozicie

prvej hlavy na slove:
(a) prva hlava je v poslednej casti slova na podslove #s3us1:

51Us1Us2FFS2Us1 Us2 FES3UsT Us?
T2 “F
1

A s v olaml .. C

Podslov ugs; moze byt az 272, preto v mnozine R; existuja
[a-m]
2)

aspori dve slova wy a wy (ak |Ry| > 2 , ktorych podslova wug;

st rovnaké a podslova ugy st rozne. Slovd wi a wg maja tvar:

W1 = S1Us1Us2FFS2Us1 Us2FFS3Us1 U2
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/ / /
Wo = 51Ug] UgnFFS2Us1 Ugo FFS3Us1 Usgo
7 tychto dvoch slov wy a ws zostojime slovo
/
W3 = 51Us1UgoFF S2Us1 U2 S3Us1Us2

pre ktoré bude existovat akceptacny vypocet, ale ws & Ly41. Co

je spor.

prva hlava je v poslednej casti slova na podslove ugo:

51Us1 U2 FES2UST U2 FES3UST U2
T2 N
T1

Ay v o leml .. C .,
Podslov ugss moéze byt az 272, preto v mnozine R; existuju
[a-m]

aspon dve slovd wy a we (ak |Ry| > 272 ), ktorych podslova
ugo su rovnaké a podslovd ug; si rézne. Takze podobne ako v

predchadzajucich pripadoch:
W1 = 81Us1Us2FF S2Us1 Us2FES3Us1Us2
Wy = S1Uj UspFS2UL UsoFES3UL) Us2
7 tychto dvoch slov w; a ws zostrojime slovo
w3 = 51”51“52#52U,51U52#53U51U52

pre ktoré bude existovat akceptacny vypocet, ale w3 & Lpy1. Co

je spor.

Popis v jednotlivych pripadoch ako skonstruovat sporny akceptacny vy-

pocet je zrejmy z ddkazu a preto detaily nechavame na citatela.

O]

Dokazanim lemy sme tiez dokoncili dokaz vety.

Podobné tvrdenie plati aj pre deterministické automaty.

Désledok 3.2.3. Trieda jazykov (2,p)-PA C trieda jazykov (2,p+1)-PA
(priklad jazyk Lpiq).
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Dokaz. 7 dokazu lemy je zrejmé, ze jazyk Lyiq € (2,p+1)-PA, pretoze
skonstruovany automat A je deterministicky.

Naopak z vety plati, kedze jazyk Lpi1 & (2,p)-NPA, tak aj L, &
(2,p)-PA. O

[e.e]
Lema 3.2.4. Jazyk Lo = \J Ly, patri do triedy (3,0)-PA.
p=1

Dokaz lemy. Automat akceptujuci jazyk Lo, bude mat iba tri hlavy a nula
zetonov. Na zaciatku prva hlava zostane na zaciatku slova, druha hlava sa
posunie za prvy # vstupného slova a tretia hlava sa posunie za druhy #
vstupného slova. Nasledne sa postupne overuje rovnost symbolov pod hla-
vami vo vstupnom slove. Ak nastane situicia, ze prva a druhd hlava pre-
¢itaju rézne symboly, posunu sa vsetky hlavy o jedno policko doprava a
tretia hlava pred posunom navyse overi vyskyt *. Pokracuje sa overovanim
rovnosti/nerovnosti symbolov az pokym vSetky hlavy naraz precitaja #.

Zjavne automat akceptuje jazyk Loo. O

3.2.2.2 Hierarchia viac-hlavovych automatov vzhladom na pocet

zZeténov

Vysledok z predchadzajicej casti tykajici sa 2-hlavovych zeténovych au-
tomatov dokazeme rozsirit aj na viac-hlavové zeténové automaty. Podobne

ukézeme, ze pre viac-hlavové zetonové automaty pridanie ¢o i len jedného

nujeme pomocou predoslych definicif jazykov [3.2.1] a [3:2.2]

Definicia 3.2.3. Jazyk L’;:{wl#wg# o Hws g HwsHWs 1 H . . HwaFFwn|

s = <§> ANws € LA (Vi<s)w; € {0,1}*}, prep € {0,1,...} ak € {3,4,...}
Specidlny pripad pre dve hlavy: jazyk LIQ) =L, prepe{0,1,...}

Lema 3.2.5. Ezxistuje (k,p)-NPA A, ktory akceptuje jazyk L’;.

Dékaz. Automat A na zaciatku vykonava rovnaké kroky ako automat z lemy
Avsak ked by mal s poslednymi dvoma hlavami porovnavat dve pro-
stredné podslova vstupného slova, pokracuje ako automat z lemy [3.2.2] Takto

popisany automat akceptuje presne jazyk L’;. O

Veta 3.2.4. Trieda jazykov (k,p)-NPA C trieda jazykov (k,p+1)-NPA (na-
priklad jazyk LI;H).
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Doékaz. Dokaz bude pozostavat z dvoch casti. V prvej je potrebné ukazat,
ze Lk | € (k,p+1)-NPA, ¢o je zrejmé z lemy [3.2.5

V druhej casti ukazeme, ze L’; 1 € (k,p)-NPA. Budeme postupovat po-
dobne ako v predchadzajicich dokazoch sporom. Preto predpokladajme, ze
existuje (k,p)-NPA A taky, Ze jazyk akceptovany automatom A je L’;H.
Zvolime nasledovni podmnozinu jazyka L']j Ik

Lpm = {wi#Hwed .. Hws 1 #FwWHW 1 F# ... Fwos_oFHwas—1| s = <§> A

(Vi)w; = was—;y € {0,1}" Aw € (L, N{0,1,#,+}™)} Kedze automat A
akceptuje jazyk L’; 1, musi akceptovat aj jeho podmnozinu L, ,, pre kazdé
zvolené n a m. Z toho na kazdom slove z jazyka L,, ,,, existuje aspon jeden
akceptacny vypocet. Pre jednoduchost m6zme uvazovat, ze na kazdom slove
z jazyka existuje prave jeden akceptacny vypocet. Predchadzajice zjedno-
dusenie si mo6zme dovolit, lebo ndm bude postacovat len existencia nejakého
akceptacného vypoctu na konkrétnom slove, nie pocet akceptacnych vypoc-
tov na slove.

Tvrdime, ze pocas vypoctu automatu A na vécsine slov z Ly, ,, (pre dost
velké n a m) by malo platit, ze len jedna dvojica hldv automatu je stcasne
na strednom podslove w (€ Ly).

Ak by predchadzajice tvrdenie neplatilo, tak na vacsine slov by existovali
aspon dve dvojice hldv automatu, ktoré by sa sticasne vyskytli na podslove w.
Avsak treba si vsimnut, Ze ak nejaka dvojica hlav sa pocas vypoctu vyskytne
sucasne na podslove w, potom tato istda dvojica hlav predtym a ani potom
vo vypocte nemoze porovnaf nejaké podslova w; a wes_;. Podobne ak nejaka
dvojica hldv porovnéava podslova w; a wos—;, potom tato ista dvojica hlav uz
nemoze porovnat Ziadne iné podslovd w; a wo,_;. Tiez vidno, Ze v slovach z
jazyka L, , je potrebné porovnat (g) — 1 dvojic podslov. Avsak dvojic hlav
je (g)7 pricom na vicsine slov asponi dve dvojice hldv nemozu porovnavat
(lebo sa stcasne vyskytni na podslove w). Teda existuje < (g) — 2 dvojic
hlav, ktoré moézu porovnavat, ale je potrebne porovnat az (g) — 1 podslov.
7 toho na vécsine slov existuje podslovo, ktoré sa neporovna. Mohli by sme
pokracovat podobne ako pri dokaze vety [3.2.1] na strane 20 ¢im dostaneme
Spor.

Teda vieme, 7Ze pre vacsinu slov je pocas vypoctu sticasne len jedna dvo-
jica hlav automatu na podslove w (€ L,). Ked zvolime m velmi velké oproti
n, potom vécsina vstupného slova je podslovo w, ostatné Casti slova st oproti

podslovu w skoro zanedbatelné. AvSak takéto slova sa velmi podobajui slo-
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vam z jazyka L,i1, o ktorych sme uz dokéazali, Ze pomocou (2,p)-NPA je
ich nemozno akceptovat. Automat A mé pre vacsSinu slov na podslove w si-
¢asne iba jednu dvojicu hlav, preto jeho spravanie na podslove w musi by
velmi podobné (2,p)-NPA. Preto by sme mohli pokracovat velmi podobnym
dokazom ako pri vete [3.2.3| na strane ¢im by sme nakoniec dostali spor.

Tym sme dokézali vetu, pretoze jazyk LI;H € (k,p+1)-NPA a L"IjJrl g
(k,p)-NPA. O

Désledok 3.2.4. Trieda jazykov (k,p)-PA C trieda jazykov (k,p+1)-PA
(priklad jazyk L%, ;).

Dokaz. Vysledok vyplyva z lemy (L”;+1 € (k,p+1)-PA), pretoze vy-
sledny Zeténovy automat je deterministicky a z vety (L’; 1 & (kp)-
PA). O

Poznamka 3.2.2. Predchadzajice tvrdenia, konkrétne veta ako aj
jej dosledky a tiez veta [3.2.4] s jej dosledkami, je mozné zovseobecnit aj na

zeténové automaty so ,sensing heads“. Preto tiez plati:
(k,p)-NPA-Sens C (k,p+1)-NPA-Sens

Zddévodnenie vychadza z dokazov spominanych viet, ktoré sa nezmenia ak

by sme uvazovali zeténové automaty so ,sensing heads*.

o0
Lema 3.2.6. Jazyk L*. = | L’; patri do triedy (k+1,0)-PA.
p=1

Dokaz. Stac¢i skombinovat automat z lemy (ktory porovnd (g) —1 pr-
vych a poslednych podslov vstupného slova) s automatom z lemy (ktory
overi prislusnost prostredného podslova k jazyku L., pomocou troch hlav).

Tymto dostaneme automat, ktory zjavne akceptuje jazyk L. O

3.3 Rozdielnost deterministickych a nedeterminis-

tickych zeténovych automatov

Vplyv nedeterminizmu na vypoctovy model Zeténovych automatov sme ana-
lyzovali v tejto casti. Budeme uvazovat len dvoj- a viac-hlavové zeténové au-
tomaty, pretoze jedno-hlavové zZetonové automaty st ekvivalentné kone¢nym
automatom. Ukazeme, ze k-hlavovy p-zeténovy deterministicky automat je

vypoctovo slabsi ako jeho nedeterministické verzia. Podobny novy vysledok
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dokazeme vSeobecne aj pre konec¢no-hlavovy konec¢no-zeténovy determinis-
ticky automat.
Pri dokazovani vyuzijeme jazyky z predchadzajicich ¢asti a ich uzdverové

vlastnosti, konkrétne uzavretost na komplement.
Veta 3.3.1. Jazyk (L’;H)E patri do triedy (k,0)-NPA.

Dokaz. Slova w z jazyka L = (L% H)C rozdelime do mnozin podla toho, ktoré

vlastnosti jazyka L’; 1 porusuju:

1. slovo w nie je tvaru wiF#Hwo# . . . H#Wws_ 1 HFWsHWs_1F . . . HFwoHwi|s =
A (Vi < s)w; € {0,111 Aws = {0, 1}"#{0,1}"#{0,1,*}" pre
n > 0. Ak slovo nie je predoslého tvaru je to mozné zistif pomocou

nedeterministického k-hlavového automatu.

2. slovo w je predoslého tvaru, ale obsahuje podslovo ws = uiHus#us,

ktoré nie je z jazyka Lpy1:

(a) podslové uj a ug s na viac (alebo menej) ako p+ 1 pozicidch roz-
dielne. Tuto vlastnost sme schopny overif pomocou jednej hlavy

a stavu.

(b) podslovo ug obsahuje iny pocet * ako p + 1, ¢o je overitelné po-

mocou 1 hlavy.

(c) v podslove us na pozicii i-tej nezhody medzi podslovami u; a ug
nie je hviezdicka. Je mozné overit pomocou dvoch hlédv a nede-

terminizmu.

Vsetky predchadzajice vlastnosti mozno overit pomocou k hlav v nede-
terministickych vetvach vypoctu.
O

Désledok 3.3.1. Jazyk (L];H)C patri do triedy (k,p)-NPA.
Déosledok 3.3.2. Trieda (k,p)-NPA nie je uzavretd na komplement.

Dékaz. Sporom. Ak by trieda bola uzavretd na komplement, potom jazyk
L’;—&-l patri do triedy (k,p)-NPA, ¢o je spor s vetou O

Lema 3.3.1. Trieda (k,p)-PA je uzavretd na komplement.
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Dékaz. Je potrebné ukazat: Ak L € (k,p)-PA, potom aj It e (k,p)-PA.
Kedze jazyk L € (k,p)-PA, z toho existuje deterministicky k-hlavovy
p-zeténovy automat A, ktory ho akceptuje (t.j. L(A) = L). Zostrojime de-
terministicky k-hlavovy p-Zeténovy automat A’ s vlastnostou L(A’) = LE.
Automat A’ bude simulovat automat A tak, ze bude pocitat kroky auto-
matu A, ktoré urobi na mieste. Ak automat A spravi na mieste viac krokov
ako je pocet stavov autmatu A, musel sa zacyklit. V tomto pripade auto-
mat A’ vie, ze automat A uz neakceptuje vstupné slovo (musel by docitat
slovo) a teda automat A’ mdze akceptovat. Opacne ak sa automat A do-
stane vSetkymi hlavami na koniec vstupného slova (t.j. na symbol ) a je

v akcepta¢nom stave, automat A’ uz vstupné slovo neakceptuje. Z toho je
zrejmé, ze L(A') = L a teda LE € (k,p)-PA. O

Lema 3.3.2. Jazyk ( pH)C nepatri do triedy (k,p)-PA.

Dokaz. Sporom. Ak by jazyk (Lp+1> patril do triedy (k,p)-PA, potom jazyk

Lp 41 tiez patri do triedy (kedZe trieda je uzavretd na komplement podla

3.3.1). Co je avsak spor s vetou O

Déosledok 3.3.3. Trieda jazykov (k,p)-PA C trieda jazykov (k,p)-NPA (na-
priklad jazyk (L p+1)B)'

Podobny vysledok plati aj pre konecno-zeténovy a konecno-hlavovy au-

tomat, ale najprv uvedieme oznacenie.

Poznamka 3.3.1. NPA = U (k,p)-NPA. (t.j. zjednotenie cez vSetky triedy

jazykov konecno—zetonovych a konec¢no-hlavovych nedeterministickych ko-

necnych automatov)

Poznamka 3.3.2. PA = [J(k,p)-PA. (t.j. zjednotenie cez vSetky triedy
jazykov koneéno—ieténovychkg konecéno-hlavovych deterministickych konec-
nych automatov)

Zadefinujeme jazyk, ktory je velmi podobny jazyku z definicie
Definicia 3.3.1. L = {wi# ... #wsH#Hws# ... #w1|(Vi)w;€{0,1}*}

Veta 3.3.2. Jazyk (L>)¢ patri do triedy (3,0)-NPA.
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Dokaz. Slova w z jazyka L = (LOO)C porusuju niektori vlastnost jazyka L>°.
Ak vstupné slovo w nemé tvar w=wy #woH . . . FWsHWs11F . . . FWas—1 HFWas
s vlastnostou podslov (Vi)w;€{0,1}*, t.j. podslovd w; neobsahuji len 0,1
alebo podslov je neparny pocet, potom slovo w vieme akceptovat len po-
mocou jednej hlavy. Na takéto vlastnosti je postacujici deterministicky ko-
ne¢ny automat. Slovo w z jazyka L = (LOO)B, ktoré sice ma predchadzajtci
tvar, musi porusovat ind vlastnost jazyka L a preto musi existovat dvo-
jica podslov w; a was—;11 (i-te podslovo slova w a i-te podslovo od konca
slova w) také, Ze si rozne. Takito vlastnost vieme nedeterministicky zistit
pomocou troch hlav. Na zaciatku sa jedna dvojica hlav nedeterministicky
umiestni na podslove w; (jednoducho si tipne poziciu podslova w;). Nasledne
potrebujeme zvysnu tretiu hlavu umiestnif na podslove was_; 11, ¢o je mozné
pomocou prvej hlavy z dvojice hlav. Staci aby prva hlava prechadzala pods-
lova w;t1,wit2,... (ktorych je 2s — i), pricom zvys$nd tretia hlava zaroven
prechadzala podslova wi, wa, . . ., pokym prva hlava neskonéi na konci slova.
Tymto spdsobom sa tretia hlava dostane na podslovo was_;y1, kde uz druha
a tretia hlava mozu overit réznost podslov w; a was—;41. Zjavne pre jazyk
(L>)C existuje (3,0)-NPA, ktory ho akceptuje. O

Désledok 3.3.4. Jazyk (L°°)° patri do NPA.
Dosledok 3.3.5. Trieda NPA nie je uzavretd na komplement.

Dokaz. Sporom. Ak by trieda bola uzavretd na komplement, potom jazyk
L patri do triedy NPA, ¢o je nepriamo spor s vetou [3.2.1} O

Lema 3.3.3. Jazyk (LOO)E nepatri do triedy PA.

Dokaz. Sporom. Ak by jazyk (LC’O)[3 patril do triedy PA, potom jazyk L
tiez patri do triedy (kedze trieda je uzavretd na komplement podla [3.3.1).
Co je avsak spor s dosledkom vety O

Désledok 3.3.6. Trieda jazykov PA C trieda jazykov NPA (napriklad jazyk
(L)),

7 predchadzajtcich vysledkov vyplyva, Zze nedeterministické a determi-

nistické zZeténové automaty nie si ekvivalentné.
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3.4 Vztah medzi Zetonmi a hlavami

V tejto casti prinasame odpoved na otazku, ¢i je mozné vymenit niekolko
zeténov za niekolko hlav (mozno aj ,sensing heads®) bez straty vypoctovej
sily.

Jeden z prvych problémov, ktory nas napadne je, i je bez straty vypoc-
tovej sily mozné zamenit iba jeden zeton za jednu ,sensing“ hlavu. Riesenie
tohto problému zavisi od poctu hldv jednosmerného zeténového automatu,
ktorému odoberieme jeden zetén a pridame jednu ,sensing“ hlavu.

Zacneme analyzou pre dvoj- a troj-hlavové zetonové automaty, pre ktoré
ukézeme, ze strata vypoctovej sily nenastava. Nasledne budeme pokracovat
stvor-hlavovymi zeténovymi automatmi, pri ktorych sa uz strata vypocto-
vej sily objavi. Tento nas vysledok rozsirime aj na viac-hlavové zeténové
automaty. Nakoniec ukdzeme trividlny odhad poc¢tu hlav, ktoré kompenzuju

stratu Zeténa(zeténov) nejakému zeténovému automatu.

3.4.1 Dvoj-hlavové a troj-hlavové automaty

Prvy pripad, ktory detailnejsie rozoberieme, bude jednosmerny zeténovy
automat A s dvomi hlavami a p Zeténmi. Ako sa neskdr ukéze Iubovolny
automat A je mozné simulovat pomocou troch ,,sensing“ hlav a p—1 Zzeténov.
Myslienka simulacie je priamociare simulovanie jedného zZeténu pomocou
jednej ,sensing“ hlavy. Preto ak v poradi prva hlava od konca vstupného
slova automatu A chce polozit Zetén, ktory nemaé k dispozicii, staci na to isté
miesto umiestnit pridant tretiu hlavu. Nasledne ak v poradi druha hlava od
konca slova sa dostane na miesto spominaného zeténa, automat je to schopny
zistit, pretoze tretia hlava oznacuje miesto poloZeného Zetona. V pripade, Ze
by v automate A chcela druhd hlava v poradi polozit Zetén, ktory neméd
k dispozicii, zetén uz nemusime simulovat, pretoze ziadna ind hlava ho uz

kvoli jednosmernym hlavam nedetekuje. Preto plati:
(2,p+1)-NPA-Sens C (3,p)-NPA-Sens

Druhy pripad je jednosmerny Zeténovy automat A s tromi hlavami a p
zeténmi. Ukéazeme, ze Iubovolny automat A je mozné simulovat pomocou
Styroch ,sensing“ hldv a p — 1 zeténov. Myslienka simulécie je rovnaké ako
v predchadzajicom pripade, budeme simulovat jeden chybajtci zetén po-
mocou jednej ,sensing“ hlavy. Na zaciatok si zoradime hlavy v poradi od

konca slova kvoli jednoduchosti popisu. Ak prva hlava automatu A chce
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polozit zetén, mdzme vyuzit stvrti hlavu, podobnym spdsobom ako v pred-
chadzajicom pripade. V pripade ak druha hlava automatu A chce polozit
zeton, tiez je mozné vyuzit stvrtd hlavu. Avsak v tomto pripade sa mdze
zdanlivo objavif problém, keby spominand stvrtd (pomocnd) hlava nebola
k dispozicii, t.j. bola by niekde medzi prvou a druhou hlavou. Lenze takato
situdcia moéze nastat iba v pripade, keby bol zetén uz polozeny prvou hla-
vou. Co nie je mozné, pretoze ten isty zetén chceme znovu polozit druhou
hlavou. Posledny pripad v ktorom chce poslednd tretia hlava polozit zeton

je trividlny, pretoze dany zZeton uz netreba dalej simulovat. Z toho vyplyva:

(3,p+1)-NPA-Sens C (4,p)-NPA-Sens

3.4.2 Stvor-hlavové automaty

Dalej ukazeme, e pre viac-hlavové automaty podobné vysledky ako tie pre-
doslé neexistuji. V predchadzajicich dvoch pripadoch mali automaty spo-
lo¢ni vlastnost a to, Ze zZetony sa pohybovali len smerom ku koncu slova,
¢o bolo mozné simulovat pomocou jednej jednosmernej hlavy. Preto sa ne-
mohlo stat, ze by sa zetén zdvihol a presunul niekde smerom k zaciatku
slova,t.j. spatne (iba ak by ho polozila prva hlava od zaciatku slova, ¢o je
iba trividlny pripad). AvSak pre viac hlavové automaty (aspon 4 hlavy) tato
vlastnost nemusi platit. Uz pre styri hlavy mdze nastat problém, ze zeton
bude treba presunit spatne, ¢o ako ukdzeme v nasledujtcej ¢asti, nebude
riesitelné len pomocou jednej hlavy. K dosiahnutiu spominaného vysledku

potrebujeme zadefinovat nasledujici jazyk.

Definicia 3.4.1. Jazyk [Tp = {w &w& . .. &w;Qug 1 &wsio& . .. &was|s >
0N (Vi)(w; € Ly & wiys € Lp)}, kde L, je jazyk z definicie pre
pe{l,2,...}.

Vysledky neskor rozsirime aj pre viac ako stvor-hlavové zeténové auto-
maty. Dévod preco sme skiimali Stvor-hlavové zeténové automaty oddelene
je, ze prave pri nich sa objavuje problém spatného pohybu zeténa v najele-

mentarnejsej forme.
Lema 3.4.1. Emistuje (4,p)-NPA A, ktory akceptuje jazyk IA/;.

Doékaz. Automat A bude postupne overovat vSetky vlastnosti jazyka w; €
L, & w15 € Lp. Na zaciatku posle prvi dvojicu hldv za oddelova¢c @ a

druhé dvojica hlav zostane na zaciatku slova. Nésledne sa v cykle overi, ¢i
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w; € L, & wiys € Ly pre vSetky . Jedna iterdcia cyklu pozostava zo zis-
teni, ¢i w; € Ly a wiys € Ly. Takéto overenie je na zaklade lemy@ mozné
pomocou dvoch hldv a p zeténov. Preto staci ak prva dvojica hlav prejde
slovo w;1 s pouzijuc pri tom p Zeténov a nasledne druhda dvojica hlav prejde
slovo w; s pouzitim p dostupnych Zetonov. Nasledne je mozné vyhodnotit, ¢i
vstupné slovo dodrzuje vlastnost jazyka w; € L, < wits € Lp. Takto skon-
struovany zeténovy automat zjavne akceptuje jazyk E;, so Styrmi hlavami a

p zZeténmi. O
Veta 3.4.1. Jazyk l/};:l nepatri do triedy (5,p)-NPA.

Dékaz. sporom. Nech teda existuje jednosmerny Zeténovy automat A s p
zetoénmi a piatimi hlavami, ktory akceptuje jazyk I//;;.

Hlavnd myslienka dékazu je postavena na tom, ze automat A musi po-
stupne overovat kazdu i-tu vlastnost jazyka Z/L;::l (wi € Lpp1 © wiys €
Ly+1). Bez ujmy na vSeobecnosti vzhladom na pozicie troch hlav, nech pre
nejaké ¢ st tri hlavy na podslove w; a zvysné dve hlavy na w;4¢, potom podla
vety @ dve hlavy s p Zeténmi nie st schopné overit vlastnost w; s € Lp41.
Cim pre automat A vznikd potreba overovat dané podslovo w;;s neskor a
ked s je dostatocne velké, automat A neskor uz nie je schopny overit vsetky
vlastnosti a teda niektord j-ta vlasnost zostane neoverena. Néasledne staci
pozmenif vstupné slovo tak, ze j-tu vlasnost nespliia a automat A tato
zmenu nepostrehne, pretoze ju neoveril.

Zacnime tym, ako sa musia hlavy automatu A na vstupnom slove pohy-
bovat, aby mohli akceptovat jazyk I//p\;. Slova spominaného jazyka mo6zme
pretransformovat tak, ze jednotlivé podslovd w; substituujeme symbolmi
¢; € {0,1}, podla toho, ¢i w; je(nie je) z jazyka L,11. Cielom tejto transfor-
macie je jednoduchsia analyza pohybu hldav na novovzniknutom jazyku f/,
ktorého formalna definicia je:

L = {c1&eke . . &cQey1&coiabe. . &easls > 0 A (Vi)(e; € {0,1}) A (¢ =
0 < ¢iys = 0)}. Takto zadefinovany jazyk vystihuje podstatu pévodného ja-
zyka. Jediny sp6sob ako by vo vSeobecnosti nejaky zeténovy automat mohol
akceptovat jazyk L je, ze prva hlava prechadza symboly ¢; a sticasne druha
hlava prechddza symboly c;is, pricom ich navzajom porovnava. Treba si
v§imnut, ze ked prva hlava precita @, automat uz nemoéze velmi porovnavat,
lebo si méze pamétat len velmi obmedzeny pocet informécii z prvej polovice
vstupného slova. Z jednoduchého pozorovania tiez vyplyva, ze ak je prva

hlava na symbole ¢;, potom vo vSeobecnosti druhd hlava je ,velmi blizko*
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symbolu ¢;;s. Ak by to vo vSeobecnosti na vécésine ¢; neplatilo, automat by
musel stracat informaciu o obsahu symbolu ¢; alebo c¢;1s, o nie je mozné.
7 tohto vsetkého vyplyva, ze najvSeobecnejsi postup pre akceptaciu jazyka
L je postupné ,synchrénne® porovnavanie symbolov ¢; a ¢;is.

Podobne ako musi prebiehat vypocet na jazyku L , rovnako musi pre-

biehat vypocet aj automatu A na I//p\;. Avsak na jazyku L,y; automat s
piatimi hlavami a p zeténmi nemdze pracovat len s dvoma hlavami, ale musi
pouzivat dve skupiny hlav. Prva skupina hlav bude prechadzat podslova w; a
druhd skupina hlav bude prechadzat podslova wj s, pricom sa bude overovat
prislusnost podslov do jazyka. Problém nastane, ked v jednej skupine hlav
su tri hlavy, pomocou ktorych nie je problém overovat prislusnost podslov
do jazyka, avsak zvy$na druhd skupina hlav méa iba dve hlavy a p zeténov,
¢o je podla vety nedostatocény pocet zeténov pre overenie prislusnosti
podslov do jazyka.

Sktmani jazyk l/L;::l je na analyzu prilis vSeobecny, preto spor ukdzeme
na slovach Specidlneho tvaru z jazyka L:
Lpii 2 L = {wi& .. &ws@uap1& ... &was|(Vi)(w; € Lpy1 < wips €
Lyst) A (i < 3)(Jwil = g(n) A fwisl = F) A (Vizs = i > 3)(Jwil =
f(n) A lwiys| = g(n))}, kde n je dlzka slova a f(n), g(n) st vhodne zvolené
funkcie, pricom f(n) > g(n). Zmysel tychto funkcii uvedieme v dokaze ne-
skor (konkrétne va. Predpokladame pre jednoduchost, Ze s je parne
¢islo.

Ak automat A akceptuje jazyk l/L;:l, potom musi akceptovat aj slova
z jazyka L. Dalej mozme predpokladat, ze skupina hldv, ktora obsahuje
tri hlavy je ta, ktora je v lavej Casti slova. V tomto pripade si budeme
v§imat podslova wy, ..., ws a podslova wi4s, ... WS g V opacnom pripade
ak by bola skupina troch hlav v pravej casti slova je potrebné si vsimat
podslova Wiy, .., Ws & podslova Wsp1gs, - Wots. Dalej teda bez ujmy
na vseobecnosti budeme predpokladat, ze skupina troch hlav je v lavej casti
slova na podslove w; a zvysné dve hlavy si v pravej casti slova na podslove
Wis-

Rozdelme slova podla pripadov na zaklade toho, ¢i podslova w; a w;
patria alebo nepatria do jazyka Ly 1:

o w; & Lyt a wiys & Lpyr1: V tomto pripade automat A nemd problém

overovat, pretoze podslovo w; vieme overit pomocou troch hlav a ak

Wits & Lpt1, potom vlasnost vieme skontrolovat pomocou dvoch hlév
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nedeterministicky (tipne si kde je chyba v wj;s).

o w; & Lyt1 a wiys € Lypy1: Podobne ako predchddzajuci pripad, aku-
rat nebude existovat nedeteministicka vetva vypoctu, ktory by mohol
akceptovat. Co je ziadice, lebo poévodné vstupné slovo nemozno ak-
ceptovat, pretoze nespiﬁa i-tu vlasnost jazyka.

o w; € Lyt1 a wiys & Lypr1: Pomocou troch hladv automat A vie overit,
¢i w; € Lpyq1. Tiez vie overit v nedeterministickej vetve vypoctu, ze
Wits & Lpy1, avsak v ostatnych nedeterministickych vetvach vypoctu
automat A nevie, ¢i ndhodou w45 € Lp41.

o w; € Lpy1 a wiys € Lpr1: Podobne ako v predchadzajicom pripade,
vlastnost w; € Ly41 je schopny overit. AvSak v kazdom nedeterminis-
tickom vypocte automat A nevie, ¢i wits € Lpt1.

Z poslednych dvoch moznosti vyplyva, ze automat A nie je schopny
rozlisit pripady, ked wiys € Lpt1 @ wits € Lpt1. Preto i-tu vlasnost musi
automat A overit neskor, t.j. ked sa trojica hlav dostane az za Q.

Existuje potencidlna moznost, ze automat A s troma hlavami moéze si-
mulovat nejaky zetén. Preto sme zadefinovali uz spominané funkcie f(n) a

g(n), ktoré spliiaji nasledujicu podmienku:
g(n)* - g(n)? - |Ka| < f(n) (3.1)

(rozne rozlozenia hlav) - (rozne rozloZenia Zeténov na podslove w;) - (po-
Cet stavov automatu A) < (mozné pozicie zeténa na podslove wjis). Ak
funkcie spiﬁajﬁ tuto podmienku, mozno podobne ako vo vete doké-
zaf, Ze ani premyslend manipulacia tromi hlavami nepomoze pri overeni, ¢i
Wits € Lpg1.

Je sice pravda, Ze automat A moze pri overeni wi1s € Lpy1, posuntt
skupinu troch hldv z w; aZ na w;y;. AvSak j nemoze byt prili§ velké, lebo
automat by po ich prejdeni stratil informdciu o podslovach w; az w; ;. Prob-
l1ém by nastal, ak by 2/ > n’ - nP - |[K4| = n®*P . |K4|. (vSetky mozné pri-
slusnosti podslov w; az w;4; do jazyka L,;1) > (vSetky mozné rozlozenia

piatich hlav) - (rozloZenia Zet6nov) - (stavy automatu A). Po zjednoduseni:
j > log(20+P)10s() | K¢ 4|
j > log(2®+P18() 4 log (| K 4])
j > (5+p) - log(n) + log(|Kal)

Teda ak by j bolo rddovo log(n), potom by bolo mozné najst dve slova,

ktorych niektoré podslova w; az w;; maji rozne prislusnosti do jazyka L1,
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avSak automat A by po ich pre¢itani skonéil v rovnakych konfiguraciach. Co
by bol spor, pretoze by mohol akceptovat aj slovo, ktoré nie je v jazyku. Z
toho vyplyva, ze j < (5+p)-log(n)+log(|K4|) = L(n) (L(n) - iba oznacenie
funkcie).

V podmienke sme pre jednoduchost predpokladali, ze skupina troch
hlav sa bude vyskytovat iba na podslove w;. Co sa nemusi vzdy stat, preto
podmienku [3.I] upravime tak, Ze sa trojica hldv bude méct vyskytovat aj na

L(n) susednych podslovach:

(9(n) - L(n))® - (g(n) - L(n))" - |Ka| < f(n) (3.2)

Zvolime funkcie, ktoré buda asymptoticky spinat predchadzajicu pod-
mienku:
f(n) =n'’?
9(n) = log(n)

7 toho mozno urcit pocet podslov w;:

n=2-(f(n)+g(n))-s
n nl/2
- 2 (n'/2 +log(n)) = 2.2

Z predchéadzajicich Casti vyplyva, Ze ak aspon § podslov z w; az ws st

z jazyka Lpy1, potom aspon § podslov z wiys az Ws 4 je potrebné overit ¢i

patria do jazyka Ly1. AvSak v tom pripade roznych prislusnosti podslov w;
2
s
1
ked skupina troch hlav je v strede slova, je len polynomialny pocet od velkosti

az ws do jazyka L,41 je aspon . Pricom vsetkych moznych konfiguracii,

vstupu: n®-nP-| K 4|. Zjavne existuje slovo, ktorého niektoré podslovo wjs €
Ly y1 sa v néslednej faze neoveri. Tym dostdvame spor, pretoze slovo w4
mozno zamenit za wj, ; tak, ze wj, , & Lyy1. Tito zdmenu si automat A
nemoéze vsimnit, pretoze i-tu vlastnost neoveri a teda slovo, ktoré nemal
akceptovat akceptuje. Cim sme dostali spor a dokazuje neexistenciu pét

hlavového p zeténového automatu pre jazyk 1/1;:1. O

Déosledok 3.4.1. Trieda jazykov (4,p+1)-NPA € trieda jazykov(5,p)-NPA
(napriklad jazyk Lyiq).

Désledok 3.4.2. Trieda jazykov (4,p+1)-PA € trieda jazykov(5,p)-PA (na-
priklad jazyk fp\;)
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Doékaz. Dosledok vyplyva z dvoch dokazanych tvrdeni: Podla lemy
jazyk I//p\; je v triede (4,p+1)-PA, pretoze zostrojeny automat je determi-
nisticky. Z vety ten isty jazyk nie je z triedy (5,p)-NPA a teda ani z
(5,p)-PA. O

3.4.3 Rozsirenie na viac-hlavové automaty

Vysledok z predchéddzajicej casti tykajuci sa Stvor-hlavovych zeténovych
automatov mozno rozsirit aj na viac ako Stvor-hlavové automaty. Preto v
tejto Casti ukdzeme, zZe pre viac ako stvor-hlavové zetonové automaty stratu
jedného zeténa nemozno kompenzovat pridanim hlavy bez urc¢itého oslabenia
vypoctovej sily. Pre tento ciel potrebujeme najst vhodny jazyk a ako neskor

ukézeme, nasledujici jazyk bude vhodnym kandidatom.

Definicia 3.4.2. Jazyk iv’; = {w &wr& . .. &w;Qug 1 &ws o2& . . . &wag|s >
0N (Vi) (w; € L’;_Q & Wits € Ly)}, kde Ly je jazyk z definicie a L’; je
jazyk z deﬁm’cz’e prep€e{1,2,...} a k€ {4,5,...}

Lema 3.4.2. Existuje (k,p)-NPA A, ktory akceptuje jazyk Epf.

Dékaz. Automat A, ktory skonstruujeme, bude postupne overovat vsetky
vlastnosti jazyka w; € LI;*Q & wits € Lp. Na zaciatku posle prvua dvojicu
hlav za oddelova¢ @ a zvysnych k—2 hlav zostane na zaciatku slova. Nasledne
sa v cykle overi, ¢i w; € L’;_Q & Wits € Ly pre vietky ¢. Jedna iteracia cyklu
pozostava zo zisteni, ¢i w; € L”;*2 a Wiys € Ly. Overenie w; € L’;*Q je na
zaklade lemy [3.2.5| mozné pomocou k — 2 hlav a p zeténov, druhé overenie
Wits € Ly je z lemy mozné s vyuzitim 2 hlav a p zeténov. Preto
stac¢i ak prva dvojica hlav prejde slovo w;;s pouzijic pri tom p Zeténov
a nasledne zvysnych k — 2 hlav prejde slovo w; s pouzitim p dostupnych
zetonov. Nasledne je mozné vyhodnotit, ¢i vstupné slovo dodrzuje vlastnost
jazyka w; € L’;_Q & Wits € L,. Takto skonStruovany zeténovy automat

zjavne akceptuje jazyk L’g s k hlavami a p Zeténmi. O

Veta 3.4.2. Jazyk L’;H nepatri do triedy (k + 1,p)-NPA.

Dékaz. sporom. Nech teda existuje jednosmerny zeténovy automat A s p

k
p+1-

MozZno si v§imnut, Ze dokazovand veta je vieobecny pripad vety v

zetonmi a k 4+ 1 hlavami, ktory akceptuje jazyk L

ktorej volime za k = 4. Preto aj myslienka dékazu je podobné dokazu vety

B-4Tl rozsirend o viac hlav.
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Problém automatu A je, ze musi overit kazdu i-tu vlastnost jazyka L’; 1
(w; € L’;_T_% & Wirs € Lpi1). AvSak k dispozicii ma k + 1 hldv a len p
zeténov. Lenze na overenie vlastnosti w; € L’;ﬁ je potrebnych az p + 1
zetonov, ktoré automat A nemad k dispozicii, alebo k — 1 hldv. Podobne na
overenie vlastnosti w;4s € L,11 je tiez potrebnych az p+1 Zeténov alebo az
3 hlavy. KedZe automat A ma len p zeténov, pre stcastné overenie podslov
w; a w;ts je v sucéte potrebnych az k — 143 = k+ 2 hldv. Lenze automat A
mé len k41 hlav a preto nie je schopny overit niektoré ¢-te vlastnosti. Tito
myslienku by sme mohli rozpisat do detailov ako v dokaze vety [3.4.1] avsak

dokaz by bol priblizne rovnaky ako v uz spominanej vete. Jediny rozdiel

by bol, ze v jazyku L’;H overujeme w; € Ll,;jr%, pricom vo vete [3.4.1| sme

v jazyku I//p\:l overovali w; € Lpt1. VSetky ostatné detaily by boli rovnaké

ako v uz spominanom dokaze vety. O

Désledok 3.4.3. Trieda jazykov (k,p+1)-NPA ¢ trieda jazykov (k+1,p)-
NPA (napriklad jazyk LI;H)'

Désledok 3.4.4. Trieda jazykov (k,p+1)-PA € trieda jazykov (k+1,p)-PA
(napriklad jazyk L’;H).

Dékwyuiijeme predchadzajice dokézané tvrdenia: Podla lemy ja-
zyk L’;H je v triede (k,p + 1)-PA, pretoZe zostrojeny automat je determi-
nisticky. Z vety ten isty jazyk nie je z triedy (k + 1,p)-NPA a teda ani
z (k+ 1,p)-PA. O

Lema 3.4.3. Triedy jazykov (k,p + 1)-NPA a (k + 1,p)-NPA st neporov-
natelné (pre k > 4).

Dékaz. Staci dokazat, ze:
1. (k,p+1)-NPA ¢ (k+ 1,p)-NPA: je zrejmé z dosledku [3.4.3]
2. (k,p+1)-NPA 2 (k +1,p)-NPA: z dosledku na strane
0

Poznamka 3.4.1. Vetu s jej dosledkami a tiez vetu [3.4.2] s jej do-
sledkami, nie je problém zovseobecnit aj na zetonové automaty so ,sensing

heads“. Preto tiez plati:

(k,p + 1)-NPA-Sens € (k + 1,p)-NPA-Sens (pre k > 4)
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V dékazoch spominanych viet by sa argumenticia pre zZeténové automaty

so ,sensing heads“ vObec nezmenila a dokazy by boli korektné aj pre ne.

3.4.4 Horné ohranicenie poc¢tu hlav kompenzujacich zetény

V poslednej casti nds bude zaujimat, akym minimalnym poc¢tom ,sensing*
hlav sa da kompenzovat strata jedného zetona, popripade viacero zZetonov.

Konkrétne budeme hladat minimélny pocet hlav A taky, Ze plati:
(k,p+ 1)-NPA-Sens C (k + A, p)-NPA-Sens

Trividlny horny odhad na A je rovny poc¢tu hldv Zeténového automatu
(t.j. k), pretoze ku kazdej pdvodnej hlave mozme pridat pomocnii hlavu,
ktord bude s pévodnou hlavou asociované. Néasledne ak bude potrebné polo-
zit chybajuci zetén, tak sa len pomocna hlava zafixuje na vstupe. Je zjavné,
ze dostatoénym poctom pomocnych hlav sme vyriesili spatny pohyb chyba-
juceho zetoéna.

Existuje aj tesnejsi horny odhad pre A, ktory ukézeme v nasledujtcej

vete.

Veta 3.4.3. Ak A > EJ, potom plati (k,p + 1)-NPA-Sens C (k + A, p)-
NPA-Sens.

k
2

jeden chybajuci zetén pomocou A pomocnych hldv navySe.

Doékaz. Bez ujmy na vSeobecnosti nech A = L J Ukéazeme ako simulovat

Na zaciatok si je potrebné vSimnut, ze pri simulovani chybajiceho zeténa
nie je problém, ked sa zetén prestva len smerom ku koncu slova. Problém
vznika, ked je potrebné presunit Zeton k zaciatku slova, t.j. spatne. Takyto
posun nemozno simulovat len jednou hlavou a aj preto A zavisi od poctu
hlav.

V kazdej konfiguracii k-hlavového automatu mézeme zoradif hlavy po-
stupne od konca vstupného slova az po zaciatok slova. Preto dalej pod poj-
mom ,i-ta“ hlava budeme rozumiet v poradi i-tou hlavou od konca slova.
A pomocnych hldv mézme na zaciatku vypoctu lubovolne zoradit, preto na
zéklade tohto fixného poradia budeme pomocné hlavy oznacovat pojmom
,i-ta pomocna“ hlava.

Ak chceme simulovat jeden chybajici zeton, tak poloZenie Zeténu mozno
nahradit umiestnenim niektorej hlavy(spomedzi A pomocnych hlav) na dané

miesto a zdvihnutie Zeténu je este jednoduchsie, pretoze staci, aby pomocna
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hlava stratila reprezentaciu zetona. Este treba ukazat, ze A pomocnych hlav
bude dostatoény pocet pre simuldciu zetona.

Vlastne je potrebné navrhnit také spravanie (pohyb) pomocnych hldv, ze
ked automat bude chciet polozit chybajici zetén na miesto niektorej hlavy,
potom bude existovat nejaka pomocna hlava, ktorej pozicia je pred alebo na
danom mieste. Ak by takd pomocnd hlava neexistovala, nemohli by sme na
danom mieste zanechat chybajtci zetén v podobe pomocnej hlavy.

Dalej budeme ignorovat trividlny pripad, ked k je neparne a posledna
hlava by chcela polozit Zzetén, ktory uz nie je potrebné simulovat. Podobne
budeme ignorovat ukladanie a v dalSom kroku nasledné zdvihnutie zeténu
z toho istého miesta, pretoze takdto manipulacia sa da simulovat v stave a
preto je nezaujimava.

Spravanie pomocnych hlav bude jednoduché, pretoze véacsinu ¢asu budu
pomocné hlavy stacionarne. Jediny pohyb niektorej pomocnej hlavy nastane
az vtedy, ked niektord bezna hlava bude chciet polozit chybajici zetén. V
tejto situdcii ak 2i-ta hlava alebo (2i —1)-ta hlava (v poradi od konca vstup-
ného slova) bude chciet polozit chybajici Zetén, potom sa iba i-ta pomocnd
hlava (vo fixnom poradi) presunie na miesto 2i-tej alebo (2i — 1)-tej hlavy.

Este je potrebné ukézat, ze i-ta pomocna hlava nie je za 2i-tou hlavou, ¢o
by bol problém. Na zaciatku vypoctu je to splnené, pretoze vsetky pomocné
hlavy st na zaciatku vstupného slova. Este je potrebné rozanalyzovat poziciu
pomocnej hlavy pri ukladani a zdvihani chybajiceho Zeténa. Ak 2i-ta hlava
bude chciet polozit chybajtici zZeton, tak i-ta pomocnda hlava bude stale pred
2i-tou hlavou ako aj pred (2i—1)-tou hlavou. Avsak ak (2i—1)-ta hlava bude
chciet polozit chybajici zetén, tak jedinad hlava ktora by mohla zdvihnat
chybajici zetén je iba 2i-ta hlava. Preto aj po ,zdvihnuti“ chybajticeho
zeténa bude platit, Ze i-ta pomocnd hlava bude stale pred 2i-tou hlavou ako
aj pred (2i — 1)-tou hlavou.

Z toho vsetkého vyplyva, Zze A > L%J pomocnych hlav je postacujica,

t.j. aspon pred kazdou parnou hlavou je nejaka pomocné hlava. ]
Dosledok 3.4.5. (k,p)-NPA-Sens C (k +p EJ ,o) -NPA-Sens

Dokaz. Stac¢i spravit konstrukciu z vety [3.4.3] pre kazdy Zetén, pricom pre
jeden zetén je potrebné pridat L%J pomocnych hlav. Preto pre p zZeténov

staci pridat <p {%D pomocnych hlav. ]
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Z.aver

V préci sme poskytli zdkladny prehlad Zeténovych automatov a prinasame
rad novych vysledkov pre jednosmerné zeténové automaty. Pracovali sme
s dvomi vypoctovymi modelmi, s dvojsmernymi koneénymi automatmi so
zetoénmi a jednosmernymi koneé¢nymi automatmi so zeténmi.

Pre dvojsmerné zeténové automaty sme uviedli zakladné tvrdenia, ktoré
su v sticastnosti zname o dvojsmernych zeténovych automatoch. Pre niektoré
jednoduchsie tvrdenia sme uviedli aj myslienky ich dékazov ako napriklad pri
ekvivalencii s turingovym strojom (s obmedzenim na logaritmicky priestor)
alebo ekvivalenciou so ,sensing“ viac-hlavovymi dvojsmernymi kone¢nymi
automatmi. Tiez sme spomenuli otvoreny problém ekvivalencie nedetermi-
nistickych a deterministickych dvojsmernych zeténovych automatov.

Vlastné vysledky sme dokazali v kapitole [3] ktorej obsah je iba o jed-
nosmernych zetéonovych automatoch. Prvy zaujimavy vysledok, ktory sme
ukézali je vplyv poctu hlav na jednosmerny zZeténovy automat. Konkrétne
sme vysledok pre model jednosmernych koneénych automatov rozsirili na
zetonové automaty. Tento vysledok vypoveda o tom, ze ak pridame co i len
jednu hlavu jednosmernému zeténovému automatu, dostaneme vypoctovo
silnejsi model. Dokonca dalsim netrividlny dosledkom je, Ze stratu jednej
hlavy nemozno kompenzovat Iubovolnym koneénym poc¢tom Zeténov. Dalsi
dokazani vysledok sa tykal vplyvu poc¢tu zetéonov na vypoctovi silu. Ukazali
sme zvacsovanie akceptacnej sily modelu jednoduchym pridavanim zetonov.
Tiez sme uvazovali problém ekvivalencie deterministickych a nedeterminis-
tickych jednosmernych zeténovych automatov, pricom sme ukazali rozdiel-
nost takychto modelov a teda nedeterminizmus ma vplyv na vypoctovu silu
modelu. Néasledne sme si polozili otazku, ¢i je mozné kompenzovat stratu
jedného Zeténa za jednu ,sensing“ hlavu. Ako sme ukazali takato zdmena
zetona za hlavu nie je mozna. Nakoniec sme sa pokusili zhora ohranicif pocet

wsensing“ hlav, ktoré uz su postacujice pre kompenzovanie jedného zetona.
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Viacsinu spomenutych vysledkov sme dokazali pre nedeterministické ako aj
deterministické jednosmerné zeténové automaty. Vsetky zdkladné spome-
nuté vysledky platia aj pre jednosmerné zeténové ,sensing“ automaty.
Vysledky z tejto prace poukdzali na zopar otazok, ktoré by bolo zau-
jimavé dalej preskimat. Najzaujimavejsia sa nam zda otazka, ¢i spome-
nuté horné ohranicenie poc¢tu hlav (kompenzujice stratu zZeténov) je mozné
zmensit. Nasa hypotéza je, ze odhadnuté horné ohranicenie z vety [3.4.3 je

najtesnejsie mozné.
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