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Abstrakt

V predlozenej praci Studujeme ndhodné prienikové grafy. Ukdazali sme zosilnené tvrdenie o ekviva-
lencii ndhodnych prienikovych grafov a standardného modelu ndhodnych grafov G(n,p). Definovali sme
podmienky, za ktorych st lubovolné udalosti v tychto dvoch modeloch rovnako pravdepodobné. Dalej
sa v praci zaoberdme priemerom nahodnych prienikovych grafov, o ktorom neexistuju v dostupnej lite-
ratiire a publikdcidch Ziadne poznatky. Podarilo sa ndm ukézat dolny odhad pre tito veli¢inu a ziskali

sme uzitoéné tvrdenia, ktoré mozeme neskor pouzit pre jej presné vyéislenie.
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1 Uvod

Problematika ndahodnych grafov sa objavuje koncom 50-tych rokov 20. storoc¢ia. Prvy krat bol pojem
ndhodnych grafov definovany v préaci On Random Graphs[9] v ktorej bol zadefinovany model G(n,M) -
pravdepodobnostny priestor grafov s n vrcholmi a ndhodne zvolenymi M hranami (zvolenie lubovolnej hra-
ny je nezavislé a rovnako pravdepodobné). Neskor boli skimané aj dalsie modely ndhodnych grafov, medzi
najvyznamnejsie patri model G(n,p) (v préci ho zna¢ime taktiez Gy, ;) - pravdepodobnostny priestor grafov s
n vrcholmi a s pravdepodobnostou existencie hrany p (Specialne pri p = 1/2 dostdvame uniformnu distribticiu
pre vietky mozné grafy, teda vyber kazdého grafu je rovnako pravdepodobny). Vo vseobecnosti pojmom
ndhodny graf, oznacujeme lubovolny graf, ktorého hrany, vrcholy alebo oboje st generované nahodnym
procesom a teda mnozina takto vygenerovanych grafov spolu s pravdepodobnostnou funkciou vytvara prav-
depodobnostny priestor. Problematika ndhodnych grafov bola od svojho zavedenia intenzivne studovana
a bolo ukdzanych vela zaujimavych poznatkov. Medzi dnes uz §tandardné problémy, ktoré s zvycajne
studované na modeloch ndhodnych grafov, patria problém podgrafu (urcenie hraniénych hodnét pre para-
metre modelu, pri ktorych sa zvoleny konecény graf vyskytuje ako indukovany podgraf ndhodného grafu),
problém priemeru (ur¢if najpravdepodobnejsie hodnoty pre priemer ndhodného grafu), stivislost ndhodného
grafu, velkost najviicsej kliky a najvicsej nezévislej mnoziny, distribicia stupiiov vrcholov, dlhé cesty a cykly
a pod. Vysledky v problematike ndhodnych grafov nachadzaju uplatnenie nielen v matematike a informati-
ke ale aj v réznych inych oblastiach, nakolko mnozstvo redlnych problémov je modelovanych prave grafmi.
Vysledky z problematiky ndhodnych grafov ndm umozituji do istej miery charakterizovat struktiry ktoré
vznikaji v redlnom svete, aj napriek tomu Ze tieto Struktiry nevieme presne popisat, pripadne struktiry nie
st dopredu presne zname.

Prienikové grafy je pojem, ktory zaviedol E. Marczewski v roku 1945 - ukézal, ze kazdy jednoduchy
graf vieme reprezentovat zoznamom mnozin, kde kazd4 mnozina reprezentuje vrchol grafu a hrana medzi
vrcholmi je prave vtedy ak ich prienik je neprazdny. Takyto model dokéze lepsie modelovat struktiry, ktoré
vznikaji okolo nds. Napriklad skupina ludi, ktor{ spolu pracuji, sa poznd navzajom. Pouzitim modelu
standardnych grafov vieme tito skutoénost modelovat grafom Iudi, v ktorom je hrana medzi kazdymi dvoma
vrcholmi (kazdy dvaja ludia v skupine sa poznaju). Avsak pouzitim prienikovych grafov ndm sta¢i kazdému
vrcholu priradit spoloéni vlastnost (osoba pracuje v spoloénosti x). Model ndhodnych prienikovych gra-
fov sa snazi vyuzit prdve tuto schopnost prienikovych grafov lepsie modelovat niektoré aspekty a ukdzat
zaujimavé vysledky, ktoré o takychto grafoch (a teda aj Struktirach ktoré vznikaji okolo nds) platia vo
vseobecnosti. Tento model bol zavedeny v praci Random Intersection Graphs[2] v roku 1995 a neskor bol
skimany v niekolkych dalsich publikdcidch. Medzi najdolezitejsie vysledky dokdzané na tomto modeli patri
vyrieSenie problému podgrafu, uréenie ohraniceni pre parametre modelu pri ktorych je ndhodny graf tak-
mer isto suvisly, ndjdenie najvacsej kliky a najvicsej nezdvislej mnoziny a obvzlast dolezitym vysledkom je
ukézanie ekvivalencie medzi modelom $tandardnych ndhodnych grafov a ndhodnych prienikovych grafov pre
niektoré parametre modelu.

V predlozenej praci studujeme niekolko problémov, ktoré este na modeli ndhodnych prienikovych grafov
neboli skimané. Budeme sa zaoberat ¢iastocnou ekvivalenciou standardnych ndhodnych grafov G(n,p) a
nahodnych prienikovych grafov - ukdzeme, ze pre lubovolné parametre modelu, vieme néjst velky podgraf
nahodného prienikového grafu taky, ze Iubovolns udalost na tomto podgrafe je rovnako pravdepodobna

ako v modeli standardnych ndhodnych grafov. Tento poznatok ndm umozni, pre vyéislenie pravdepodob-



nosti lubovolnej udalosti na istych podgrafoch nahodného prienikového grafu, pouzit model standardnych
nahodnych grafov - €o ndm vzhladom na komplexitu nadhodnych prienikovych grafov znaéne ulahéf tlohu.
V druhej ¢asti prace sa budeme zaoberat doteraz neriesenym problémom priemeru ndhodného prienikového
grafu - budeme sa snazit pre dané parametre modelu uréit éislo také, ze priemer ndhodného grafu sa len
o mélo 1151 od tohto &isla. UkAzeme, ze pri probléme priemeru, sa model sprava velmi podobne ako model
G(n,p) a podari sa ndm ziskat dolny odhad tejto veli¢iny.

Na ukdzanie potrebnych vysledkov v praci pouzivame viacero pravdepodobnostnych a kombinatorickych
technik. Vsetky ukdzané tvrdenia, platia s pravdepodobnostou bliziacou sa k jednej tak ako n ide do
nekoneéna - tvrdenia teda budu platit takmer isto pre dostatocne velké grafy. Pre dékaz takychto tvrdeni
vo velkej miere vyuzivame rozlicné nghodné premenné a ich distribicie. Vyuzitim pravdepodobnostnych
metéd vieme ukézat, o pre dané ndhodné premenné plati a vyuzitim tychto faktov vieme ukézat dokazované
tvrdenia. Medzi najviac vyuzivané metédy, resp. tvrdenia patri Cebysevova nerovnost, Markovova nerovnost
a odhad pre binomicky chvost uvedeny v [6]. Taktiez sa vo vi¢Som rozsahu pouziva binomickd distribicia
nidhodnych premennych a jej vlastnosti.

Préica je €lenend na niekolko kapitol. Prvé kapitola predstavuje tvod do diplomovej préce, kde éitatela
oboznamime s problematikou a §tudovanymi problémami. V druhej kapitole zavedieme zakladné pojmy a
znacenia pouzivané v diplomovej praci. Tretia kapitola obsahuje niekolko existujicich vysledkov z danej
problematiky. Dalgia kapitola predstavuje model a ukazuje zakladné problémy, ktoré vznikaju pri stvisiacich
vypoctoch. V zavere kapitoly je stru¢ne nacrtnuté clenenie ndhodnych prienikovych grafov v zavislosti od
parametrov modelu a dovody ktoré k tomuto ¢leneniu, resp. charakterizacii vedi. Piata kapitola je venovana
prvému zo Studovanych problémov a to ¢iastoénej ekvivalencii medzi modelmi na podgrafoch. Nasledujica
kapitola sa zaoberd priemerom nahodného prienikového grafu. Précu uzatvara zéver a zoznam pouzitej
literattry.

Nakolko vicsina existujicich tvrdeni ako aj tvrdenia v mojej diplomovej praci, vyzaduji isté specifické
ohrani¢enia a podmienky pre parametre modelu, bolo by taktiez zaujimavé studovat dané problémy s para-

metrami, ktoré nesplnaju tieto kritéria, pripadne sa od nich iba mierne lisia.

2 Zakladné pojmy a znacenia

2.1 Grafy

Jednoduchym koneénym grafom (alebo len grafom) nazveme usporiadand dvojcu (V, E), kde V je
lubovoln4 koneéns neprazdna mnozina a F je symetrickd irreflexivna bindrna reldcia na mnozine V. Mnozinu
V nazveme mnozinou vrcholov grafu a mnozinu £ nazveme mnozinou hran grafu. Pre dany graf G
budeme znagit mnozinu vrcholov vyrazom V(G) a mnozinu hran F(G). Taktiez budeme predpokladat ze
vrcholy grafu st ocislované, teda V(G) = {vi}1<i<|v(q)- Graf H nazveme podgrafom grafu G prave vtedy
ked plati V(H) C V(G) a E(H) C E(G). Graf H nazveme indukovanym podgrafom grafu G a budeme
macit H < G, prave vtedy ked plati V(H) C V(G) a E(H) = E(G) N (V(H) x V(H)). Cestou v grafe
G z vrcholu vy do vrcholu v, nazveme postupnost (vg, e1,v1, €2...€y,vy,) takd, ze e; = (vi_1,v;) € E(G)
a navySe plati, ze vrcholy vg,v1,...v, sU si navzdjom rézne. Pocet hran v takejto postupnosti oznazime
ako dizku danej cesty. Nech v,,v, € V(G). Dizku najkratSej cesty medzi vrcholmi v,,v, nazveme

vzdialenostou vrcholov v, vy a budeme znalit d(vy,vy) = k, kde k je dizka tejto cesty. Ak medzi



tymito vrcholmi neexistuje cesta, potom definujeme d(v,vy) = co. Priemerom grafu g nazveme najvacsiu
vzdialenost medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi tohto grafu a tito hodnotu oznaéime diam G. Plati teda
diam G = max,, v, eq d(vg,vy). Grafy G,H nazveme totoznymi ak maji totozni mnozinu hrdn a vrcholov.
Niektoré grafy mozu byt takmer totozné a 1igit sa len oécislovanim (pomenovanim) vrcholov - grafy G,H

nazveme izomorfnymi, ak existuje bijektivne zobrazenie f : V(G) — V(H) zachovavajice hrany, teda plati
(vz,vy) € G & (f(vz), f(vy)) € H.

2.2 Prienikové grafy

Prienikovym grafom nazveme stvoricu (V, E, M, {S,}vev) kde V je mnozina vrcholov grafu, E je
mnozina hran grafu, M je mnozina vlastnosti grafu a .S, je mnozina vlastnosti vrcholu v a navyse plati
YVoeV:8,CMakFE={(uv):S,NS, #0}. Graf G = (V, E) s rovnakou mnozinou vrcholov a hran ako
mé dany prienikovy graf nazveme grafom, ktory prislicha danému nahodnému prienikovému grafu.
Je zrejmé, ze pre kazdy jednoduchy konecny graf existuje prienikovy graf s rovnakou mnozinou hran. Staci
ak mnoziny S, zvolime tak, ze budi obsahovat vietky hrany prislichajice vrcholu v a mnozinu M = E(G).
Specidlnym pripadom prienikovych grafov st zndmejsie intervalové grafy (pre intervalové grafy plati, ze
mnozina vlastnosti vrcholu S, je interval a mnozina vlastnosti grafu si reédlne ¢isla).

Nech G je prienikovy graf s mnozinou vrcholov |V(G)| = n a mnozinou vlastosti |M| = m. Potom
mnozinu vietkych takychto grafov ozna¢ime Gy, ,, a budeme jej hovorit mnozina prienikovych grafov na
n vrcholoch a m vlastnostiach. Na prienikové grafy je mozné nazerat pomocou viacerych reprezentdcii.
Obvzlast uzitoéns je maticova reprezentécia, ktord bude vo viésej miere pouzitd aj v tejto praci. Maticovou

reprezentaciou prienikového grafu G € G, ,,, nazveme maticu Rg definovani nasledovne:

Re:V(G)xM — {0,1}
1 akle S,
0 inak

Rg(?},l) =

a mnozinu matic prislichajicich ku grafom z mnoziny G, ,, oznacéime R, .

Na maticovii reprezentaciu je mozné nazerat viacerymi spésobmi. Prvy, prirodzeny spdsob vychadzajici
z definicie, je pomocou jednotlivych riadkov matice. Kazdy riadok matice reprezentuje mnozinu vlastnosti
(S,), priradend danému vrcholu (do mnoziny S, patria prave tie vlastnosti I, pre ktoré plat{ Rg(v,l) = 1).
Avsak ovela zaujimavejsi pohlad ndm dévaji stipce tejto matice. Mnozina vrcholov, ktord ma v danom
stfpci priradené ¢islo 1, tvoria v prislichajicom grafe kliku. Na mnozinu stfpcov maticove]j reprezentacie je
teda mozné nazerat aj ako na klikové pokrytie grafu (kazdy stfpec reprezentuje jednu kliku z pokrytia).

7 definicie je zrejmé, ze matica Rg jednoznacéne urcuje prienikovy graf a naopak. Preto budeme v
niektorych pripadoch tieto dva objekty ztotoziovat.

Na Obr. 1 je zobrazeny prienikovy graf, ktory sa zkladd z dvoch klik - ABE a DEC. Avsak ako vidno
v maticovej reprezentacii, tieto kliky vznikli ako désledok roznych konfigurdcii. Klika ABE je dosledkom
jedného stipca (vrcholy A B,E maji spolo¢ni vlastnost 2) a klika DEC je désledkom troch stipcov (pre
kazdi hranu existuje jedna vlastnost, ktorti maji spoloéni oba koncové vrcholy hrany). Ind maticovd
reprezentdcia, ktorej prislichajici graf by mal rovnakd mnoZinu hran, by teda mohla mat len dva stipce s

troma jednotkami.



Obrazok 1: Priklad maticovej reprezentacie
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Obrazok 2: prislichajiceho prienikového grafu

A: {2}

B: {2} C:{3,4}

D:{3,5} E:{2,4,5}

Obrézok 3: a jeho klasickej definicie

V(G) = {A,B,C,D,E}
M = {1,2,3,4,5}
Sa = {2}

Sp = {2}

Se = {3,4)
Sp = {3,5}
Sg = {2,4,5}

2.3 Pravdepodobnost, ndhodné premenné

Nech existuje ¢fslo p (resp. funkcia p(n)) také ze p € (0,1) (v praci budeme pisat len p a nebudeme

uvddzat zdvislost od n). Potom symbolom G, ,,, , 0znaéime pravdepodobnostny priestor ndhodnych



prienikovych grafov definovany nasledovne:
Gn,m,p - (Gn,m; 2Gn’m7 P)
kde P je pravdepodobnostnad miera definovana nasledovne:

P@) = [ p%@—pi-is
veV(Q)

Symbolom G, ;,, , budeme tiez znacit ndhodny prienikovy graf z tohto pravdepodobnostného priestoru.
Budeme sa zaoberat len modelom, kde plati m = n® pre pevne zvolené « - parameter modelu. Ako sa ukdzalo,
pre m ktoré rastie vyrazne rychlejsie alebo pomalSie ako nami zadefinované, model nie je prilis zaujimavy
[1]. Funkcia p(n) predstavuje pravdepodobnost priradenia konkrétneho prvku z mnoziny M konkrétnemu
vrcholu v € V(G). Ndhodny vyber prienikového grafu z pravdepodobnostného priestoru teda mozeme
chépat ako ndhodny nezévisly vyber mnozin S, pre kazdy vrchol v € V(G) a ndhodny vyber mnoziny S,
ako ndhodny nezdvisly vyber prvkov z mnoziny M. Podobne ako pri prienikovych grafoch vieme definovat
pravdepodobnostny priestor prislichajuicich matic Ry, i p, ktory je definovany analogicky ako Gy m, p-

Nech X je ndhodnd premennd. Potom ocakdvani hodnotu premennej budeme znacit E(X) a rozptyl
(disperziu) tejto premennej budeme znacit Var(X).

Nech X je ndhodnd premennd, p € [0,1] a n € N a nech plati

PrX = k] = (Z)pk(l ek

potom premenni X nazveme nihodnou premennou s binomickym rozdelenim. Dalej vieme, 7e plati
E(X)=npaVar(X)=np(l —p).
2.4 Niektoré pouzivané tvrdenia

Veta 2.1 (Markovova nerovnost). Nech X je diskrétna ndhodnd premennd s konecénou disperziou (a teda aj

s konecnou strednou hodnotou). Potom pre kazdé € > 0 plati:

E(X)

Pri|X|>¢] <

Veta 2.2 (Cebyéevova nerovnost). Nech X je diskrétna ndhodnd premennd s koneénou disperziou (a teda aj

s konecnou strednou hodnotou). Potom pre kazdé € > 0 plati:

Var(X)

Pril X —E(X)| > < =

Veta 2.3 (Pravdepodobnost binomického chvosta). UvaZujme ndhodni premenni Sy, s binomickym roz-
delenim s parametramsi n,p.
(i) AkO <p <1 epgn>12 a0 <e <1/12, potom plati

Pr(|Sn, —pn| > epn] < (52pn)71/2 e /3

(ii) Ak uqg > 2 a pn > 1 potom plati

Pr[S,, > upn] < (e/u)**"



(iii) Ak v > e a v?pn > logv potom plati

Pr {Sn,p > ipn] <e P
logwv

Predchddzagica veta je uvedend v [6].

2.5 Asymptotické notacie

Nech f(n): N — R, g(n) : N — R a plati

. f)
S g(n) !

Potom budeme hovorit, ze f(n) a g(n) si asymptoticky rovné a budeme znacit f(n) ~ g(n) alebo

f(n) =0O(g(n)).
Nech f(n): N = R, g(n): N = R, 0 < ¢1 < ¢c2 < 00, kde ¢1, ¢o st konstanty a plat{
a1 < f(n)/g(n) < ey pre n — oo

Potom budeme hovorit, ze f(n) a g(n) st asymptoticky podobné a budeme znacit f(n) < g(n).

Nech f(n): N — R, g(n) : N — R a nech plati,

im @ =
gy

Potom budeme hovorit, ze f(n) je zanedbatelna voci g(n) a budeme znacit f(n) = o(g(n)), g(n) = w(f(n)),

f(n) < g(n) alebo g(n) > f(n).

Zvolme lubovolnii nghodni udalost A na pravdepodbnostnom priestore Gy, ., Nech plati

lim Pr[A] =1

n—oo

Potom budeme hovorit, ze udalost A plati takmer isto.



3 Aktualne poznatky v oblasti

Koncept ndhodnych prienikovych grafov bol zavedeny v PhD préci Random Intersection Graphs [2] v
roku 1995. Najdolezitejsie vysledky z tejto préce, publikoval neskér autor prace v clankoch On Random
Intersection Graphs: The Subgraph Problem [1] a Random Intersection Graphs when m = w(n): An Equiva-
lence Theorem Relating the Evolution of the G(n, m, p) and G(n, p) Models [3]. Model neskor skimali aj inf
autori, z dalsich publikdcii treba spomentt The Vertex Degree Distribution of Random Intersection Graphs
[4] a Two Models of Random Intersection Graphs for Classification [5].

Prehlad najdolezitejsich poznatkov ziskanych v tychto pracach uvddzame v nasledujicich podkapitoldch.

3.1 Problém podgrafu

V préci[l] sa autori zaoberaji klasickym problémom ndhodnych grafov - problémom podgrafu. Autori
definujii niekolko postacujicich podmienok, pri ktorych konkrétny graf (teda zvoleny jednoduchy koneény
graf) existuje ako indukovany podgraf v ndhodnom grafe G, ,, ,. Taktiez vieme v préci ndjst dolné a horné
odhady pravdepodobnosti (teda hodnoty p(n)), pri ktorych sa v ndhodnom grafe Gy, , vyskytuju isté typy
grafov (cykly Cj, kompletné grafy Kj, kompletné bipartitné grafy Kj, i, grafy bez cyklov diiky tri (bez
trojuholnikov), stromy). Kedze dosiahnuté vysledky maju zésadny charakter, uvedieme niekolko z nich.

Autori sa zaoberaju tzv. prahmi - teda hraniénymi hodnotami pravdepodobnosti p. Ak je p mimo tychto
hranic, dany graf sa v ndhodnom grafe takmer isto nenachddza ako indukovany podgraf.

V publikacii bolo ukdzané, ze pre vSetky jednoduché konecné grafy H existuje prah ’objavenia’ grafu
71 (H) taky, ze ak p < 71(H), potom s vysokou pravdepodobnostou Gy, ,, , neobsahuje H ako podgraf a
pre p > 71(H), H je s vysokou pravdepodobnostou podgraf ndhodného prienikového grafu. V pripade, Ze
uvazujeme indukované podgrafy, problém je zlozitejsi. Ak H je lubovolny fixny graf, potom prah ’objavenia’
grafu H ako podgrafu je totozny s prahom ’objavenia’ grafu H ako indukovaného podgrafu. Treba si vSak
uvedomif, ze vlastnost byt indukovanym podgrafom’ nie je monoténna vzhladom k rasticej pravdepodob-
nosti p. A teda, s rasticou pravdepodobnostou sa ndhodny graf stdva hustejsim, az dosiahne ist hranicu, za
ktorou sa H z ndhodného grafu ako indukovany podgraf vytrati (pokial H nie je kompletny). Ak uvazujeme
vlastnost byt indukovanym podgrafom nahodného prienikového grafu, musime uvazovat dva prahy - 71 (H)

a 7o (H), pricom plati:

e Ak p < 71(H) alebo p > 15(H) potom s vysokou pravdepodobnostou H nie je indukovanym podgrafom

Gn,m,p

e Ak p>> 7(H) ap < 7o(H) potom s vysokou pravdepodobnostou H je indukovanym podgrafom Gy, 1,

Hlavny vysledok prace predstavuje veta 3.1, ktorda mé zdsadny vyznam v danej problematike, preto
uvedieme aj jej dokaz, ktory sa nachddza v anglickom zneni v [3]. V dokaze je mozné pozorovat pravdepo-
dobnostné metddy, ktoré sa najcastejsie uplatiiuji v problematike nahodnych prienikovych grafov. Navyse
dokaz tejto vety dobre ilustruje zékladné problémy ktoré sa vyskytuji pri snahe dokazat lubovolné tvrdenia

o ndhodnych prienikovych grafoch. Presny tvar vyrazu 71 (H) zo znienia vety je uvedeny v [3].

Veta 3.1. Nech H je fixny graf. Nech d(H) = |E(H)|/|V(H)| a d*(H) = maxp<py d(L). Potom Plati:
(a) Nech mp* — 0. Potom



0 akp/7i(H)—0
lim Pr(H < Gpmp) = p/mi(H)
nee 1 akp/m(H) — o0
(b) Nech e < mp? < 1/e. Potom
lim Pr(H < Gpmp) =1

n—oo

(c) Nech p = 13%&;3‘;’;. Potom

1 ak w, — o
lim Pr(H < Gpmp) =

nmee 0 akw, — —00

Dékaz. Pre potreby dokazu zavedme nasledovné znacenie. Nech k = {C1, Cs,...Ct} je klikové pokrytie grafu
(pricom plati |C;| > 1 pre vSetky ¢ = 1,2...k). Potom || znaé¢i pocet klik v klikovom pokryti, > k je suma
velkost{ klik v pokryt{ a s’ reprezentuje mnozinu {C;C € k A |C| > 1} - teda mnozinu klik ktoré pokryvaju
aspon dva vrcholy.

Nech X (H) predstavuje pocet vyskytov grafu H v G z Gy, p. Ak E(X(H)) — 0s n — o0, 2 Markovovej
nerovnosti vyplyva, ze Pr{H < G} — 0. Naviac, ak L je indukovany podgraf H a E(X (L)) — 0 s n — oo,
taktiez musi platit Pr{H < G} — 0. Této situdcia je rovnakd ako v pripade ndhodnych grafov G, ;.

Naopak, predpokladajme, ze F(X(L)) — oo pre vsetky indukované podgrafy L < H. V modeli
nahodnych grafov G, je to postacujica podmienka, aby sme mohli ustdit, ze H < G s vysokou prav-
depodobnostou. Avsak v modeli ndhodnych prienikovych grafov to nie je posta¢ujtice. Oéakévans hodnota
poctu vyskytov H v G nie je jedind podstatna velicina. Napriek tomu hré podstatna tdlohu, preto sa v
nasledujicom dokaze budeme snazit o jej vyéislenie.

Nech 7(H) je pravdepodobnost, ze H je indukované na vrcholoch 1 az h v presnom poradi, teda zobrazenie
H do G je izomorfizmus H na prvych h vrcholoch z G. Potom o¢akavana hodnota poctu vyskytov H v G

moze byt vyjadrend nasledovne:

B ) = () ot

a teda pre exaktné vyéislenie hodnoty potrebujeme vyéislit len 7(H).

Teraz zavedieme novi, presnejsiu notdciu pre nas model. Pre dané klikové pokrytie x zavedme ndhodni
premenni X (H, k), ktora bude znacit pocet vyskytov grafu H v G reprezentovanych klikovym pokrytim k.
Podobne nech 7(H, k) znaéi pravdepodobnost, ze H je indukované na prvych h vrcholoch grafu G s klikovym
pokrytim k.

Podarilo sa nam zredukovat n4s problém na vyéislenie hodnoty 7 (H, k). Najprv ukazeme, ze ak mp? — 0

a Kk je klikové pokrytie grafu H na h vrcholoch potom plati

~ mlElpZs ak mp — 0
= m'“/‘pz’”“l akmp>e>0

A teda
nmlFlpZfak mp — 0

nhmw‘pz”lak mp>e€>0



Nech k = {C1,Cs,...Ck} je klikové pokrytie fixného grafu H na h vrcholoch. Uvazujme h riadkov
matice R, m.p, ktoré zodpovedaji H. Stfpce tychto riadkov musia zodpovedat klikdim z x (alebo musia
obsahovat len jednu 1). Potom existuje ¢ druhov stfpcov, ktoré su povinné a s druhov stfpcov, ktoré nie su
povolené. Pravdepodobnost jednotlivych stipcov zodpovedajicich povinnej klike C; je plGil(1 — p)h=Ci ~
plil. Nech Ny, Na,...N; je pocet stfpcov zodpovedajucich klikdm z x a nech Nii1, Nyyo,...Neys je pocet

stfpcov nepovoleného typu. Potom

W(H,H) = PT{Nl >0A Ny > 0/\Nt+1 =0A ---Nt+s = 0}

Podla Lemy 1. z [3] je tento vyraz asymptoticky
PT{Nl > O}P’I’{Nt > O}PT{Nt+1 = 0}...PT{Nt+5 == 0}
Teraz aplikujeme Lemu 2. z [3]. Pre 1 < i <t dostdvame:

m 1 2 m

kde € a o st kladné konstanty. Dalej pre t +1 < i < t + s, je v kazdom nepovolenom stfpci a > 2 krat éislo
jeden. A teda
Pr{N; = 0} = (1 - p*¢" =)™ ~ exp{—mp“q"~} ~ 1

kedze mp? — 0 a a > 2. Z dosiahnutych vysledkov dostavame
7(H, k) ~ mp=® ak mp — 0

alebo

m(H, k) =< ml pZ s ak mp > € >0

Teraz potrebujeme ukézaf, ze v ndhodnom prienikovom grafe je vyskyt redukovatelného klikového po-
krytia menej pravdepodobny ako vyskyt neredukovatelného.

Nech mp? — 0 a nech & je redukovatelné klikové pokrytie grafu H. Potom existuje C' € & také, ze
k* = k—{C} je tiez klikové pokrytie H. Ak |C| = 1, potom je jednoduché nahliadnut, ze w(H, x) < w(H, k*)
- C je povolené v k* reprezentdcii, ale je vyzadované v k reprezenticii. V opa¢nom pripade, ak |C] > 2

potom plati

m(H, k) < mp27r(H, K*) < w(H, k")

kedze mp? — 0.

Pre dokaz casti (a) z nasej vety, predpokladajme, Ze x je neredukovatelné klikové pokrytie H a nech S je
neprazdna podmnozina V(H). Potom ziiZenie k na S je multimnozina k[S] = {SNC # 0;C € x}

Zavedme opiit nové oznacenie. Nech n(H, k, S) je pravdepodobnost, ze dand mnozina |S| riadkov vyge-
neruje k[S], teda pre kazdé C' € k[S] existuje samostatny stipec v riadkoch zodpovedajticich S s jednotkami
pre kazdy vrchol z C.

Nech X (H, &, S) je pocet podmnozin riadkov z Ry, m, p, ktoré generuju «[S]. Plati

E(X(H,k,S)) = nl%In(H, k,S)



a teda

r— ISR ST ak mp — 0
E(X(H,k,S)) <
o = ISl W 81, 8] inak
kde s'[S]={CNS;Cern|CNS|>1}.

Dalsfm krokom v odvodzovani formuly 71 (H) bude ukézat, ze nasledovné tvrdenia platia:

Nech pre nejaké S C V(H) a pre n — oo plati nasledovné:
nISImIEISIZRIST 0 alebo nlSlm!= 1SS o

Potom taktiez plat{ Pr{X (H,k) > 0} — 0.
Dalej nech pre vietky S C V(H) plati s n — oo

Sl ST RIS] o alebo nlSlml< 1S1pE # 18] — o

Potom taktiez plati Pr{X (H,x} >0} — 1.

Kedze plati X(H,k,S) = 0= X(H, ) = 0, staci ukdzat, ze E(X(H,&,S)) — 0 pre nejaké S C V(H).
Musime uvazovat styri pripady, podla toho, & z alebo 2’ idi k 0 a & mp ide k 0, alebo nie.

Ako prvé si treba uvedomit, ze x a 2’ sa ligia iba mocninou mp, konkrétne x = (mp)'z’ pre nejaké [ > 0
(kde [ je pocet 1-klik v k)

Najprv predpokladajme, ze mp — 0. Ak 2 — 0 pre nejaké S, potom, kedze z = E(X(H,k,S)), tvrdenie
plati. V opacnom pripade, ak pre nejaké z’ plati #’ — 0, potom opit tvrdenie plati, kedze z = (mp)'z’
a teda x — 0. Teraz predpokladajme, ze mp > ¢ > 0 pre nejaki kladni konstantu e. Ak pre nejaké z’
plati 2/ — 0, potom, kedze 2’ < F(X(H, x,S)), tvrdenie plati. Inak, ak plati  — 0, potom tvrdenie plati,
lebo &' = z/(mp)t < z/e' a teda 2’ — 0. V koneénom dosledku teda, ak n!Slm/sISIpXslSl — 0 alebo
nISImIsSIpZ w11 — 0, potom X (H, k) = 0 takmer isto.

Dalej predpokladajme, ze pre vietky S plati n!Slm!sSlp2 sl s o0 alebo n|5|m|"”"l[5”pZ ~'[S] — 00. Nech
w=E(X(H,k)) = E(X(H,k V(H))) a teda yt — co. Teraz ukdzeme, ze Pr{X (H,x) > 0} — 1. Zoberme

nasledovny vyraz

E[X(H,r)| =Y ElZaZ)
A B

kde sumy st nad vSetkymi h-prvkovymi podmnozinami z V(G m,p) & Z4 je 1, prave vtedy ked riadky
R..m.p zodpovedajice A generuju képiu H s klikovym pokrytim . V opacénom pripade Z4 nadobida

hodnotu 0. Ak ANB =10, Z4 a Zp si nezdvislé. Takych parov existuje prave (Z) (";h) A teda

EIX(H,x)*) ~ i+ Y. ElZaZ5)
ANB#(

Chceme ukézat, ze E[X(H, k)% ~ p? a teda potrebujeme ukazat, ze vyssie uvedend suma je o(u?).
Existuje O(n?"=*) pérov (4, B), pre ktoré plati |[AN B| = s a teda je postacujiice ukazat, ze ak |[A N B| = s

potom
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(n**"*B[ZaZp)/1* — 0

Nech k4 je klikové pokrytie x, ktorého kliky st asociované s mnozinami vrcholov, ktoré zodpovedaju
oznaceniu Z 4. Podobne definujeme k5.

Nech x* je klikové pokrytie G[AU B] generované zjednotenim pokryti k4 a £p. Potom niektoré mnoziny
hrén z prieniku A N B moézu byt pokryté viac ako raz, napriklad ked st pokryté rozdelnymi klikami v x4 a

kp. Ostatné hrany si pokryté prave raz. Kedze potrebujeme porovnat itatela a menovatela zlomku

(n*"*E[ZaZp))/u?

rozpieme vyraz pu? = papp (kde pa = pup a tieto éfsla maji rovnaky vyznam pre k4 a kp ako malo povodné
¢islo pre k).

Z definicie zjednotenia vyplyva, ze pre kazdu kliku z k4 existuje klika v £*, vdaka Gomu dostdvame vyraz
mpl®! v citateli aj menovateli pre kazdi taki kliku |C|. A teda v koneénom désledku pravdepodobnosti pre
kliky z A v ¢itateli sa vykratia s pravdepodobnostami z j14 v menovateli.

Zostava nam analyzovat prispevky pochddzajice od klik z pokrytia kp. Pre kazdd kliku z s*, ktora
pozostava iba z vrcholov B (teda C' N A = (), sa dostdvame do rovnakej situdcia ako predtym - opiit sa
vyrazy v menovateli a v Citateli vykratia. Teraz ndam ostali uz len vyrazy, ktoré pochadzaju z klik z k*,
obsahujii vrcholy z A N B, ale nie st z k4 (ak boli z k4 potom by sa vyrazy opit vykratili). Kedze toto st
dalsie kliky z xp, rovnaké termy si v menovateli vo vyraze up a teda sa vykrétia.

Po vykréateni tychto termov nam ostali len termy z pup v menovateli, ktoré zodpovedaju klikdm na
vrcholoch z A N B, ktoré su v obidvoch pokrytiach k4, kp. Kvoli tomu bol v Citateli tento term len raz a
vykratil sa so zodpovedajicim vyrazom v 4. Kedze v menovateli sa nachédzal tento term aj v ua aj v g,
term v pp ostal.

Nech Cy,Cy,....Cy st kliky z kg, ktoré generuju tieto zostdvajiice termy. Podiel (n?"~*E[Z4Zp])/u?

moze byt zjednoduseny na nasledovny vyraz:

n2h75 b 1 1
2 (1) H Ici | = b ci
n L L mp n® [1;_, mpl€’l

=1

Kliky C; z daného vyrazu st vietky z kg a na vrcholoch z mnoziny (AN B) C B. A teda je to cast
mnoziny klik &[S]. Podla predpokladu plati nsm/!sl8lp2slS1 oo Tento vyraz vak vieme napisal tiez ako
term n° Hl;:l mp‘ci‘ s dalsfmi termami tvaru mp®, kazdy z nich pre nejaké a > 2 a kazdy z nich iddci k nule.

A teda n® Hle > nsmlslSlpslS] o) cize — 0 tak ako n — oo.

Teraz moézeme odvodit prah vyskytu (objavenia) grafu H. Uvedomme si, Ze sme zvolili 71 (H) také, ze ak
p < 71 (H) potom pre kazdé klikové pokrytie s existuje S C V(H) pre ktoré nlSIm/<lSlip>Z <l — 0 alebo
7”L|S|77”L|'“/[S”pZ S CIN ) Naopak, ak p > 7 (H), potom existuje klikové pokrytie k, takd, ze pre vsetky
S C V(H) plati nlSlm!=Slip2Z s8] 5 o0 alebo nISImIs ST RIST o0,

Teda sme ukazali, ze ak H je fixny graf a mp? — 0, potom ak p/7(H) — 0, potom H takmer isto
nie je indukovanym podgrafom G, . Naopak, ak 7 (H)/p — 0, potom H takmer isto je indukovanym

podgrafom G, m p.
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Pre dokaz casti (b), teda ze ak vyraz mp? je vzdialeny o nenulovii kladni konstantu od nuly, potom
pravdepodobnost, ze H je indukovany podgraf G, ., ide k jedna tak ako n k nekoneénu, nech k = E(H),
teda nech k je klikové pokrytie pozostévajice zo vsetkych parov susednych vrcholov z H. Nech N; (pre
1 < i < |E(H)|) je pocet stlpcov zodpovedajtcich i-tej hrane H. Teraz zoradme vietky ostatné typy
stipcov, ktoré maju aspon dve jednotky - nech N; (pre i > |E(H)|) je pocet stipcov daného typu i. Chceme
vypoéitat pravdepodobnost

PT{Nl >0A... /\N|E(H)| > OAN|E(H)|+1 = 0}

¢o je podla Lemy 1. z [3] asymptoticky

Pr{N; > 0} Pr{Ny > 0}...PT{N|E(H)| > O}PT{N‘E(H)‘J’,l = O}PT{N|E(H)|+2 =0}...

Vdaka Leme 2. 7 [3] dostavame pre 1 < i < |E(H)|

Pr{N; >0} € [0,1 — 0]

pre nejaku nenulovi kladni konstantu o. Pre ¢ > |E(H)| mdme Pr{N; = 0} > o. Teda n(H, k) > o', kde
o’ je opiit nenulovd kladna kongtanta (mocnina o).

Vrcholy grafu Gy, mozeme dekomponovat do k = |n/h| vzédjomne disjunknych mnozin s i vrcholmi
S1, 52, ...5k (pripadne zopar dalsich navyse zo zvysku). Teraz si treba uvedomit, ze pravdepodobnost vyskytu
H na kazdej z tychto mnozin je aspon o’ a tieto udalosti st navzajom nezavislé. Kedze k — oo, H < Grnmp

takmer isto (teda s pravdepodobnostou idicou k jedna).

Pre dokaz poslednej casti tejto vety, predpokladajme teda, ze mp? — oco. Je jednoduché nahliadnut, pre

pravdepodobnost p, Ze dva vrcholy v,w nie st susedné plati

p=Privw ¢ BG)} = (1—p?)" ~ "

pricom tento vyraz ide k nule tak ako n k nekoneénu. Teda ako vidno, v grafe bude prilis vela hrén a teda
bude potrebné uréit, kedy sa graf stdva prilis hustym, na to aby sa v fiom nachadzal graf H ako indukovany
podgraf. Najprv ukdzeme, Zze bez ujmy na vseobecnosti moézeme predpokladat, ze mp® — 0. Nech Z je
pocet chybajuicich hrén v Gy mp. Teda E(Z) = (5)p ~ %nQe’mPZ. Ak platf p = /(2logn + wy,)/m (kde
wy, — 00) potom E(Z) — 0 a Gpm.p je kompletny takmer isto. Potom mp® = (2logn + w,)%/2/\/m a teda

mp® — 0 (v pripade, ze w,, nie je prilis velké).

Tak ako predtym, nech X (H) je pocet vyskytov H v Gy mp. Nech Xo(H) = X(H, E(H)), t.j. pocet
vyskytov H v Gp m p s klikovym pokrytim pozostavajicim z hrén H. (subskript 2 oznacuje, ze vetky kliky
st velkosti 2).

Najprv ukdzme, ze ak mp? — oo a mp® — 0 a H je fixny graf, potom

BX(H) ~ B () ~ () 45

kde p ~ e~™P”. Uvazujme klikové pokrytie k = E (H) na konkrétnych h vrcholoch. Nech N; (pre 1 < i <
|E(H)|) je pocet stipcov zodpovedajicim i-tej klike (hrane) s. Pre E(H) < i < (g) nech N; je pocet stipcov
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generujticich hranu, tam kde hrana vo vyslednom grafe H nem4 byt (t.j. pocet stipcov s dvoma jednotkami na
riadkoch nezodpovedajticich ziadnej z hrén grafu H). Pre ¢ > (g) nech N; je pocet klik na 3 alebo viacerych
vrcholoch. Potrebujeme mat N; > 0 pre 1 <4 < |E(H)| a N; = 0 pre i > |E(H)|. Aplikovnim lemy 1. a 2.

z [3] dostdvame

E(Xy(H)) ~ (Z)p(é‘)—le)l _ (Z)pIE(HM

Nech & je lubovolné iné klikové pokrytie H, potom stéle plati E(H) Nk = , ale niektoré kliky v & st iné.
Pre kazdu kliku z pokrytia, ktord ma tri alebo viac vrcholov, term tvaru mp® kde ¢ > 2 nahradi termy tvaru
mp? vo vyraze E(X(H,r)) a kedze mp® — 0 dostdvame E(X(H,k)) < E(X2(H)). A teda ndm staéi sa
zaoberat klikovymi pokrytiami pozostdvajicimi len z hrdn - ak F(X2(H)) — 0 potom H nie je indukovanym
podgrafom G, p,p takmer isto. Dalej ak E(X5(L)) — 0 pre nejaky graf L, indukovany podgraf grafu H,
potom opét H nie je indukovanym podgrafom G, 1, takmer isto.

Predpokladajme, ze p = \/(lognern)/(d* (H)m). Nech L je taky graf, ze pre jeho doplnok L plati
L<Had(L)=d*(H), teda d*(H) = E(L)/V(L). Nech | = |V(L)|. Potom

E(XQ(L)) — nlp|E(f)\ ~ nlexp{—mp2|E(f)|} _ nln—E(f)/d*(ﬁ)e—wnE(f)/d*(ﬁ)
= o)n'n"t =0
Teda H nie je indukovanym podgrafom G, i, , takmer isto.

Naopak, predpokladajme, ze p = \/(logn —wp)/(d*(H)m). V tomto pripade plati, E(Xs(L)) — oo
pre vietky L < H. Nech u = E(X3(H)). Teraz vypocitame E[X3(H)?] a ukdZeme, Ze tento vyraz je

asymptoticky p?. Vyraz E[X2(H)?] mbézeme napisat nasledovne

ElXo(H)?) = Y ElZa. Zs)
A,B

kde suma je nad vsetkymi h = |V(H)| prvkovymi podmnozinami V(G) a Z4 je ndhodnd premennd -
indikétor, ktorého hodnota je 1 prave vtedy ked GJA] je képia H. Ak AN B = () potom Z4 a Zp st
nezévislé. Takych dvojic je prave (})(",") ~ (2)2 a teda Y-, panp—g ElZa, ZB] ~ (Z)2E[ZA]2 = u

Ostava ndm ukézat

> ElZa Zg] = o(u?)
A,B;|ANB|=1
kde [ je kladné ¢islo (1 <1 < h). Mame n?"~! takych parov mnozin A a B. Pravdepodobnost, ze Z4Zp = 1
je prave p¥, kde k je pocet chybajicich hran v G[A U B]. Vsimnime si, ze k = 2|E(H)| — |E(L)| kde
L = G[AN B]. Ak to porovname s p? = n%pQ‘E(ﬁ)‘ dostavame

n2h7lpk _ 1 1
n2h 2 ECH)| — plplE@)|  E(X2(L))

— 0

tak ako sme tvrdili

13



3.2 Problém ekvivalencie

Problém ekvivalencie medzi klasickym modelom ndhodnych grafov G(n,p) a modelom ndhodnych prie-
nikovych grafov sa zameriava na analyzu vztahu medzi tymito dvoma modelmi. Cielom je objasnif, ¢ si
tieto dva modely v istom zmysle podobné a ak ano, tak za akych podmienok. Ukéazalo sa, ze za urcitych
podmienok je pravdepodobnost Tubovolnej udalosti asymptoticky rovnaka na obidvoch modeloch, teda li-
mity tychto pravdepodobnosti si pre n — oo rovnaké. Ako uvidime z dokazanych vysledkov, postacujica
podmienka pre ekvivalenciu je, ze plati m = n® kde o > 6. Interpretécia tejto podmienky je priamociara
- ak a > 6, potom pocet vlastnosti, z ktorych si vrcholy vyberaji je ovela vacsi ako pocet moznych hran
grafu a teda pravdepodobnost, ze vyskyty hran v grafe spolu koreluji je zanedbatelnd - vyskyt dvoch hrén
mé totiz nenulovi koreldciu, prave vtedy ked maju tri vrcholy spoloént vlastnost a takyto vyber je velmi
nepravdepodobny vzhladom na velké mnozstvo vlastnosti.

Aplikécia tohto poznatku je zrejma - ak mame model ndhodnych prienikovych grafov s a > 6, nemusime
sa pri v¥poétoch na tomto modeli zaoberat jeho prilisnou komplexitou a mézeme si ulahéif vipocty pouzitim
modelu Standardnych ndhodnych grafov - vysledky, ktoré ziskame, budu asymptoticky rovnaké s vysledkami
ktoré platia na nami uvazovanom modeli ndhodnych prienikovych grafov.

Tejto problematike je venovand publikdcia [3]. Uvedieme zdkladny vysledok tejto préce.

Definicia 3.2. Nech XY s ndhodné premenné, ktoré nadobuidaji hodnoty z konetnej mnoziny S. Nech
L(X), L(Y) st pravdepodobnostné miery, ktoré nadobtdaji hodnoty P(X € A), P(Y € A) pre A C S.

Teraz zavedme znacenie d(L(X), L(Y)) definované nasledovne:

A(L(X), L(Y)) = max| P(X € A) = P(Y € 4)

Vyrazu d(L(X),L(Y)) budeme hovorit totdlna variaénd vzdialenost premennych X,Y. Ekvivalentne

moéZzeme vyjadrit totdlnu variaéni vzdialenost nasledovne:

1
AL, LY) = 2 S IPX = 2) — P(Y = o)
€S
Treba si uvedomit, ze premenné X, Y mozu ako hodnoty nadobiidat grafy, teda mnozina S moze byt defi-

novand ako Gy, ,, pripadne Gy, ,,, ,. Totdlna variaénd vzdialenost teda poskytuje efektivny sposob porovnania

tychto dvoch modelov nahodnych grafov.

Definicia 3.3. Ozna¢me pravdepodobnost vyskytu hrany e v grafe G, ., symbolom p. Je jednoduché
nahliadnut, ze plati:
p=1-(1-p°)"

Veta 3.4. Nech m =n® a a > 6. Nech p = p(n) také Ze plati

w 2Inn —w
Sp<H/——

n m

3

prew — oo (teda graf nie je kompletny ani bez hrdn - tieto ohranicenia vyplyvaji z turdent ktoré boli dokdzané

v [2]). Nech p je pravdepodobnost vyskytu hrany z definicie 3.3. Potom plati

d(L(Gn,;ﬁ)a L(Gn,m,p)) — 0 tak ako n — oo
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4 Prienikové grafy s konstantnym parametrom p

V tejto kapitole sa budeme zaoberat pravdepodobnostnym priestorom G, ., kde parameter p je kostanta
a plati p € (0,1). Vlastnosti tohto pravdepodobnostného priestoru demonstrujeme na jednoduchom priklade
- vypoéte otakavaného poétu k-vrcholovych klik. Cielom tejto kapitoly je ukézat zakladné problémy, ktoré
vznikaju aj pri jednoduchych tlohach na tomto modeli a zaroveii charakterizovat skiimany model v zavislosti
od nastavenia jeho parametrov.

Kazd4 klika v ndhodnom grafe Gy, ,,, , moze vzniknit viacerymi sposobmi. Hrany (resp. kliky) ktoré
ju tvoria predstavuja jeden alebo viacero stfpcov v maticove] reprezenticii tohto grafu. Preto je potrebné
zaoberat sa nielen Struktirami v prislichajicom grafe Gy, m.p, ale taktiez strukttrami ktoré vznikaju v

maticovej reprezentécii grafu (teda mnozinami S, prislichajicimi vrcholom daného grafu).

Obrazok 4: Priklad kliky, ktora vznikla z viacerych stfpcov v maticovej reprezentacii

1
0
0
1
1
1

== oo || N
el BN N el el SN

ORIkl W

H| D Q|wE| =
olo|o|o|o]|w

B:{} C:{1,3,4}

D:{1,2,3} E:{1,2,4}

Definicia 4.1. Nech X je ndhodnd premennd. Nech tato premenna vyjadruje pocet k-vrcholovych klik v

nahodnom prienikovom grafe G, , . Potom tito premenni budeme znadit X k-

Definicia 4.2. Nech K C V(G) a L C M. Potom symbolom A j, budeme znaéif ztiZzenie matice R (teda

zlzenie zobrazenia V(G) x M — {0,1}) na mnozinu K x L.

Definicia 4.3. Nech X je nahodnd premenna. Nech tdto premenna vyjadruje pocet ztizeni Ak 1, takych
ze |[K| =k a |L| =, ktoré sa v grafe G,, ,,, p prejavia ako k-rozmernd klika na danych vrcholoch. Navyse
budeme pozadovat aby to bolo zizenie maximélne, teda kazdé dalsie ztizenie by sa ako k-rozmern klika

neprejavilo. Potom tito premennt budeme znaéit X, k.
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Definicia 4.4. Nech p € (0,1) je pravdepodobnost, Ze na ztzeni A 1 existuje konfigurdcia, ktord sa vo
vyslednom grafe prejavi ako konkrétna k-rozmernd klika a toto ztzenie je vzhladom na dand konfigurédciu
maximélne (vynechanie lubovolného stfpca by spodsobilo, ze by sa konfigurdcia ako k-rozmerna klika ne-
prejavila). Potom tiito pravdepodobnost budeme znagit Py, pravdepodbnost 7ze ziadna takd konfigurdcia
na danom ztzen{ neexistuje budeme znaéit Qx; = 1 — Px;, a danej konfigurdcii budeme hovorit Ze je to

maximélna klikova konfigurdcia vzhladom na ztzenie Ak ..

Lemma 4.5. Nechl < (’;) Potom plati:

s (1)

Dékaz. Vytvorme pre kazdé Ak, novi ndhodnd premennd (tiez nazyvanu aj indikédtor) definovant nasle-

dovne:

1 ak existuje maximélna klikova konfiguracia vzhladom na dané ziizenie matice,
NAk,L = .
0 inak

Plat{ nasledovné rovnost:

Xkl = Z NAg.L

Ak, L

a teda:

ECu) = BCE ) = X Eons) = (1) ()

Ax,L Ak,L
O
Lemma 4.6. Nech 0 < s <r < (g) a nech lim, ..o p = ¢, kde ¢ € (0,1). Potom plati:
E(X, kr
lim M —
n—oo E(Xn,k,s)
Dokaz.
E X’n r m P’I‘
im EEnkr) 7(7;) k
n—oo E(Xn,k,s) n—oo (S)Ps,k
Kedze P, a Ps ), st nenulové a zhora ohranicené a m = n®, limita je zhora neohranicen4. O

Pozndamka 4.7. Této lemma hovori, ze ocakdvany pocet konfiguracii, ktoré sa v grafe G, ,, , prejavia ako
kliky, je najviac tych, ktoré si na (’;) stfpcoch. To vsak neznamend, ze prave tieto konfigurdcie budua
najviac prispievat do hodnoty X,, x, viacero konfigurdcii v maticovej reprezentdcii sa moze vo vyslednom
grafe prejavit ako jedna klika. Preto pre vyéislenie ocakdvanej hodnoty X, 5 je potrebné vyuzit odlisny
postup. Avsak trividlny dosledok tejto lemy je, Ze ak existuje v grafe G, ,, , s konstantnym parametrom
p Tubovolny podgraf H, je najpravdepodobnejsie, ze tento podgraf vznikol ako désledok konfigurdcie na k
stipcoch kde k = |E(H)|.
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Definicia 4.8. Nech X je ndhodna premennd a nech tato premennda vyjadruje pocet k-rozmernych klik,
ktoré vo vyslednom grafe vznikli z konfiguracie na 1 stfpcoch v maticovej reprezentdcii. Potom tito premennt

o~ ’
budeme znacit Xn,k,l-

Lemma 4.9. Nech lim,,_...p = ¢, kde c € (0,1). Potom plati:

B ~ (1)

Doékaz. Nech symbol Z; oznacuje udalost, Ze pre dantt mnozinu vrcholov K existuje mnozina L, |L| = [,
taka Ze zuzenie A, sa prejavi vo vyslednom grafe ako k-rozmern4 klika a navyse toto ztzenie je maximalne

(kazdé dalsie ziizenie sa ako klika neprejavi). Potom plati:

A

PriZg,] < Q)
PriZk. > 1- sz%

E(X;z,k,l) = ZPT[ZK,Z]
K

V

’ n m
) = ()a-af)
Kedze Q1. € (0,1) plati nasledovné:

a teda

O
Dosledok 4.10. Nech lim, .o p = ¢, kde c € (0,1). Potom plati:
n
e~ ()
Dokaz.
W (B0 < 800 < () )
W (800~ (1))
R\ g
n
B ~ (1)
O

Pozndmka 4.11. Predchédzajuci vysledok ukazuje, ze prienikové grafy s konstantnym parametrom p si
takmer kompletné (teda v grafe existuje velmi mélo nehrén). Nakolko viak tivaha o poéte k-rozmernych klik

je zbytotne zlozitd, ukdzeme si iny ovela jednoduchsi sposob ako toto tvrdenie dokdzaf.

Definicia 4.12. Nech F,, je ndhodna premenna. Nech tato premennd vyjadruje poc¢et hrdn v n-rozmernom

nahodnom prienikovom grafe G, m p.

17



Lemma 4.13.

Prle € Gomyp] = 1—(1—-p))™

e ~ (5)
Ve >0 lim Pr [(Z) ~En 2 C(Z)}

Dékaz. Pre odvodenie E(E,) je potrebné vyéislit Prle € Gy, ). Vzhladom na povahu prienikovych grafov

I
o

je najjednoduchsie tito pravdepodobnost urcit vyécislenim Prle ¢ Gy mp). Aby platilo € & Gpomp, v
maticovej reprezentécii Gy, 1, , nesmie existovat stipec, v ktorom by na riadkoch zodpovedajicich koncovym

vrcholom hrany boli hodnoty 1. Teraz je uz vycislenie priamociare:

Prle¢ Gy = (1-p°)"
Prle € Gomyp] = 1—(1—p))™
Prie € Gpmpl ~ 1—e ™
E(E,) = Z Prle € Gy m,pl

eeG
B(E,) ~ (Z) (1— ™)

Kedze p je konstanta a m — oo plati nasledovné

s~ (Jo-e~(2)

Pre dokaz posledného tvrdenia si staéi uvedomit, ze vyraz (Z) — E,, predstavuje pocet nehran v grafe.

Oznacéme N,, = (g) — E,. Vieme Ze plati

E(N,) = Y _ Prle¢ Gunmyl

eeG
) ~ ()

Vyuzitim Markovovej nerovnosti mézeme pre lubovolni konstantu ¢ odvodit

() ()] = o))

< D
c(5)
= o(1)
A teda
n n
lim P —FEpx> =0
e[ (5) =z
Z posledného tvrdenia je zrejmé, Ze pre takmer vietky grafy, je pocet nehréan zanedbatelny. O
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Pozndmka 4.14. Ako vidno prienikové grafy s konstantnym parametrom p st nezaujimavé, kedze si takmer
isto takmer kompletné pre n — co. Podobny, ale vieobecnejsi vysledok (so znaéne zlozitejsim ddkazom) je
mozné najst v [2]. Ukazalo sa, ze prienikovy graf je takmer kompletny (teda obsahuje (5)(1 — o(1)) hrén),

ak plati mp? — oco. Konkrétne, bolo ukizané nasledovné:

Pre kazdd hodnotu a pouziti vo vztahu m = n®, vyvoj grafu prechidza troma fazami, v zdvislosti od

toho, ako malé je p vzhladom ku m:
e mp? — 0: pravdepodobnost vyskytu hrany ide k nule. Graf bude teda velmi riedky, pre n — oco.
e mp? — ¢ > 0: pravdepodobnost vyskytu hrany je limitne kongtanta.

e mp? — oo: pravdepodobnost vyskytu hrany ide k jednej. Graf bude teda velmi husty, pre n — co.
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5 Prienikové grafy s konstantnou pravdepodobnostou vyskytu

hrany

V tejto kapitole sa budeme zaoberat pravdepodobnostnym priestorom G, ., , kde parameter p je funkcia
p(n) : N — (0,1) a zaroven plati mp?> — ¢ > 0 kde ¢ je lubovolnd konstanta. A teda pravdepodobnost
vyskytu hrany vo vyslednom grafe G, ., je limitne konstantnd [2]. V tejto kapitole objasnime vztahy
medzi $tandardnym modelom ndhodnych grafov a ndhodnymi prienikovymi grafmi - uvedieme zosilnené
tvrdenie o ekvivalencii tychto dvoch modelov a ukdzeme, ze pre lubovolne zvolené parametre modelu, vieme
najst dostatocne velky podgraf, na ktorom st vietky udalosti limitne rovnako pravdepodobné ako na modeli

Standardnych nahodnych grafov.

Lemma 5.1. Nech Cy 1 je udalost Ze v maticovej reprezentdcii G m.p exvistuje stlZDec, ktory na miestach

zodpovedagicich vrcholom u,v,k md jednotky. Nech mp®> — ¢ > 0. Potom Pr[Cy %] — mp® — 0.

Dékaz. Opit musime vyéislit dani pravdepodobnost pomocou komplementu danej udalosti.

Kedze mp? — ¢ > 0, plati mp® — 0 a teda:

PriCyux] — mp> — 0
O

Lemma 5.2. Nech M, je novd ndhodnd premennd - pocet jednotiek na jednom riadku v matici Ry pm p-
Potom s pravdepodobnostou aspori 1 — o=2 plati M, € (mp — méa, mp + méo) , kde 0 = o(n) — oo je

lubovolnd funkcia.

Dékaz. Pre dokaz tejto lemy pouzijeme CebySevovu nerovnost:

Var(X
Pr|X - B(X)| > o] < Y25
!
Uvazujme nadhodnid premennt M,,. Kedze vyskyt jednotiek v matici Ry, m.p je nezavisly, tadto premennd

PR . . 7 1 - s . .
ma binomické rozdelenie. Zvolme a = m20 kde 0 — oco. Teraz dosadme do Cebysevovej nerovnosti:

1 mp(1 —p)
Pr(|M, — E(M,)| > m?0] < R
— Lgp) < o2
o

A teda

Pr[|M, — E(M,)| <m?0] > 1—02
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Kedze E(M,) = mp, s pravdepodobnostou aspoit 1 — o2 plati M, € (mp — m2 o, mp + m%o).
O

Lemma 5.3. Nech e, ey si dve rozne hrany z ndhodneho grafu Gp mp. Potom vyskyty tijchto dvoch hrdn

v ndhodnom grafe Gy, m.p st takmer isto nezdvislé udalosti pre n idice do nekonecna, teda takmer isto plati

Prlel,e2 € Gump) ~ Plel € G p] X Prie2 € Gy mp)

Dékaz. Musime uvazovat dva pripady. V prvom pripade ide o hrany, ktoré nemaji spoloény vrchol. Je
jednoduché nahliadnut, ze v tomto pripade st tieto udalosti naozaj nezavislé, nakolko vyskyt (alebo absencia)
jednotiek na riadkoch prislichajicich vrcholom prvej hrany, neovplyviuje vyskyt jednotiek na riadkoch
prislichajicich vrcholom druhej hrany.

Zaoberajme sa teda druhym pripadom, ked hrany e;,es maji spoloény vrchol. Nech teda e; = (u,v1) a
ea = (u,v2). Oznacme si udalost vyskytu hrany ey v grafe Gy, , symbolom A a podobne udalost vyskytu
hrany ep v grafe Gy, m,p symbolom B.

Chceme ukézaf, ze udalosti A,B si takmer isto nezavislé, teda Ze s pravdepodobnostou idicou k jedna

tak ako n — oo plati

Pr[A] x Pr[B] ~ Pr[AN B]

teda

. Pr[A] x Pr(B]
m PriAnB

Uvazujme vyraz Pr[AN B]. Udalost AN B mbze vzniknit dvoma roéznymi spésobmi. Bud je to désledok
toho, ze na dvoch réznych stipcoch v maticovej reprezentacii boli dve jednotky prislichajice koncovym vr-
cholom danych hran, alebo niekde v maticovej reprezentacii bol Stfpec s troma jednotkami prislichajicimi
koncovym vrcholom vsetkych hran. Inymi slovami tieto dve hrany mohli vznikntit nezavisle na sebe, alebo
ako sticast 3-vrcholovej kliky z klikového pokrytia definovaného maticovou reprezentaciou. Celkovi pravde-
podepodobnost teda vyéislime podla dvoch podpripadov. Vtedy ked existuje 3-vrcholové klika na vrcholoch
u,v1,v2 a ked neexistuje.

Pre prehladnost odvodeni, zavedme nasledovné znaécenie:

e udalost ked existuje stipec v maticovej reprezentacii s jednotkami na miestach zodpovedajicich vrcho-

lom hrany e, resp. es:

Ev = 3my(Rymp(Mmu,w) = 1A Ry p(My,v1) = 1)

Ey = 3my(Rpmp(Muw,w) =1A Ry mp(My,v2) =1)

e udalost ked existuje stipec v maticovej reprezentacii s jednotkami na miestach zodpovedajicich vrcho-

lom hran e; aj es, teda vrcholom u,v1,vs.

C = 3Imy(Rymp(Mmuw, ) = 1A Ry mp(Mu,v1) = 1A Ry p(May, v2) = 1))
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Teraz rozvinme pravi stranu vyrazu:

PrlANB] = Prlei, ez € Gpmp
= PT[(CU (El NEsN CC)]

Kedze udalosti C' a E; N Eo N C st disjunktné plati:

PrlAnB] = Pr[C]+ Pr[(E1NEyNC°)

Na dalsie odvodenia potrebujeme ukazat, ze udalosti E; a Fy N C¢ st limitne takmer isto nezavislé a

teda, ze plati:

P?"[E1|E2 N CC] ~ PT[El]

Co ale znamend Pr[F;|Ey N C°)? Potrebujeme vyéislit pravdepodbnost udalosti E1, teda vyskytu hrany
(u,v1) za predpokladu, Ze existuje hrana es(u,v2) a navySe neexistuje stl/pec7 ktory by mal na miestach
prislichajicich vrcholom u,v1,vs jednotky. Opéat musime vyéislit pravdepodbnost pomocou komplementu

danej udalosti:

PrlE{|E;NC] = (1—p*)™¥

Symbol w reprezentuje pocet stfpcov na ktorych existuje jednotka na mieste prislichajicom vrcholu vs.
Treba si uvedomit, Ze na tychto stfpcoch nemozu byt jednotky na miestach prislichajicich vrcholom u, vy,
lebo vieme Ze nastala udalost C¢. Preto tieto Stfpce vo vypoéte nesmieme zaratat, resp. musime uvazovat
len stfpce na ktorych mozu byt jednotky na miestach prislichajtcich vrcholom u,v;. Ako viak uréime w?

Pre tento tcel pouzijeme lemu 5.2. Vieme teda, ze w € (mp — m2o, mp+ méa) takmer isto. Pokracujme

vo vypocte:

PrlEf|E;NC] = (1—p*)"™*
~ e—mp2+wp2

T . . . . 1 1 ¥ T . .
Kedze vieme, ze w patr{ takmer isto do intervalu (mp —m2o, mp+m2o) pre lubovolné o — oo a zéroven

pre dostatoéne malé o (napr. logm) plati (mp — m2o)p? = o(mp?) a (mp + m20)p? = o(mp?), moézeme

upravit rovnost a vieme ze takmer isto plati:

PrlE{|E;NCY] ~ e~ (mp)(1—-0(1)) _, ,—mp® jo(1)
~ PrlEj]

Ukazali sme teda, ze udalosti F7 a Fo N C* st takmer isto limitne nezavislé. Dokonc¢ime teda dokaz lemy

a ukazme, ze vyskyty hrdn e; a e su takmer isto limitne nezdvislé:
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Pr[AnB] = Pr[C]|+ PrlE1NE;NC°
~ Pr[C]+ Pr[Ey] x Pr[E; N C¥]

Kedze Pr[C¢] — 1, Pr[C] — 0 a Pr[E;], Pr[Es] st konstantné plati:

PrlANB] ~ Pr[C]+ Pr[Ei] x Pr[EaNC]
~ PT[El] X PT[EQ]
= Pr[A] x Pr[B]

O

Pozndmka 5.4. Predchadzajica lema, naznacuje, ze skiimany model by mohol byt limitne ekvivalentny
klasickému modelu ndhodnych grafov Gy, ,. Vyskyty Iubovolnych dvoch hréan su limitne nezévislé, pre
n — oo a pravdepodobnost vyskytu hrany je rovnaks v celom grafe - tieto podmienky presne platia aj
v Gnp. Avsak v [2] v sekcii 5.2.2 je uvedeny vysledok ktory je s tymto predpokladom v kontradikeii.
Autor sa tu zaoberd velkostou maximéalnej kliky pre pripad o < 2. Vysledok, ktory autor ukézal (teda
velkost maximélnej kliky) je uplne odlisny od vysledku ktory plati pre standardné ndhodné grafy. Velkost
maximélnej kliky v ndhodnych prienikovych grafoch pre o < 2, je polynomidlna od velkosti grafu, na rozdiel
od Gy, p, kde je velkost logaritmickd. Z tohto faktu je zrejmé, ze je potrebné lepsie preskimat désledky

predchadzajicej lemy a teda pripady v ktorych je mozné lemu pouzit.

Lemma 5.5. Nech H je lubovolny jednoduchy konecny graf na zvolengch vrcholoch. Potom takmer isto plati
PrlH < Gumyp| ~ PrlH < Gy, kde G, je standardny model ndhodnyjch grafov, s pravdepodobnostou

vyskytu hrany p =1 — e~¢, teda limitnou pravdepodobnostou vyskytu hrany v grafe Gp m p-

Dokaz. Graf H je konetny, ma koneény pocet hran a chybajicich hran. A teda pre kazdd dvojcu hran

c

moézeme aplikovat lemu 5.3. Nech p = 1 — e~°. Pravdepodobnost vyskytu kazdej hrany obsiahnutej v H je
p a kazdé dve hrany s navzijom takmer isto nezavislé pre n — oco. A teda, pre n — oo takmer isto plati

PrlH < Gpmp| ~ P[H < G 3] -

Pozndmka 5.6. Predchédzajica lema ukazuje, 7e pre skiimanie lubovolnych koneénych struktir v Grnmp
(ktoré st nezavislé od velkosti grafu), nam staéi pouzit standardny model ndhodnych grafov, ktory skiimanie

danych problémov znaéne zjednodusi.

Pozndmka 5.7. Predchddzajuce vysledky stdle neobjasnili rozpor medzi hypotézou ekvivalencie Gy pmp 2
Gpp a vysledkom z [2]. AvSak treba si uvedomit, ze predchddzajica lema nie je v kontradikcii s danym
vysledkom. Rozdiel spociva v tom, ze maximélna klika ( teda klika velkosti polynomialne zavislej od velkosti
grafu) nie je kone¢nd a pre n — oo jej velkost rastie. Predchddzajiculemu je mozné aplikovat len na struktiry
ktorych velkost nezévisi od velkosti grafu. Problém, kvoli ktorému nemézeme pouzit predchadzajicu lemu
na lubovolné struktiry, spociva v tom, ze pre struktiry ktoré rasti zaroven s velkostou grafu, graf nemusi byt
nikdy dostatocne velky, aby vyskyty hran v danej struktidre boli nezavislé. Inymi slovami, pravdepodobnost,
ze dany graf vznikol z R,, ,, , ako dosledok klikového pokrytia obsahujiceho kliky velkosti viiésej ako dva je

netrividlna.
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Je zrejmé, ze klicovou vlastnosfou pre ekvivalenciu tychto dvoch modelov, resp. rovnost pravdepodob-
nosti ndhodnych udalosti v tychto modeloch, je prave pocet takych trojic vrcholov, ktoré maju na zodpove-
dajucich riadkoch matice R, ,, » v rovnakych stfpcoch jednotky. Ak je tento pocet nenulovy, pri niektorych

hranach vznika nenulové kolerdcia a teda model sa 1isi od $standardného modelu ndhodnych grafov.

Lemma 5.8. Nech X je novd ndhodnd premennd. UvaZujme mnoZinu vrcholov K C V(Gpmp), |K| = k.
Nech tdto premennd reprezentuje pocet trojic vrcholov z mnoziny K, pre ktoré nastala udalost C' definovand
v leme 5.3, teda v maticovej reprezentdcii Ry, m p existuje stl:pec me, v ktorom si na riadkoch prislichajicich

danej trojci vrcholov jednotky. Potom

E(X}) = (I;) n~EVe

Dékaz. Zavedme novi premennt - indikdtor Iy, . Nech I, ., = 1 prave vtedy, ked na vrcholoch w, v, w

nastala udalost C' a nech Lyvw = 0 ak tato udalost nenastala. Podla lemy 5.1 plati

Prilypw] — mp>

Kedze nahodnd premenné X}, reprezentuje pocet trojic z mnoziny K, pre ktoré nastala udalost C, mozeme

odvodit nasledovné

E(X)

E( Z Iuw,w)

u,v,weK

O

Aké velké teda moze byt k, aby boli vyskyty jednotlivich hrén v nami uvazovanej podmnozine grafu
Grn,m,p stéle nezdvislé? V nasledovnom ukdzeme, aké je horné ohranicenie pre k pri ktorom st hrany este

nezavislé a niekolko zaujimavych vysledkov, ktoré sa k tomuto hornému ohraniceniu viazu.

Definicia 5.9.
Mg ={m:3ve K(R(v,m)=1)} = U Sy

veK

Lemma 5.10. Nech Xn x = |Mg|. Potom Xy g je ndhodnd premennd s binomickym rozdelenim s para-
metramim = |M| a 1 — (1 — p)¥ kde k = |K|. Navyse plati:

1
Pr{|Xax — E(Xarx)| 2 m'?0] < —
g

Dokaz. Binomické rozdelenie ndhodnej premennej Xs i je zrejmé, nakolko vyber vlastnosti do mnoziny

M je nezévisly a pravdepodobnost viberu lubovolnej vlastnosti do mnoziny M vieme vyé&islif nasledovne:

24



Prii¢s,] = 1-p
Pr{l ¢ Mk] (1-p)*
Prlle Mg] = 1—(1—p)k

Druhé ¢ast lemy vyplyva z Cebysevovej nerovnosti (oznaéme py = 1 — (1 — p)¥):

Var(X)
Pr|X —E(X)|>a] < e
1-— 1
Prl|Xass ~ B(Xar )| 2 m/%0) < MO L

Veta 5.11. Nech k = k(n) < ”i}/ﬁ =m/° pre nejaké w — oo. Potom plati:

w

E(Xk) — 0

Pr(X; > 0] — 0

a lubovolnd udalost na mnozine vrcholov K C V(Gnmp), | K| = k je takmer isto asymptoticky rovnako
pravdepodobnd ako v modeli standardnych ndhodnych grafov Gy 5 s pravdepodobnostou viskytu hrany p =

1—e“.

Dékaz. Najprv ukazeme prvi cast vety. Cheeme teda ukézat, ze pre lubovolné k < %/6 plati E(X}) — 0:

E(XL/G) =

IN
S -/~ —/~
3
Q
~
(=2}
N~
w
:\
e
5
w

Kedze w — oo plati (‘ﬁl,)z — 0. Navyse, na zéklade markovovej nerovnosti vieme, ze Pr[X; > 0] <
E(Xg)—0

Uvazujme druhi ¢ast vety. Na to aby sme ukézali, ze lubovolna udalost na podmnozine vrcholov K v

modeli Gy, 1, je takmer isto asymptoticky rovnako pravdepodobnd ako v modeli G, , ndm staci ukdzat to, ze
vyskyty hran st v limitnom pripade navzdjom nezavislé. Tu mozeme ale vyuzit rovnaky myslienkovy postup
ako v leme 5.3. Avsak na rozdiel od tejto lemy, musime ukdzaf, ze pre lubovolné dve hrany na nidhodnom

podgrafe na vrcholoch z mnoziny K plati, ze ich vyskyt je nezavisly. Navyse, v dokaze sa nemdzeme uspokojit
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s vyrazom 'takmer isto’, ani s vyrazmi o(1) a podobne a budeme musiet pracovat s presnymi éfslami, nakolko
budeme pouzivat matematickt indukciu a indukény krok budeme musiet aplikovat az (g) krat.
Oc¢islujme hrany zuzenia grafu G, ., na mnozinu K indexmi i, 1 < i < (g) a zavedme potrebné

oznacenie:

E; = 3my(Rump(Muw, ) = 1A Ry p(May,v) = 1)

kde e; = (u,v). Udalost E; znaci teda vyskyt i-tej hrany. Dalej zavedme udalost C'

C = Fv1,v2,v3 € K : Imy (R p(Maw, 1) = LA Ry p(May, 02) = LA Ry p(Miay, v3) = 1))

Udalost C teda reprezentuje vyskyt troch jednotiek na jednom z m stipcov na miestach prislichajicich
lubovolnym trom vrcholom z mnoziny K.

Zavedme oznacenie my = mkp + m'/?w a uvazujme mnozinu grafov Qg pre ktord plati:

A
E

XK

Xy = 0

Najprv ukazeme, ze dané tvrdenie plati na mnozine ndhodnych prienikovych grafov Qx a potom ukazeme,
7e grafov, ktoré nepatria do danej mnoziny je zanedbatelne mélo.
Dalej pre prehladnost odvodeni zavedme oznacenie

Py = Pr[Ef |Qk] x PrEf |Qk] x ... x Pr[E; |Qk]

1

Teraz moézeme pokrocit k samotnému dékazu. Vzhladom na charakter ndhodnych prienikovych grafov
budeme uvazovat namiesto udalosti vyskytu hrany jej komplement. VyuZijeme matematickd indukciu aby

sme ukézali, Ze pre lubovolné indexy i1, is...i;,1 < (g) plati:

P > PrlE; 0 ESN...0E; Q]
Ppx (1= p?)=ime

Y

Pre | = 1 nie je ¢o dokazovat. Pre dokaz indukéného kroku dokézeme najprv nasledovné tvrdenie:

PrES .. NES |[Qk] x PrlES|Qk] > Pr(ES A ES N...NES|Qk]

-1 1

PrlE{ N...NE;_ |Qk] x PrlE; Q] x (1 —p*)~™*

Y

Pre prehladnost odvodeni, zavedme oznacenie FE, = Ef N..NEf . Zaroveii nech e; = (u,v). Plati:

PrlE,NE;|Qk] = Prl(CNE,NE;)U(C°NE,NE])Qk]
= Pr[CnE,NE;[Qk]+ PriC°NE,NE;|Qk]
Pr(C°N E, N Ef [Q]
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Poslednd rovnost plati, kedze Pr[C|Q] = 0. Teraz potrebujeme dokazaf, ze udalosti ES a E, N C* st

takmer nezavislé, konkrétne chceme dokézat nasledovné tvrdenie:

Pr(E§ |Qk] > PrlE; |E, N C° N Q) > PrE; Q] x (1 —p?) ™™

Vycislime teda lavi stranu nerovnosti:

Pr(E{|E;nC° N Q) = (1—p*)" "

Symbol ¢ je funkcia (resp. ndhodnd premennd), ktorej hodnota je pocet obsadenych stfpcov, teda stfpcov

na ktorych uz nemozu byt jednotky na miestach zodpovedajicich vrcholom w,v a teda riadkov na ktorych je

jednotka na mieste zodpovedajicemu jednému z vrcholov z mnoziny K —{u, v} . Z predpokladu dokazovaného

tvrdenia v8ak vieme, ze ¢ < my a teda:

PriE;|E, N CCN Q] = (1= p*)™ ™" > (1= p*)" ™™ = Pr{Ef [Qx] x (1 -p*) ™™

a zaroven

Pr(E{ |E,NCNQY) = (1—p*)" " < (1—p*)™ = Pr[Ef |Qk]
A teda

Pr{E,|Qx] x Pr(ES Q] >
PrlE,NES|Qk] = Pr(E,|Qk] x Pr(ES|E, N Ce N Q]

> Pr[E|Qxk] x PrlE{ |Qk] x (1 —p?)~™

Z indukéného predpokladu vieme zZe plati:

Py

Y

PrlE,|Qk]
Py x (1= p?)~(=bme

v

Zlozenim nerovnosti dostavame dokazované tvrdenie:

Pr(E¢ Q] x Pr(ES|Qk] x ... x Pr(E¢ Q]
> PrlE{ NE; N...NEf|Qk]
> PrlEf |Qk] x PrlE{|Qk] x ... x PrlE§ [Qk] x (1 —p?)

Teraz mozeme pokracovat v dokaze. Uvedomme si, ze plati [ < (2) < k? a teda:

1 S (1 _p2)—lmk S (1 p2) k2mk
— (1 p2) k2(mkp+m1/2w)
_ (1 p2) mkSp—ml/2k2w
< ( ) ms/zp/wsims/ﬁ/w

PP (m®2p/w4m®/® f)
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3/2, 3

2\3/2
. ) , ,
Nakolko mp? — ¢ > 0, plati =52 = (mp?) 3/ 5/6
w

< — H()amw

N 0. A teda:

w

1< (1—p?)tme < P P/’ +m®0/w) g

Ukazali sme, ze na grafoch z mnoziny Qg plati tvrdenie

PriES N ES N ... 0 ES Q] ~ PriES Q] x PriES|Qx] x ... x PrlEE |Qx]

l l

To ale znamend, Ze dané tvrdenie plati aspoii s pravdepodobnostou Pr[Qk]. Plati nasledovné:

PriQx] = 1-Pr]|Xux|>meUXy > 0]
> 1 — (Pr(|Xunk| > (mkp +m'/2w)] + Pr[X; > 0))
> 1= (Pr|Xak| > (m(1 = (1= p)*) +m!?w)] + Pr(X; > 0])
> 1 (Pr(|Xakx — E(Xarx)| > mY%w)] + Pr[X;, > 0])
> 1—(1/w?+ Pr[Xy > 0])

Tretia nerovnost vyplyva z toho, ze mkp > m(1 — (1 — p)¥) (Lema 6.3). Posledna nerovnost vyplyva z
lemy 5.10. Podla prvej casti vety plati Pr[X} > 0] — 0, navyse kedze w — o0, 1/w? — 0 a teda Pr[Qg] — 1.
O

Désledok 5.12. Model Gy . § parametrami m = n®,p(n) limy,—oomp* = ¢ > 0 je ekvivalentny s modelom

c

Gn,p v pripade, Ze a« > 6 kde p =1 —e~¢. Teda pre lubovolni udalost A takmer isto plati

Pr(Gpmp € Al ~ Pr|G,; € A]
Doékaz. Vyplyva priamo z lemy 5.11 ak zvolime k = n. O

Pozndmka 5.13. Veta 5.11 je vieobecnejsia verzia vety 4.4 z [2] pre model Gy, 1 p, kde mp®> — ¢ > 0.
Navyse, dokaz pouziva uplne odlisny myslienkovy postup. Taktiez si mézeme vSimnut, ze v dokaze tvrdenia

sa nevyuziva fakt, ze ¢ # 0, veta sa d4 teda aplikovat aj v pripade, ze mp? — 0.
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6 Priemer ndhodnych prienikovych grafov

7Z pristupnej literatury nie si zname ziadne vysledky tykajice sa priemeru ndhodnych prienikovych grafov
a nie su dostupné ziadne préce, ktoré by sa tejto téme venovali. Priemer ndhodnych prienikovych grafov je
teda tplne nepreskiimand, oblast.

Naopak, pomerne dobre preskiimany je priemer standardnych ndhodnych grafoch G, ,. Priemerom grafov
G,,p sa v minulosti zaoberalo vela autorov a tejto problematike je venovany dostatoény pocet préc v ktorych

bolo ukézanych vela zaujimavych vysledkov. Za najzaujimavejsi vysledok (ukdzany v [6]) pokladdme:

Veta 6.1. Nech ¢ je kladnd konstanta a d = d(n) > 2 je prirodzené ¢islo. Definujme p = p(n,c,d), 0 <p <1

2
pind1 = log (n_)
&

Predpokladajme, Ze pn/(logn)® — oo. Potom v G, plati:

nasledovne:

lim,, oo P(diam G = d) = e=¢/?
lim,, oo P(diam G=d+1)=1—e~¢/?

Této veta hovori, ze pre vacsinu pravdepodobnosti p, takmer vsetky grafy z G, , maji rovnaky prie-
mer. Cim je sposobené takéto spravanie standardnych nahodnych grafov? V dokaze vyssie uvedenej vety,
si moézeme vimnit, ze Standardné ndhodné grafy maju tendenciu neobsahovat vrcholy ktoré su prilis vzdia-
lené. Teda pocet vrcholov vo vzdialenosti k < diam G od Iubovolného vrcholu grafu velmi rychlo rastie so
stipajicim k. Ak teda uvazujeme fixny vrchol v a vieme vypoéitat pocet vrcholov vo vzdialenosti najviac
k od tohto vrcholu, mézeme jednoducho urcit pravdepodobnost, ze lubovolny vrchol je od vrchola v vo
vzdialenosti va¢sej ako k. Takato ivaha je ale uz len krok od uréenia priemeru grafu G, ,, pretoze je zrejmsé,

ze plati:

(Fz, vy € Grp : d(vg, vy)

,Uy) > k) = diam G > k
Vg, vy € Grp t d(vg, vy) <

k
k) = diam G <k

Pre standardné ndhodné grafy, je teda problém priemeru uspokojivo vyrieseny. Ako je to ale s ndhodnymi
prienikovymi grafmi? D4 sa dokézat podobné tvrdenie ako o $tandardnych ndhodnych grafoch? Tymito
otdzkami sa budeme zaoberat v tejto kapitole.

Zakladné idei dokazu aj jednotlivych tvrden{ st indpirované dokazom vety 6.1 z [6], teda riesenim problému
priemeru na $tandardnych ndhodnych grafoch. Najprv budeme studovat mohutnost mnozin vrcholov vo
vzdialenosti k£ od daného vrcholu v € Gy, p. Ozna¢me mnozinu vrcholov vo vzdialenosti prave k od vrchola

v € Gp.m,p symbolom I'y(v) a teda

I'i(v) ={w € Gpmp : d(v,w) =k}

Mnozine I'(v) budeme hovorit aj k-ta vrstva, nakolko vrcholy na k-tej vrstve maji hrany len s vrcholmi
na vrstve k 4+ 1 a na vrstve k — 1.

Podobne mnozinu vrcholov vo vzdialenosti najviac k ozna¢me symbolom Ny (v)

29



k
Ni(v) = {w € Gnmyp : dv,w) <k} = | JTi(v)
1=0

Pri ndhodnych prienikovych grafoch potrebujeme vziat do tvahy este dalsiu podstatni charakteristiku
- pocet vlastnosti grafu G, a podobne ako pri vrcholoch potrebujeme uvazovat mnozinu vlastnosti vo
vzdialenosti k od vrcholu v - vzdialenost medzi vrcholom v a vlastnostou m z Gy, , , definujeme ako najkratsiu

vzdialenost medzi vrcholom v a lubovolnym vrcholom w € Grom.p, takym, ze m € Sy,:

dp(v,m) = el minmes d(v, w)
nymypyMESw

Teraz mozeme definovat mnozinu vlastnosti, ktoré si vo vzdialenosti prave k resp. najviac k od vrcholu

v € Gnmp-
wr(v) ={me M :d,(v,m) =k}

k

Mi(w)={me M :dy(v,m) <k} = U wi(v) = U Sy
=0 vEN,

Ako neskor ukdzeme, tieto mnoziny hraju podstatni rolu pri vypocte priemeru nadhodného prienikového

grafu. Je totiz zrejmé, ze ak je graf suvisly (a teda |S,| > 1 pre vietky v € Gy m p) plati

(Vv € Gpymyp: M C Mp(v)) = diam G<k+1

lebo, pre lubovolné vrcholy vy, vy € Gpm.p, vrchol v, ma aspoii jednu vlastnost m a navyse vo vzdialenosti
najviac k od vrchola v, existuje vrchol w, taky ze m € S,,. Potom ale vrcholy v, a w maji spoloénu vlastnost
a teda je medzi nimi hrana a vzdialenost medzi v, a v, je najviac k + 1. To ale znamend, ze vzdialenost
medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi je najviac k + 1 a teda diam G < k + 1.

Pred tym ako sa dostaneme k rieseniu samotného problému potrebujeme dokazat niekolko pomocnych

liem.

Lemma 6.2.
Vo, w € GpmpVk > 0:w ¢ Ni(v) = Mp_1(v) NSy =10

Dokaz. Sporom. Nech teda existuju vrcholy v, w a ¢islo k také, ze plati:

w & Ng(v) A Mg—1(v) N Sy # 0

Nech m € My_1(v) N Sy. Potom ale m € My_1(v) a podla definicie Mj_1 existuje vrchol u taky, ze
m € S, a zéroven d(v,u) < k — 1. Kedze S, N S, je neprézdne, existuje hrana medzi vrcholmi u a w. To

ale znamend, ze d(v,w) < k a teda w € Ni(v). Spor. O

Lemma 6.3. Oznacme p. = 1 — (1 — p)¥, kde 0 < p = p(n) < 1 a k = k(n) je lubovolnd funkcia na

prirodzengch ¢islach. Potom plati:
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Dékaz. Dokaz rozdelime na dve ¢asti, najprv dokdzeme druhii nerovnost p. < pk. Pouzijeme matematicku

indukciu. Pre k = 0 nie je ¢o dokazovat. Nech teda tvrdenie plati pre vietky | < k a teda aj pre k — 1.

1—(1-p*

1*(1*p)’H
(- @=p))+1- (1)

(1-(1 p)’“) ( p)’“‘1 +(1=p)*
(1-1-p)*) + -p)" (1 -(1-p)
1-(1-p)f<(1- (1* )) —(1-p)F~

-(1-a-p")

(AN VAN VAN VANRIN VAN

IN

p(k—1)
pk
pk
pk
pk
pk

Dokaz pre prvi nerovnost je podobny. Pre k = 0 nie je ¢o dokazovat. Nech teda tvrdenie plati pre vietky

l <k atedaajpre k — 1.

pi-n (1- 25 < i
p-n) (1-2E20) < s pr e a0
k(1p<k21))p(1p(k21)) < 1-(1-pf—(1-pF
p(1-Z) 2Ry (-2 ) < ot
pk(1%’“) < 1-(1-pf-(-p (%p(lp(’“;”))
pe(1-0) < ima-ptep(—ampr - B - 2
pk<1%) < 1--pfp(0-a-p - Lk )

Kedze plati 1 — (1 — p)k—! < p(k —

nasledovné

IN

1-(1-pf+p((1-(1

i~
=

b
x5
A/?AA
|
[T T o3 el
IA
_
|
—
|
=
T
+
=

N~ N N~
IN

IA
—_
|
=
|
=
b
+
bS]
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V nasledujicich tvrdeniach sa budeme venovat hlavnému problému pri uréeni priemeru ndhodného grafu.
Tak ako bolo spomenuté v ivode kapitole, potrebujeme uréit, resp. dokazat, ze pocet vrcholov vo vzdialenosti
k od lubovolného vrcholu v grafe, rastie potrebnou rychlostou so stipajicim k.

Definujme prirodzené é&islo d = d(n) pricom plati d > 2, (mp?)?n?=1 = log(n?/c) pre nejaki kladni
konstantu c.

V dalsom budeme potrebovat aspoi hrubé odhady pre niektoré vyrazy, budeme

uvazovat nasledovné:

o Graf G, m,p je takmer isto sivisly a teda plati [2]:

Ak a <1 potom p = (Inn + w)/m pre nejaké w — oo
Ak a > 1 potom p = y/(Inn 4+ w)/nm pre nejaké w — oo

Navyse z uvedeného vyplyva taktiez mp®n/logn — oo a mp — oo a teda vieme, ze plati

(mp*n)*=" = log(n®/c) /mp? = o(n)
mp? (mp*n)=? = log(n?/c) /mp’n = o(1)
pmp*n)*=* = log(n/c)/mp(mpn)* = o(1)

Nakolko nés zaujimaji len dostatoéne velké n, zvolme ng > 100 také, ze pre Vn > ng plati:

mp > 20
1
mp?(mp*n)=2 = o(1) < 20
(mp?n)Y? > 20

a teda

logn?/c
2 _ 2
mp'n = P2 (mpPn) a2 > 20logn“/c> 20logn
R & LS B S S RN S I
(mp?)?n ~ mp? 20logn 10mp?  10mp2n ~ 10
1 1
mp(mp®)®=* = (mpPn) 2 mp < o < om

Dalej budeme predpokladat mp/logn — 0o an > ng.

Lemma 6.4. Nech V, CV(Gnmp), |Vs| = ns, 1 <ng < 2(mp?n)?=2, My C M, |My| =m, > %m
Dalej nech K = K(n) a plati

(mp/logn)'/?

6< K<
- 12

logn 1/2
Definujme ¢ = K [L} a oznacéme
mpng

Xy, =

U s

u€Vs

N M,

32



Pm = 1_(1_p)n8

Potom plati

Pr [|XVS - mspml > Emspm] < niKZ/g

Dokaz. Na dokézanie tohto tvrdenia pouzijeme vetu 2.3. Je zrejmé, ze ndhodnd premmennd Xy, mé bi-
nomické rozdelenie s po¢tom nezavislych vyberov m, a pravdepodobnostou vyberu p,,. Overme teda pod-
mienky vety:

Z predpokladov vypyva,ze p,, < pns < p2(mp®n)?=2 < 1/2. Dalej plati

12 |[logn mpnsg
1 1
= < —
12ng = 12

Vieme, ze plati

a teda

logn 1/2
E7nspm(1 *pm> K mpn mspm(l 7pm>
K [logn]"/?
Z Y MsPm
2 | mpng |
K [logn]"? P
> a s s 1-
2 |mpng | mspns( 2 )
K [logn ] 1/2
e MsPhs
4 | mpns |
K
> = [logn)mpn.)'/?
> 12

Teraz mozeme pokracovat. Vieme ze m > m, > %m, Png > Pm > %pnS a MsPm > %mpnS a teda

Pr|Xv, — mspm| > emspm]

_ _ 2
< (52m5pm) 1/26 e Mspm /3
< e_azmsprn/3
2[ logn
= eiK [mpns]mspm/g
2
< n*K /9
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O

Predchddzajicu lemu budeme ¢asto vyuzivat na to, aby sme ukézali, Ze pocet vlastnosti ktoré maji

vrcholy z dostatoéne malej mnoziny je takmer isto zanedbatelny oproti vietkym vlastnostiam grafu Grm.p-

Lemma 6.5. Nech v je fizng vrchol grafu Gpmp a nechl <k =k(n)<d-1a dalej nech K = K(n) je

definované rovnako ako v leme 6.4 a navyse nech plati

_ (mp?n/logn)/?

- 12

K

Zavedme nasledovné oznacenia: a = T'y_1(v), b = Np_1(v) a f = My_o(v). Oznacme symbolom €, C

G m.p mnozinu grafov pre ktoré plati:

1 3

§(mp2n)k—1 <a < §(mp2n)k—1
b < 2(mp*n)tt
fo< 2mp(mpn)t—?

Dalej definujme:

apr =K (1ogn/(mp2n)k)1/2

B = mp? (mpn)+1

Ye = 2(mp*n)*k=1 /n = 265, /mp®n
o = 2(mp*n)F=2)p

m = 2K (log n/mp(men)k_1)1/2

Potom plati:

Pr[|[Tx(v)] — amp®n| > (ax + 20 + 30k + 1 + o )amp®n|Q] < 3p—K/18

Dékaz. Téato lema charakterizuje vztahy medzi jednolivymi vrstvami na vybranej podmnozine ndhodnych
prienikovych grafov. Navyse ako neskor ukazeme, grafov ktoré nepatria do mnoziny € je zanedbatelne
malo. Tvrdenie ndm hovori, aky je pomer mohutnosti medzi dvoma susediacimi vrstvami, teda aka velkd
bude mnozina T'y(v) vzhladom na mnozinu I'y_1(v). Pred tym, ako pokro¢ime k samotnému dokazu, treba
objasnit akym spésobom vieme urcit velkost mnoziny I'y(v), resp. mnozinu samotn.

Na to aby Iubovolny vrchol w € G .m.p patril do mnoziny I'x(v) musi byt splnené nasledovné
o Vi<k:wéT;(v) teda w ¢ Ni_1(v)
o JueTly_1(v): (u,w) € Gpmyp

Prvé podmienka ndm hovori, ze na k-tej vrstve moézu byt iba vrcholy, ktoré nie st na ziadnej predchadza-
jucej. Druhd podmienka je vSak netrividlna - existencia hrany v G, . p nie je elementdrny jav v priestore
néhodnych prienikovych grafov, preto treba tiito podmienku hlbgie rozviest.

Opit musime vyéislit tito pravdepodobnost pomocou komplementu danej udalosti. Chceme teda uréit

pravdepodobnost udalosti {w ¢ Tjx|lw ¢ Ng_1(v)}. Uvazujme teda &fsla a,b,f zo znenia vety a maticu
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Rymop- Dalej uvazujme Iubovolny vrchol u € Ti_1(v) a vrchol w ¢ Nig_1(v). Z lemy 6.2 vieme, plat{
Sw N My_2(v) = . Oznacme my = |[M — Mj_2(v)| - toto &islo reprezentuje pocet vlastnosti, ktoré este
mozu mat vrcholy z mnoziny V(Gy mp) — Ni—1(v). Na to aby w ¢ Ty musi platit pre kazdi vlastnost

my € M — My_2(v) nasledovné tvrdenie:

Rymp(Mp,w) =0V [Ry mp(mp, w) =1 AVU € Ti_1(v)(Ru,m,p(Mmp, u) = 0)]

Oznacme

X = {mp:mpeM—My_ow)ANTFueTi1(v)(Rnmp(mp,u)=1)}

U Su — Mk_g(v)

u€ly—1(v)

Plati nasledovné

Priw ¢ T ¢ N (v)

= Pr ﬂ Ry p(Mp,w) =0V [Ry mp(Mp, w) =1 AYU € Ti_1(0)(Rp,m,p(mp, uw) = 0)]
| mpEM—Mj_2(v)

= Pr ﬂ Ry mp(mp,w) =0

mpEX

m

= Y (—p)Pr(X|=1

i=1

Oznaéme |M — Mjy_2(v)| = mg, [Tk—1(v)| = a a uvazujme odalost A = [|X| — mipal < (nk + Br)mrpa.
Neskér pomocou lemy 6.4 ukdzeme, ze pravdepodobnost udalosti A je aspoit 1 — n® */9
Zavedme nové oznacenie p. = Pr[w € Ty|lw ¢ Nj_1(v) NA] =131 (1 —p) Pr[|X| = i|A]. Pred tym

ako budeme pokracovat s dokazom potrebujeme dokézat dalsiu pomocent lemu.

Lemma 6.6.

(1 —nk — 28k)mup®a < pe < (1 +nx + Br)mipa

Dékaz. Vzhladom na predpoklad || X| — mypa| < (x4 Br)mipa vieme uréit nasledovné

pe = 1= (1—p)'Pr[|X|=1]
=1
(I+nk+Bx)mypa

=1 Y a-pex| =1

i=(1—nk—Br)mrpa

a teda vieme uréit nasledovné ohranicenia pre pravdepodobnost p,

1—(1— p)(lfnk*ﬁk)mkpa <pe<l—(1- p)(ler-Jrﬁk)mkpa
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Pouzitim lemy 6.3 dostavame:

1-— — mep3a
(1 — i — Be)mip®a (1 _ A= fk) 2 ) < pe < (14 mi + Br)mup’a
A teda
m 2a
(1 —m — Be)mep®a (1 - If ) < pe < (L4 + Be)mep’a
(1= — Be)mip?a(1—Br) < pe < (1+nx + Br)mipa

(1= —28)mup®a < pe < (1+mk + Bi)mup’a

Vo vypocte sme vyuzili fakt (myp?a)/2 < miep?2(mp?n)*=1/2 < mp?(mp*n)F =1 = By
O

7 doteraz uvedenych faktov a skutocnosti, je zrejmé ze aj ked |I'y(v)| nema binomické rozdelenie (dokonca
ani za predpokladu udalosti A), distribiciu tejto ndhodnej premennej za predpokladu udalosti A vieme
ohrani¢it dvoma binomickymi distribiciami s parametrami ny a py, kde ng = n— |[Nx_1(v)| a pp = (1 —nx —
28 )mip*a (dolné ohranicenie) alebo p, = (1 + ni + Bx)mip?a (horné ohranicenie). Této ivaha smeruje
k tomu, ze ak sa nam podari dokazat tvrdenie vety, pre lubovolné binomické rozdelenie S, ,. (namiesto

rozdelenia [Ty (v)|) s pravdepodobnostou p. z intervalu

< (1= = 26)map’a, (1 + ni + Br)mep®a >

potom vieme, ze dané tvrdenie plati aj pre rozdelenie ndhodnej premennej |T'g(v)].

Vieme, ze plati

o [mpp®a — pe| < (i + 26k)mrpa

o amp?(n —ny) < yramp®n

o a(m — my)p*ng < oramp®nyg

Pre osvetlenie vyznamu uvedenych paramterov (n,8k,7k,0k) treba uviest, ze parametre boli zvolené prave
na zaklade tychto nerovnosti, teda boli zvolené tak, aby tieto nerovnosti platili. Vyraz n; + 28y predstavuje
maximalny pomer rozdielu medzi nami uvazovanou pravdepodobnostou vyskytu hrany medzi vrcholom w
a mnozinou I'y_1(v) (mgp?a) a skutocnou pravdepodobnostou (p.). Podobne zvysné dva parametre pred-

stavuji maximalny pomer rozdielu medzi nami uvazovanym poc¢tom volnych vrcholov resp. vlastnosti a

skutoénym poétom volnych vrcholov resp. vlastnosti. Pouzitim tychto nerovnosti dostdvame nasledovné

Pr HSnk,pe — amen‘ > (o + 20k + 36k + Vi + ox)amp®n|Q, N A]

< Pr HSnk,pe - amenk‘ > (o + 2mk + 36k + ox)amp®ng|Qx N A]
< Pr[|Sn.p. — amep®ni| > (cu + 20k + 3B8)amip®ni | N A]
< Pr|Snyp. — penk| > arpeni | N A
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Pouzijeme vetu 2.3(i) na odhadnutie tejto pravdepodobnosti, najprv viak musime overit predpoklady

vety. Vieme ze plati mp?(mp?n)9=2 < 1/20

3 3 9
0 < pe < (1+n;+ Br)myp®a < §mp2§(mp2n)d_2 < 20 <1/2
O<ap=K (1ogn/(men)k)1/2 <K (10g7”L/(7er2n))l/2 <1/12

Zostéva overit posledny predpoklad vety. Vieme ze plati n — ng = b < 2(mp?n)F—1!

)k—2

am-—mpg = [ <
2mp(mp*n)*=2. Z predpokladov vieme, ze (mp?n)¢=2 < 1/10n, mp(mp®n)?=2 < 1/10m a teda n — ny, <
2(mp?n)k=t < 2(mp?n)?=2 < 1/6n, np > %n am—myg < 2mp(mp*n)F=2 < 2mp(mp?n)?—3 < 1/5m,

my > %m. Taktiez plati Br < mp?(mp®n)?=2 <1/20an, < 3

(1 - pe) > Qk S o 4
ap DPe)Pell = 2 Pellk = 2 pe5n
4 4 4
> %(1 — M — 25k)mkp2agn > %(1 — K — 25k)gmp2¢lgn
4 1 4
> %(1 — Nk — 25k)gmp2§(mp2n)kflgn
4
> 2—5Oék(1 — 0K — 26k) (mp*n)F

6 (1ogn/ (mpn)*) "% (1= g — 26 (mp)’

4
> oK (logn) /(3 (mp?n)*/?

V predpokladoch sme uviedli, ze plati (mp?n)'/? > 20 a zdroven n > 100. Teda taktiez logn > 2.

4
k(1 — pe)peny > 2—5K(logn)1/2(g)(mp2n)k/2 >2K > 12

Overili sme predpoklady vety 2.3(i), mézeme ju teda pouzit. Uvedomme si, ze plati peng > (1 — np —
2B )mipane > (1 — 5 — 2)(4/5)*mp?an > (3/5)(4/5)%(1/2)(mp?n)*:

Pr [|Snk_7pe - amen‘ > (ap + 20k + 36k + Y + o )amp*n|Q N A}

< Pr{[Snyp. — Penk| = axpeni|Qx N Al

< (aZpeny)” Y/ 2emokpeni/3

< [K? (logn/(mp*n)*) (3/5)(4/5)(1/2) (mpPn)*] ~* emotrenn/s < emokpn/s
< e K (logn/(mpPn)*)(3/5)(4/5)% (1/2)(mp*n)* /3

— o Klogn(3/5)(4/5)%(1/2)/3

< efKZ logn/18

; n7K2/18
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Prvii nerovnost sme ukazali vyssie, druhd nerovnost plati vdaka vete 2.3(i). Kedze vyssie uvedens

nerovnost plati pre lubovolné p. z intervalu

< (1 —mk — 2Bp)mp’a, (1 + ni + Bi)mypa >

a zaroven rozdelenie |I'y(v)| vieme ohrani¢it binomickym rozdelenim s pravdepodobnostou vyberu p; =

(1 —m, — 28k)myp®a vesp. pr = (1 +nx + By)mip®a a teda plati

Pr[snk,pd >z] < Pr[lg(v)] > 2] < PT[Snk,ph > 1]

Pr[snk,pd <z] > Pr[lx(v)] <a] > PT[Snk,ph < 7]

7 vyssie uvedeného je zrejmé, ze plati

Pr H|Fk(v)| — amen‘ > (o + 20k + 36k + Y + o )amp®n|Q N A]

< Pr [S"kﬁpd <(T—ag—2m — 38k — v — Jk)amp2n|ﬂk N A}
P [Spypn = (14 g + 205 + 365 + 7 + ox)amp®n|Qy N A]
~K?/18
< 2n

Teraz mozeme pokracovat. Nech p,, = 1 — (1 — p)?¢, potom z lemy 6.3 plati pa(1 — pa/2) < pm < pa a
teda p,, — pa < (pa/2)pa < Brpa Podla lemy 6.4 (¢ definujeme rovnako ako v odkazovanej leme) plati:

Pr[A°]

Pri[|X| = mgpal > (mk + Br)mipal]

< Pr{|X] = mepm| > memipm]
< Pr{l|X] = mepm| > emipml]
< n—K2/9

Druh4 nerovnost plati, kedze n;, > ¢ a teda

Pr[|[Te(v)] — amp®n| > (ar + 20k + 3Bk + i + o )amp®n|Q]

< Pr [||Fk(v)| — amen} > (ap + 20k + 36k + Y + or)amp®n|Q N A} + Pr[A°]
< 2n7K2/18 _'_anZ/g
< Sn—K2/18

O

Vyuzijeme predchadzajicu lemu a ukazeme, ze Vk < d — 1 pocet vrcholov rastie dostatocne rychlo.
Dokézanie tejto vety nAm umozni analyzovat spravanie vrcholov na najvyssich vrstvach teda vo vzdialenos-

tiach blizkych priemeru grafu.

38



Veta 6.7. Nech K > 30 je konstanta. Definujme vyrazy ax,ni, Bk, Vk, 0k rovnako ako v leme 6.5 pre
1 <k <d-—1. Dalej zavedme novy vijraz

k

0k =2 (cu+2m + 36+ v+ 01)
=1

Potom pre dostatocne velké n plati pre kazdé ¢islo 1 < k < d —1 a pre lubovolny vrchol v s pravdepodob-

—K-2

nostou aspori 1 —n nasledovné turdenie:

Tk(v) = (mp®n)*| < 6(mp?n)*

Dékaz. Najprv potrebujeme odhadniit, aké hodnoty méze nadobidat ;. Z definicie plati:
oy = W@k,l
® Nk = Wﬁkq
o B =mp*nf
o Vi =mp*nyp_1
o 0 = mp*nog_1

Nakolko vieme ze mp®*n — oo plati nasledovné

k
O =2 (o1 +2m+ 38+ + 1) = 2(01 + 2 + 3B + vk + k) (1 + 0(1))
=1

Dalej z odhadov uvedenych pred lemou 6.5 vieme, 7e plati oy = o(1), m = o(1), B < Ba_1 = o(1),
Vi < Ya—1 = 0(1), ok < gq—1 = 0(1) a teda:
Ok < 04—1 =o0(1)

V dalsom mézeme predpokladat, ze 85 je dostatoéne malé, nech teda 6;, < %
Nech v je fixny vrchol grafu Gy, ., p. Symbolom Q] ozna¢ime mnozinu grafov, pre ktoré plati pre vetky
LO<I<Ek

’Fl(v) - (men)l’ < 6y(mp*n)!

M;_1(v) < 277”Lp(me7”L)l_1

7Z definicie a z predpokladu & < %0 je zrejmé, ze plati

O CQr_, CQ

Matematickou indukciou ukézeme pre 0 < k < d — 1 nasledovné tvrdenie

1— Pr[Q}] < 4n~K°/18
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Pre k = 0 vieme Ze plati T'y(v) = To(v) =1 a Mi_1 = M_1 = 0, teda tvrdenie plati. Nech 1 <k <d-—1
a nech tvrdenie plati pre vsetky | < k.

1—-Pr[Q] = 1-—Pr[Q;_4]

+Pr(Q 4] Pr [|Ti(v) = (mp*n)*| > 8(mp®n)* v [My—1(0)| > 2mp(mp?n)* Q5]
1— Pr{(y_]

+Pr[Q ] Pr [|Tk(v) = (mp*n)*| > 81 (mp®n) |05, ]

+Pr[Q_y|Pr [|[My—1(v)| > 2mp(mp®n)*~ Q]

IN

Teraz postupne odhadneme podvyrazy Pr [|Fk(v) - (mp2n)k‘ > 0p(mp®n)*|Q;_] a
Pr [My—1(v) > 2mp(mp*n)F=1|Q;_,]. Vieme, ze pre kazdy graf Gpnm,, € Qj_; plati |(mp?n)* — amp®n| <
Se—1(mp*n)¥ (kde a = I'y_1(v)) a teda

Pr[|Tx(v) — (mp2n)k‘ > 8 (mp®n)* Q1] < Pr[[Tk(v) — apn| > (8 — 6k—1)(mp*n)* | _4 ]

Teraz ukazeme jednoducht nerovnost. Nech A, B, C st udalosti na lubovolnom pravdepodobnostnom pries-

tore a nech plati B C C potom plati:

Pr[B] x Pr[A|B] = PrlANB] < Pr[AnC]= Pr[C] x Pr[A|C] < Pr[A|C]

Zvolme A = {|Tx(v) — apn| > (6, — dx—1)(mp*n)F}, B = Q% | a C = Q. Dosadme do nerovnosti

Pr{Q_y]Pr [[Tr(v) — apn| > (0 = 8r—1) (mp*n)*|Q_,]

< Pr[Tx(v) —apn| > (65 — 6k—1)(mp*n)*| ]

= Pr [|Fk(v) —apn| > 2(ag + 20k + 30k + Vi + Uk)(men)kmk]
< Prilx(v) —apn| > (ax + 20k + 38k + Y& + or)apn|Q4]

< 3n—K2/18

Druhd nerovnost plati nakolko pre kazdy graf Gy, € Q plati a < 3(mp*n)F~1 a teda 2(mp?n)* =

2(mp*n)k~tmp?n > amp?®n. Posledna nerovnost vyplyva z lemy 6.5.

Na odhadnutie druhé¢ho podvyrazu Pr [|M_1(v)| > 2mp(mp*n)*~1|Q;_,] mozeme opif pouzif lemu
6.4. Pre vietky grafy z mnoziny Qf_, plati My_2(v) < 2mp(mp?n)*=2, %Fk,l(v) < ﬁf < (mp?n)k-1,
P =1— (1 = p)Te1 Ol < pITy 1 (v)], ms = [Mg_1(v) — My_2(v)| < m a teda plati
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IN

IN

IN

IN

IN

<

<

Pr [|My—1(v)| > 2mp(mp2n)k71|Q};_J
Pr [|Mi—1(0)] = [My—2(v)| > 2mp[(mp*n)*~ — (mp*n)*~?]|Q; _4]

Pr

Pr

Pr

n

U

u€lg—1(v)

U

u€lg—1(v)

U

u€lg—1(v)

U

u€lg—1(v)

U

Su — Mk_g (’U)

Su — Mk_g (’U)

Su — Mk_g (’U)

Su — Mk_g (’U)

> 2mp|[(mpn)* 1 — (mp®n)* 2|0y

11 s
> Fmp(mp%l)k 1|Qk71

10 .
> Fmpwk—l(v)ﬂﬂkﬂ

10 y
> Emspmwlkfl

Sy — My—2(v)| — mspm| > emspm|Q_4

LI |u€Tk—1(v)
—K2%/9

Poslednd nerovnost plat{ kvoli leme 6.4. Predposledna nerovnost plati, lebo (1+¢) < 10/6, kde ¢ je vyraz

definovany v leme 6.4. TaktieZ je dolezité si uvedomit, Ze sme dani lemu mohli pouzit aj pre podmienent

pravdpodobnost, lebo vyber vlastnost{ z mnoziny M — Mj_» je nezavisly od udalosti 2} _,.

Vyuzitim hornych ohrani¢eni danych dvoch podvyrazov a indukéného prepokladu dostavame:

Ukézali sme, ze pre kazdé prirodzené ¢islo 1 < k < d— 1 s pravdepodobnostou aspoii 1 — 4kn

< 1-Pr[Q_]
+Pr[Qj_,]Pr Hl"k(v) — (men)k‘ > 6k(mp2n)k|QZ_J
+Pr[Q_,]Pr [|Mk_1(v)| > 2mp(mp2n)k_1|ﬂ,*€71]

< Ak — D) K8 4 KR 4 3y m K18 < g KPS

—K*/18 plati

|Tx(v) — (mp®n)*| < &k (mp°n)*
My—1(v) < 2mp(mp*n)*~!

Nakolko k < d—1, pre dostatoéne velké n plati 1— Akn—K*/18 > 1 n~ K2, veta je trividlnym dosledkom

dokazaného tvrdenia.

O

Predchédzajiica veta je dolezitd z niekolkych dévodov. V prvom rade ndm poskytuje dolny odhad pre

priemer - ukézali sme, ze ak si zvolime lubovolny vrchol v poéet vrcholov vo vzdialenosti d — 1 je takmer isto

o(n) a teda priemer ndhodného prienikového grafu je aspon d. Navyse tdto veta ndm umoznuje efektivne

skimat spravanie vrcholov, ktorého si vo viésich vzdialenostiach od vrcholu v.
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7 Zaver

V predlozenej préaci sme Studovali model ndhodnych prienikovych grafov. Preskiimali sme niektoré met-
rické vlastnosti a podarilo sa ndm ukdzaf niekolko zdsadnych vysledkov. V prvych kapitoldch sme poskytli
struény popis studovanej problematiky a jej histérie, zadefinovali sme znacenie pouzivané v praci a uviedli
sme najdolezitejsie existujice poznatky zo studovanej problematiky.

V dalsich kapitoldch sme sa venovali studovanému modelu s réznymi hodnotami parametrov modelu. V
kapitole styri sme Studovali spravanie sa modelu v pripade, ze parameter p bol konstanta. Tato kapitola
zaroven poskytla jednoduchy tivod do problematiky a ukéazala zdkladné rozdiely medzi Standardnym mo-
delom nahodnych grafov a nami §tudovanym modelom. Ukézali sme, ze niektoré tlohy, ktoré sa daja na
standardnom modeli relativne lahko vyriesif, si na modeli ndhodnych prienikovych grafov tazko riesitelné,
teda si ovela komplexnejsie. V tejto kapitole je tiez lahko vidief, pre¢o rozlisujeme na studovanom modeli
prave tri pripady nastavenia parametrov (mp? — oo, mp? — ¢ > 0, mp? — 0).

V nasledujiicej kapitole sme sa zamerali na pripad, ked je pravdepodobnost vyskytu hrany konstantn.
Ukézali sme, ze v¥skyty lubovolnych dvoch hran v ndhodnom prienikovom grafe st limitne nezévislé - teda pre
n — oo plati Prie; € Gumpl ~ Prler € Gpmplez € G p] pre Tubovolné dve hrany ej, es. Toto tvrdenie
nas priviedlo k jednoduchej hypotéze o tplnej ekvivalencii nami studovaného modelu a modelu standardnych
nahodnych grafov. Nakolko vsak této hypotéza bola v rozpore s uz ukdzanymi vysledkami, analyzovali sme
dovody pre ktoré tato hypotéza nebola platné a urcili sme podmienky, pre ktoré ekvivalencia plati. Podarilo
sa nam dokézat tvrdenie o Giastoénej ekvivalencii, teda sme ukézali, Ze ak uvazujeme udalosti na $pecifickom
podgrafe ndhodného prienikového grafu, ekvivalencia plati. Vdaka tomuto tvrdeniu sd niektoré vybrané
tlohy na studovanom modeli lahsie riesitelné.

V kapitole Priemer ndhodnych prienikovych grafov sme sa venovali problému, ktory v dostupnej literatire
zatial nebol rieseny. Zdkladné idei dokazu boli ingpirované riesenim rovnakého problému na standardnom
modeli ndhodnych grafov. Aj napriek zna¢nej komplexnosti studovaného modelu sa ndm podarilo ukézat
tvrdenia podobné tym ktoré platia v G(n, p). Definovali sme éislo d = d(n) také, ze plati d > 2, (mp?)ind—! =
log(n?/c) pre nejaki kladni konstantu c a ukézali sme Ze dané éislo je dolnym odhadom priemeru ndhodného

prienikového grafu. Najdolezitejsie tvrdenie tejto prace je veta 6.7, ktord hovori, ze pre dostatoéne velké

n, pre kazdé éfslo 1 < k < d — 1 a pre lubovolny vrchol v s pravdepodobnostou aspori 1 — n=5~2 plati
nasledovné tvrdenie:

[IT%(v)] = (mp*n)*| < 61 (mp?n)*
kde 0 = o(1) a I'y(v) je mnozina vrcholov vo vzdialenosti prdve k od vrcholu v. Toto tvrdenie ndm

umoziuje efektivne skimat sprévanie vrcholov, ktorych vzdialenost je d alebo vyssia a umozni ndm presne
vyéislit priemer ndhodnych prienikovych grafov. Pre nedostatok ¢asu, technickt niro¢nost dékazu a nie-
ktoré problémy technického charakteru, sa ndm nepodarilo dokdzat nami uréent hypotézu a teda, ze priemer
nahodnych prienikovych grafov je totozny s priemerom §tandardného modelu ndhodnych grafov (s pravde-
podobnostou hrany p = mp?) - autor teda predpokladd, Ze bude platit lim,,—,o Pr[diam Gy, 1 = d] = e—c/?
a limy, oo Pr(diam Gy mp, =d+1] =1 —e /2.

Medzi otvorené otézky a hypotézy, mozeme zaradit hypotézu uvedenti v predoslom paragrafe. Dokazu
tejto hypotézy sa bude autor venovat v najblizom ¢ase. Dalsi stvisiaci problém, je vy¢islenie polomeru
ndhodného prienikového grafu. Je zrejmé, ze veta 6.7 poskytuje dolny odhad nielen pre priemer ale aj pre

polomer grafu. Ak by sa potvrdila hypotéza o priemeri Gy, i, p, bolo by zrejmé ze polomer grafu moze taktiez
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nadobidat len hodnoty d,d + 1. Autor vsak predpokladd, ze polomer ndhodného prienikového grafu bude
prave d.

Model ndhodnych prienikovych grafov je jeden z velmi zaujimavych, no napriek tomu mélo preskimanych
modelov. Existuje mnozstvo problémov a tloh ktoré st vyriesené na standardnom modeli ndhodnych grafov,
no pre ndhodné prienikové grafy nie si o nich ziadne poznatky. Tento model taktiez nabada k skiimaniu
vlastnosti, ktoré su Specifické prave preinho - charakteristika modelu v pripade, ze parameter « je dostatocne

maly a medzi hranami vznik4 silnéd korelacia.
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