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Abstrakt

Barnettova hypotéza hovori, ze kazdy kubicky planidrny bipartitny 3-stuvisly graf
je Hamiltonovsky. Existuju podgrafy (zname ako redukovatelné konfiguracie), ktoré sa
nemozu vyskytovat v najmensSom protipriklade. V naSej préaci sa zaoberame skima-
nim konfiguracii zlozenych zo stien malej velkosti a ich klasifikiciou na redukovatelné
a neredukovatelné vzhladom na existenciu Hamiltonovskej kruznice. Sucastou prace je

. . 3 . . . . u , z by
aj implementéacia algoritmov na generovanie a overovanie redukovatelnych konfiguracii.

KTluacové slova: Barnettova hypotéza, Hamiltonovska kruznica, kubicky graf, pla-

narny graf, bipartitny graf



Abstract

Barnette’s conjecture states that every cubic planar bipartite 3-connected graph is
Hamiltonian. There are several subgraphs (known as reducible configurations) which
can’t occur in the smallest counterexample. In our thesis we study configurations with
faces of small length and classify them into redubicble and irreducible according to the
existence of a Hamiltonian circuit. Thesis also describes implementation of algorithms

which generate and verify reducible configurations.

Keywords: Barnette’s conjecture, Hamiltonian cycle, cubic graph, planar gaph,

bipartite graph
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Uvod

V tedrii grafov existuje vela otvorenych problémov. Jednym z nich je Barnettova
hypotéza, ktora hovori, zZe kazdy kubicky planarny bipartitny 3-stvisly graf je Hamilto-
novsky [4]. Nebola dokézana ani vyvratena. Su vSak zname protipriklady pre silnejsie

verzie hypotézy, ¢iastoéné vysledky pre iné triedy grafov a ekvivalentné formulacie [12].

V kapitole 1 spomenieme zakladné pojmy z tedrie grafov a dokazané vety [8], ktoré
vyuZijeme v dalich ¢astiach prace. Uvedieme definiciu multipolu ako grafovej struk-

tury zlozenej z vrcholov, hran a polhréan [9].

Barnettova hypotéza patri medzi dobre preskiimané otvorené problémy. V kapitole
2 popiSeme sucasny stav problematiky. UkaZeme, Ze vSetky predpoklady v zneni hypo-
tézy st nutné 3, 5, 6, 20]. Vysvetlime pojmy ako redukovatelna konfiguracia, 3-stavisle
redukovatel na konfiguracia a reduktor. Definujeme triedu kubickych planarnych bipar-

titnych multipolov (KBP-multip6lov), s ktorymi budeme d'alej pracovat.

Kapitola 3 bude venovana nasim dosiahnutym vysledkom. Uvedieme nové reduko-
vatelné konfiguracie, ktoré sme nasli po¢ita¢ovym prehladavanim. O troch z nich doka-
Zeme, 7e su zaroven 3-suvisle redukovatelnymi, a teda sa nemozu nachadzat
v najmensom protipriklade Barnettovej hypotézy. Najdolezitejsim vysledkom bude ob-
javenie nekone¢nej triedy redukovatelnych konfiguracii ( B-konfiguracii), ktoré vznikni

prikladanim dvojic stien zvolenej velkosti.

Na stromové reduktory sa zameriame v kapitole 4. Dokazeme, Ze pocet stromovych
KBP-multipolov sa da vypocitat iterativnym sposobom. Okrem toho dokazeme tesny
horny asymptoticky odhad poc¢tu Hamiltonovskych moznosti v stromovom

KBP-multipéle s p polhranami.

Sucastou préce je program v jazyku Python, ktory generuje a overuje potencidlne

redukovatelné konfiguracie. Implementéciu tohto programu popiSeme v kapitole 5.

V kapitole Zaver zhrnieme nase dosiahnuté vysledky.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

V tejto kapitole uvedieme zakladné pojmy z tedrie grafov, ako aj zname tvrdenia
z tejto oblasti [8].

Definicia 1.1. Graf je usporiadand dvojica G = (V, E), kde V' je konecnd neprizdna
mnozina vrcholov a E C (‘2/) je mnozZina hrdan. Hovorime, Ze hrana e = {u,v} spaja
vrcholy w a v, respektive vrcholy u a v si susedné (u je susedom v a naopak). Hovorime
tiez, Ze hrana e a vrchol u (respektive v) si incidentné. Namiesto e = {u,v} piseme

spravidla len e = uv.
Poznamka 1.2. Oznacenie (‘2/) je mnozina vsetkych dvojprvkovijch podmnozin V.

7. definicie je zrejmé, ze budeme pracovat s grafmi, ktoré obsahuji aspon jeden

vrchol a neobsahuju slucky ani ndsobné hrany.

Definicia 1.3. Nech G = (V. E) je graf. MnozZina susedov vrcholu v je mnoZina
N@w) ={u €V |3Je € E:e = uv}. Stupen vrcholu v (oznacenie d(v)) je velkost
mnoziny jeho susedov N(v). Ak md kazdy vrchol v € G stupen 3, graf G nazgvame
kubickym.

1.1 Hamiltonovské grafy

Definicia 1.1.1. Kruznica na n vrcholoch je graf C,, = (V. E), kde V = {vy,...,v,}

a B ={vwvy, ..., 001Uy, 001 }.

Definicia 1.1.2. Hamiltonovska kruznica grafu G je kruznica, ktord prechddza vset-

kymi jeho vrcholmi. Graf G je Hamiltonovsky, ak obsahuje Hamiltonovski kruznicu.

1.2 Vrcholova a hranova stuvislost

Definicia 1.2.1. Cesta na n wvrcholoch je graf P, = (V, E), kde V. = {vy,...,v,}

a E={vwvy, ..., 00 10,}.
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Definicia 1.2.2. Graf G = (V, E) nazjvame savislym, ak medzi lubovolnymi réznymi

vrcholmi u,v € V' existuje cesta.

Definicia 1.2.3. Graf G je (vrcholovo) k-suvisly, ak po odstraneni lubovolnijch
1 < k wvrcholov ostane suvislym. Najvdcsie také k sa nazijva vrcholova suvislost grafu
G (oznacenie k(Q)). Vrchol, ktorého odstranenim sa graf stane nesuvislym, nazjvame

artikuléaciou.

Definicia 1.2.4. Graf G je hranovo k-suvisly, ak po odstrdaneni lubovolniyjch i < k
hrdn ostane suvislym. Najvicsie také k sa nazijva hranova savislost grafu G (oznacenie

M G) ). Hranu, ktorej odstranenim sa graf stane nesivislym, nazgvame mostom.

Definicia 1.2.5. Graf G nazijvame lesom, ak ide o acyklicky graf (neobsahuje Ziadnu

kruznicu). Graf G nazgvame stromom, ak ide o suvisly acyklicky graf.

Definicia 1.2.6. Nech G je les alebo strom. Vrcholy G, ktoré maju stupen 1, nazgvame

jeho listami. G' nazyvame kubickym, ak vsetky jeho nelistové vrcholy majgu stuper 3.
Veta 1.2.7. Nech G je kubicky graf. Potom k(G) = A(G).

Veta 1.2.8. Nech G je strom s n vrcholmi. Potom G md prdve n — 1 hrdn.

1.3 Planarne grafy

Definicia 1.3.1. Graf G = (V, E) nazgvame planarnym, ak ezistuje nakreslenie do
roviny, v ktorom sa jeho hrany nepretinaji. Linedrne suvislé otvorené mnozZiny, ktoré
vznikni rozdelenim roviny nakreslenym plandrnym grafom, nazgvame stenami (oblas-
tami) grafu G. Dve steny su susedné, ak maji spolocni hranu. MnoZinu vSetkych stien
daného grafu oznacujeme F. Ku kaZdej hrane e € E prislichaji dve steny f1, fo € F,

ktoré su s nou incidentné.

Definicia 1.3.2. Nakreslenie plandrneho grafu, v ktorom si vSetky jeho steny velkosti

3, nazyvame trianguléciou.

Definicia 1.3.3. Nech G = (V| E) je plandrny graf s mnozinou stien F'. Potom dualny
graf G* = (V*, E*) ku grafu G je definovany nasledovne: V* = F,F* =V a

E*={fifo | f1,f2 € F A f1, f2 si susedné v G}
Veta 1.3.4. Nech G je kubicky graf. Potom G* je trianguldcia.
Nasledujtica veta vyuZiva pojem stereografickej projekcie [24]:

Veta 1.3.5. Graf G sa dd nakreslit do roviny prave vtedy, ked sa dd nakreslit na sféru

(gulovi plochu,).
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Doékaz. Vyuzitim stereografickej projekcie. Nech « je rovina, v ktorej je nakresleny
graf G. Umiestnime sféru do trojrozmerného priestoru tak, aby sa dotykala roviny a.

Oznac¢me y bod sféry, ktory je najvzdialenejsi od a.

Kazdému bodu x # y na povrchu sféry priradime bod z’ v rovine «, kde 2’ je
priese¢nik priamky xy s rovinou a. Ak mame nakreslenie na sfére a jeho hrany sa
nepretinaja, stereograficka projekcia ho zobrazi na rovinné nakreslenie. Opa¢na pro-
jekcia zase zobrazi nakreslenie v rovine na nakreslenie na sfére. Toto zobrazenie je teda
bijektivne. ]

Hassler Whitney dokézal v roku 1933 vyznamnu vetu o planarnych 3-stvislych
grafoch [23]:

Veta 1.3.6 (Whitney). Pre kazdy plandrny 3-sivisly graf G ezistuje jednoznacné na-
kreslenie do roviny. Dve nakreslenia su ekvivalentné, ak sa liSia iba volbou vonkajsej

steny.

Predpoklad 3-stvislosti je vo Whitneyho vete nevyhnutny. Na obrazku 1.1 uva-
dzame jednoduchy priklad planarneho grafu, ktory nema jednoznac¢né nakreslenie do

roviny (hrana e moze byt aj vo vnutri mensej kruznice, aj vo vnutri viacsej kruznice):

Obr. 1.1: Planarny graf, ktory nema jednozna¢né nakreslenie do roviny

Veta 1.3.7. (Euler) Nech G je plandrny sivisly graf. Nech n je pocet jeho vrcholov,
e pocet hran a f pocet oblasti v grafe G. Potom plati v—e+ f = 2. Pocet oblasti nezdvist

od nakreslenia grafu.

Désledok 1.3.8. Nech G je kubicky plandrny graf. Potom priemernd velkost steny
v G je mensia ako 6.

1.4 Bipartitné grafy

Definicia 1.4.1. Graf G = (V, E) nazgvame bipartitnym, ak ezistuje rozklad mno-

Ziny vrcholov V' na disjunktné podmnozZiny A, B, pricom kaZdd hrana e € E md jeden
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koncovy vrchol v A a druhy v B.
Veta 1.4.2. Graf je bipartitni prave vtedy, ked neobsahuje kruZnicu nepdrnej dizky.

Désledok 1.4.3. Nech G je bipartitny plandrny graf. Potom G obsahuje iba steny

pdrnej dizky, pricom kazdd z nich md velkost aspori 4.

Veta 1.4.4. Kubicky bipartitnyg graf nemd most.

1.5 Multipoly

Predmetom sktmania nebudu celé grafy, ale iba niektora ich cast (podgraf). Pra-
cujeme teda s rozsirenim pojmu podgrafu, ktory mé niektoré z jeho hran oznacené ako
,okrajové“ (tym chceme naznacit, Ze dané hrany spajaju podgraf so zvyskom grafu).
V roku 1991 Miquel Angel Fiol pomenoval v svojej praci tuto grafova struktaru ako

multipol [9)]:

Definicia 1.5.1. Multipol (m-pdl) je usporiadand trojica M = (V,E, X), kde V je

VuX
2

mnoZina m prvkov (polhrdn), pricom pre kaZdi polhranu x € X existuje prdve jeden

konecnd neprdazdna mnoZina vrcholov, E C ( ) je mnozina hran a X je konecnd

vrchol alebo polhrana v € V U X takd, Ze xu € E.

Priklad 1.5.2. Na obrdzku 1.2 je zndzorneny multipol M = (V,E, X) s mnoZinou

pOlthn X - {$17x2,$3,$4,$5,$6,x7}-

Obr. 1.2: Multipol 9]

V praci sa budeme zaoberat multipélmi, ktoré maja kubick, planarnu aj bipartitna
vlastnost (neskdr sa zameriame aj na 3-stuvislost). Nové pojmy pre tieto Specifické typy

multipolov si zadefinujeme v nasledujicej kapitole.



Kapitola 2
Analyza problému

V teérii grafov existuje vela otvorenych problémov. Jeden z nich sa tyka Hamil-
tonovskych kruznic v Specifickej triede podgrafov. Je zndmy pod nazvom Barnettova

hypotéza [4].

V tejto kapitole uvedieme opis otvoreného problému (Barnettovej hypotézy) a si-

¢asného stavu problematiky spolu s doterajsimi znamymi vysledkami.

Definicia 2.1. Nech G je kubicky plandrny bipartitny 3-suvisly graf. Potom G nazyj-

vame Barnettovym grafom.
Hypotéza 2.2. (Barnette) Vsetky Barnettove grafy si Hamiltonovské.

Tuato hypotézu sformuloval v roku 1969 David Barnette [4]. Doteraz nebola doka-
zané ani vyvratena. Su vSak zname protipriklady pre silnejsSie verzie hypotézy, ¢iastocné

vysledky pre iné triedy grafov a ekvivalentné formulacie [12].

2.1 SilnejSie hypotézy

Vsetky styri predpoklady Barnettovej hypotézy si nevyhnutné. Ak Tubovolny z nich

vynechame, vieme najst vyhovujuci protipriklad bez Hamiltonovskej kruznice [12].
Hypotéza 2.1.1. Vsetky plandrne bipartitné 3-suvislé grafy si Hamiltonovské.

Tato hypotéza nie je pravdiva. Existuje jednoduchy nekubicky protipriklad s 13

vrcholmi (tzv. Kirkmanov graf [5]) uvedeny na obrazku 2.1:
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Obr. 2.1: Kirkmanov graf [5]

Hypotéza 2.1.2. Vsetky kubické plandrne bipartitné grafy su Hamiltonovské.

Ani tato hypotéza neplati. Problém Hamiltonovskej kruznice je N P-uplny aj pre
kubické planarne bipartitné grafy. MoZeme teda zobrat nesplnitelna logicka formulu
a transformovat ju na kubicky planarny bipartitny graf, ktory neobsahuje Hamiltonov-

skt kruznicu [1].

Najmensi protipriklad mé 26 vrcholov (obrazok 2.2), ¢o v roku 1982 dokézal Takao

Asano pomocou uplného poéita¢ového prehladavania [3]:

Obr. 2.2: Asanov graf 3|

Tait vyslovil nasledovna hypotézu [17]:
Hypotéza 2.1.3. (Tait) Vsetky kubické plandrne 3-suvislé grafy si Hamiltonovské.

Britsky matematik William Tutte vyvratil [20] Taitovu domnienku konstrukciou

nasledovného grafu (obrazok 2.3):
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Obr. 2.3: Tuttov kubicky planarny 3-stuvisly graf bez Hamiltonovskej kruznice [20]
Na zaklade svojich pozorovani sformuloval vlastnu hypotézu [21], ktora pracovala
s bipartitnymi a nie planarnymi grafmi:
Hypotéza 2.1.4. (Tutte) Vsetky kubické bipartitné 3-suvislé grafy si Hamiltonovské.

Tuttovu domnienku v8ak vyvratil Joseph Horton najdenim protiprikladu s 96 vr-

cholmi [6]. Dnes je uz znamy pod nazvom Hortonov graf (obrazok 2.4):

Obr. 2.4: Hortonov graf [6]

Neskor bol objaveny mensi protipriklad s 50 vrcholmi. V roku 2022 sa pomocou

pocitacového prehladévania dokazalo, ze ide o najmensi protipriklad [7].

2.2 Iné triedy grafov

Kedze ani jeden predpoklad znenia Barnettovej hypotézy nesmie byt vynechany,
matematici sa zamerali na odlisnu triedu grafov a dokazovanie existencie Hamiltonov-
skej kruznice s pozadovanymi vlastnostami prave pre tieto triedy grafov. Aj v tejto

oblasti bol urobeny rozsiahly prieskum a niektoré vysledky st velmi zaujimaveé.

Barnettova hypotéza plati pre planarne 4-stvislé grafy, ako ukazali Tutte a Tho-

massen |18, 19]:

Veta 2.2.1. (Tutte) Kazdy plandrny 4-suvisly graf je Hamiltonovsky.
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Veta 2.2.2. (Thomassen) Kazdy plandrny 4-suvisly graf je Hamiltonovsky suvisly - pre
lubovolni dvojicu vrcholov existuje Hamiltonovskd cesta, ktord zacina v jednom vrchole

a konci v druhom.

Goodey dokézal Barnettovu hypotézu pre specifické triedy grafov s malymi dizkami
oblasti [10]:

Veta 2.2.3. (Goodey) Kazdy Barnettov graf, ktorého oblasti maji dlzku 4 alebo 6, je

Hamultonouvsky.

Frantisek Kardos v roku 2020 zosilnil jeho tvrdenie prostrednictvom pocitacového
dokazu [15]:

Veta 2.2.4. (Kardos) Kazdy kubicky plandrny 3-sivislij graf s diZkami oblasti najviac
6 je Hamiltonovsky.

2.3 Ekvivalentné formulacie

Fakt, 7ze nejaky graf je Hamiltonovsky, nam velmi nepomoze. Pomohlo by, ked by
sme vedeli lepsie ur¢it jeho Hamiltonovska kruznicu (napriklad vymedzit, ktorymi hra-

nami moze prechadzat a ktorymi nie).

Barnettova domnienka je predmetom sktimania uz niekolko desatro¢i. Mnohi ma-
tematici sa snazili dokazat silnejsie tvrdenia o Hamiltonovskej kruznici v Barnettovom

grafe. Vysledkom ich snahy je Sest ekvivalentnych formulécii [12]:

Veta 2.3.1. Nasledujiice tvrdenia su ekvivalentné:

1. Barnettova hypotéza je pravdivd,

2. pre lubovolni hranu e Barnettovho grafu existuje Hamiltonovskd kruznica, ktord

prechddza e,

3. pre lubovolni hranu e Barnettovho grafu existuje Hamiltonovskd kruznica, ktord

neprechddza e,

4. pre lubovolni dvojicu hrdn eq, es oblasti Barnettovho grafu existuje Hamiltonovskd

kruznica, ktord prechddza e; a neprechddza e,

5. pre lubovolni cestu P dizky 3 prechddzajicu oblastou Barnettovho grafu existuje
Hamiltonovskd kruznica, ktord prechddza strednou hranou P a neprechddza jej

dvoma krajngmi hranami,
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6. pre lubovolni cestu P dlzky 3 prechddzajicu oblastou Barnettoho grafu existuje

Hamiltonovskd kruznica, ktord prechddza P.

Kelmans zistil, Ze Barnettove grafy maju jednu $pecificka vlastnost [2]:

Veta 2.3.2. (Kelmans) Barnettova domnienka plati prave vtedy, ked vsetky cyklicky

hranovo 4-suvislé Barnettove grafy su Hamiltonovské.

Poznamka 2.3.3. Graf je cyklicky hranovo J-suvisly, ak odstranenim lubovolnijch 3

hrdn nedostaneme graf s dvoma komponentmi, ktoré obsahuji cyklus.

Ak chceme vyvratit Barnettovu hypotézu, mame niekol'ko faktov, ktoré mozeme
vyuzit. Hrubou silou je dokdzané, ze najmensi protipriklad ma aspon 86 vrcholov [13].
Kedze Barnettov graf je planarny, moézeme vyuzit Eulerov vzorec uvedeny vo vete 1.3.7.
7 dosledku 1.4.3 vyplyva, Ze kazda oblast Barnettovho grafu musi mat parnu dizku.
To spolu s vetou 2.2.4 znamena, Ze aspoil jedna jeho oblast musi mat dlzku aspoi 8.

Zéaroven, z vety 1.4.4 vieme povedat, ze Barnettov graf nemdze obsahovat most.

Okrem toho vieme vyuzit aj ostatné vety spominané v tejto kapitole, najmé ekvi-

valentné formulacie z vety 2.3.1.

Zaujimavostou je, ze problém Hamiltonovskej kruznice je N P-tuplny aj pre kubické
planarne bipartitné 2-suvislé grafy. Z toho vyplyva, Ze ak by sme dokéazali N P-tuplnost
problému pre Barnettove grafy (ktoré s 3-suvislé), vyvratili by sme spominant hy-
potézu. Mohli by sme totiz k danej nesplnitelnej logickej formule zostrojit Barnettov

graf, ktory neméa Hamiltonovska kruznicu [1].

2.4 Redukovatelné konfiguracie

Teraz prejdeme k jadru naSej prace. Jednym z pristupov, ako vyvratit Barnettovu

hypotézu, je skimat redukovatelné konfigurécie.

Myslienka je nasledovna: vezmime si dva multipoly Mg, Mg, pricom Mg ma viac
vrcholov ako M. Predpokladajme, ze Tubovolni moznost, akou méze My prechadzat
Hamiltonovska kruznica, vieme rozsirit aj v Mg. Ak je Barnettova hypotéza neprav-
diva, potom existuje najmensi graf G, ktory je jej protiprikladom. Ak G obsahuje Mg
ako podgraf, vieme ho nahradit My a tym ziskat graf s mensim poc¢tom vrcholov (¢o
je spor s tym, Ze GG je najmensi mozny). Redukovatelné konfigurécie su teda podgrafy,

ktoré sa zarucene nemdzu vyskytovat v protipriklade s najmensim poctom vrcholov.
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Od multipolov Mg, Mr budeme vyzadovat, aby mali nasledovné vlastnosti zo zne-
nia Barnettovej hypotézy: kubickost, planaritu a bipartitnost. Ak by sme ich chceli
zadefinovat rovnako ako klasické multipoly, narazime na problém. Tym, ze Mg, Mg st
planarne, vieme ich az na volbu vonkajsej steny jednoznacne zakreslit do roviny [23],
¢im odrazu za¢ne zalezat na cyklickom poradi vychadzajtcich polhran. Teda X musime
definovat ako usporiadant n-ticu a nie iba ako neusporiadani mnozinu. Teraz sme uz

pripraveni vyslovit definiciu nami skiimanych redukovatelnych konfigurécii:

Definicia 2.4.1. Nech M = (V, E, X),|X| = p je multipdl, ktory md kubickd, bipar-
titni a plandrnu vlastnost a vsetky jeho polhrany x € X smeruji do vonkajsej steny.
Potom M' = (V, E, X') nazgvame KBP-multipolom, kde X' je usporiadand p-tica pru-
kov X reprezentujica cyklické poradie polhran KBP-multipélu M'. Hodnotu |V| + | X’|

nazyvame velkostou KBP-multipdlu.

Skratka KBP v nazve mé zdoraznovat tri nevyhnutné vlastnosti: kubickost, bipar-

titnost a planaritu.

Definicia 2.4.2. Nech M = (V, E, X) je KBP-multipél. MnoZinu h C ()2() nazyvame
Hamiltonovskou moznostou (H-mozZnostou), ak hy Nhy = 0 pre vetky rozne hy, hy € h
a zdroven je mozné M pokryt cestami, ktoriych mnoZina dvojic koncovijch polhran je h.
Namiesto {h;, h;} € h piSeme spravidla len h;h;. MnoZinu vsetkijch Hamiltonovskych
moznosti KBP-multipolu M oznacujeme H(M).

Priklad 2.4.3. Na obrdzku 2.5 je zndzorneny KBP-multipl M = (V, E, X) s Hamil-

tonovskou mozZnostou h = {xoxq, Tox3}.
0 ) 3

X, X,

X, X,
Obr. 2.5: KBP-multipél s Hamiltonovskou moznostou

Definicia 2.4.4. Nech Mg = (Vg, Eg, X), Mg = (Vg, Er, X) si KBP-multipoly, pri-
com |Vg| < |Vg|. Hovorime, Ze Mg je redukovatelny na Mg, ak pre ich Hamiltonovské
moznosti plati H(Mgr) C H(Mcg). V takom pripade nazgvame Mg redukovatelnou

konfiguraciou a Mg jej reduktorom.
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2.4.1 Zname redukovatel'né konfiguracie

Ak v multipole povolime kruznice nepéarnej dlzky (nebudeme brat do tvahy bipar-

titna vlastnost), najjednoduchsou redukovatelnou konfiguraciou je trojuholnik [15]:
Veta 2.4.5. Trojuholnik je redukovatelnd konfigurdcia.

Dékaz. Tubovolny trojuholnik vieme zredukovat na samostatny vrchol (podla ob-
razku 2.6). Lahko nahliadneme, %e k Tubovolnej Hamiltonovskej kruznici prechadza-
jucej reduktorom vieme zostrojit Hamiltonovska kruznicu prechadzajicu povodnym

grafom. O

Y-y

Obr. 2.6: Redukcia trojuholnika na samostatny vrchol [15]

Dalsimi zndmymi redukovatelnymi konfiguraciami si dve susedné steny velkosti 4

a tri susedné steny velkosti 4 [15]:

Veta 2.4.6. Nech My, je KBP-multipol, ktory vznikol spojenim dvoch oblasti dizky 4
(obrazok 2.7). Potom My, je redukovatelnd konfigurdcia.

(-

Obr. 2.7: Redukovatelna konfiguracia My, a jej reduktor My, [15]

Dékaz. Nech G, je najmensi hypoteticky protipriklad Barnettovej hypotézy. Uka-
zeme, ze multipol My, je reduktorom Myy. Existuja len tri moznosti (az na symetriu)
ako moze Hamiltonovska kruznica prechadzat reduktorom My, (znézornené na ob-
razku 2.8). Kedze ku kazdej z nich vieme zostrojit ekvivalentni Hamiltonovska kruz-

nicu prechadzajicu Myy, mozeme konfiguraciu Myy z Gy, nahradit reduktorom My,

!
min*

¢im vznikne mensi protipriklad G To je spor s tym, ze G,,in je protipriklad s naj-

mensim poc¢tom vrcholov. O]



N\ /
S
NN /
L= L
NN\

o

Obr. 2.8: Dokaz redukovatelnosti multipolu My, [15]

Veta 2.4.7. Nech My je KBP-multipl, ktory vznikol spojenim troch oblasti dizky 4
(obrdzok 2.9). Potom My, je redukovatelnd konfigurdcia.

=Y

Obr. 2.9: Redukovatelna konfiguracia Myyy a jej reduktor Mysy, [15]

Dékaz. Podobne ukézeme, ze Myyq, je reduktorom Myyy. Pre kazdt moznost ako moze
Hamiltonovska kruznicu prechadzat M4, vieme zostrojit ekvivalentni Hamiltonovski
kruznicu prechadzajucu Myyy. Rozdiel oproti predoslej redukcii je ten, Ze ndm mohol
vzniknit graf s nasobnymi hranami. To sa vSak mohlo stat jedine v pripade, ze G

bola kocka, ¢o je Hamiltonovsky graf. O]

Xiayoun Lu skumal redukovatelné konfiguricie v duélnej triangulécii pévodného
grafu. Prehladavanim nasiel 10 réznych redukovatelnych konfigurécii dudlnych grafov

[16], ktoré su uvedené na obrazku 2.10:
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For (c)-(j):

@ : not colored yet
@ : color not sure
© :colored 1

@ : colored 2

Obr. 2.10: Luove redukovatelné konfiguracie [16]

Pre ilustraciu: prvé dva dualne grafy reprezentuju multipoly My, a Myyy. Treti

reprezentuje multipol Myges znazorneny na obrazku 2.11:

— 1<

Obr. 2.11: Redukovatelna konfiguracia Myees a jej reduktor Mygeq,, [16]

Luov algoritmus vSak nepouzival tplné prehladavanie. To znamena, ze mozu exis-

tovat aj dalsie redukovatelné konfiguracie s nizkym poctom vrcholov.

Holton objavil dalsie redukovatelné konfigurécie [13|. Tie vSak obsahuji uz mensiu

redukovatelni konfiguréaciu, a preto ich nebudeme skimat.

Preco sa zaoberame multipélmi so stenami malej dizky? Z dosledku 1.3.8 vyplyva,
7e ak ma kubicky bipartitny planarny graf vela stien velkej dlzky, tak musi obsahovat aj
vela stien malej dlzky (4 alebo 6). Ak by sa ukézalo, 7e vietky konfiguracie s malymi
stenami po ur¢itu hranicu st redukovatelné (a teda malé steny v najmensom proti-
priklade st nutne obklopené velkymi), dosli by sme k sporu a tym dokéazali Barnettovu

hypotézu.
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2.4.2 3-suvisle redukovatelné konfiguracie

Mozeme si vimnut, Ze definicia redukovatelnej konfiguracie Mg a jej reduktora Mg
zahfha kubickt, bipartitni a planarnu vlastnost, ale nie 3-suvislost. Ak zohladnime aj
3-suvislost, tak niektoré konfiguracie prestani byt redukovatelnymi. Inymi slovami:
moze sa stat, Ze ak v 3-stvislom grafe nahradime KBP-multip6l Mg KBP-multipélom

Mg, dostaneme graf, ktory uz tuto vlastnost nema.

Definicia tohto typu redukovatelnosti je v mnohych ohl'adoch otvorena na interpre-
taciu. Zacneme netradicne, a to opisom pristupu, akym sa zvykne dokazovat 3-stuvisla
redukovatelnost pre dany multipol [15]. Nova definiciu uvedieme na konci tejto pod-

kapitoly.

Veta 2.4.8. My, je 3-suvisle redukovatelnd konfigurdcia.

Dokaz. 7 vety 2.4.6 vieme, ze My, je redukovatelna konfiguracia a pozname aj jej re-
duktor My, . Staci len dokazat, Ze aplikovanim tejto redukcie nemozeme dostat graf,
ktory nie je 3-suvisly. Z vety 1.2.7 vyplyva, ze stac¢i skiimat hranova 3-suvislost. Pred-
pokladajme, Ze graf GG obsahujtci multipol My, je hranovo 3-stvisly, ale po nahradeni
multipélu My, jeho reduktorom My, dostaneme graf G'r, ktory obsahuje hranovy
2-rez. Potom musi byt prostredné hrana reduktora My, nutne jeho stcastou (inak by
Tubovolny 2-rez v Gr bol 2-rezom aj v G, ¢o je spor). Z toho vyplyva, ze bud je 2-rez
v G tvoreny prostrednou hranou a niektorou z polhran My, alebo prostrednou hra-

nou a hranou mimo multipélu My,,, (obrazok 2.12).

(-
(;) (
A= 1

Obr. 2.12: Hranové 2-rezy v reduktore Myy,, [15]

V prvom pripade by graf G obsahoval most, ¢o je spor s vetou 1.4.4. Druh& moznost
je pripustna a vedie k nevyhnutnej 3-suvislej vonkajsej strukture grafu G. Nasli sme
teda jedint Struktaru, ktortt G' musi mat na to, aby sme aplikaciou redukcie z vety 2.4.6
pokazili 3-stvisla vlastnost. étandardn}?m trikom je najst ind redukciu, ktora pokryje

tento Specificky pripad. Konkrétne pouzijeme redukciu uvedeni na obrazku 2.13:
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Obr. 2.13: Nova 3-suvisla redukcia multipolu My, [15]

16

Tato redukcia zjavne nemédze pokazit 3-suvislost. Zaroven, vzhladom na vonkaj-

Siu Strukturu vieme kazdi Hamiltonovska kruznicu prechadzajicu grafom Gg rozsirit

v grafe G (obrazok 2.14). Tym sme dokazali, ze pre kazdu vonkajsiu grafova struktaru

existuje redukcia, a teda My je 3-suvisle redukovatelna.

( ) (N

7/

—

( ) (/

( ) (N

—

( ) (/

( )

—

( ) (/

N\

Obr. 2.14: Dokaz 3-suvislej redukovatenosti multipolu My, [15]

]

Na zéklade predoslého dokazu definujeme 3-suvisli redukovatelnost cez rozsirenie

KBP-multipélu o mnoziny, ktoré nazveme komponentmi. Komponenty budu reprezen-

tovat platnd Struktdru vonkajSej ¢asti multipolu:

Definicia 2.4.9. étruktﬂrovany KBP-multipol je stvorica M

(V,E,X,C), kde

(V,E, X) je KBP-multipdl a C je koneénd neprdzdna mnoZina komponentov, pricom

st splnené nasledovné podmienky:

1. kaZdd polhrana x € X je v prdve jednom komponente c € C,
2. kazda dvojica komponentov ci,co € C méZe alebo nemusi byt spojend hranou,

3. KBP-multipol M s pridanou mnozinou komponentov C' je plandrny.
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Definicia 2.4.10. Nech M = (V, E, X,C) je struktirovany KBP-multipol a C" C E
je mnoZina vsetkych hrdn, ktoré spdjaji dva komponenty c;,c; € C v M. MnoZinu
h C ()2() nazgvame Hamiltonovskou moznostou (H-moznostou), ak platia nasledovné

podmienky:
1. hy N hy =0 pre vsetky rézne hy, hy € h,

2. KBP-multipol M je moziné pokryt cestamu, ktorych mnoZina dvojic koncovych
polhrdan je h a tie sa daji v ramci vonkajSej struktiry rozsirit na Specidlnu Ha-

miltonovskid kruznicu, ktora moze prechddzat komponentmi viackrdt.
Mnozinu vsetkych H-moznosti struktirovaného KBP-multipélu M oznacujeme H(M).

Priklad 2.4.11. Na obrdzku 2.15 je zndzorneny KBP-multipsl M = (V,E, X, C)
s H-moznostou h = {hihy, haohs}, kde X = (xq,...,x5) a |C| = 2.

~

XL—AX

€

Obr. 2.15: Struktirovany KBP-multipél s Hamiltonovskou moznostou

Definicia 2.4.12. Nech Mg = (Vg, Eq, X) je KBP-multipol. Hovorime, Ze Mg je
3-suvisle redukovatelny, ak pre kaZdi pripustni mnoZinu komponentov C a Strukti-
rovany KBP-multipol M}, = (Vg, Eq, X, C) existuje taky struktirovany KBP-multipol
Mr = (Vg,Egr, X,C), Ze |Vg| < |Vi&| a pre ich Hamiltonovské moznosti plati
H(Mg) C H(M(,). V takom pripade nazjvame Mg 3-suvisle redukovatelnou konfi-

guraciou a Mp jej 3-suvislym reduktorom.



Kapitola 3
Nové redukovatelné konfiguracie

V tejto kapitole uvedieme zoznam redukovatelnych konfiguracii ndjdenych pocita-
¢ovym prehladavanim. V troch z nich ukidZeme, Ze st 3-stvisle redukovatelné. Nakoniec

odprezentujeme vyznamny objav: novi nekonecnu triedu redukovatelnych konfiguracii.

Implementacii programu budeme venovat priestor v kapitole 5. Prehladali sme
vsetky KBP-multipoly po velkost 21 s nanajvys 10 polhranami. Nagli sme 3 nové

redukovatelné konﬁgurécie M464647 M46664 a M464646 uvedené na obrazku 3.2:

Obr. 3.1: Nové redukovatelné konfiguracie Mygaea, Macesa & Magapas

18
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V zozname su iba tie redukovatelné konfiguracie, ktoré neboli spomenuté v pred-
chadzajicej kapitole, neobsahuji mensiu redukovatent konfiguraciu a nepatria do ne-
kone¢nej triedy B-konfiguracii (s tou budeme pracovat v podkapitole 3.2). Ostatné

prehladané KBP-multipoly nemali Zziadny reduktor.

Okrem toho sme overili redukovatelnost Luovych konfiguracii (¢)—(g) uvedenych na
obrazku 2.10 a objavili nova redukovatelnu konfiguraciu vel'kosti 26 so 6 polhranami
(obrazok 3.2):

Obr. 3.2: Nova redukovatelna konfiguracia Mygs4646

Kazdi nédjdent redukciu sme dodato¢ne overili, aby sme sa uistili, ¢i spliia Hamilto-
novsku vlastnost (kazda H-moZnost v reduktore sa da rozsirit v povodnej konfiguracii).

Najdené redukcie st teda korektné.

3.1 3-suvisle redukovatelné konfiguracie

Ukazeme, Ze niektoré z néajdenych redukovatelnych konfiguracii st zaroven aj
3-suvisle redukovatelné. Myslienky dokazov budu podobné dokazu vety 2.4.8. Zistime,
aké struktiry musi mat dany multipol na to, aby sme aplikovanim néajdenej redukcie
dostali graf, ktory nie je 3-suvisly. Pre kazda takd struktiru najdeme int redukeciu,
ktora zachova 3-stvislost a zaroven sa kazda H-moznost v reduktore s danou strukti-

rou bude dat rozsirit aj v povodnej konfigurécii.

Aplikovanim 3-stuvislej redukcie v kubickom planarnom bipartitnom 3-stuvislom
grafe dostaneme mensi kubicky planarny bipartitny 3-stvisly graf. VsSetky reduko-
vatelné konfiguracie uvedené v tejto podkapitole sa preto uréite nemozu vyskytnat

v najmensom protipriklade Barnettovej hypotézy.

V dékazoch si pomoézeme tym, Ze ak graf obsahujici dany multipol nie je 3-stuvisly,
tak nutne obsahuje vrcholovy 2-rez. Z vety 1.2.7 vyplyva, Ze nutne obsahuje aj hranovy

2-rez. To znamend, Ze mnozina vrcholov a koncov polhran multipélu sa da rozdelit do
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dvoch disjunktnych mnozin A, B takych, Ze hrany a polhrany v 2-reze maju jeden
koniec v A a druhy v B a ostatné maji oba konce v rovnakej mnozine. Bez ujmy na
vSeobecnosti mdzeme predpokladat, ze pocet koncov polhran v B neprevySuje pocet

koncov polhran v A.
Veta 3.1.1. KBP-multipol Mygss je 3-suvisle redukovatelny.

Doékaz. Nech Myge4,, je reduktor konfiguracie Myges. Oznacme hrany e, f v Myges,, tak

ako na obrazku 3.3:

Obr. 3.3: Hrany e, f v reduktore Mugea,

Predpokladajme, Ze po aplikovani redukcie graf obsahujici Myess,, Uz nie je
3-suvisly, a teda ma hranovy 2-rez. Ak by v tomto reze neboli hrany e, f, tak rov-

naky 2-rez by bol aj v pévodnom grafe, ¢o je spor. Rozoberieme zvys$né dva pripady:

1. Ak je hrana e stucastou 2-rezu, mame 9 réznych moznosti na vyber druhej hrany
(obréazok 3.4):

A B B A B B B B B A A A
\S\B >§B A B >§B
aanaratPac
B B B A A B A B B A B A
A B A A B A A B B
it Sl Sl
B A
A B A A B B A B A
A B
A A B A B B
e
B
A B B A B B

Obr. 3.4: Hranové 2-rezy obsahujtce hranu e

Moznosti (1), (2), (3) a (4) nie st pripustné, pretoZe vysledny graf by potom
obsahoval most (¢o je v spore s tym, Ze v kubickom bipartitnom grafe nemo6zu
byt mosty). Moznosti (5), (6) a (7) tiez nie st pripustné, pretoze vysledny graf by
nebol planarny (ak l'ubovolnym spésobom spojime polhrany s koncami v mnoZzine

A do jedného komponentu a s polhranami v mnozine B urobime to isté, urcite
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dojde k prekrizeniu hrén). Pre moznosti (8) a (9) dokdzeme néjst iné redukcie

uvedené na obrazku 3.5:

J N\

Obr. 3.5: Redukcie pre moznosti (8) a (9)

Prva redukcia urcite zachova 3-stvislost. Ak sme aplikovanim druhej redukcie
porusili 3-savislost, graf mohol mat jedint moznu Struktaru. Aj pre nu vieme

najst vyhovujicu redukciu, ako je znazornené na obrazku 3.6:

Obr. 3.6: Dodato¢né redukcia pre moznost (9)

Pre kazdu dodato¢nu redukciu vieme rucne overit, ze kazda H-moznost preché-

dzajica reduktorom sa pre danid struktiru da rozsirit aj v péovodnej konfiguracii.

2. Ak hrana e nie je sic¢astou 2-rezu, potom v iom musi byt hrana f. Mame 4 roézne

moznosti na vyber druhej hrany (obrazok 3.7):

A B
B B B A B B A B B A B B
A A A A A A
/ | B B B B
A A B A A B B A B A A B

Obr. 3.7: Hranové 2-rezy neobsahujice hranu e
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Moznosti (1), (2) a (3) nie st pripustné (pre prvé dve by existoval 2-rez aj
v povodnom grafe, tretia je v spore s tym, ze graf je planarny). Pre moznost
(4) opét dokazeme néjst ina redukciu (obrazok 3.8), ktoré zachovava 3-stuvislost

aj Hamiltonovsku vlastnost:

Obr. 3.8: Redukcia pre moznost (4)

Veta 3.1.2. KBP-multipol Mygseas je 3-suvisle redukovatelny).
Doékaz. Nech Mygaa6, je prvy reduktor konfigurécie Mygapas-

1. Ak sa v B nachadzaju 2 alebo 3 konce polhran, mame 5 moznosti ako moze

vyzerat 2-rez v Mugsea6, (Obrazok 3.9):

A
A A A B
A ‘\—<
A B‘\ A B B
B

B A
A <
n A
A A B
B
*B\ A B*\
B B
A A
A A B A
A
A A
B B A B B A
A
B B
B
Obr. 3.9: Hranové 2-rezy v reduktore Myga646;,

Moznost (1) nie je pripustnd, pretoze vysledny graf by potom obsahoval most (¢o

je v spore s tym, Ze v kubickom bipartitnom grafe nemoézu byt mosty). Moznost
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(2) tiez nie je pripustnd, pretoZze vysledny graf by nebol planarny (ak Tubovol-
nym sposobom spojime polhrany s koncami v mnozine A do jedného komponentu
a s polhranami v mnoZine B urobime to isté, urcite dojde k prekrizeniu hran).

Pre moznost (3) Tahko overime, Ze by existoval 2-rez aj v povodnom grafe.

Pre moznosti (4) a (5) dokdzeme najst iné redukcie (uvedené na obrazku 3.10),
ktoré zachovaju 3-suvislost. Pre kazda z nich vieme rucne overit, ze kazdé
H-mozZznost prechadzajuca reduktorom sa pre dand Struktaru da rozsirit aj

v povodnej konfigurécii.

/)

Obr. 3.10: Redukcie pre moznosti (4) a (5)

2. Ak sa 5 koncov polhréan nachéddza A a jeden v B, potom by lubobovolny 2-rez

vV Mygapa6,, Sposobil 2-rez aj v grafe obsahujicom konfiguraciu Myes646, CO je spor.
3. Ak vsetky konce polhran st v mnozine A, potom Mg nemdze obsahovat 2-rez.
O
Veta 3.1.3. KBP-multipol Mygaeacas je 3-suvisle redukovatelny).

Dokaz. Nech Mygapa616, je reduktor konfiguracie Mypapapa6. Oznacme hrany e, f

v multipdle Mygag4646, tak ako na obrazku 3.11:
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Obr. 3.11: Hrany e, f v reduktore Myga46465,

Predpokladajme, ze po aplikovani redukcie graf obsahujici Myesea646, UZ hie je
3-suvisly, a teda ma hranovy 2-rez. Ak by v tomto reze neboli hrany e, f, tak rovnaky

2-rez by bol aj v povodnom grafe, ¢o je spor. Rozoberieme zvy$né dva pripady:

1. Ak je hrana e stucastou 2-rezu, mame 7 réznych moznosti na vyber druhej hrany
(obrazok 3.12):

Obr. 3.12: Hranové 2-rezy obsahujice hranu e

Moznosti (1), (2) a (3) nie st pripustné, pretoze vysledny graf by potom obsa-

hoval most (¢o je v spore s tym, Ze v kubickom bipartitnom grafe nemo6zu byt
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mosty). Moznosti (4) a (5) tiez nie st pripustné, pretoze vysledny graf by nebol
planarny (ak I'ubovolnym spdsobom spojime polhrany s koncami v mnozine A do
jedného komponentu a s polhranami v mnozine B urobime to isté, ur¢ite dojde

k prekrizeniu hréan).

Pre moznosti (6) a (7) dokdzeme najst iné redukcie (uvedené na obrazku 3.13),
ktoré zachovaju 3-suvislost. Pre kazdu z nich vieme ru¢ne overit, ze Tubovolna
H-mozZnost prechadzajuca reduktorom sa pre dand Struktaru da rozsirit aj

v povodnej konfigurécii.

Obr. 3.13: Redukcie pre moznosti (6) a (7)

2. Ak hrana e nie je stucastou 2-rezu, potom v iom musi byt hrana f. Mame 4 rozne

moznosti na vyber druhej hrany (obrazok 3.14):
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B B

A B A B

A B A B
A

B B A B
A A

A B

Obr. 3.14: Hranové 2-rezy neobsahujtce hranu e

Moznosti (1), (2) a (3) nie st pripustné (pre prvé dve by existoval 2-rez aj
v povodnom grafe, tretia je v spore s tym, Ze graf je planarny). Pre moZznost
(4) opét dokazeme najst int redukciu (obrazok 3.15), ktora zachovava 3-stvislost

aj Hamiltonovsku vlastnost:

)

N N
N

A)

<

(
8

- J \—

Obr. 3.15: Redukcia pre moznost (4)

3.2 Nekonec¢na trieda redukovatelnych konfiguracii

V tejto podkapitole popiseme novii nekoneénu triedu redukovatelnych konfiguracii.

Jednou zo znamych redukovatelnych konfigurécii je multipol Myge4 na obrazku 2.11.
Zaoberali sme sa otazkou, ¢ sa jeho modifikdciou nedajiu vytvorit dalsie redukova-
telné konfiguracie. Jednou z prirodzenych tprav bolo opakované vkladanie dvojic stien
velkosti 6 (takyto podgraf oznacime Bgg) alebo dvojicu zlozend zo steny velkosti 4
a steny velkosti 8 (takyto podgraf oznac¢ime Byg) do stredu postupnosti. Tym doka-

zeme vytvorit multipoly I'ubovolnej dlzky, ako je znazornené na obrazku 3.16:
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N N
T T
| |
‘F {
7/ /

Obr. 3.16: Konfiguracie typu Bgg a Bag

Pre multipély, ktoré vznikli postupnostami dvojic stien typu iba Bgg alebo iba Bysg,
sme pomocou pocitac¢ového programu zistovali, ¢i su redukovatelné. Programu sa vzdy
podarilo najst vyhovujuci reduktor, ¢im potvrdil redukovatelnost. Redukovatelnost
bola potvrdena dokonca aj pre multipély, ktoré vznikli Tubovolnou kombinaciou vkla-

dania spomenutych dvojic stien.

Najdené reduktory mali Specifickt truktiru znazornend na obrazku 3.17. Prikla-
danim dvojic typu Bgg mal vysledny reduktor podobu multipélu, ktorého polhrany
boli pripojené na spolo¢nii cestu striedavo zdola a zhora. Prikladanim dvojic typu Bys

mal reduktor podobu rovnakého multipolu, az na to, ze pripojenia polhran sa striedali

> | l .
e

Obr. 3.17: Reduktory typu Bgg a Big

s periodou 2:

—
r— —9
—

—
—

Na zaklade predchadzajucich pozorovani sme vyslovili nasledovni hypotézu:

Hypotéza 3.1. Kazdy K BP-multipdl, ktory zacne dvojicou stien velkosti 4 a 6, pokra-
cuje postupnostou dvojic stien typu Beg alebo Bg a skonci opdtl dvojicou stien velkosti

4 a 6, je redukovatelny.

Vysledkom celej podkapitoly bude dokaz tejto hypotézy. Najskér formélne defi-
nujeme dve nekonecné triedy redukovatelnych konfiguracii: Bgg-konfiguracie (ktoré
vzniknt vkladanim dvojic typu Bgg) a Bss-konfiguracie (ktoré vznikna vkladanim dvo-
jic typu Bag). Pre tieto triedy dokézeme, Ze st redukovatelné a navySe k nim zostro-

jime zodpovedajuce reduktory. Dokaz postavime na postupnej modifikacii ciest danej
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H-moznosti reduktora tak, aby pokryli vSetky vnutorné vrcholy vstupnej konfiguracie.

Potom uvedieme potrebné pojmy z teodrie formélnych jazykov a automatov. Pouzi-
jeme ich na to, aby sme vedeli hladané multipoly reprezentovat jednozna¢nym slovom
(B-popisom) nad Stvorpismenovou abecedou a vdaka tomu jednoducho popisat ich

mnozinu vrcholov, hran a polhréan.

Nakoniec zadefinujeme triedu B-konfiguracii, ktora vznikne I'ubovolnou kombiné-
ciou vkladania dvojic stien typu Bgg a Byg. Dokaz ich redukovatelnosti urobime préave
pomocou preformulovania tlohy do podoby simulacie koneénych automatov, ¢im pre-

pojime teoériu grafov s tedriou formalnych jazykov.

3.2.1 Bgg-konfiguracie

Najprv definujeme tie multipoly, ktoré vznikli vkladanim n dvojic stien typu Bgg.

Vzhladom na to, Ze pociatocné a koncova dvojica stien velkosti 4 a 6 pridaju do
mutip6lu 6 polhran a kazda dvojica typu Bgg prida 2 polhrany, vysledny KBP-multipol
bude mat 2n + 6 polhran.

Kazdy vnutorny vrchol ozna¢ime v; ;, kde i € {1,2, 3} oznacuje jeho riadok a j €
{1,...,n} stipec. Polhranam ;,7 € {0,...,n+1} o¢islujeme indexy podla poradia ich

navstivenia v reduktore. Mnozina hran je potom zlozené:
e 7 polhran a k nim prislichajicim vrcholom,
e 7 hran, ktoré spajajia vrcholy v rovnakom riadku a susednych stlpcoch,

e 7 hran, ktoré spajaju vrcholy v rovnakom stlpci a susednych riadkoch ak z bliz-

keho riadku nevychadza polhrana.

Formalna definicia Bgg-konfiguracie dlzky n € N potom vyzera nasledovne:
Definicia 3.2.1. Bgg-konfigurdcia dizky n € N je KBP-multipol Mg = (V, E, X) defi-
novany nasledovne: V.= {v; ; | i € {1,2,3},5 € {1,...,2n+4}}, X = (21,23, ..., Tonys,
Lon+5, Lon+4, Loan+42y -+ 5y L2, :L‘O)7

E ={x0v31, Tonts5V32n+a} U {vijvi i1 | 1€ {1,2,3},7€{l,....2n+3}} U
{zv14,v20,v3,; | i €{l,...,2n+4},i=1 (mod 2)} U
{xivs i, 0100, |1 €{l,....,2n+4},i=0 (mod 2)}}

Popisat reduktor je jednoduchsie, pretoze jeho vnutorné vrcholy st v jedinom

riadku, a teda ich staci oznacit v;:
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Definicia 3.2.2. Bgg-reduktor dizky n € N je KBP-multipél Mg = (V, E, X) defino-
vany nasledovne: V-={v; | i € {1,...,2n+4}}, X = (z1,23,...,Ton13, T2nts, T2ntd,

Lon+2, - - - ,JIQ,ZL'()),
E ={zov1, Ton+502p44} U

{vivien i€ {1,...,2n+ 3}}
Veta 3.2.3. Kaidd Bgs-konfigurdcia dizky n je redukovatelnd na Bgg-reduktor dizky n

pre lubovolné n € N.

Dokaz. Nech Mg je dané Bgg-konfiguracia dlzky n a Mg je k nej prislusny reduk-
tor. Dokazeme, 7ze kazda moznost h € H(Mpg), akou moze Hamiltonovska kruznica
prechadzat Mg, sa da rozsirit na Hamiltonovskid kruznicu prechadzajicu M. Hlavna
myslienka spociva v rozdeleni polhran reduktora Mg na dve skupiny: horné a dolné.

Kazda cesta P spajajuca polhrany x1z2 € h je jednej zo Styroch typov:
e P spaja dve polhrany z hornej skupiny (vtedy budeme P nazyvat H-H cestou),
e P spaja dve polhrany z dolnej skupiny (vtedy budeme P nazyvat D-D cestou),

e P spaja polhranu z hornej skupiny s polhranou z dolnej skupiny (vtedy budeme

P nazyvat H-D cestou),

e P spaja polhranu z dolnej skupiny s polhranou z hornej skupiny (vtedy budeme

P nazyvat D-H cestou).

Ak sa h sklada iba z H-D alebo D-H ciest, rozsirenie Hamiltonovskej kruznice

v konfiguracii Mg je jednoduché, ako je zrejmé z obrazka 3.18:
I
| | I
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Obr. 3.18: Rozsirenie H-D a D-H ciest

(o
—
)

)
O

Odteraz predpokladame, Ze sa v h nachadzaju nejaké D-D alebo H-H cesty. Cielom
bude opakovane modifikovat mnozinu vSetkych ciest tak, aby tieto nakoniec pokryli
vSetky vnutorné vrcholy. Ak je niektora z D-D alebo H-H ciest prvou alebo poslednou

v h, vieme ju rozsirit v ramci svojho tseku (obrazok 3.19):
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Obr. 3.19: Rozsirenie prvych a poslednych D-D alebo H-H ciest

Staci teda vyriesit pripad, ked sa uprostred h nachadza D-D alebo H-H cesta. Bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze prva takato cesta v h je typu D-D (pre typ
H-H pouzijeme zrkadlovo obrateni konstrukciu). Kedze nie je poslednou, tak zo struk-
tary Bgg-konfiguracie vyplyva, Ze za hou moze byt niekolko H-D ciest a potom nasleduje

bud H-H cesta, alebo sme na konci.

Postupnost ciest D-D (H-D)" H-H vyrie§ime takto: D-D nezmenime, vietky H-D
posunieme dolava a vzniknutt medzeru vyplnime H-H cestou. Tato elegantna trans-

formacia je znazornena na obrazku 3.20:

)
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Obr. 3.20: Transformacia pre postupnost ciest D-D (H-D)" H-H

Ak sme postupnostou ciest D-D (H-D)" narazili na koniec, vykoname opa¢nti trans-
formaciu: vsetky H-D posunieme doprava a vzniknuttt medzeru vyplnime D-D cestou

tak, ako je uvedené na obrazku 3.21:
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Obr. 3.21: Transforméacia pre ukonéenti postupnost ciest D-D (H-D)"

—
—

Tym sme dokézali kazda moznost v reduktore Mp rozsirit aj v konfiguracii Mg,

a teda Mg je redukovatelna na Mpg, ¢o bolo treba dokézat. O

3.2.2 Bys-konfiguracie

Teraz definujeme tie multipoly, ktoré vznikli vkladanim n dvojic stien typu Bys.

Definicia 3.2.4. Bys-konfigurdcia dizky n € N je KBP-multipl Mg = (V, E, X) defi-
novany nasledovne: V- = {v; ; | i € {1,2,3},j € {1,...,2n+4}}, X = (2o, 3, 24, 7, T,

- :336,335,9527951);

E 2{1‘001,1,$2n+5U3—2(i%2),2n+4} U {Ui,jvi,j—H | (S {17 2, 3},j S {1, cy2n+ 3}} U
{zv14,v0,05, | i€ {1,....2n+4},i=0,3 (mod4)} U
{zv3,01,00, | 1€ {1,...,2n+4},i=1,2 (mod 4)}}

Definicia 3.2.5. Byg-reduktor dizky n € N je KBP-multipél Mg = (V,E, X) defino-

vany nasledovne: V.={v; | i € {1,...,2n+4}}, X = (xo, x3, T4, T7, X3, . . ., Tg, T, T2, T1),

E :{$0U17$2n+5v2n+4} U
{zv; |1€{l,....2n+4}} U
{Uz'vi—l—l | 1€ {1,,2n+3}}

Veta 3.2.6. Kazdd Bug-konfigurdcia dizky n je redukovatelnd na Bas-reduktor dizky n

pre lubovolné n € N.

Dékaz. Nech Mg je dana Byg-konfiguracia, Mg je k nej prislusny reduktor a h € H(Mg)
je Tubovolna H-moznost v Mg. Situacie, ked h obsahuje iba H-D alebo D-H cesty
a ked prva cesta v h je typu D-D alebo H-H, vyriesime tak ako v dokaze vety 3.2.3.

Zavedieme novy pojem: D-D alebo H-H cestu nazveme susednou, ak spaja dve po
sebe idice polhrany z;, z;,1, ktoré si obe v rovnakej skupine. Ak D-D cesta nie je

susedna, vieme ju rozsirit spdsobom znazornenym na obrazku 3.22 (pre nie susedni
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H-H cestu pouzijeme zrkadlovi konstrukciu), pri¢om vyuzijeme nutni existenciu dvo-

jice stien, ktora ma hore stenu velkosti 8 a dole stenu velkosti 4:

Obr. 3.22: Transformacia nie susednej D-D cesty

Jedinym problémom st teda susedné D-D a H-H cesty. V takom pripade za¢neme
prechadzat zlava doprava cesty z H-moznosti h. Ak najdeme tri po sebe idice susedné

cesty, vieme ich rozsirit tak ako na obrizku 3.23:

5
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Obr. 3.23: Transformacia troch po sebe iducich susednych ciest

Ak najdeme dve po sebe idtuce susedné cesty, vieme ich rozsirit podla obrazka 3.24:

+r

l

—C)
—

Obr. 3.24: Transformacia dvoch po sebe idtucich susednych ciest
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Nakoniec, ak ndjdeme iba jednu susednt cestu obklopent nesusednymi, vieme ju

rozsirit podla obréazka 3.25:

Qe
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Obr. 3.25: Transformacia izolovanej susednej cesty

Tym sme dokézali kazdi moznost v reduktore My rozsirit aj v konfiguracii Mg,

a teda Mg je redukovatelna na Mg, ¢o bolo treba dokéazat. O

3.2.3 B-konfiguracie

V tejto podkapitole formalne definujeme triedu B-konfiguracii: multipolov s Iubo-
volnou kombinaciou dvojic stien typu Bgg a Byg. Hlavnym cieflom bude dokazat, ze aj

tato trieda je redukovatelné a ma svoje prislusné reduktory.

Dokaz bude narocnejsi. Metody, ktoré fungovali pri Bgg a Bjg-konfiguraciach, pri
B-konfiguraciach zlyhaju. Nebudeme totiz vediet vyriesit vSetky mozné postupnosti
D-D, H-H, H-D alebo D-H ciest. Okrem toho, naSou motivaciou je vyhnut sa nepre-

hladnym dokazom, ktoré su iba rozborom velkého poétu pripadov.

Preto pouZijeme int metédu. Uz nebudeme kategorizovat polhrany podla horne;
a dolnej skupiny. Namiesto toho vyuzijeme fakt, Zze reduktory B-konfiguracii su vzdy
KBP-multipélmi, ktorych polhrany st pripojené na spolo¢nu cestu. Zistime, Ze ich
vieme vzdy rozdelit na mensie Casti a tie mozu byt iba Styroch réznych typov. Tieto
¢asti nasledne pouzijeme ako symboly na slovnii reprezentaciu daného multipolu. Uka-
zeme, Ze aj samotné B-konfiguricie sa daju rozdelit na styri typy casti a ekvivalentne

slovne reprezentovat.

Predstavme si, Ze mame dany reduktor, ktorym prechadza Hamiltonovska kruznica.
Reduktor rozdelime stanovenym spésobom na niekolko ¢asti, ktoré budeme povazovat
za samostatné symboly. Urobime nasledovny algoritmicky postup: budeme ¢&itat sym-

boly z reduktora a pocas toho rekonstruovat postupnost zodpovedajicich symbolov
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z konfiguracie — snazime sa teda postupne zrekonstruovat, ako mohla Hamiltonov-
ska kruznica prechadzat konfiguraciou. Vyabstrahovanim tohto procesu si v kazdom
momente paméatame stav (informéciu, ktorou z troch koncovych hran prechadza Ha-
miltonovskd kruznica a ktorou nie) a prec¢itanim symbolu sa presunieme do uréeného
stavu. V teorii formélnych jazykov existuje jeden vypoctovy model, ktory funguje na

tom istom principe: konecny automat.

Nosnym pilierom bude teda konstrukcia dvoch kone¢nych automatov Ag, Ag, ktoré
akceptuju platné slovné reprezentéacie reduktorov, resp. platné slovné rekonstrukcie
redukovatelnych konfiguréacii. Otazka, ¢i s B-konfiguracie redukovatelné na svoje pri-

slusné reduktory, sa potom da interpretovat ako pravdivost inkluzie L(Ag) C L(Ag).

Najprv uvedieme nevyhnutné definicie a dokédzané vety z oblasti formalnych jazykov

a automatov [14]:

Definicia 3.2.7. Deterministicky koneény automat A je pdtica (K, %, 6, qo, F'), kde K
je konecnd mnozina stavov, X je konecnd vstupnd abeceda, qy € K je zaciatocny stav,

F C K je mnozZina akceptacngch stavov a 6 : K x ¥ — K je prechodovd funkcia.

Definicia 3.2.8. Nedeterministicky konecny automat A je pitica (K,X%,0,qo, F), kde
K je koneénd mnoZina stavov, X je konecnd vstupnd abeceda, qo € K je zaciatocny
stav, F C K je mnoZina akceptacnijch stavov a § : K x (XU {e}) — 2K je prechodovd

funkcia.

Veta 3.2.9. K lubovolnému deterministickému konecnému automatu A existuje nede-
termanisticky konecny automat A’ taky, Ze L(A) = L(A’).

Veta 3.2.10. K lubovolnému nedeterministickému konecnému automatu A existuje
deterministicky konecny automat A’ taky, Ze L(A) = L(A").

Definicia 3.2.11. Konfigurdcia konecného automatu (deterministického alebo nedeter-
ministického) je prvok (q,w) € K x ¥*, kde q je stav automatu a w je nespracovand

cast vstupného slova.

Definicia 3.2.12. Krok vijpoctu deterministického konecného automatu A je reldcia

Fa na konfigurdcidch definovand (q,av) a4 (p,v) < p = d(q,a).

Definicia 3.2.13. Krok vgpoctu nedeterministického konecného automatu A je reldcia

Fa na konfigurdcidch definovand (q,av) 4 (p,v) < p € §(q, a).

Definicia 3.2.14. Jazyk akceptovany koneéngm automatom A (deterministickym alebo

nedeterministickym) je mnozina L(A) = {w | 3qr € F; (g0, w) F* (qr,€)}.
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Veta 3.2.15. Pre dva (nedeterministické alebo deterministické) konecné automaty
Ay, Ag je rozhodnutelné, ¢i L(A;) C L(As).

Dokaz. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze Ay, As st deterministické.
Zostrojime DKA akceptujici jazyk L(A3)¢ (vymenou akceptaénych a neakceptaénych
stavov v automate Ay) a potom pomocou klasickej konstrukcie (cez karteziansky sucin)
zostrojit DKA A akceptujici jazyk L(A;) N L(A3)¢. Potom staci len skontrolovat, ¢
sa da v A dostat z jeho pociatoéného do niektorého z akceptaénych stavov (¢o je
ekvivalentné vztahu L(A;) N L(A3)¢ # 0, a teda aj vztahu L(A;) € L(Ay)). O

Teraz prejdeme na definiciu B-konfiguracii. Ukdzeme, ze kazda B-konfiguraciu vieme
jednoznacne zapisat ako slovo nad $pecialnou abecedou (B-popisom), ktoré nam navyse
umozni jednoznacne zapisat mnozinu vrcholov, hran a polhran danej B-konfiguracie.
7 technickych dévodov budeme pracovat s inou mnozinou vkladanych podgrafov. Do-

teraz sme pracovali s 6smimi podgrafmi uvedenymi na obréazku 3.26:

Obr. 3.26: Mnozina 6smich podgrafov

Tato mnozina je dobré pre intuitivnu predstavu, ale je zbyto¢ne velka. Ak by sme
do nej zahrnuli aj v8etky Hamiltonovské moznosti, potrebovali by sme velmi vela
podgrafov, ¢o by neskor viedlo k vécsiemu poctu stavov a komplikovanejsej konstrukeii
kone¢ného automatu. Ukaze sa, Ze nam postacia iba Styri podgrafy: B-konfiguraciu
budeme zapisovat ako slovo nad abecedou Y5 = {>,+,+, <}, pricom kazdy symbol

reprezentuje jeden zo Styroch podgrafov uvedenych na obrézku 3.27:

Obr. 3.27: Mnozina Styroch podgrafov >, +, +, <
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Je dolezité uvedomit si, Ze popisna sila sa novou mnozinou podgrafov zvysila. Doka-
zeme totiz vytvorit multipdl, ktory nie je B-konfiguraciou - stac¢i zacat s postupnostou
podgrafov >+, ¢im vznikne multipol, ktory obsahuje dve susedné steny velkosti 4
(¢o nie je pripustné). Ako vyzeraju popisy, ktoré zodpovedaji prave B-konfiguraciam?
Predpokladajme, Ze sme umiestnili zac¢iatoény podgraf >. Nasledujuci podgraf moze

byt -, + alebo < (ak chceme prikladanie ukong¢it).

Predpokladajme, Ze sme si vybrali +. To vSak znamené, ze v dalSom kroku sme nu-
teni zvolit podgraf + (inak porusime podmienku, ze prikladame iba dvojice stien typu
Bgs alebo Byg). Tato idea sa déa zoveobecnit: v neparnom kroku mame pri prikladani
na vyber z dvoch podgrafov +,+, ale v parnom kroku je vyber podgrafu determinis-
ticky dany. Z toho vyplyva, Ze popisy B-konfiguricii su dané regularnym vyrazom

>{++, ++}"<, ¢o vedie k nasledovnej definicii:

Definicia 3.2.16. B-popis je slovo w = w;y ... w, nad abecedou X = {>, + + <},
také, zZe w € {>{++,+=+}*<}.

Uvedieme aj konstrukciu B-konfiguracie na zéklade jej B-popisu. Pre prehladnost

si zadefinujeme dve funkcie:

e side(x;) vrati 1 ak je polhrana x; € X na hornej strane multipolu (t. j. v prvom

riadku), inak vrati 3

e order(i) vrati polhranu z € X, ktora je i-ta v cyklickom poradi vSetkych polhran

(za nultu polhranu povazujeme x;, pokracuje sa v smere hodinovych ruéiciek)
Definicie potom vyzeraji nasledovne:

Definicia 3.2.17. Nech w = wy...w, je dany B-popis. Potom B-konfigurdcia je
KBP-multipol Mg = (V,E,X), kde V. = {v;; | i € {1,2,3},5 € {1,...,n}},
X = (order(0), ..., order(n+ 1)),

E :{xovside(xo),la CUn—i—lUside(a:n_H),n} U {xivside(xi),i | (NS {1a s 7”}} U
{Ui,jvi,j-l-l | UES {17273}7j € {17 s, 1}} U
{vejvi; |1e€{1,3},7e{l,...,n},~(1 <j<nAside(z;) =1)}

pricom side : X — {1,3}, order : {0,...,n+ 1} — X si nasledovné funkcie:

(
4 — side(z;y4q) 1< 1

. 1 l<i<nAw, =+
side(x;) = <
3 l<i<nAw,=-

|4 - side(x;—1) i>n
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order(i) ={x; | 7 €{0,...,n+ 1},
(igg A Haw | k< jAside(zy) =1} = i) V
<¢>g A |{xk|k:>j/\side(mk):3}|:g—1—i)}

Definicia 3.2.18. Nech w = w; ... w, je B-popis. Potom B-reduktor je KBP-multipol
Mr = (V,E, X), kde V ={v; | i € {1,...,n}}, X = (order(0), ..., order(n + 1)),
E=A{zw; [1€{1,....n}} U{xov, zpp1vn} U{vvips [ i€ {1,...,n — 1}}.

Veta 3.2.19. Nech Mpg je B-reduktor a w = w; ... w, je jeho B-popis. Potom

H(MR) = U U {xs'ri17xi1+1xi2) sy L +1T5,, xik—‘rle}

keN+t se{0,1},fe{n,n+1}
s<i <...<ip<f—1

Dokaz. Zrejmé. Kazda H-moznost prechadzajuca reduktorom musi nutne prechadzat
polhranou z( alebo x; a zaroven polhranou x, alebo z,,,. Zaroven, ak nejaka cesta
spaja polhrany z; a x; (v naSom ¢islovan{ indexov) uprostred reduktora, tak dalsia cesta

musi nevyhnutne zacat polhranou z,,. Z toho vyplyva vyssie uvedena rovnost. O]

Nasou hlavnou tlohou je dokazat, ze pre Iubovolnu B-konfigurdciu Mg a jej re-
duktor Mg plati H(Mg) C H(Mg). Pre B-konfiguracie a B-reduktory sme zatial
definovali B-popis, ktory zavisi len od postupnosti prikladanych dvojic stien. Symboly
>, ,+, < vS8ak neposkytuju informaciu o Hamiltonovskej kruznici prechadzajtucej da-
nym B-reduktorom. Potrebujeme Bj-popis obsahujtici aj informéaciu o Hamiltonovske;j
moznosti prechadzajicej danym B-reduktorom. Rozsirena abeceda X p, bude teda ob-
sahovat symboly >_, >‘, >‘, T, T, T, ‘L, ‘L, ‘L, ‘<, '<, ~_ Na obrazku 3.28 je

znazorneny automat Ag, ktory akceptuje prave By-popisy B-reduktorov:

Obr. 3.28: Automat Agr
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Veta 3.2.20. Nech w = w; ... w, je slovo nad abecedou Xp,. Potom w je Bj-popisom
B-reduktora Mg prdve vtedy, ked w € L(AR).

Dékaz. Musime zabezpecit, aby pre slovo w platili nasledovné dve vlastnosti: w méa
tvar >{++, ++}*< a postupnost symbolov vo w zodpoveda Hamiltonovskej moznosti.
Je jednoduché vytvorit koneéné automaty A;, Ay, ktoré overuji tieto dve vlastnosti,

pricom A; mé 5 stavov a A; méa 2 stavy.

Teraz staci vytvorit koneény automat Ag taky, ze L(Agr) = L(A;) N L(As). Po-
uzijeme Standardni konstrukciu pomocou kartezianskeho sacinu. Automat Ar ma
2 -5 = 10 stavov, ale dva z nich si izolované, a teda ich mézeme odstranit. Vysledny

automat zodpoveda obrazku 3.28. O
Uvedeny automat pouzijeme v definicii Bj,-popisu B-reduktora:

Definicia 3.2.21. Bj-popis B-reduktora Mpg je slovo w = wy...w, nad abecedou

Sy = DO, = > T, T, << < take, e w e L(Ag).

Néaro¢nejsou ulohou bude zostrojit konecny automat, ktory akceptuje Bj-popis
prave vtedy, ked reprezentuje moznu rekonstrukciu redukovatelnej konfiguracie. Kazdy
symbol pre ¢ast reduktora mé svoj prislusny symbol pre cast konfiguracie, ako bolo
znézornené na obrazku 3.27. Ak do toho zahrnieme aj Hamiltonovski vlastnost, do-

staneme vicSiu mnozinu symbolov. Abecedu novovzniknutych symbolov oznacime Yp; .

Po precitani Tubovolného symbolu z abecedy ¥ p, uhéddneme symbol z abecedy
Y p; reprezentujici H-moZnost prechddzajici prislusnou castou konfigurécie. Tento pro-
ces opakujeme dovtedy, dokym nedocitame cely vstup. Musime si polozit nasledovnu

otazku: podla akych pravidiel budeme prikladat ¢asti konfiguracie vedla seba?

Zacneme naivnym pravidlom: dve ¢asti konfiguracie mozu byt vedla seba prave
vtedy, ked tri vystupné hrany z prvej ¢asti konfiguracie si rovnako Hamiltonovsky
zafarbené ako tri vstupné hrany v druhej casti. Tri vychadzajtice hrany buda v tomto

pripade reprezentovat stav kone¢ného automatu.

Tento pristup méa dva problémy. Prvym z nich je skuto¢nost, ze algoritmus moze

vygenerovat izolované Hamiltonovské kruznice, ako je znazornené na obrazku 3.29:
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- 11 L __

T T

Obr. 3.29: Postupnost symbolov z Xp; s izolovanymi Hamiltonovskymi kruznicami

Problém vyriesime tak, Ze po prec¢itani symbolu sa nedeterministicky rozhodneme,
¢ chceme v buducnosti spojit vrchné dve vychadzajuce hrany alebo spodné dve vy-
chadzajice hrany. Ttato informéciu si ulozime do stavu. Zaroven si paméatame aj infor-
méciu, ¢i sme uz pocas algoritmu spojili vrchné dve vchadzajtice hrany alebo spodné
dve vchadzajice hrany. Detekcia vzniku izolovanej Hamiltonovskej kruznice je potom

trivialna.

Druhym problémom je pripad, ked prikladanim ¢asti konfiguracii sice dostaneme
sadu Hamiltonovskych ciest (a teda zdanlivo aj H-moznost), ale koncové polhrany parov
ciest nebudu zodpovedat tomu, ako vyzeraju H-moZnosti prechadzajice B-reduktorom.
Z vety 3.2.19 vyplyva, ze ak x;,, x;,, Ti,, x;, si polhrany reduktora a i; < iy < 13 < i4,
tak H-moznost moze obsahovat prvky z; x;, a x;,x;,, ale urcite nie prvky x;, x;, a x;,x;,.
Namiesto konkrétneho rieSenia nechame konstrukciu automatu nezmenent a na zéaver

ukézeme, ze vo vyslednom automate sa nemoze vyskytnit tento problém.

Teraz ndm uz ni¢ nebréni vytvorit mnozinu prechodov medzi stavmi automatu.
Uvedieme priklad: nech sme stave E(teda vSetkymi troma vychidzajicimi hranami
prechddza Hamiltonovsk4 kruznica, pricom vrchné dve chceme v budicnosti spojit)
a precitany symbol z abecedy ¥Xp, je T . Potom modZeme k existujicej postupnosti
prilozit dva rozne symboly z abecedy ¥ p; uvedené na obrazku 3.30. Prilozenim tychto

symbolov sa dostaneme do stavu 2, respektive —.

Obr. 3.30: Vyhovujuce symboly z abecedy Xp:

Nas automat bude mat jeden pociato¢ny stav ¢y a jeden akceptaény stav qr. Mno-

zina prechodov pre tieto stavy bude vyzerat nasledovne:
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5(qo,>—) 5= 5(qo,>‘) > S 5(5,—<) S qr
(5(610,>_) 5= (5(5, <) S qr (5(5, ‘<) S qr
5(go, ") > & 5(=,<) 5 qp 52 ,<) > gr
5(g0,>") 3 = (S, %) 3 ¢r 5=,<) 3 qr

Na obrazku 3.31 je vysledny konefny automat (okrem stavov qg,qr a ich pre-
chodov) akceptujici prave tie Bj-popisy, ktoré zodpovedajiu korektnej rekonstrukeii

H-mozZnosti prechadzajucej reduktorom v redukovatelnej konfiguracii:

Obr. 3.31: Automat Ag

Tento automat neobsahuje problém s nekorektnymi H-moznostami. Predpokladajme,
ze automat vratil nekorektni H-moznost. Potom existoval moment pocas prikladania
¢asti konfiguracie, v ktorom prechédzala Hamiltonovskd moznost dvomi vychadzaju-

cimi nespojenymi hranami. To sa mohlo stat iba v stavoch — a =Z. Z nich sa viak

vieme dostat len do stavov —, ==, —=, 2> a 2, a teda nemame ako dokoncit dvojicu

ciest nekorektnym sposobom.
Désledok 3.2.22. Kazdd B-konfigurdcia je redukovatelnd na svoj prislusny B-reduktor.
Dékaz. Poéitacovym programom overime platnost inkluzie L(Ag) C L(Ag). O

Poznamka 3.2.23. Predosly automat vieme este vylepsit’ zlucenim niektorych dvojic
stavov, ¢im dostaneme novy automat A, uvedeny na obrdzku 3.32. Jeho vyhodou je
okrem mensieho poctu stavov aj skutocnost, Ze vidy mdame na viyber najviac jeden pre-

chod pre dangj symbol. Vdaka tejto deterministickej vlastnosti vieme rijchlo algoritmicky
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zostrojit rozsirenie H-moZnosti v danej konfigurdcii. KedZe v kaZdom novom stave si
ey o .. A . 2] 2 - . -
pamdatame najviac dva rozne segmenty, tak aj v lubovolnom kroku algoritmu si musime

udrZiavat nanajvys dve rézne rekonstrukcie (z ktorych jedna mozZe neskor zaniknit).
Inklizia L(Ag) C L(Ay) plati.

Obr. 3.32: Automat Ag

Ak porusime pravidlo o prikladani dvojic stien, vysledny KBP-multip6l uz nemusi

byt redukovatelny, ako je znazornené na obrazku 3.33:

hansaaannd

Obr. 3.33: Priklad nerozsiritelnej H-moznosti v modifikovanej B-konfigurécii

Dokézali sme, Ze B-konfigurécie su redukovatelnymi konfiguraciami. Ak aplikujeme
Tubovolnu ich redukciu v kubickom planédrnom bipartitnom grafe, dostaneme mensi ku-

bicky planarny bipartitny graf.
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Nanestastie, pre B-konfiguracie neplati 3-suvisla redukovatelnost. Aplikovanim re-
dukcie moze vzniknat graf, ktory nie je 3-suvisly (protipriklad je na obrazku 3.34).
Pomocou pocitacového programu sme overili, Ze ziadna ind vyhovujtica redukcia ne-
existuje. Preto nemdzeme vyslovit tvrdenie, ze B-konfiguracie sa nevyskytuja v naj-
mensom protipriklade k Barnettovej hypotéze. Na druhej strane, B-konfiguracie sa stali
uzitonym néstrojom v dodkazoch, ktoré sa zaoberaji Hamiltonovskymi kruznicami

v kubickych planarnych bipartitnych grafoch.

| )

1

AN

Obr. 3.34: Priklad B-konfigurécie, ktora nie je 3-suvisle redukovatelna



Kapitola 4
Stromové reduktory

V tejto kapitole sa zameriame na stromové reduktory. DokéZeme, Ze pocet stromo-
vych KBP-multipélov aj pocet ich Hamiltonovskych moznosti sa da vypocitat itera-

tivnym spdsobom.

4.1 Stromové 2KBP-multipoly

Najskor definujeme multipoly reprezentované stromami s koreiom stupna 2 a os-

tatnymi vrcholmi stupna 3:

Definicia 4.1.1. Stromovy 2KBP-multip6l je multipsl My, = (V,E,X), pricom
G = (V, E) je strom, vrcholy a polhrany My, maji hierarchiu (pricom polhrany si

v hierarchii najnizsie), koreri r € V. md stupen 2 a ostatné vrcholy maji stuper 3.

Priklad 4.1.2. Na obrdzku 4.1 wvddzame priklad stromového 2KBP-multipolu Mrp,
s bipartitngm zafarbenim polhrin B = (1,1,0,0,0).

Obr. 4.1: Stromovy 2KBP-multip6l

4.2 Pocet stromovych 2KBP-multipolov

V tejto podkapitole popiSeme algoritmus, ktory pomocou metédy dynamického
programovania elegantne spoc¢ita pocet stromovych 2KBP-multipélov s danym bipar-

titnym zafarbenim jeho polhran.

43
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Definicia 4.2.1. Nech B = (b, ...,b,—1) € {0,1}? je dané bipartitné zafarbenie polh-
ran xg, ..., Ty—1. Potom pre 0 <i < j<p—1,b€{0,1} definujeme funkciu T5(i,j,b)
ako pocet roznych stromovych 2KBP-multipolov, ktorych koreri md farbu b a cyklické
poradie ich polhrin je X = (x;,...,x;).

Pri konstrukeii algoritmu, ktory vrati pocet roznych stromovych 2KBP-multipolov
s danym zafarbenim by, ..., b,—1, vyuzijeme metoédu dynamického programovania. Pol-
hrany si umiestnime vedla seba v ich cyklickom poradi z, ..., z,_1. UkdZeme, Zze hod-

noty 7»(i, j,b) je mozné vypocitat iterativnym sposobom:
Veta 4.2.2.
0 i= i Nbi £ D
Ty(i, 5,b) = 4 1 i=jAb=b
STk 1 —b) - To(k+1,5,1—b) i<

Dékaz. Ak © = j, tak pocet multipolov pokryvajuci polhranu z; s farbou korena b je
zjavne 1 ak mé dana polhrana farbu b; = b a 0 inak.

Nech i < j. Uvazujme lubovolny stromovy 2KBP-multip6l Mr, pokryvajici pol-
hrany x;,...,z; so zafarbenim b,, ..., b; a ozna¢me jeho koreir r (ktory ma stupen 2).
Ak odoberieme vrchol r, multipdl sa ndm rozpadne na dva stromové 2KBP-multipoly
M}Q, M%Q, pricom M}Q pokryva polhrany z;, ...,z a M%Q pokryva polhrany 11, ...,;
pre nejaké k € {i,...,j — 1}. Aby sa M}, a M3, dali pripojit na spolo¢ny koren r,
musia mat ich korene nutne rovnaké zafarbenie b (v takom pripade bude mat r farbu
1 —b). Navyse, tvar vzniknutého multipélu My, je jednoznacne urceny, kedze iba jeho

korenn mé stupen 2. O

4.3 Stromové KBP-multipo6ly

Teraz zadefinujeme triedu multipolov, ktoré st reprezentované kubickymi stromami:

Definicia 4.3.1. Stromovy KBP-multipdl je KBP-multipél M = (V, E, X), pricom
G = (V, E) je kubicky strom, M je zakoreneny a |X| > 3.

4.3.1 Pocet stromovych KBP-multip6lov

Definicia 4.3.2. Nech B = (b, ...,b,—1) € {0,1}? je dané bipartitné zafarbenie polh-
ran To, . . ., T,—1. Potom definujeme funkciu T'(i, j) ako pocet roznych stromovych KBP-

multipdlov, ktorych cyklické poradie polhrdn je X = (x;,. .., x;).

Ukézeme, ako pomocou techniky dynamického programovania zistit pocet stromo-

vych KBP-multipolov s danym bipartitnym zafarbenim jeho polhran:
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Veta 4.3.3.
0 J—1<2
S Toli+ Lk b)) - To(k+1,5,0;) j—i>2
Dokaz. Ak j — i < 2, tak multipél pokryva nanajvys 2 polhrany. Stromovy

T(i,j) =

KBP-multipol mé vSak z definicie asponn 3 polhrany, ¢ize T'(i,j) = 0.

Nech j —¢ > 2. Uvazujme Iubovolny stromovy KBP-multip6l My pokryvajici pol-
hrany w;,...,z; so zafarbenim b;, ..., b;. Kedze My ma vSetky vrcholy stupha 3, jeho

koren nie je jednoznacne urceny, a teda nemozeme pouzit postup z dokazu vety 4.2.2.

Ozna¢me otca polhrany z; ako r a zvolme r ako koren Myp. Potom je uz tvar
stromového KBP-multipolu My jednoznacne urceny. Ak odoberieme vrchol 7, multipol
sa nam rozpadne na samostatni polhranu z; a dva stromové 2KBP-multipoly M}Q, M%Q,
pricom M}Q pokryva polhrany x;.1,...,x; a M%Q pokryva polhrany xj1,...,x; pre
nejaké k € {i+1,...,j — 1}. Aby sa x;, M}, a M7, dali pripojit na spoloény koren
r, musia maft korene multipolov Mj, a M7 zafarbenie rovné b;. Z toho vyplyva druha

rovnost v zneni vety. [

4.3.2 Pocet Hamiltonovskych mozZnosti

Pre stromové KBP-multipély s p polhranami vieme dokézat horné ohranicenie poc¢tu
ich H-moznosti. Dospejeme k prekvapujicemu zisteniu: najvacsi mozny poc¢et Hamilto-
novskych moznosti je rovny Fibonacciho ¢islu F) 41, ¢o znamena, Ze medzi Fibonacciho

postupnostou a H-moznostami v stromovych KBP-multipéloch je priamy stvis.

Zacneme algoritmom, ktory =zisti pocet H-mozZnosti v danom stromovom
KBP-multipole Mp. Kazdy vrchol stupnia 3 sa bude pozerat na vrcholy a polhrany,
ktoré st nizsie v hierarchii. VSetky polhrany a vrcholy stupna 3 si budi pamétat
dvojicu ¢isel f, g (takato dvojicu nazveme Hamiltonovskym parom) vyjadrujice pocet
H-moznosti, ktoré prechadzaju alebo neprechadzaji ich otcom. UkéZeme, ze Hamilto-
novsky par vrcholu vieme vypocitat z Hamiltonovskych parov jeho synov, a teda vieme

spocitat pocet H-moZnosti v M7 jedinym prechodom zdola nahor.

7 definicie vieme, ze vrcholy a polhrany daného stromového KBP-multipélu My
maju hierarchiu. Koren M7t je v tejto hierarchii najvyssie. Pod nim st jeho tri susedné
vrcholy (synovia). Kazdy vrchol stupiia 3 okrem korefia mé jeden nadradeny vrchol
(otec) a dva podradené vrcholy alebo polhrany (synovia). Polhrany maja jednoznaéne

definovaného otca ako vrchol, s ktorym su incidentné.
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Uvedieme potrebné definicie:

Definicia 4.3.4. Nech My = (V, E, X) je stromovy KBP-multipél a u € VUX je jeho
lubovolny vrchol alebo polhrana. Definujeme otcovska hranu (o-hranu) w ako prvok
u' e EUX, pricom:
u ueX
e u€eV,e=uv,v je otecu
Potom Hamiltonovsky par (H-pdr) pre u je usporiadand dvojica (f, g), kde f € N je
pocet H-moznosti prechddzajicich v’ a g € N je pocet H-moznosti, ktoré neprechddzaji

u'. Pre stromové 2KBP-multipély plati analogickd definicia.

Veta 4.3.5. Nech My, = (V, E, X) je stromovy 2KBP-multipél a w € V U X je jeho
lubovolngj vrchol alebo polhrana. Ak w € V', oznacime jeho lavého syna uy a pravého

syna uy. Potom H-pdr pre u je rovny:

(1,1) ue X
(f.9) = ) ‘ , ,
(f192 + fogn, f1f2) w eV, H-pdr pre uy je (f1,91), H-pdr pre uy je (f2, g2)

Dékaz. Ak u € X, potom zjavne existuju prave dve H-moznosti, z ktorych jedna pre-
chadza a druhé neprechadza o-hranou u, a teda (f,g) = (1,1).
Nech u € V', uy,us st jeho synovia a H-pary pre uy, us sa rovné (fi, 1), (f2, go)-

Potom kazda H-moznost h € H(Mrp,) moze prechadzat u tromi réznymi sposobmi:

1. h prechadza o-hranou u; a neprechadza o-hranou us (z ¢oho vyplyva, ze musi

prechadzat o-hranou u) — takych H-moZnosti je presne figs,

2. h prechadza o-hranami u a us a neprechadza o-hranou u; — takych H-moZznosti

je presne fyg1,

3. h prechadza o-hranami u; a us a neprechéddza o-hranou u — takych H-moznosti

je presne fifs.

Z toho vyplyva, ze H-par pre u je rovny (f,g) = (fig2 + fag1, f1/2). H

Lema 4.3.6. Nech My, je stromovy 2KBP-multipol, pricom H-pdar pre jeho koren je
(f,g). Potom g < f < 2g.

Dokaz. Uplnou matematickou indukciou vzhladom na pocet polhran p. Ak p = 1, tak

jediny mozny H-par je (f,g) = (1,1), a teda plati g < f < 2g.

Teraz predpokladajme, Ze lema plati pre vSetky stromové 2KBP-multipély s najviac
p polhranami a vezmime si Tubovolny stromovy 2KBP-multipol s p + 1 polhranami.

Oznac¢me jeho koren u a jeho H-par (f, g). Nech uy, us stt synovia u a (f1, g1), (fe, g2) st
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ich H-pary. Odstranenim vrcholu v zo stromového 2KBP-multipélu ndm vznikna dva
stromové 2KBP-multipély s korenimi uq, uo, na ktoré sa vztahuje indukény predpoklad
(kedZe maju mensi pocet polhran). Teda g1 < f1 < 2g1, g2 < fo < 2¢5. Z toho vieme

odvodit nasledovné vztahy:

J192 + fogr < fife + fofh = 2f1 12
J192 + fog1 > fl% + f2j;—1 = fife

Ich zlu¢enim dostaneme vztah fifo < figo + fog1 < 2f1fs. A kedze z vety 4.3.5
vyplyva, ze f = figs + fo91 a g = fifo, plati g < f < 2¢g. Tym je dokaz ukonceny. [J

Pripomenieme definiciu Fibonacciho postupnosti a jej asymptoticky odhad [22]:

Definicia 4.3.7. Fibonacciho postupnost F,, je postupnost c¢isel definovand nasledovne:
F() — 0, F]_ — 17Fn+2 — Fn+1 + Fn

Veta 4.3.8. F, € O((125))

Co ma Fibonacciho postupnost spoloéné so stromovymi KBP-multip6lmi? Uva-
zujme stromovy 2KBP-multipél My, na obrazku 4.2, ktorého vsetky polhrany s pri-
pojené na spolo¢nu cestu. Ak zaéneme analyzovat H-pary vrcholov a polhran a pocet

H-moznosti, dopracujeme sa k Fibonacciho ¢islam.

Obr. 4.2: Fibonacciho 2KBP-multipol

Vieme, ze My, musel vzniknat pripojenim prvych dvoch polhran k spolo¢nému
vrcholu a néslednym opakovanym pripajanim uz existujiceho vrcholu a prvej volnej
polhrany. Vsetky polhrany maja H-par rovny (1,1). Po pripojeni prvych dvoch z nich
bude mat novy H-par hodnotu (2,1). Z H-parov s hodnotami (2,1) a (1,1) vznikne

H-par s hodnotou (3,2) a tato anomalia s Fibonacciho ¢islami pokracuje dalej.

Preskiimajme odvodené rekurentné vzorce f = figo + fog1 a g = fife. Vzdy, ked
spajame koren s novou polhranou, plati fo = go = 1. KedZe sme zacinali s H-parom

rovnym (1,1), tak nové H-pary buda vzdy typu (Fgi1, Fi) pre nejaké k € N.
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Stromové 2KBP-multipély, ktoré vznikni tymto procesom, nazyvame Fibonacciho
2K BP-multipolmi. Na obrazku 4.2 je teda Fibonacciho 2KBP-multipél s 5 polhranami.

Pokracujeme dolezitou vetou:

Veta 4.3.9. Nech My, je stromovy 2KBP-multipol s p polhranami, pricom H-pdr pre
jeho koren je (f,g). Potom:

1. fSFp+1
2. [+9< Fpo
3. 2f+9< Fpys

Doékaz. Uplnou matematickou indukciou vzhladom na p. Ak p = 1, tak jediny mozny
H-par je (f,g) = (1,1), ateda plati f =1 < Fy, f +9=2< F3,2f +g=3 < F.

Oznacme r koren stromového 2KBP-multipélu My, s p polhranami. Potom r ma
synov 11, 79. Nech (f,9), (f1,91), (f2, 92) st H-pary pre r,rq, ro. Vieme povedat, ze mul-
tipol s korenom r; pokryva k polhran a multipél s korehom ry pokryva p — k polhran
pre nejaké k € {1,...,p — 1}.

Hodnoty H-parov rastt exponencialne v zavislosti od hlbky stromu (to vyplyva
z rekurentnych vztahov f = fi1g92 + fo91,9 = f1f2 a podiato¢nej hodnoty (1,1)). Preto
najvacsie hodnoty vyrazov f, f + g,2f + g dosiahneme pre k € {1,p — 1}. Bez ujmy
na v8eobecnosti zvolme k& = p — 1. Potom fy; = ¢go = 1. Z indukéného predpokladu

vyplyvaji nerovnosti:

flSFp

fi+tg < Fo
2fi+ g1 < Fppo

Vyuzitim vety 4.3.5 odvodime pre multipél My, nasledovné nerovnosti:
f=h+a<Fn

frg=2fi+g < F,p
2f +tg=3fi+20=(fit+g)+2fi+aq) < Fpp1 + o= Fpys

Tym je dokaz ukonceny. O]

Teraz sa zameriame na poc¢et H-mozZnosti, ktoré mozu prechddzat danym stromo-

vym KBP-multipélom s p polhranami. Za¢neme nasledovnou vetou:



KAPITOLA 4. STROMOVE REDUKTORY 49

Veta 4.3.10. Nech My = (V, E, X) je stromovy KBP-multipdl, r € V je jeho koren
ary,ra,r3 € VUX sid synovia r. Nech (f1,q1), (f2,92), (f3,93) su H-pary pre ry,79,73.

Potom:
|H(Mr)| = fifags + f192f3 + 91faf3

Doékaz. Kazda H-moznost mdze prechadzat r tromi spésobmi:

1. h prechadza o-hranami r; a r, a neprechadza o-hranou r3 — takych H-moznosti

je presne fi fogs,

2. h prechadza o-hranami r; a r3 a neprechéddza o-hranou ro — takych H-moznosti

je presne fi1ga2fs,

3. h prechadza o-hranami r, a r3 a neprechadza o-hranou r; — takych H-moznosti

je presne g fa f3.
Z toho vyplyva, ze |H(Mrp)| = fifag93 + f192f5+ 91 f2fs. [

Priklad 4.3.11. Na obrdzku 4.3 je priklad priebehu algoritmu pre dany stromouvy
KBP-multipol. MéZeme sa presvedcit, Ze multipol md naozaj 1-8-14+1-4-141-8-1 = 20

roznych H-mozZnosti.

(L1 (1) (1) ((1,1) (1,1 (1,1) (11)

NSNS

(2,1) (2,1)

>N 7

(4,4)

T

Obr. 4.3: Pocet H-moznosti v stromovom KBP-multipoéle

V nasledujicej vete dokdzeme, ze Fibonacciho postupnost je hornym ohrani¢enim

poc¢tu H-moznosti v stromovych KBP-multipoloch s p polhranami:

Veta 4.3.12. Nech My = (V, E, X) je stromovy KBP-multipdl s p polhranami. Potom:
| H(Mr)| < Fypa

Dékaz. Uplnou matematickou indukciou vzhladom na p. Ak p = 3, jediny stromovy

KBP-multipél ma 3 < F, Hamiltonovské moznosti.
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V indukénom kroku najskér predpokladajme, ze My ma posledné dve polhrany
Tp_2,Tp—1 incidentné s jeho korefiom r (takyto normalny tvar zjavne existuje — staci
polhrany z X vhodne cyklicky posunit a zvolit pozadovany korei). Nech 7’ je Tavy syn

r. Ak p > 4, tak ' méa urcite l'avého syna r; a pravého syna rs.

Ak sa pozrieme na multipél s korenom 1’, tak ide o stromovy 2KBP-multipol
(r" mé stupen 2) s p — 2 polhranami. Ozna¢me H-pary pre vrcholy r, r/; 1, 3 po-

stupne (f,9), (f',9"), (f1,91), (f2,92). Z lemy 4.3.9 a vety 4.3.5 nam vyjde podmienka:

= fig2 + fagy < Fpa (4.1)

Spojme ' s novou samostatnou polhranou z (ktora méa H-par rovny (1,1)). Teraz je
uz r’ korenom stromového KBP-multipolu M7 s p—1 polhranami, a teda nai mozeme
pouzit indukény predpoklad |Mp/| < F,. Kedze H-pary synov ' st (fi,01), (f2,92)
a (1,1), z vety 4.3.10 dostaneme d'alsiu podmienku:

|Mp| = fifo+ fig2 + fog1 < F,, (4.2)

Hamiltonovské pary synov r st potom (f',¢') = (fig2 + fag1, f1f2), (1,1) a (1,1).
7 podmienok 4.1 a 4.2 vyplyva, Ze:

|H(M7)| = 2(f1g92+ fagr) + fife = (fige+ fagi + fifo) +(frge+ fag1) < Fpoi+Fy = Fpp
¢o bolo treba dokazat. O

Dosledok 4.3.13. Nech My = (V, E, X) je stromovy KBP-multipdl s p polhranami.
Potom H(Mr) € O((%g)p).

Dékaz. Priamo vyplyva z viet 4.3.8 a 4.3.12. [

Asymptoticky odhad z dosledku 4.3.13 je tesny a dosiahneme ho pre Fibonacciho
KBP-multipdly. Na obrazku 4.4 je Fibonacciho KBP-multip6l so 6 polhranami. Vyuzi-

tim Hamiltonovskych parov zistime, ze mé prave F; = 13 Hamiltonovskych moznosti.

Obr. 4.4: Fibonacciho KBP-multipél



Kapitola 5
Implementacia

V tejto podkapitole uvedieme algoritmy, ktoré nam pomozu pri hladani redukova-

teInych konfiguracii.

Chceme navrhnut program, ktory hlada redukovatelné konfiguracie a ich reduk-
tory po urciti hranicu. Tento program vznikne kombinaciou Styroch podprogramov

pocitajucich funkciu:

1. f1 : n,p = G(n,p), ktory generuje potencialne redukovatelné konfiguracie po

velkost n s nanajvys p polhranami,
2. fo: Mg — R, ktory pre KBP-multipol Mg generuje jeho potencidlne reduktory,

3. fs : Mp — H(Mp), ktory pre KBP-multipél Mg generuje vSetky H-moznosti

prechadzajice Mg,
4. fy:h, Mg — {0, 1}, ktory overi, ¢i sa H-moznost h da rozsirit v M.

Tym, Ze sme problém rozdelili do niekol'kych vrstiev, moZzeme na kazdej z nich pra-

covat samostatne.

Cely program implementujeme v programovacom jazyku Python. Zvolili sme si ho
hlavne preto, Ze podporuje generatory (prikaz yield), ¢o vyuzijeme v nasich podprog-
ramoch. PouZijeme aj kniznicu networkz, ktora obsahuje efektivne algoritmy pre pracu

s grafmi [11].
Pre prvé dva podprogramy sa zameriame na vSeobecnejSiu tlohu: generovanie

KBP-multipolov s danym bipartitnym zafarbenim polhran. Algoritmus budeme po-

stupne optimalizovat pomocou rekurzie s memoizaciou.

o1
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Ukéazeme, Ze pre treti a Stvrty podprogram nemame k dispozicii lepsie rieSenie ako
skusanie vSetkych moznosti. DokédZeme to redukciou problému existencie konkrétnej

H-moznosti na problém Hamiltonovskej kruznice.

V zaverec¢nej podkapitole sa pozrieme na schému, ktora ¢o najefektivnejsie vyuziva
Styri spomenuté podprogramy. Kedze najviac ¢asu zaberie generovanie a overovanie
Hamiltonovskych moznosti, snazime sa najst postup, ktory pouziva treti a Stvrty pod-

program v ¢o najmensej moznej miere.

Treba si uvedomit, ze najdolezitejSou ¢astou nasej prace si dosiahnuté teoretické
vysledky v kapitolach 3 a 4 a program pouzivame iba ako pomocku. Kazda nova vyge-
nerovanu redukovatelni konfiguraciu musime dodatoc¢ne ru¢ne skontrolovat, aby sme sa
vyhli situacii, Ze neredukovatelni konfiguraciu prehlasime za redukovatelnu pre chybu
v algoritme. Preto sme v prilozenom zdrojovom kéde pouzili iba zékladné algoritmy

a generovanie redukovatelnych konfiguracii prebehlo iba po velkost n = 21.

5.1 Generovanie KBP-multipoélov

Najprv sa zameriame na generovanie KBP-multipolov My, ..., M,,. Ak sa pozrieme
na lubovolni redukovatelnu konfiguraciu a jej reduktor, vSimneme si dolezitia vlast-
nost. Vsetky polhrany redukovatelnej konfigurdcie Mg maju presne dané bipartitné
zafarbenie B = {by,...,b,_1} € {0,1}?, ktoré musi ostat zachované v jej Tubovolnom
reduktore Mpg. Tuto vlastnost vyuzijeme tak, Ze zafarbenie B bude dodato¢nym vstu-

pom do generatora KBP-multipdlov.

Dalsie pozorovanie sa tyka samotného bipartitného zafarbenia B. Ak mame vyge-
nerované KBP-multipoly pre B = {by,...,b,_1}, rovnaké KBP-multipoly ziskame pre
zafarbenie B’ = {1—by,...,1—b,_1} (vrcholy a polhrany buda mat len vymenené farby
0 a 1). RieSenia pre By = {by,...,bp_1,b0,...,bk_1} € {0,1}? zase vzniknu z rieSeni
pre B a naslednym premenovanim polhrén xo,...,z,—1 na y,...,Tp_1,%o,. .., Tp_1.

Nakoniec, rieSenia pre B¢, = {bp_1,...,bo} st iba zrkladovymi obrazmi rieSeni pre B.

Dve bipartitné zafarbenia polhran budeme povazovat za ekvivalentné, ak sa jedno
lisi od druhého iba vymenou farieb, cyklickym posunom, zrkadlovym obrazom alebo
ich kombinaciou. Lahko overime, Ze nami zvolené relacia je reflexivna, symetricka aj
tranzitivna, a teda ide o relaciu ekvivalencie. Preto staci z kazdej triedy ekvivalencie

uvazovat jedného jej reprezentanta.
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Ako generovat KBP-multipoly s danym zafarbenim B? Vyuzijeme, Ze mame dané
polhrany X = (zo,...,2,-1) s farbami B = (by,...,b,—1). Usporiadané p-tice X a B

mozeme povazovat za postupnosti.

Na zaciatku nemé ziadna polhrana uréeny incidentny vrchol. Hovorime, ze v aktuél-
nej postupnosti je p visiacich hran. V kazdom kroku mame na vyber z dvoch moznosti.
Bud sa rozhodneme spojit dve visiace polhrany s roznym zafarbenim (v takom pripade
sa obe postupnosti rozpadni na dve mensie stuvislé podpostupnosti), alebo pridat novy
vrchol k niektorej z visiacich polhran (vtedy nahradime visiacu polhranu u dvojicou

novych visiacich polhran v,v s opaénym zafarbenim).

Pocas algoritmu si musime udrziavat mnozinu uz vytvorenych hran, aby sa nestalo,
ze dva vrcholy spojime viackrat. Aby sme sa vyhli okrajovému pripadu, tak pre po-
stupnost dlzky 2 zakazeme pridat novy vrchol. Pridat novy vrchol zakazeme aj vtedy,

ked by novovzniknuty multipol mal velkost aspon n.

Na obrazku 5.1 je znazorneny nedokonc¢eny KBP-multipol M reprezentovany po-
stupnostami X = (4,4,5,6,2) a B=(1,1,0,1,0):

0 3

Obr. 5.1: Reprezentécia nedokon¢eného KBP-multipélu postupnostami X, B

Vygenerovany multip6l M je kubicky, lebo vSetky vzniknuté vrcholy maja stupen
3. Kedze mozeme spajat iba vrcholy s roznym bipartitnym zafarbenim, M méa bipar-
titna vlastnost. Postupnosti urcuja cyklické poradie visiacich polhran a pri spajani
sa postupnosti delia na suvislé podpostupnosti, ¢im nemédze dojst k prekrizeniu hran,

a teda M je urcite planarny. Tym mame zarucené, ze M je KBP-multipolom.

Algoritmus si teda paméata aktualnu postupnost visiacich polhran X a postup-
nost ich bipartitnych zafarbeni B. Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat, ze
prechadzame postupnost sprava dolava (¢ize v kazdom kroku spracovavame posledni

visiacu polhranu). Cely proces je znézorneny v algoritme 5.1.1.
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Algoritmus 5.1.1.

KBPMultipoles(X, B, edges, newVertex, maxVertex) :
p < [X]
if | X| =0 then
yield edges
else if | X| =2 then
if X[0]X[1] ¢ edges A\ B[0] # B][1] then
yield edges U X[0]X[1]
else
for index € {0,1,...,p— 2} do
if X[index|X[p — 1] ¢ edges A Blindex] # B[p — 1] then
for all edgesl € KBPMultipoles(X[: index], B[: index], edges U X [0] X [1],
nextVertex, maxVertex) do
for all edges2 € KBPMultipoles(X|index + 1 : p — 1],
Blindex + 1 : p — 1], edges U edgesl, newVertex, maxVertex) do
yield edges?2

if newVertex < maxVertexr then
last < X.pop()
lastColor < B.pop()
for all edgesl € KBPMultipoles(X + [newVertex,newVertex],
B + [1 — lastColor,1 — lastColor|,edges U {last, newVertex},
nextVertex + 1, maxVertex) do

yield edgesl

Predchadzajuici algoritmus ma niekolko nevyhod. Jednou z nich je fakt, Ze algo-
ritmus pocita viackrat to isté. Ak sme uz raz pre postupnost B vygenerovali mul-
tipoly, tato informéciu nijako nevyuzivame. Tento problém vyrieSime memoizaciou.
V asociatfvnom poli si pre reprezentanta B € {0,1}*,1 < k < p zapamitdme mnoZinu
KBP-multipolov, ktorych postupnost zafarbeni vrcholov visiacich polhran je B. Potom

si staci predpocitat kazdého reprezentanta B iba raz.

Dalsie pozorovanie: ak ma muiltipoél n vrcholov a p polhran, tak pocet vrcholov

a polhran s rovnakym bipartitnym zafarbenim je presne Z’J“T". Z toho vyplyva dalsie

vylepSenie: prislusnu vetvu algoritmu moézeme ukoncit, ak pocet vrcholov a polhran
farby 0 alebo 1 vo vytvorenom KBP-multipoéle je vacsi ako 1%.
Nas vylepseny podprogram moézeme pouzit aj na generovanie potencialnych reduko-

vatelnych konfigurécii, aj na generovanie potencialnych reduktorov. Utriedime si mul-
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tipoly vzostupne podla velkosti. Nech Mg, ,..., Mg, st vygenerované multipoly. Ak
vygenerujeme novu potencidlnu redukovatelni konfiguraciu Mg, jej reduktormi moézu
byt iba multipoly Mg, ..., Mg, (v opacnom pripade dostaneme spor s tym, ze reduko-
vatelnost zachovava bipartitné zafarbenie). Teda pre vygenerovany multipol staci iba

overit, ¢ je redukovatelny na niektory z doteraz vygenerovanych multipo6lov.

Tento postup je pomerne malo efektivny. Ak v priebehu algoritmu zistime, zZe mul-
tipol Mg je redukovatelny na Mp, tak je urcite redukovatelny aj multipol M, ktory
obsahuje Mg ako podgraf. Preto zadefinujeme takia triedu KBP-multipolov, ktoré ne-

obsahuji mensiu redukovateInu konfiguraciu, a teda méa zmysel ich generovat:

Definicia 5.1.2. Nech M = (V, E, X) je KBP-multipdl. Ak neexistuje sivisld reduko-
vatelnd konfigurdcia Mg = (Vg, Eq, X¢) takd, Ze Vg C V, Eq C E, potom M nazgvame

minimalnym KBP-multipolom.

Generovanie jedného konkrétneho multipélu M sa spomali, pretoze musime doda-
to¢ne overit, Ze M je minimélny. V praxi sa v8ak ukéze, ze redukovatel nych konfiguracii
je ovela viac ako miniméalnych redukovatelnych konfigurécii. Z toho vyplyva, Ze mno-
Zina miniméalnych multipolov je vyrazne mensia ako mnozina vsetkych multipolov. Tym

sme dosiahli ich efektivnejsie generovanie.

Tento algoritmus vieme Tahko modifikovat na generovanie lesovych (acyklickych)
multipolov. Sta¢i si pre kazdy vrchol v postupnosti pamétat este ¢islo komponentu
suvislosti, v ktorom sa nachadza. Potom pri spajani dvoch vrcholov s roznymi zafarbe-
niami dodatocne skontrolujeme, ¢i nie st v rovhakom komponente a ak nie s, zlac¢ime
dva komponenty sivislosti do jedného. Tento problém je vSeobecne znamy pod nazvom

unton-find.

5.1.1 Generovanie stromovych KBP-multipélov

Generovanie stromovych KBP-multipolov je jednoduchsie. Podla vety 4.3.3 vieme
implementovat algoritmus 5.1.3, ktory dostane na vstup bipartitné zafarbenie stro-
mového KBP-multipolu B = {b,...,b,_1}. Jeho vystupom je dvojrozmerné pole T,
pricom hodnota T'[i, j] reprezentuje pocet stromovych KBP-multipolov pokryvajucich

polhrany w;, ..., x;.
Algoritmus 5.1.3.

T2 — [O]poXQ
forie{0,...,p—1} do
TQ[Z,Z,bZ] —1
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for sizee {1,...,p—1} do
forie{0,....,p—1} do
J 1+ size
if j > p then
break
for k€ {i,...,j—1} do
for c € {0,1} do
Tsli, j,c] < Toli, j,c] + Toli, k, 1 — ] - To[k + 1, 5,1 — (]
T [0y
for sizee {1,...,p—1} do
forie {0,...,p—1} do
J 1+ size
if j > p then
break
forke{i+1,...,j—1} do
T(i, ] < T[i, ] + Toi + 1, k, b;] - Talk + 1, , b;]
return 7'

Tento algoritmus vieme jednoducho modifikovat na algoritmus 5.1.4, ktory si do
pola T bude ukladat smerniky na vSetky korene stromovych KBP-multipélov pokry-

vajucich polhrany xo, ..., zp_1.
Algoritmus 5.1.4.

newVertices < dict()
newVerter < p
15 <+ [(Z)]poxz
fori € {0,...,p—1} do
Toli,i,b;] < {z;}
for sizee {1,...,p—1} do
forie{0,...,p—1} do
J 1+ size
if j > p then
break
for k€ {i,...,j— 1} do
for c € {0,1} do
for all u € Tyli,k,1 — c|,v € Thlk +1,7,1 — ] do
newVertices[newVertex| < (u,v)
Tsli, j, c] < Tsli, j, c] U {newVertex}

newVertex < newVertex + 1
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T+ 0
for ke {l,...,p—2} do
for all u € Th[1,k,bg|,v € Tolk + 1,p — 1,by] do
newVertices[newVertex| < (u,v)
T < T U {newVertex}
newVerter < newVertexr + 1

return 7'

5.2 Generovanie Hamiltonovskych moznosti

V podkapitole 4.3.2 sme dokazali, Zze uz v stromovych KBP-multipoloch rastie po-
¢et H-moznosti exponencialne, ¢ize s rychlym generovanim vsSetkych H-moznosti sa
mozeme rozlucit. Ukazeme, ze rozhodnut pre dany KBP-multipél M a H-moznost h, ¢i
h € H(M), je NP-uplny problém.

Definicia 5.2.1. Nech M je KBP-multipol. Potom definujeme jazyky:

HWAY ={h | h € HM)}
LHWAY = {h | h € H(M),|h| =1}

Ako sme spomenuli v podkapitole 2.1, problém hladania Hamiltonovskej kruznice
v kubickom plandrnom bipartitnom grafe je N P-tuplny. Z toho vyplyva, Ze tento prob-
lém je N P-tuplny aj pre planarne bipartitné grafy s vrcholmi stupna 2 alebo 3 (kedZe ide

o §irsiu triedu grafov). To vyuZijeme pri dokaze nasledovnej vety:
Veta 5.2.2. Jazyk 1HW AY je NP-iplny.

Doékaz. Redukciou na problém hladania Hamiltonovskej kruznice v planarnom bipar-
titnom grafe s vrcholmi stupiia 2 alebo 3. Nech M je KBP-multipol, xg, ..., z,-1 st

jeho polhrany v cyklickom poradi a h = {x;z,} je danad H-moznost.

Z multipolu M odstranime vsetky polhrany okrem z;, x;. Potom spojime vrcholy
v;,v; incidentné s x;, x; cestou P dlzky 2 alebo 3 (podla toho, & majt v;, v; rovnaké
alebo rozne bipartitné zafarbenie). Tym sme KBP-multip6l M transformovali v polyno-

midlnom ¢ase na planarny bipartitny graf G, ktorého kazdy vrchol ma stupen 2 alebo 3.

Ak h € THWAY, tak z definicie jazyka 1HW AY musi existovat cesta P’ medzi
vrcholmi v; a v;, ktora neprechadza cez P. Zjednotenim ciest P a P’ dostaneme Ha-

miltonovska kruznicu v grafe G.
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Kazda Hamiltonovska kruznica v G musi prechadzat cez P. Z toho opéat vyplyva
existencia cesty P’ medzi vrcholmi v; a v;, ktora neprechadza cez P, a teda
he 1HWAY. m

Dosledok 5.2.3. Ak P # NP, tak neexistuje polynomidlny algoritmus pre jazyk
HWAY.

Dékaz. Ak by sme vedeli riesit problém pre jazyk HW AY v deterministickom polyno-
mialnom ¢ase, potom by sme vedeli riesit v deterministickom polynomialnom case aj

problém pre jazyk 1THW AY, ¢o je spor s vetou 5.2.2. O]

7 dosledku 5.2.3 vyplyva, Ze neméa zmysel hladat efektivny algoritmus, a tak sa
uspokojime aj s obycajnym backtrackingom. Na vstupe mame dany KBP-multipol
M = (V, E, X). Kazda hrana alebo polhrana e € F'U X bude v jednom z troch stavov:
obsiahnuta v H-moznosti, neobsiahnuté v H-moznosti alebo nerozhodnutéa (pri¢om na

zaCiatku su vSetky nerozhodnuté).

Opakujeme nasledovny postup: zvolime si nerozhodnutd hranu alebo polhranu
e € FUX. V jednej vetve algoritmu oznacime e za obsiahnutt v Hamiltonovske;j
moznosti a v druhej za neobsiahnuti. Ak sa dopracujeme k vyhovujicej H-mozZnosti,

vypiSeme ju.

Uvedieme heuristiky, ktoré v praxi vedu k rychlejsiemu algoritmu:

1. Kazda H-moznost pokryva péarny pocet polhran. Na zaciatku si teda mozeme
zvolit 2k < p polhran, ktoré buda obsiahnuté v H-moznosti (zatial ¢o ostatné ne-
buda). Tym mame istotu, Ze nebudeme prechadzat vetvu, ktoré pokryva neparny

pocet polhran, a teda nemdze byt H-moznostou.

2. Ak je KBP-multipél M zlozeny z komponentov suvislosti 1, ..., C., tak pred-

chadzajica heuristika sa vztahuje na kazdy z nich.

3. Moze sa stat, ze stavy troch hran vychédzajicich z daného vrcholu vieme roz-
hodnut deterministicky. Ak sa dostaneme do situacie, ze dve hrany incidentné
s vrcholom v st obsiahnuté, tak tretia incidentna hrana nemoéze byt obsiahnuta.
A plati to aj naopak: ak hrana incidentna s vrcholom v nie je obsiahnuta, tak
zvy$né dve incidentné hrany musia byt obsiahnuté. Spracovanie vrcholu v moéze
sposobit kaskadu deterministickych rozhodnuti pre dalsie vrcholy. Tento proces

nazyvame uzdverom multipolu M.

4. Mozeme sa dostat aj do situacie, ze mnozina hran obsiahnutych v H-moZznosti
obsahuje cyklus alebo niektory vrchol je incidentny s tromi obsiahnutymi alebo

dvomi neobsiahnutymi hranami. Vtedy mozeme vetvu algoritmu ukonéit.
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5. V pripade, Ze sa zameriame iba na 3-stuvisle redukovatelné konfiguracie, vieme
vyuzit ekvivalentné formulécie uvedené vo vete 2.3.1. Napriklad: na zaciatku al-
goritmu si mézeme zvolit jednu obsiahnutt a jednu neobsiahnutni hranu alebo

polhranu, ¢im sa zredukuje pocet vetiev.

5.3 Rozsirenie Hamiltonovskej moznosti

Stvrty podprogram dostane na vstup H-moZnost h a potencialnu redukovatelnu
?
konfiguraciu Mg a vrati odpoved na otazku h € H(Mg). Uz sme dokazali, ze hladat

efektivny algoritmus nemé zmysel.

Kedze H-moznost h = {h;, hj,, ..., h; h; } mame na vstupe, mozeme pouzit nasle-

dovnu heuristiku: kazda hrana alebo polhrana e bude mat stav z mnoziny

{=1,0,1,...,k, (D)}

Stav —1 reprezentuje nerozhodnutd hranu alebo polhranu, stav 0 neobsiahnutu a stav
g € {1,...,k} hranu alebo polhranu, ktoré je obsiahnuta v ceste z h pokryvajicej

polhrany h;_ a hj, .

Mozeme sa dostat aj do situécie, ze hrana incidentna s vrcholom v nie je obsiahnuté
v Hamiltonovskej moznosti, a teda nevieme s istotou povedat na ktorej ceste z h lezia
zvy$né dve incidentné hrany. V takom pripade im priradime stav (7). Stav (?) teda po-

uzijeme v takom pripade, ked e je obsiahnuté v H-moZnosti, ale nevieme urcit jej cestu.

KedZe pracujeme s novou mnozinou stavov, vetvy algoritmu budu ukoncené skor.
Staci, ak budu dve hrany incidentné so spolo¢nym vrcholom v dvoch roznych stavoch

q1,q2 € {1,...,k}. Touto heuristikou sme teda dosiahli rychlejsi algoritmus.

5.4 VSeobecny algoritmus

Teraz sa zameriame na vSeobecni schému algoritmu, ktory pouziva styri spomenuté

podprogramy.

Predpokladéame, Ze na vstupe méme uz vygenerovanu potencialnu redukovatelnu
konfiguraciu Mg. Vystupom méa byt odpoved, ¢ je Mg naozaj redukovatelnou kon-
figuraciou. V pripade odpovede ,ano“ pozadujeme, aby algoritmus vratil aj priklad

reduktora Mg, na ktory je Mg redukovatelna.



KAPITOLA 5. IMPLEMENTACIA 60

Zacneme s najprimitivnejsim algoritmom 5.4.1, ktory bude presnou képiou postupu
pouzitého pri teoretickych pozorovaniach. Pre kazdy vygenerovany potencialny reduk-
tor Mg prejdeme vietkymi jeho H-moznostami. Ak narazime na H-moznost h € H(Mpg)
taka, ze h ¢ H(Mg), Mr nemoéze byt reduktorom - vtedy vygenerujeme dalsi poten-
cidlny reduktor M. V pripade, Ze na takt moznost nenarazime, prehlasime Mp za

reduktor a skoncéime.
Algoritmus 5.4.1.

for all My do
reducible < true
for all h € H(Mpg) do
if h ¢ H(M¢) then
reducible < false
break
if reducible then

return "My je redukovatelna na Mpg”
return " Mg nie je redukovatelna”

Tento algoritmus je jednoduchy, ale neefektivny. Ak je nejakd H-moznost h vo viace-
rych potencialnych reduktoroch Mg, ..., Mg, , tak rovnaky test h € H(M¢) sa vykona
k-krat. Problém vyrieSime memoizaciou: pre kazdé h si do asociativneho pola ulozime
informaciu, ¢i h € H(Mg). Tym mame zarucené, ze pre dané h sa test h € H(M¢)

vykona iba raz, ako je znézorené v algoritme 5.4.2.
Algoritmus 5.4.2.

Huways <« dict()
for all My do
reducible < true
for all h € H(Mpg) do
if h € Hways then
if not Hways[h] then
reducible < false
break
else
if h ¢ H(M¢) then
reducible < false
Huways[h] «+ false
break
else

Huwayslh] « true
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if reducible then

return "M je redukovatelna na Mg’
return " Mg nie je redukovatelna”

Tato schéma sa da este vylepsit. Nech h je H-moznost obsiahnuta v potencidlnych
reduktoroch Mpg,,..., Mg,. Ak program vrati, ze h ¢ H(Mg), tak vieme povedat,
ze ani Mp,, ..., Mp, nemozu byt reduktormi (kedze obsahuji rovnakt H-moznost h,
ktora sa neda rozsirit). Algoritmus 5.4.2 vSak zamietne len Mg, , ¢im dochadza k zby-
toénym overovaniam potencidlnych reduktorov Mg,,..., Mg, .

Nech Mpg,,..., Mg, je podmnoZina vSetkych potencialnych reduktorov konfiguré-
cie M¢. V pripade, Ze existuje H-moZznost h obsiahnuta prave v . Mg, , ..., Mg,, tak je
idealne vykonat test h € H(Mg) hned na zaciatku algoritmu. Ak program zisti, Ze
h ¢ H(Mg), zbavime sa vSetkych Mg, , ..., Mg

7e prechadzame Hamiltonovské moZnosti zostupne podla po¢tu reduktorov, v ktorych

. naraz. Z predoslych tvah je zrejmé,

st obsiahnuté.

Vytvorime si dodato¢né asociativne pole. V fiom si pre kazda H-moznost predpoci-
tame mnozinu potencialnych reduktorov, ktoré ju obsahuji. Zaroven bude mat kazdy
potencialny reduktor Mg svoje pocitadlo, ktoré vyjadruje kolko H-moZnosti je este po-
trebné overit testom h € H(M¢) na to, aby sme mohli Mg naozaj prehlasit za reduktor.

Postup je znézorneny v algoritme 5.4.3.
Algoritmus 5.4.3.

reductors < dict()
counter < dict()
possible Reductors < ()
for all My do
counter[Mpg] < |H(MEg)|
possible Reductors < possible Reductors U { Mg}
for all h € H(Mpg) do
if h ¢ reductors then
reductors[h] < ()

reductors[h] <— reductors[h] U { Mg}

utried reductors zostupne podla poc¢tu reduktorov
for all A € reductors do
if h € H(M¢) then
for all My € reductors[h| do
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counter|Mp] < counter[Mpg] — 1
if counter[R] = 0 then

return "M je redukovatelna na Mg’

else
possible Reductors < possible Reductors — reductors[h]
if |possible Reductors| = 0 then

return " Mg nie je redukovatelna”

Popisali sme implementaciu generovania a overovania redukovatelnych konfigura-
cii v jazyku Python. Program sme pouzili na vygenerovanie novych redukovatelnych
konfiguracii po velkost 21 s nanajvys 10 polhranami, ktoré siu uvedené v kapitole 3.

Vylep$enia podprogramov ostavaju predmetom dal§ieho mozného sktiimania.



Zaver

V praci sme sa zaoberali Barnettovou hypotézou a Studovanim redukovatelnych

konfiguracii. Vysledkom su zistenia, ktoré prinasaji pokrok v tejto oblasti.

Implementovali sme program, ktory generuje redukovatelné konfiguracie po zvolenu
hranicu. Rozdelili sme ho na Styri podprogramy: generovanie potencidlnych reduko-
vatelnych konfiguracii, generovanie potencialne reduktorov, generovanie Hamiltonov-

skych moznosti a overenie Hamiltonovskej moznosti v pévodnej konfigurécii.

Pocitacovym prehladavanim sme nasli 4 nové redukovatelné konfiguracie. Vsetky

najdené redukcie sme dodato¢ne skontrolovali ruénym prehladavanim.

Dokazali sme, ze tri redukovatelné konfiguracie (Mypes, Masasas & Mapasacas) S 24~
roven aj 3-stvisle redukovatelnymi, a teda sa urcite nevyskytuji v najmenSom pro-
tipriklade Barnettovej hypotézy. Pouzili sme rovnakt metédu: rozobrali sme pripady,
ked by sme aplikovanim poévodnej redukcie dostali graf, ktory nie je 3-suvisly. Vo vset-

kych pripadoch sme dosli k sporu alebo nasli novii redukciu, ktora zachovala 3-stvislost.

Objavili sme novi nekone¢nt triedu redukovatelnych konfiguracii ( B-konfiguracii),
ktoré zac¢inaja dvojicou stien velkosti 4 a 6, pokracuju [ubovolnou kombinaciou dvo-
jic stien typu Bgg a Bsg a koncia dvojicou stien velkosti 4 a 6. Pouzili sme netra-
di¢ny dokaz vyuzivajuci konecéné automaty, ¢im sme prepojili tedriu grafov s tedriou
formélnych jazykov. Redukovatelnost dvoch nekone¢nych podtried (Bgg-konfigurécii
a Bys-konfiguracii) sme dokéazali opakovanym modifikovanim ciest danej Hamiltonov-

skej moznosti.

Odvodili sme vzorec, vd aka ktorému je mozné iterativnym sposobom spocitat pocet
stromovych KBP-multipélov s danym bipartitnym zafarbenim. Objavili sme elegantny
sposob, ako spocitat pocet Hamiltonovskych moznosti pomocou Hamiltonovskych pa-
rov. Ukézali sme, ze pocet H-moznosti v stromovom KBP-multipéle s p polhranami je
najviac Fj,1;. Nasli sme priamy stvis medzi Fibonacciho ¢islami a poctom Hamilto-

novskych moznosti v stromovych KBP-multipoloch.
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Rozsirili sme poznatky tykajice sa spominanej problematiky. Studovali sme vlast-
nosti konfigurdcii malych stien v bipartitnych kubickych grafoch a systematicky ich
klasifikovali na redukovatelné a neredukovatelné vzhladom na existenciu Hamiltonov-
skej kruznice. Podarilo sa nam najst nové redukovatelné konfiguracie. VSetky ciele

prace boli splnené.
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Priloha

V elektronickej prilohe prilozenej k praci sa nachadza zdrojovy koéd programu so
zakladnymi algoritmami. Zdrojovy kod je zverejneny aj na https://github.com/

richardbiro/diplomova_praca.
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