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Abstrakt

Snarky s netrividlne kubické grafy, ktoré nie s hranovo 3-zafarbitelné. Téato praca
nadvizuje na vyskum novoobjavenej metody konstrukcie snarkov — dvojitej superpo-
zicie. V praci hladdme grafy s parnou kruznicou s istou vlastnostou, na zaklade ktorej
vieme povedat, Ze po aplikovani dvojitej superpozicie spravnym spdsobom na dany
graf vznikne snark. Overime pritomnost Ziadanej kruznice v znamych nekonecnych
triedach snarkov, BlanuSovych a Isaacsovych. Zaroven na zaklade vysledkov programu
overujuceho pritomnost danej kruznice v grafe vyslovime hypotézu, ze kruznica s da-
nou vlastnostou je pritomna v kazdom snarku. Dokazeme, ze najmensi protipriklad
pre hypotézu nemoze obsahovat malé rezy, ani malé cykly. Zaroven pravdivost hypo-
tézy podporime vysledkami programu spustenom na vsetkych netrividlnych snarkoch

do 36 vrcholov (vratane).

Krlucové slova: snark, superpozicia, dvojita superpozicia



Abstract

Snarks are nontrivial cubic graphs which are not 3-colorable. This thesis is a follow-up
of a research of a new method for construction of snarks — double superposition. In the
thesis, we search for graphs with an even cycle with a specific quality, based on which
we can say that after applying the double superposition correctly on this graph we get a
snark. We confirm the presence of this given cycle in known infinite families of snarks —
Blanusa and Isaac’s. At the same time, based on the results of our program which looks
for even cycles with the given quality in graphs, we articulate a hypothesis that an even
cycle with the given quality is present in all snarks. We prove that a counterexample
for the hypothesis cannot contain small cuts, or small cycles. Furthermore, we verify
the correctness of the hypothesis with our program on all nontrivial snarks with up to
36 vertices (included).

Keywords: snark, superposition, double superposition
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Uvod

V tedrii grafov je vyslovenych mnoho hypotéz, ktoré c¢akaju na dokazanie, alebo vy-
vratenie. Mnoho inych uz vSak bolo vyvratenych a to pomocou skupiny grafov nazyva-
nych snarky. Snarky su kubické grafy, ktoré nie st hranovo 3-zafarbitelné. Dnes st uz
snarky predmetom viacerych vyskumov. Existuje viacero nekone¢nych tried snarkov,
napriklad BlanusSové, alebo Isaacsove. Taktiez existuji rozne metoédy na konstrukciu
vacsich snarkov z mensich.

Jednou z konstrukénych metod je superpozicia. Je to metdéda akoby nafukovania
zakladného snarku G na vacsi graf. Hrany a vrcholy grafu G sa nahradia grafovitymi
Struktirami, tzv. superhranami a supervrcholmi, ktoré sa na seba napoja tak, ze po-
vodny tvar grafu, aj jeho kubickost, ostanu zachované. Tato metdda nie vidy vytvori
graf, ktory je opét snarkom. Ak sa vSak zvolia spravne Strukttry, moze taky pripad na-
stat. A to je hlavnym cielom superpozicie: z mensich snarkov tvorit nové vécsie snarky.
Superpozicia je jednou z najsilnejSich metoéd na konstrukciu snarkov.

V nadviiznosti na superpoziciu prisli E. Macajova a M. Skoviera v [11] na obdobna
metodu nazyvani dvojita superpozicia. Tato metoda, na rozdiel od klasickej superpo-
zicie, nevyzaduje, aby bol zakladny graf G snarkom, ale aby boli snarkami dva grafy
odvodené z G pomocou operacie obojstranného rozpustenia parnej kruznice v G.

V naSej praci nadvizujeme na spominany ¢lanok a skiimame, v ktorych grafoch
sa nachadza kruznica, po ktorej rozpusteni na obidve strany dostaneme grafy, ktoré
nie si hranovo 3-zafarbiteIné. Na problém sa pozerame z dvoch hladisk, jednak z
teoretického overovania a sii¢asne sme naprogramovali program, ktory v grafe zo vstupu
hladé rozpustné kruznice. Na zéklade tychto dvoch hladisk sme vyslovili nasledujtcu

hypotézu:
Hypotéza 1. KaZdy snark obsahuje rozpustni kruznicu.

V prvej kapitole sa podrobnejSie pozrieme na metodu superpozicie a zavedieme
zakladné pojmy. V druhej kapitole sa pozrieme na zname nekonec¢né triedy snarkov,
Blanugové a Isaascove. DokdZeme v nich existenciu teoreticky popisatelnych typov
rozpustnych kruznic opakujucich sa v celych triedach. V tretej kapitole sa venujeme
hypotéze z hl'adiska redukcie malych rezov a cyklov. UkdZeme, Ze najmensi protipriklad

pre tito hypotézu nemdze obsahovat hranové 2-rezy a 3-rezy a jeho obvod musi byt
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aspon 5. V poslednej stvrtej kapitole sa venujeme vysledkom, ktoré sme ziskali pomo-
cou nasho programu. Najvyznamnej$im je overenie hypotézy na vSetkych netrividlnych

snarkoch do 36 vrcholov (vratane) s obvodom aspoii 5.



Kapitola 1
Zakladné definicie a pojmy

Predpokladame, Ze ¢itatel ma zakladné znalosti v oblasti teorie grafov. Na tychto
zékladoch v tejto kapitole vybudujeme aparat, ktory nam bude napomocny pri vyskume
v dalgich kapitolach. Ak by si ¢itatel chcel zakladné znalosti doplnit, odporac¢ame

siahnut po tejto literature [3].

1.1 Zopar vSeobecnych pojmov
Definicia 1. Snark je suvisly kubicky graf, ktory nie je hranovo S-zafarbitelny.

Definicia 2. Permutacné snarky si snarky, ktoré maji 2n vrcholov. Skladaji sa z dvoch
kruznic diZky n, ktoré si medzi sebou poprepdjané tak, aby visledny graf bol kubicky a

ani jedna kruznica nemala chordu.
Priklad permuta¢ného snarku je napriklad Petersenov graf.

Definicia 3. Subdivizia grafu cinka je graf skladajici sa z dvoch cyklov Cy a Cs a
cesty P takych, Ze CyNCy = a |C;NP|=1prei=1,2.

(o

Obr. 1.1: Subdivizia grafu ¢inka

Pojem vyhladenie vrchola pouzivame pri vrchole stupiia dva, kde tento vrchol aj s

dvoma incidentnymi hranami nahradime jednou hranou.

Definicia 4. Cykly separujici k-rez je mnoZina hrdn, odstranenim ktorej dostaneme

aspoti. dva komponenty osahujice cykly.
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1.2 Snarky a ich konStrukcie

Na tvorbu snarkov sa ¢asom vyvinuli viaceré techniky. V nasledujicich riadkoch si po
uvodnom predstaveni pojmov niektoré techniky ukédZeme. Definicie ¢erpdme najmai z

dlanku |11] od Macajovej a Skovieru.

1.2.1 Multipdly

Multipol je grafovita Struktira, ktora okrem paralelnych hran a slu¢iek méze obsahovat
visiace hrany (také, ktorych len jeden koniec je incidentny s nejakym vrcholom) a
izolované hrany (také, ktoré nie su incidentné so Ziadnym vrcholom). Formélnejsie
multiol popiseme ako dvojicu M = (V, E), kde V' je kone¢na mnozina vrcholov a E je
kone¢na mnozina hran. Konce kazdej hrany mézu aj nemusia byt incidentné s vrcholmi.
Koniec hrany, ktory nie je incidentny so ziadnym vrcholom sa nazyva polhrana. Visiaca
hrana takto méa jednu polhranu zatial¢o izolovand hrana mé dve polhrany. Multipol s
k polhranami sa nazyva k-pol. V naSej praci budeme pracovat s multipélmi, ktoré su
kubické, inak povedané kazdy vrchol v nich je incidentny prave s troma koncami hran.

Polhrany multipélov za zvyknt zoskupovat do disjunktych mnozin. Tieto nazyvame
konektory. Velkost konektora je pocet jeho polhran. Konektor velkosti k£ budeme nazy-
vat k-konektor. Multip6l s dvoma konektormi budeme nazyvat dipol (a niekedy pisat
2-p6l) a multipol s troma konektormi tripol (3-pol). V praci budeme pouZzivat aj ozna-
¢enie (nq,na, ..., ng)-pol, ¢o je n-pol, kde n = ny +ny + ... + ny a polhrany tohto n-polu
st distribuované do k£ konektorov Si, Ss, ... S, kde velkost konektora S; je n;. Polhrany

v rdmci konektorov, ako aj konektory v rdmci multipolov st usporiadané.

1.2.2 Tvorba snarkov

Jednym, uz sa takmer d& povedat ucebnicovym, prikladom tvorby nového snarku je
Stvorsiucin. Nech G a H st kubické grafy. V G vyberieme dve hrany e = ab a f = cd
a v H dva susedné vrcholy v a v. Nech o, b’ st dalsie vrcholy z H susediace s u a ¢/,
d'" dalsie vrcholy z H susediace s v. Z G odoberieme hrany e a f a z H odoberieme
vrcholy u a v. Néasledne spojime hranou a s @', bs b/, ¢ s ¢ a ds d. Vysledny graf
nazyvame Stvorsucin (dot product) G.H.

Stvorstcin sa objavil nezavisle v dvoch ¢lankoch: od Adelson-Velskiiho a Titova
1973 [1] a od Tsaacsa 1975 [5]. V obidvoch bolo ukdzané, 7e ak urobime Stvorsucin
dvoch snarkov, tak vysledny graf je opét snark.

Dalsou technikou na tvorbu snarkov je superpozicia. Povazuje sa za jednu z naj-
mocnej$ich technik. Prva formalnu definiciu superpozicie priniesol v roku 1996 Kochol
v |6] a neskor sa jej venoval v |7, 8, 9]. Je to metoda, kde zoberieme graf G, ktory je

snarkom a nahradime niektoré jeho hrany tzv. superhranami a vrcholy supervrcholmi.
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Obr. 1.2: Stvorsuéin grafov G.H

Superhrana je 2-pol a supervrchol 3-pol. Polhrany vychadzajice z tychto multipolov
pospajame tak, aby bol zachovany povodny tvar grafu G' a aby vysledny graf bol opét
kubicky. Dostaneme tak akoby naftknuty povodny graf GG. Nie v kazdom pripade je
tento nafuknuty graf opat snarkom. Zavisi to od vhodného vyberu superhran a super-
vrcholov, ako aj grafu G.

Klasickym prikladom superpozicie je Descartov snark, kotry bol objaveny Tutteom
vystupujicim pod pseudonymom Blanche Descartes [2] davno predtym, ako bola sfor-
mulovana formélna definicia superpozicie. Snark zostrojime nasledovne. Za zaklad si zo-
berieme Petersenov graf. Kazdy vrchol nahradime supervrcholom tvaru kruznice dlzky
devit. Hrany néasledne nahradime multipdlmi, ktoré dostaneme odstranenim dvoch vr-
cholov vo vzdialenosti dva z Petersenovho grafu. Tieto multipély maja dva konektory
velkosti tri, kde kazdy konektor pozostava z visiacich hran povodne incidentnych s
jednym vrcholom. Nech e = uv je hrana, ktort prava nahradzame superhranou. Jeden
konektor superhrany napojime na tri susedné vrcholy supervrchola u reprezentovaného
cyklom a druhy na tri susedné vrcholy supervrchola v. Vysledok bude kubicky graf s
210 vrcholmi (pozri obrazok 1.3).

Bolo nahliadnuté v [7], Ze aj spominany $tvorsicin je v podstate superpozicia
grafu H. Hranu g = uv nahradime superhranou Y, ktort dostaneme z grafu G pre-
tnutim hran e a f, kde dve visiace hrany jednej pévodnej hrany tvoria jeden konektor.
Vrcholy v a v nahradime supervrcholmi X, a X, z ktorych kazdy pozostava z dvoch
izolovanych hran h a k, kde jeden konektor supervrchola pozostava z dvoch polhran
— po jednej z h aj z k — a zvysSné dva konektory obsahuja po jednej zvysnej polhrane
h a k. Ostatné hrany a vrcholy grafov G a H ostanii nezmenené. Spojenie konektorov
multipolov Y,, X, a X, nasledne urobime tak, aby vznikli pozadované hrany aa’, bl',

cc a dd'.

1.2.3 Dvojita superpozicia

V tejto casti detailnejSie popiSeme vyskum, na ktorom staviame nasu pracu. V élanku [11]
autori Macajova a Skoviera zadefinovali novy typ superpozicie. Jej hlavnym rozdielom
od Standardnej superpozicie je, Zze namiesto pozadovania nezafarbitelnosti zakladného

grafu G je postacujice, aby nezafarbiteIné boli dva grafy odvodené z grafu G. Tento
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Obr. 1.3: Descartov snark

typ superpozicie nazvali dvojitd superpozicia.

V ¢lanku sa konkrétnejsie zaoberali dvojitou superpoziciou, kde odvodené grafy
vytvorili tzv. rozpustenim parnej kruznice grafu GG. Nasledne, obdobne ako pri klasicke;j
superpozicii, nahradili vrcholy kruZznice v povodnom grafe GG supervrcholmi-negatormi.
O tom, ako tieto transformécie vyzeraji a k ¢omu slizia povieme nizsie. Prvym krokom

bude definicia negatora.

Definicia 5. Nech H je snark. Ked odoberieme vrcholy cesty dizky 2 z H, ostane ndm
5-pol N. Polhrany tohto 5-pdlu rozdelime do troch konektorov, kde v jednom konektore
budi spolu vZdy hrany povodne incidentné s jednym vrcholom. Multipol N tak md dva
konektory Sy a Ss s dvoma polhranami a jeden s jednou polhranou. Multipdl (2,2, 1)-pdl

nazyvame negdtor. Konektory Sy a Sy nazgvame vstupnyj a vystupny.

Na to, aby sme vysvetlili pre¢o tento multipol nesie meno negator, by sme zasli
do oblasti, ktoré nie st pre nasu pracu nevyhnutné. Preto toto meno iba neformalne
zdovodnime. Nech N je negétor a Sy a Sy st konektory velkosti dva v N. Predstavme
si Tubovolné ofarbenie negatora N troma farbami. Je dokézatelné, ze nemoze nastat
pripad, kedy v obidvoch konektoroch S; a Sy budi mat hrany jedného konektora rov-
nakd farbu. Takisto nemdze nastat pripad, Ze v obidvoch S; a Sy budt mat hrany
jedného konektora rozne farby. Moze teda nastat iba pripad, ze v S; budu farby hran

rovnaké a v S rozne, alebo naopak v 57 rozne a v Sy rovnaké. Negator N teda prepne
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zhodné farby vstupného (resp. vystupného) konektora na nezhodné farby vystupného
(resp. vstupného) konektora.

Nasleduje definicia rozpustnej kruznice. Tuto kruznicu budeme pouzivat pri odvo-
dzovani mensich grafov pouzitych pri dvojitej superpozicii negadtorom, o ktorej hovori
¢lanok. Za definiciou rozpustnosti kruznice bude nasledovat definicia samotnej super-
pozicie negatorom. Nakoniec vyslovime hlavné tvrdenie ¢lanku.

Nech G je savisly kubicky graf a C' = (vgv;...v9,_1) parna kruznica v grafe G.
Oznacime Eo(C) mnozinu hran kruznice C' z vy; do vy 1 pre vietky i = 0,....k — 1
a F;(C) mnozinu hran kruznice C' z vg;41 do ve;1o pre vSetky i = 0,....k — 1, kde
indexy st brané mod 2k. Uvedomme si, ze grafy G — Ey(C) a G — E1(C') nemusia byt
stivislé a vietky ich vrcholy st stupiia dva alebo tri. Nech G§ je graf, ktory vznikne
z G odstranenim hréan Ey(C) a néaslednym vyhladenim vrcholov stupiia dva. Podobne
nech G§ vznikne odstranenim hran E;(C) a vyhladenim vrcholov stupia dva. Grafy
GS a GS nazveme odvodenymi grafmi, ktoré vznikli rozpustenim kruznice C' v grafe
G na jednu, alebo druht stranu. Pokial C nie je hamiltonovska, tak st grafy G§ a G¢
kubické, no nie nutne suvislé.

Aby ¢itatel dostal lepsi vhlad do toho, ¢o to znamena rozpustit kruznicu, popiSeme
tento priebeh aj menej formélne. Predstavme si, Zze hrany danej parnej kruznice C' v
kubickom grafe GG striedavo ofarbime na zeleno a ¢erveno. Rozpustenie na jednu stranu
znamend odstranenie hran jednej farby (napr. zelenej) z grafu G a nasledné vyhladenie

vrcholov stupiia dva. Nazornt ukazku mozeme vidiet na obrazku 1.4.

VI A ~ A
VA AT

Obr. 1.4: Rozpustenie kruznice na jednu stranu

Definicia 6. Nech G je suvisly kubicky graf a C pdrna kruznica v grafe G. Ak plati,
Ye odvodené grafy G§ a GY, ktoré wvznikli rozpustenim kruznice C' v G, nie si 3-
zafarbitelné, tak kruznicu C nazveme rozpustnd. Pokial je zafarbitelny prdve jeden z

grafov G5, alebo GS', hovorime, Ze kruznica C je rozpustnd na jednu stranu.

Definicia 7. Nech G je suvisly kubicky graf a nech C' = (vovy...v95_1) je kruznica v
grafe G s poctom wvrcholov 2k. Skonstruujeme graf G’ tak, Ze kazdy vrchol kruznice
C' nahradime (2,2,1)-pélom tak, aby konektory velkosti dva kopirovali pévodné hrany

kruznice a zvysny konektor velkosti jeden kopiroval hranu na jednej strane incidentni s
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vrcholom kruznice a na druhej strane smerujicu mimo kruznice. Nahrdadzanie urobime
nasledovne. Pre kazdé i € {0,1,...,k — 1} nahradime vrchol vy; kruznice C negdtorom
No; a vrchol ve; 1 lubovolngm (2,2,1)-polom Mo y1. Nasledne spojime vygstupny konektor
negdtora No; so vstupnym konektorom multipolu My 1 a vystupny konektor multipolu
Ms; 1 so vstupnym konektorom negdtora Nojyo tak, aby bol vysledny graf G' kubicky.

Hovorime, Ze G’ vznikol z G pdrnou negdtorovou superpoziciou vzhladom na kruznicu C.

Uz mame vSetko pripravené na hlavny vysledok ¢lanku. Ten prezentujeme v nasle-

dujucej vete.

Veta 8. Nech G je suvisly kubicky graf a nech G’ je graf, ktory sme vytvorili z G
dvojitou superpoziciou negdtorom vzhladom na kruznicu C v G. Ak si oba grafy GS a

GY nezafarbitelné, tak G' je nezafarbitelnyj.

Dvojita superpozicia negatorom teda umoznuje tvorbu snarkov nielen zo snarkov,
ale aj z inych kubickych grafov. Otvorenou otédzkou na konci ¢lanku bolo, v akych
v8etkych grafoch sa nachadza rozpustna kruznica. V dalSich kapitolach sa zaoberame

prave hladanim tychto rozpustnych kruznic v grafoch.



Kapitola 2
Zname triedy snarkov

V tejto triede sa budeme venovat dvom znamym triedam snarkov — BlanuSovym a
Isaacsovym. V obidvoch sme urobili pozorovania ohladom pritomnosti rozpustnych
kruznic v grafoch tychto tried. Overili sme, Ze pre obidve triedy plati, Ze v kazdom
grafe triedy exituje rozpustnd kruznica. O Isaacsovych sme dokazali eSte nieco trochu

viac.

2.1 BlanuSové snarky

Trieda BlanuSovych snarkov je podtriedou permutacnych snarkov. Prvy krat sa im
vyznamnejsie venovali v [10]. Tieto snarky maji jednoducho opisatelny tvar utvoreny
z kone¢ného poctu cyklicky zapojenych rovnakych blokov. Nahliadli sme, ze vdaka
tejto cyklickej konstrukeii je v nich mozné najst rozpustnt kruznicu dlzky n — 2 v
kazdom grafe tejto triedy. To znamené, Ze vidy ked do grafu zapojime novy blok,

vieme kruznicu cez blok previest tak, aby si zachovala svoju rozpustnost.

Definicia 9. BlanuSové snarky sa skladaji z dvoch tvodnijch vrcholov u a v a z konec-
ného poctu cyklicky zapojenych blokov s 6smimi vrcholmi, kde -ty blok md vrcholy a; 1,
a2, ... A4;8 Q hmny tvoriace mriezku: a; 1052, A;10;4, A;2043, G;20;7, A;30;5, A 41045,
@i 4Qi6, Gi5is, QieQi7, Gi7Q;s (pozri obrdzok 2.1), hrany vedice do predchddzajiceho
bloku a;1a;-18, a; 30,16 a hrany vedice do nasledujiceho bloku a; 60113, a;igair11 (PO-
zri obrdzok 2.2). Oznacenie By budeme pouzivat pre graf z Blanusa triedy s k za sebou

wducimi blokmi. Graf By, je Petersenov graf.

BlanuSové snarky maju tvar, ktory pozyva k nahliadnutiu, ¢i sa v iom nenachadza
nejaké velka kruznica, ktora by postupne prechadzala cez zapojené bloky a po ktorej
rozpusteni by ostal maly graf, na ktorom by sa Iahko overila zafarbitelnost. Povzbude-
nim na vydanie sa tymto smerom pre nas boli aj vystupy nasho programu, ktoré nam
ukézali, 7e v BlanuSovych snarkoch sa nachadza pomerne vela kruznic dlzky n — 2,

ktoré si zaroven rozpustné. Konkrétne na vstupe so Styrmi najmensimi BlanuSovymi
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Obr. 2.1: Blok pouzity na konstrukciu BlanuSovych snarkov.

Obr. 2.2: Graf z Blanusa triedy s k& blokmi

snarkami s poc¢tami vrcholov 18 az 42 sme zistili, Ze zo vietkych kruznic dlzky n — 2
st vzdy viac ako tri stvrtiny rozpustné. Pomocou vystupov popisujicich tieto kruznice
sme nasli jeden typ, ktory sa opakuje v celej triede BlanuSovych snarkov. To znamena,
7e v BlanuSovom snarku s Tubovolnym poc¢tom blokov vieme popisat kruZnicu, po

ktorej rozpusteni na obidve strany dostaneme zarucene nezafarbitelné grafy.

Veta 10. Nech By je graf z nekonecnej rodiny BlanuSovijch grafov s k blokmi. Potom

kruznica

UVAE 60k 7Ak80K 50k 40k 10k 20k 30k—1,60k—1,7Ak—1,80k—15---A1,601,401 501,301,201 .1
je rozpustnd.

Dékaz. UkaZeme, 7Ze rozpustenie kruznice na obidve strany vedie ku vzniku grafu ¢inky,
ktoré je hranovo nezafarbitelné tromi farbami.

Hrany kruznice ofarbime striedavo zelenou a ¢ervenou farbou tak, ze hrana uv je
Cervend hrana. Ak z grafu odstranime vSetky cervené hrany, vysledny graf bude subdivi-
ziou ¢inky pozostavajicej z cesty P dlzky 1z vrcholu a; 7 do a; g a z dvoch kruznic C) a
Cy, kde C) = a1,701 602302 502 402 603 3...A 6VA1,301 2 a Cy = 41,802 102202 702 843 1-..0F 8
uay 101,401 5. Kruznica C; pretina cestu P vo vrchole a7 a kruznica Cy pretina cestu
P vo vrchole a; 5.

Obdobne ak z grafu odstranime zelené hrany, vysledny graf bude opét pozosté-
vat z cesty P dlzky 1 z vrcholu a;7 do ayg a z dvoch kruznic C} a Cj, kde O} =
a1,701,601,401,1012 & Cé = 01,802,102,402 602,702 202 302 502 843 1...AL gUVA] 301 5. Kruznica

1 pretina cestu P vo vrchole a7 a kruznica Cf pretina cestu P vo vrchole a; g, ¢im

je vytvorena subdivizia grafu ¢inka.
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Ked teraz v obidvoch odvodenych grafoch vyhladime vrcholy stupia 2, tak dosta-

neme grafy ¢inky, ktoré su hranovo nezafarbitelné tromi farbami. O]

Obr. 2.3: Horny obréazok: rozpustna kruznica ofarbena striedavo na ¢erveno a zeleno
(¢iarky a bodky). Stredny a dolny obréazok: subdivizie ¢inky po pomyselnom odstranent
hran jednej a druhej farby. Jedna kruznica subdivizie je vzdy znédzornend bodkovanou

¢iarou a druh& prerusovanou ¢iarou.

Pocitacové experimenty naznacuji, ze podobnych, v celej triede sa opakujicich
typov kruznic, existuje vela. Ukazali, Ze priblizne tristvrte kruznic dlzky n — 2, nacha-

dzajucich sa v jednotlivych BlanuSovych snarkoch, je rozpustnych.

2.2 Isaacsove snarky

Trieda Isaacsovych snarkov je jednou z prvych zndmych nekone¢nych tried snarkov [5].
Snark Jj, pozostava z k cyklicky zapojenych (3,3)-polov Y zobrazenych na obrazku 2.4,
kde k je neparne prirodzené ¢islo. Na obrazku 2.5 modzeme vidiet snarky Js a Jr.
[saacsove snarky maja vyhodny tvar, hrany spajajice koncové vrcholy ramien Y tvoria
jednu savisla kruznicu. Pomocou nasho programu sme zistili, Ze v [saacsovych snarkoch
Js az Jy existuje vela kruznic dizky n — 2 a na tychto sme odpozorovali, Ze prave tie
kruznice, pri ktorych st chybajice vrcholy susedné, st rozpustné. Podujali sme sa

dokézat, Ze toto pozorovanie je rozsiritelné na cela triedu Isacsovych snarkov.
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Obr. 2.4: (3,3)-pol Y; pouzity na konstrukciu Isaacsovho snarku

Obr. 2.5: Isaacsove snarky Js a J;

Tvrdenie 1. Vsetky kruznice dizky n — 2 v Isaacsouvyjch snarkoch, pre ktoré plati, Ze

sch chiyjbajiice vrcholy su susedné, su rozpustné.

K dokazu tvrdenia sa dostaneme postupne. Zavedieme si potrebné znacenie. Vrcholy
multipélu Y oznac¢ime symbolmi a, b, ¢ a d, ako je zobrazené na obrazku 2.4. Pri praci
s viacerymi multpélmi Y budeme pouzivat indexy: Y7, Y5, ... Y, a takisto aj vrcholy
prislugného Y; budeme oznacovat a;, b;, ¢;, d;. Hrany vchadzajice do Y oznacime h,,
Sin a dip, (podla pozicie — hornd, stredna a dolnd). Obdobne hrany vychadzajtce z
Y oznacime hoyr, Sout @ dowe- Ak bude z kontextu jasné, ¢i ide o vchadzajice, alebo
vychadzajice hrany, indexovanie pomocou in a out budeme vynechavat.

Pozrime sa teraz, aké moznosti vynechanych susednych vrcholov mozu nastat. Bez
ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, ze dvojica odobratych vrcholov patri Y;
az Ys. Tato postupnost budeme v dalsom texte oznafovat Y;...Ys. V kruznici dizky

n — 2 mozu chybat nasledovné susedné vrcholy:

Al by ady
B. ay a by
C. dyacs
D. as a as

E. d2 a C3
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Moznost by, co vynechavame, pretoze je osovo symetrickd k moznosti A a zo symet-
rickosti Isaacsovych snarkov by sme pri nej dostali rovnaké vysledky ako pri moznosti A.

Na nasledujucich stranach ukazeme, Ze nie je mozné skonstruovat miniméalny protip-
riklad pre Tvrdenie 1. UkdZeme, Ze pre ziadnu z moznosti A,...,E nie je mozné skonstru-
ovat v istom slova zmysle najmensi mozny graf s nerozpustnou kruznicou dizky n — 2.
Vgetky pokusy totiz budu viest ku kruznici, ktord je rozpustné, po ktorej rozpusteni
ostane graf ¢inka.

Pomocou moznosti A si dobudujeme aparat, ktory budeme pouzivat pri konstru-
ovani moznych protiprikladov pre Tvrdenie 1 aj pri ostatnych moznostiach chybajacich
vrcholov. VSimnime si, Ze pri moznosti A existuju len Styri sposoby, ako moze cez trojicu

Y;...Y; prechadzat kruznica dizky n — 2.

Lema 11. Ezistuji Styri sposoby, akymi moéze kruznica dizky n — 2 prechddzat multi-

polmi Y1...Ys, ak v nej chybajiu vrcholy by a ds.

Dokaz. Kruznica musi vrcholy by a dy obchadzat, tym padom vieme s istotou povedat,
7e hrany dyco, caods, aias, asas, diycy, c1by, bscs a c3dy musia lezat na kruznici. MoZeme
nahliadnut, Ze aby v kruznici lezali vSetky vrcholy Y7, potrebujeme do kruznice pridat
bud hrany c,d; a a1b, alebo hrany ara; a b;d;. Podobne, aby v kruZnici lezali vSetky
vrcholy Y3, potrebujeme do kruznice pridat bud hrany dscy a asbs, alebo hrany asay a
bsds (pozri obrazok 2.6). Iné kombinécie hran by viedli k tomu, Ze bud by sme kruznicou
nepokryli vSetky vrcholy, alebo by kruznica nebola stvisla. VSetky kombinéacie tychto

dvojic hran st Styri. O

Obr. 2.6: Moznost A: v kruznici chybaji vrcholy by a dy. Hrubou ¢iarou si oznacené
hrany, ktoré v kruznici musia byt na zaklade vyberu chybajtcich vrcholov. Ciarkami
a bodkami st oznacené dvojice hran, z ktorych vzdy jednu dvojicu treba vybrat do

kruznice, aby boli v8etky vrcholy Y; a Y3 pokryté.

Podme sa pozriet na to, akym sposobom moze cez multipol Y prechadzat kruznica.
Je Tahké nahliadnut, ze ak chceme zachovat sivislost kruznice a pokrytie vSetkych vr-
cholov, tak ak z jednej strany do Y kruznica vchadza cez Tubovolné dve hrany, tak z

nej na druhej strane nemoéze vychadzat ani cez tri, ani cez jednu, ani cez Ziadnu hranu.
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Musi vychédzat cez dve. KedZe pri moZznosti A do Y; vchadzaju aj z Y3 vychadzaju
dve hrany, budia aj do vSetkych zvysnych Y grafu aj vchadzat aj z nich vychadzat dve
hrany kruznice. Pozrime sa, ktoré kombinacie dvojic vchadzajicich a vychadzajiacich
hran s mozné, aby kruznica prechadzala vsetkymi vrcholmi daného Y. Pre zjednodu-
Senie si zavedieme znacCenie: multipél Y, do ktorého bude kruznica vchadzat cez horni
a stredni hranu a bude z neho vychadzat cez dolni a strednii oznacime [,4Y]qq. Sa-
motné kombinécie vchadzajtcich, alebo vychadzajacich hran budeme oznacovat [hs],
[ds], [hd]. Nasledujtaca lema hovori o moznych kombinaciach dvojic vchadzajicich a

vychadzajucich hran multipolu Y.

Lema 12. Moznosti kombindcii dvojic vchddzajicich a vychddzajicich hran'Y leZiacich
v kruznici tvoria neorientovany graf G, kde V- = {[hs], [ds], [hd]} a E = {[hs][ds], [hs][hd],
[ds][ds], [hd][hd] }.

Doékaz. Prejdeme si vSetky moznosti, okrem tych, ktoré si v podstate tie isté, len
zrkadlové. Moznost ;4 Yns plynulo prechddza cez Y iba hornymi a strednymi hranami
a nemozno prechod doplnit tak, aby pokryval vrcholy a a b. MoZnost [,4Y]4s je mozné
doplnit hranami cb a ba a vznikne tak prechod pokryvajici vSetky vrcholy Y. Takisto
moZnost [,5Y[ng je mozné doplnit hranami bd a ba a vznikne tak prechod pokryvajici
vietky vrcholy Y. Obidve moZnosti (qY|nd) & [4s)Y][as) je moZné doplnit hranami cb a bd.
Posledn4 moZnost (45Y[ng opét tvori plynuly prechod, ktory nie je mozné doplnit tak,
aby pokryval aj vrcholy b a d. KedZe zaroven platia aj zrkadlové verzie kombindcii, zo
vSetkych moznosti ndm vznikol spominany neorientovany graf, kde hrana reprezentuje

mozny korektny prechod kruZnice cez multipol Y (pozri obrazok 2.7). ]

Obr. 2.7: Neorientovany graf moznych kombinacii dvojic hran, ktorymi v ramci Y

prechadza kruznica

Zistili sme, akym spdsobom musi kruznica prechédzat cez multipoly Y, ak na jednej
strane do multipolu vchadzaji dve hrany kruznice, aby pokryla vSetky okrem zvole-
nych dvoch chybajicich vrcholov. Pozrime sa teraz, ¢o vieme povedat o jej striedavom
zafarbeni vyuzivanom pri rozptstani. Pri moznosti A, nech uz zoberieme ktortkolvek
kombinéciu vchadzajicich, alebo vychadzajtcich hréan, buda do Y; vzdy vchéadzat, aj z

Y3 vychadzat dve hrany. St dva sposoby, ako moézeme v ramci Y;...Ys kruznicu ofarbit:
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'3@ @ ©

Obr. 2.8: Kombinacie dvojic hran kruznice prechadzajicich cez Y (¢arkovana) a ich
moZné doplnenie (bodkovana). Zlava-doprava: (hs] Y[hs]s [hs] Y[ds]s [hs] Y [hd]> (hd) Y [hd]> [ds] Y[ds]>

(ds) Y]hd)-

i) Obidve hrany vchadzajtce do Y; budu rovnakej farby (napr. ¢ervenej), tym padom,
ked'Ze obe cesty patriace kruznici maja pri Tubovolnej kombinécii v Y;...Y3 nepérny
pocet vrcholov, obidve hrany vychadzajice z Y3 budi tiez rovnakej, no opacnej

farby (v tomto pripade zelenej).

ii) Jedna hrana vchadzajica do Y] bude jednej farby (napr. zelenej) a druhé bude dru-
hej farby (¢ervenej). Tym padom aj hrany vychadzajice z Y3 budi mat rozdielne

farby.
Nahliadneme, Ze moZnost i) nemoze nastat.

Lema 13. Nech C je kruznica dizky n—2 s moznostou chyjbajicich vrcholov A. Potom
neexistuje korekné striedavé ofarbenie kruznice C, v ktorom by dve hrany vchddzajice

do Yy boli rovnakej farby.

Doékaz. Vieme, ze medzi Y3 a Y] musime dosadit parny pocet Y. Pozrime sa ako funguje
prepinanie farieb v ramci jedného Y. Kazdy mozny tah prechadzajuci cez Y obsahuje
dve, alebo $tyri hrany (lahko odpozorovatelné na obrazku 2.8). Ak teda kruznica vcha-
dza do Y hranou jednej farby, na konci tahu bude vychadzat hranou druhej farby.
Ak obidve vchadzajice hrany st rovnakej farby (napr. ervenej), Y sposobi, 7ze obidve
vychadzajice hrany budu rovnakej, no opacnej farby (zelenej). Ak za seba postavime
parny pocet Y, vychddzajica farba posledného Y bude totozné s vchadzajicou farbou
prvého Y. Tu v8ak nastéva problém pri zvolenej moznosti ofarbenia. Nech do Y] vcha-
dzaju ¢ervené hrany. Z Y3 teda budi vychadzat zelené. Na Y3 napojime parny pocet Y.
Z posledného budua opét vychadzat zelené hrany. To v8ak nie je napojite[né na hrany

cervenej farby vchadzajice do Y. O

Zistili sme, 7ze dvojice hran vchadzajicich do Y; aj vychadzajucich z Y3 , ako aj
dvojice hran vchadzajicich do a vychadzajucich z kazdého Y, budu ofarbené dvoma
roznymi farbami. Pre dal§iu pracu si nazveme doplnenie postupnosti multipolov Y,
pri ktorom sa korektne napoji kruznica (korektne v zmysle napojenia hran vzhladom
na poziciu — horna, dolna, strednd — aj na farbu), korekiné doplnenie postupnosti

multipélov Y.



16 KAPITOLA 2. ZNAME TRIEDY SNARKOV

Dalej pri napajani postupnosti Y potrebujeme sledovat nielen to, ¢i je korektné, ale
aj to, ¢i po odstraneni hran jednej farby vznikni cesty z vrcholov stupna dva, ktoré
si sucastou subdivizie grafu ¢inka, alebo subdivizia trojhrany spajajtacej dva vrcholy.
Podobné odsledovanie tvorby ciest potrebujeme urobit pri odstraneni hran druhej farby.

Pozrime sa teraz, ako mozu vyzerat postupnosti Y napajané na trojicu Y;...Ys.
Vieme, 7e musia byt parnej dlzky, aby dotvorili kompletny Isaacsov snark. V podstate
to budi postupnosti Y vytvorené na zaklade sledov parnej dlzky po grafe z Lemy 12. V
nasledujicich dvoch leméach ukizeme, Ze existuju kratke postupnosti Y s konkrétnymi
kombinéciami hran, cez ktoré prechédza kruznica také, Ze na konci postupnosti sme
tam, kde sme boli na zaciatku a to jednak v napojeni kruznice, ¢o sa tyka farby a pozicii
hran, a tiez v napojeni ciest z vrcholov stupia dva vzniknutych po odstraneni hran
jednej, aj druhej farby. O tychto postupnostiach vieme povedat, 7Ze s istotou nebudi v

minimélnom protipriklade pre Tvrdenie 1.

Lema 14. Ak sa minimdlny protipriklad pre Tvrdenie 1 skladd z aspon piatich multipo-
lovY, tak neobsahuje postupnosti Y dizky dva (hs] Y[nd)» [hd) Y [hs)5 [hs]Y[ds]» [ds] Y [hs]5 [hd] Y [hs]s
[hs] Y[hd] s [ds] Y[hsb [hs]Y[ds} 5 [hd]Y[hd}: [hd]Y[hd} 5 [ds]Y[ds}; [ds]Y[ds]-

Dokaz. Rozoberieme pripad postupnosti (ngY[nq, na¥ns- Nech Y; je prvy Y postup-
nosti. Je I'ahké nahliadnut, Ze vchédzajuca aj vychadzajtca dvojica hran postupnosti
st totozné Co sa tyka pozicie aj farby. Pozrime sa, ¢o sa stane po odstraneni ¢ervenych
hran kruznice. Ostani ndm dve sivislé cesty z vrcholov stupia dva: p; = ¢;_1d;cii1d;10
a po = a;_1a;b;c;d;y1b;v1a;11a;10. MOzeme nahliadnut, Zze vchadzajuca a vychadzajica
hrana cesty p; maju rovnaki poziciu. Cesta p; je tak napojenim na jednu kruznicu tvo-
riacej sa subdivizie grafu ¢inka. To isté mozeme povedat aj o ceste py, ktora bude napo-
jenim na druhu kruznicu tvoriacej sa subdivizie grafu ¢inka. Podobne po odstraneni ze-
lenych hran kruznice ostanu cesty: pj = d;_1¢;b;d;civ1biv1di1 100 & Py = a;_10;04;41 042
Aj tu mozeme nahliadnut, Ze vchadzajice a vychadzajice hrany tychto ciest st ¢o sa
tyka pozicie rovnaké a cesty p| a p), dopliiaji kruZnice tvoriacej sa subdivizie grafu
¢inka. Pre lep8iu predstavivost davame do pozornosti obrazok 2.9, kde st zobrazené aj

ostatné pripady odstranitelnych postupnosti dizky dva. O]

Uvedomme si, Ze postupnosti dlzky dva z predoslej lemy v podstate predstavuja sled
dlzky dva v grafe z Lemy 12 taky, ze prejdeme hore-dole po tej istej hrane. Ked teda
budeme tvorit sledy v grafe z Lemy 12, na zéklade ktorych budeme tvorit postupnosti
multipolov Y, ktoré napojime na Y;...Y;, moZeme vynechat tie moznosti, kde prejdeme

dvakrat za sebou po tej istej hrane.

Lema 15. Ak sa minimdlny protipriklad pre Tvrdenie 1 skladd z aspon deviatich multi-
polovY, tak neobsahuje postupnost multipolov S = 1gY[nd), (ha)Yhd)s (hd) Y [hs]» [hs) Y(ds)» [ds) Y [ds] [ds] Y [hs]

ani jej lubovolné cyklické posuny.



2.2. ISAACSOVE SNARKY 17

O I i : :

............ O

U S U S S

= 6
T

Obr. 2.9: Triviadlne postupnosti dizky dva. V stlpci vidy popisana jedna postupnost:
hore ako vyzera prechod kruznice cez postupnost (¢iarky = zelena, bodky = ¢ervend), v
strede ako vyzeraju cesty z vrcholov stupna dva po odstraneni ¢ervenych hran kruznice,

dole ako vyzeraja cesty z vrcholov stupna dva po odstraneni zelenych hran kruznice.

Doékaz. Pomocou obrazka 2.10 mdzeme nahliadnut, Ze kruznica cez postupnost pre-
chadza korektne a vchadzajica aj vychadzajica dvojica postupnosti st rovnaké ¢o sa
tyka pozicie aj farby hran. Takisto mézeme nahliadnut, ze po odstraneni hran jednej,
alebo druhej farby ndm ostant dve sivislé cesty zacinajice a konciace vzdy na tej istej
pozicii. Nakoniec mozeme nahliadnut, Ze podobné vysledky dostaneme pri [ubovolnom

cyklickom posune tejto postupnosti. O

Postupnosti z Lemy 14 a Lemy 15 budeme nazyvat trividlne. Aj vdaka vysSie uve-
denym dvom lemam vieme o najmenSom protipriklade povedat eSte nasledovné tri

lemy:

Lema 16. Minimdlny protipriklad pre Tuvrdenie 1 neobsahuje postupnost vytvoreni na
zdklade sledu [hs]-[hs] kladnej pdrnej dizky.
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Obr. 2.10: Trividlna postupnost S = (14 Y(na), hd) Y[nd)s (hd)Yhs]s (s Y[ds)» [ds] Y[ds)» [ds] Y [hs] -
Hore ako vyzeré prechod kruZnice cez postupnost (¢iarky = zelend, bodky = ¢ervend), v
strede ako vyzeraju cesty z vrcholov stupna dva po odstraneni ¢ervenych hran kruznice,

dole ako vyzeraja cesty z vrcholov stupna dva po odstraneni zelenych hran kruznice.

Dokaz. Pozrime sa na to, aké moznosti tvorby sledu parnej dizky v grafe z Lemy 12
méame. Za¢neme vo vrchole [hs]. Prejdime najprv do vrcholu [hd]. Aby sme nepresli opat
po tej istej hrane, ostaneme v [hd] a oto¢ime sa vo vrchole. Druhy krat sa vo vrchole
oto¢it nemdzeme, preto sa vratime do [hs] budeme maf sled dlzky tri: [hs][hd][hd][hs].
Vieme 7e nemodzeme prest opit do [hd]. Mozeme vSak prejst do [ds], oto¢it sa v iom a
opéit sa vratit do [hs]. Dostaneme tak parny sled [hs][hd][hd][hs][ds][ds][hs]. Z toho ale
dostaneme postupnost z Lemy 15, o ktorej vieme, Ze sa v miniméalnom protipriklade
nachiddzat nebude a zaroven sme v tej istej situécii ako na zaciatku tvorby sledu.
Podobny vysledok by sme dostali aj keby sme prvy krok urobili do vrcholu [ds]. Iné

moznosti tvorby parneho sledu nie si. O]

Lema 17. Minimdlny protipriklad pre Tuvrdenie 1 neobsahuje postupnost vytvoreni na
zdklade sledu [hd]-[hd] kladnej pdrnej dizky.

Dékaz. Opéf tvorime sled parnej dizky v grafe z Lemy 12. Zagneme vo vrchole [hd].
Mame v dve moznosti: prejst do vrcholu [hs], alebo oto¢it sa raz v sebe samom. Pri
prvej moznosti je jedinou cestou ako sa vyhnuat prejdeniu dvakrat po tej istej hrane,
pokracovat do [ds], raz sa v hom otodit, vratit sa do [hs] a potom do [hd]. Méme sled
dlzky 5. Aby sme dostali sled parnej dlzky, mozeme sa este raz oto¢it vo vrchole [hd].
Tu v8ak dostaneme sled, ktory opét vedie k postupnosti z Lemy 15. Podobny vysledok
dostaneme aj pri druhej moznosti, ked sa na za¢iatku oto¢ime vo vrchole [hd]. Jediny
rozdiel bude, Ze postupnost parnej dizky dostaneme bez posledného otocenia sa vo
vrchole. Iné moznosti tvorby parneho sledu, ktory nevedie k trividlnej postupnostiam,

nie su. O



2.2. ISAACSOVE SNARKY 19

Lema 18. Minimdalny protipriklad pre Turdenie 1 neobsahuje postupnost vytvoreni na

zdklade sledu [ds)-[ds] kladnej pdrnej dizky.
Doékaz. Dokaz je analogicky k dokazu Lemy 17. O]

Teraz uz méame pripravené vsetky stavebné bloky, aby sme sa mohli pozriet na
jednotlivé kombinécie vchadzajtucich a vychidzajicich hran multipolov Y; a Y3 pri
moznosti A a nasledne aj pri ostatnych moznostiach. Pozerame sa, ¢i vieme najst aspon
jednu kruznicu dlzky n — 2, ktort vieme dotvorit a ktora bude nerozpustna. Pozrime sa
najprv na kombinaciu, kde do Y; vchadzaju aj z Y3 vychadzajua stredna a horna hrana.
Ttto kombindciu pre multipdly Y;...Y3 oznacime [, Ajg @ obdobne oznacime ostatné
mozné kombinacie.

Bez ujmy na v8eobecnosti, nech je horna hrana vchadzajica do Y; zelena. Ked
odstranime Cervené hrany, ostani nam, okrem hrany byds, cesty p,, = cxdibici1dacsdy a
Day = Qrajazbocadsbzazay. Ked odstranime zelené, ostani nam, okrem hrany byds, cesty
Doy = drpcidacgbsdscy a pe, = agaibidicabrasasay (pozri obrazok 2.11). Ukazeme, Ze
napojenim ubovolnej korektnej postupnosti multipolov Y, ktora neobsahuje trividlne
postupnosti, a odstranenim hrén jednej farby a v dalsom pripade aj druhej farby

vzniknu cesty z vrcholov stupna dva tvoriace spolu s hranou byds subdiviziu grafu

¢inka.
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Obr. 2.11: Moznost 5 Ajns. VIavo prechod striedavo ofarbenej kruznice (¢iarky —
zelend, bodky = ¢ervend). V strede cesty po odstraneni zelenych hran p., a p.,. Vpravo

cesty po odstraneni cervenych hran p., a p,,.

Lema 19. Pri mozZnosti 4 Apns nie je mozné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Doékaz. Uvedomme si, ze v tomto pripade je aj prazdna postupnost korektné doplnenie
multipolov Y;...Ys, ktoré vytvori kruznicu dizky n — 2 v J;. Pozrime sa, ¢o vznikne po
rozpusteni na jednu a na druhi stranu. Pomoézeme si cestami p,,, D.,, Pe; & Pey, kde
polozime k = 3. Tym padom ¢, = c3, dy = dy, ap = a3 a ag = ay pre cesty p,, a p,, a
dy, = ds, ¢4 = 1, ap = az a ay = ay pre cesty p,, a p.,. Je Tahké nahliadnut, Ze cesty
D2 @ D., a obdobne aj p., a p., tvoria s hranou byds subdiviziu grafu cinka.

Prazdna postupnost teda vedie k rozpustnej kruznici. V Leme 16 sme ukazali, 7ze v

minimalnom protipriklade nemoéze byt postupnost vytvorena na zéklade sledu parnej
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dlzky z [hs| do [hs] v grafe z Lemy 12. Z toho vyplyva, Ze neexistuje postupnost, ktort
by sme na Y7...Y3 mohli korektne napojit. O

Overili sme tada kombindciu (4 Ajns. Pri moZnosti A ndm eSte ostavaji na overenie
kombindcie 5 Ajnd), (a5 Afns] @ [as] Afpg- Pripominame, Ze pre vetky, na zédklade Lemy 13
plati, ze dvojica hran vchadzajica do Y; aj dvojica hran vychadzajtuca z Y3 musia byt
dvojfarebné. Pre kazdi kombinaciu overime, 7e s hou nevieme vytvorit protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Lema 20. Pri moZnosti s Appqg nie je mozné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Dokaz. V tomto pripade uz nie je mozné len tak napojit Y3 na Y;. Budeme teda pomo-
cou budovania sledov parnej dizky po grafe z Lemy 12 tvorif ¢o najkratsie a netrivialne
postupnosti, ktoré napojime na Y;...Y3. Za¢iname vo vrchole [hd]. Urobme najprv oto-
¢enie v sebe. Nasledne, aby sme sa vyhli trividlnej dvojici nqYng, (paYjna, urobime
krok do [hs]. V tomto pripade mame sled dlzky dva. Zapamitdme si ho a nechame
jeho overenie na neskor. Na zaklade Lemy 16 vieme, Ze z vrcholu [hs] sa neda vytvorit
uzavrety sledy parnej dlzky, ktory by neviedol k trivialnej postupnosti. Tato vetva je
teda uzavreta.

Vratme sa opét na zaciatok do [hd]| a vykro¢me hned do [hs]. Vratit sa po tej istej
hrane nemozeme. Pokracujeme teda do [ds]. Ak sa v [ds] raz oto¢ime a vratime sa do
[hs], mame dalsi parny sled na overenie. Z [hs| uz opét dalej nepokracujeme.

Na zaklade sledov teda mame dve postupnosti na overenie: (44 Y[na), (hd)Y[ns] @ (d) Y [hs]s
(hs] Y[ds)» [ds)Y[ds]> [ds]Y[hs]- DOZrime sa na prvi, pri ktorej sa nachddzame v J5. Pomocou
obrazkov 2.10 a 2.12 l'ahko nahliadneme, Ze kruZnica sa, ¢o sa tyka farieb a pozicii,
napoji spravne. Taktiez modZzeme nahliadnut, Ze po odstraneni hran ¢ervenej farby nam
v doplnenych Y vzniknia dve stuvislé cesty, z ktorych sa kazda napoji na jednu z ciest
vzniknutych v Y;...Y3 po odstraneni ¢ervenych hran a vytvoria tak kruznice. Vznikne
tak subdivizia grafu ¢inky. Podobne sa stane po odstraneni hran zelenej farby, kde
vznikni dve sivislé cesty, tieZ napojitelné na cesty v Y;...Y3 vzniknuté po odstraneni
zelenych hran. Napojenie opat vytvori kruznice. Rovnaké pozorovanie mozeme urobit
aj pri druhej postupnosti. Nachadzame sa teraz v J;. Pri odstraneni hran jednej aj

druhej farby vznikni napojitelné cesty (pozri obrazky 2.10 a 2.12)". O

ICitatel sa moze zacudovaf, preco ho odkazujeme na obrazok s trividlnou postupnostou S. Na
vysvetlenie by sme mu radi povedali, Ze kvoli Setreniu priestoru nebudeme prikladat obrazky kazdej
overovanej postupnosti. Prezradime mu v8ak, Ze vSetky overované postupnosti st vlastne podpostup-
nostami postupnosti S, alebo jej cyklickych posunov z Lemy 15. Citatel si tak pri overovani moze
pomoct tymto obrazkom, nakolko je na hom ukézané jednak korektnéd napojitelnost kruznice a tiez

tvorba kruznic subdivizie grafu ¢inka po odstraneni hran jednej aj druhej farby.
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Obr. 2.12: Moznost [,5Ajng- VIavo prechod striedavo ofarbenej kruznice (Ciarky =
zelend, bodky = Cervend). V strede cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty

po odstraneni ¢ervenych hran.

Lema 21. Pri moZnosti |4 Apns) nie je mozné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Doékaz. Opif robime sledy parnej dizky po grafe z Lemy 12. Zaginame v [hs]. Ak
vykro¢ime do [ds] a raz sa v iom oto¢ime, mame rovno ziadany sled parnej dlzky. Jeho
overenie nechdme na neskor. Na zdaklade Lemy 18 vieme, Ze z vrcholu [ds] nemé zmysel
pokracovat. Druhd moznost je na zaciatku z [hs] vykrocit do [hd]. Vratit sa nemozeme,
prejdeme teda po slucke a az potom sa vratime do [hs]. Pokrac¢ujeme do [ds], kde tak
dostaneme sled parnej dizky ziadaného tvaru. Predlzovanie ani tu nema zmysel.

Na zéklade obrazkov 2.10 a 2.13 vieme odpozorovat, 7e napojenia postupnosti
(hs] Y(ds)> [ds]Y[ds] @ [hs)Y[hd]s [hd])Y[hd]> [hd]Y[hs]s [hs]Y[ds] ST korektné ¢o sa tyka vytvorenia
spravne ofarbenej kruznice dizky n — 2 v grafoch J; a J;. TaktieZ odstranenie hran

¢ervenej, alebo zelenej farby vedie ku vzniku subdivizii grafu ¢inka. O
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Obr. 2.13: Moznost (45 Ans). Vlavo prechod striedavo ofarbenej kruznice (¢iarky —

zelena, bodky = ¢ervend). V strede cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty

po odstraneni ¢ervenych hréan.

Lema 22. Pri moZnosti (45 Appa) nie je mozné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tuvrdenie 1.

Dékaz. Opét robime sled po grafe z Lemy 12, tentokrat z vrcholu [hd]. Ak prejdeme
do [hs] a nasledne do [ds], mame pozadovany parny sled. Ako sme ukézali v Leme 18,
na vrchol [ds] uZ neméa zmysel nadviizovat dalgie sledy. Ak namiesto prvého vykro¢enia
do [hs] prejdeme po slucke v [hd] a do [hs] vykro¢ime az potom, mozeme parnu pre-
chadzku zakon¢it prechodom do ds a naslednym prejdenim po slucke v [ds|. Rovnako

ako pri predoslom slede nemé zmysel pokracovat. Nahliadnutim obrazkov 2.10 a 2.14
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mézeme opit vidiet, Ze napajané postupnosti korektne dotvarajua kruznicu dizky n — 2

a odstranenie hran jednej aj druhej farby vedie ku vzniku subdivizii grafu ¢inka. [
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Obr. 2.14: MoZnost (45 Apa) - VIavo prechod striedavo ofarbenej kruznice (¢iarky =
zelena, bodky = Cervend). V strede cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty

po odstraneni ¢ervenych hran.

Ukéazali sme, ze pri moznosti chybajicich vrcholov A vedi vSetky netrivialne ko-
rektné doplnenia postupnosti multipélov Y k rozpustnym kruzniciam. Dalej sa po-
zrieme na ostatné moznosti chybajicich susednych B,...,E.

Pri moznosti B budeme postupovat podobne ako pri moznosti A. KedZe vieme,
ktoré vrcholy chceme obchadzat, vieme urcit aj hrany, ktorymi kruznica musi ist, aby
presla vSetkymi ostatnymi vrcholmi. St to: aiaq, a1by, c1ds, dica, docs, cads, azbs a azay.
Dalej na to, aby kruznica presla vSetkymi ostatnymi vrcholmi multip6lu Y;, potrebu-
jeme do kruznice pridat bud hrany cpd; a ¢1by, alebo hrany dic; a bid;. Podobne aby
kruznica presla vSetkymi vrcholmi multipélu Y3, potrebujeme do nej pridat hrany csdy
a dsbs, alebo hrany dscy a bzcs. Tentokrat do Yy vzdy vchadza a z Ys; vzdy vychédza
dolna hrana. Ak nerdtame pripady, ktoré si si navzajom symetrické, mame tri kom-
binécie vchadzajucich a vychadzajicich hran: (qqBag, [ds)Bjrd) @ (ndg)Bna- UkdZeme, ze

pri ziadnej kombinécii nie je mozné najst protipriklad.

Obr. 2.15: Moznost B: v kruznici chybaja vrcholy as a by. Hrubou ¢iarou st oznacené
hrany, ktoré v kruznici musia byt na zaklade vyberu chybajtcich vrcholov. Ciarkami
a bodkami st oznacené dvojice hran, z ktorych vzdy jednu dvojicu treba vybrat do

kruznice, aby boli v8etky vrcholy Y; a Y3 pokryté.

Lema 23. Pri mozZnosti 4 Bjqs nie je mozné skonstruoval minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Doékaz. Na zéklade Lemy 18 vieme povedat, Zze v tomto pripade nema zmysel budovat
sledy. Ostava ndm vsak ukazat, ze ak napojime hrany vchadzajice do Y; na hrany vy-

chadzajuce z Y3, dostaneme vo vzniknutom J3 korektna kruznicu, po ktorej rozpusteni
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na obidve strany ostane graf ¢inka. O korektnosti kruznice aj o spravnom vysledku po

rozpusteni nas moze presvedcit obrazok 2.16. O

Obr. 2.16: Moznost (45 B45. VlIavo prechod striedavo ofarbenej kruznice (Glarky =

zelend, bodky = cervend). V strede cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty

po odstraneni ¢ervenych hran.

Lema 24. Pri moZnosti g Bjna nie je mozZné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Doékaz. Podobne ako v predoslej leme, no teraz na zaklade Lemy 17 vieme povedat, ze
nemd zmysel budovat sledy a ostdva nam ukazat, Ze napojenie hran vchadzajuicich do
Y] na hrany vychadzajice z Y3, bude viest vo vzniknutom J3 ku korektnej kruznici, po
ktorej rozpusteni na obidve strany ostane graf ¢inka. Na zaklade obrazka 2.17 T'ahko

vidime, Ze bude. O
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Obr. 2.17: Moznost (g Bjng. VIavo prechod striedavo ofarbenej kruznice (¢iarky =
zelend, bodky = Cervend). V strede cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty

po odstraneni ¢ervenych hran.

Lema 25. Pri mozZnosti 45 Bjha) nie je mozné skonstruoval minimdlny protiprikiad pre

Turdenie 1.

Doékaz. Pripad s [ds| a [hd] sme mali aj pri moznosti A. Tu si vSak mézeme v§imnit, ze
po odobrati hran jednej aj druhej farby nam vznikna iné cesty z vrcholov stupna dva.
Potrebujeme teda aj pre tito kombinaciu overit, ¢i naozaj vSetky korektné doplnenia
vedu k rozpustnej kruznici. Mozné korektné doplnenia budu rovnaké ako pri moznosti
Ar wa)Yins)s hs)Y(ds) @ (hd)Y(nd)s [hd)Y]hs]s [hs]Y]ds]> [ds]Y]ds]- Na zaklade obrazkov 2.10 a 2.18
mozeme nahliadnut, Ze napojenie obidvoch postupnosti vytvori korektni kruZznicu a
taktiez odstranenie hran jednej aj druhej farby vedie ku vzniku subdivizie grafu ¢inka.

m
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Obr. 2.18: Moznost B s kombinaciou 4 Brq - VIavo prechod striedavo ofarbenej kruz-

nice (¢iarky = zelena, bodky = ¢ervend). V strede cesty po odstraneni zelenych hran.

Vpravo cesty po odstraneni cervenych hran.

Ukazali sme, ze moznost B vedie pri kazdej kombinécii vchadzajicich a vychadzaja-
cich hran po korektnom doplneni Y k rozpustnej kruznici. Dalsie moznosti na overenie
st spominané C, D a E. V tychto su chybajice vrcholy v dvoch susednych Y. Ove-
rovanie budeme tentokrat prevadzat na Stvorici Y7,...,Ys. Oznac¢ime hrany: e; = cods,
ey = dacs, e3 = asas. Na obrazkoch 2.19 a 2.20 mozeme nahliadnut kadial jednotlivé
moznosti posielaju kruznicu v ramci tejto Stvorice. Ukazeme Co sa stane, ak by sme

chceli do kruznice pri jednotlivych moznostiach pridat hrany e, e; a es.

o

@
Obr. 2.19: VITavo moznost C: v kruznici chybaji vrcholy dy a ¢3. Vpravo moznost D:

ay
N

v kruznici chybaja vrcholy as a az. Hrubou ¢iarou st oznac¢ené hrany, ktoré v kruznici

musia byt na zaklade vyberu chybajicich vrcholov.

Obr. 2.20: Moznost E: v kruznici chybaja vrcholy ¢, a d3. Hrubou ¢arou st oznacené

hrany, ktoré v kruznici musia byt na zaklade vyberu chybajicich vrcholov.

Nech ey lezi v kruznici pri moznosti C. Potom, aby kruznica pokryla vSetky vrcholy
okrem vrcholov dy a c3, budu v kruznici lezat hrany cpdy, bidy, agaqi, aias, asay, asas,
cads a bycyq (pozri obrazok 2.21). Nech v8ak zvolime ktorékolvek striedavé ofarbenie
kruznice, hrany asb, a asbs buda mat rovnaku farbu. Tym pddom po odobrati hran tej
druhej farby ostane cesta dybsasazbscs, z ¢oho po vyhladeni vrcholov stupna dva ostane
hrana dsc3. Po rozpusteni na tito stranu by sme teda dostali zafarbiteIna trojhranu.

Hranu e; do kruznice pridat nemézeme. Nech teda v kruznici lezi hrana es. Aby sme
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pokryli vSetky vrcholy, musia v nej lezat aj hrany cidy, dico, agaq, a1by, asby, asas, dscy
a cuds. Tu sa dostavame do podobnej situécie, no tentokrat hrany bscy a bsds budi
mat rovnakia farbu. Po odobrati hran druhej farby ostane cesta z vrcholov stupna dva

dobycodsbscs, po ktorych vyhladeni ostane hrana docs, ¢o vedie k zafarbitelnej trojhrane.

Obr. 2.21: Moznost C a ey lezi v kruznici. Ciarkované hrany su hrany leziace v kruznici

na zéklade vyberu moznosti C a pridani hrany e;

Podobné pripady dostaneme aj pri moznostiach D a E. Pridanie jednej z hran
€1, €2 a ez sposobi, Ze po rozpusteni na jednu stranu zaruCene ostane zafarbitelna
trojhrana. VSimnime si vSak, ze vo vSetkych tychto pripadoch do Y; vchadzaju a z
Y, vychédzaji vzdy tri hrany patriace kruznici. Pozrime sa aké moznosti prechodu
kruznice multip6lom Y méame, ak na jednej strane v nej lezia vSetky tri hrany. Vyssie
sme spomenuli, Ze ak na jednej strane Y v kruznici lezia tri hrany, tak na druhej
strane v nej nemozu lezat dve. Lahko nahliadneme, Ze taktiez na druhej strane v
nej nemozu lezat tri. Vynechali by sme tak vrchol b (pozri obrazok 2.22). Jedinym
sposobom prechodu kruznice teda je, ze na druhej strane bude v kruznici lezat iba
jedna hrana. Takéto sposoby st naozaj mozné a vieme tak pokryt vSetky vrcholy Y
(pozri obrazok 2.22). Av8ak na to, aby sme sa od troch vchadzajucich hran dostali k
trom vychadzajucim hrandm potrebujeme postupnost Y parnej dlzky, kde sa vstupné
tri hrany nepéarneho Y prepni vzdy na jednu vystupni a v parnom Y sa prepni opét
naopak. Uvedomme si vSak, Ze k Stvorici Y;...Y, prikladame neparny pocet multipélov
Y. K trojici hran vychadzajicej z Y, teda nevieme napojit postupnost Y taku, aby
trojica hran opat vchédzala do Y. Hrany ey, €5 a es teda nemdzu lezat v kruznici pri

ziadnej z moznosti C, D, E.

Obr. 2.22: Prechody kruznice cez Y, ak do Y vchadzaju tri hrany. VIavo: tri vchadzaju

aj vychadzaju. Zvysné: tri vchadzaju a jedna vychadza.

7 posledného vyplyva, ze v kruznici musia pri moznosti C lezat hrany dics, ajas, dscy

a azas. Aj tu treba upozornit, ze existuje zafarbenie, ktoré by po rozpusteni kruznice
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viedlo k vytvoreniu zafarbitelnej trojhrany. Je to zafarbenie, kde by hrany asbs a azbs
mali rovnaku farbu. Jedna z hran trojhrany by vznikla vyhladenim cesty dsboasasbscs.
Budeme zatial ratat s ofarbenim, kde hrany asb, a asbs budu mat rozdielne farby.
Neskor budeme argumentovat, preco s prvym spomenutym ofarbenim vébec nemusime
ratat.

Ak chceme eSte pokryt zvysné vrcholy Stvorice Y;...Yy pri moznosti C, do Y; potre-
buje vchadzat a z Y potrebuje vychadzat kombinacia hran [hs], alebo [ds]. Néasledne
nam opat ostava overit, ¢i vSetky korektné doplnenia multipolov Y vedu po rozpusteni
na obidve strany ku vzniku grafu c¢inka a teda ani pri tejto moznosti nie je mozné
skon§truovat minimalny protipriklad. Overenie urobime pomocou nasledovnych troch

liem. Opét pripominame, Ze tentokrat budeme dopliat postupnosti neparnej dizky.

Lema 26. Pri moznosti 5 Cpng nie je mozné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tordenie 1.

Dokaz. Opat tvorime prechadzku po grafe z Lemy 12. M6zeme nahliadnut, Ze z vrcholu
hs sa naspit do vrcholu hAs modzeme na najmensi neparny pocet krokov dostat dvoma
sposobmi a to sledom [hs][ds|[ds][hs], alebo [hs][hd][hd][hs]. Tieto prechadzky nema
zmysel predlzovat, pretoze, ako sme si v Leme 16 ukézali, sledy parnej dizky z [hs]
do [hs] vedu k trividAlnym postupnostiam. Pomocou obrazkov 2.24 a 2.10, mdzeme
vidiet, Ze napojenie multipolov Y koreSpondujicich s vys§ie uvedenymi prechadzkami
je korektné, ¢o sa tyka tvorby kruznice dizky n — 2. TaktieZ mozeme nahliadnut, Ze

odstranenie hran jednej aj druhej farby vedie ku vzniku subdivizie grafu c¢inka. O]

Obr. 2.23: Moznost [,5Cs. Prechod striedavo ofarbenej kruznice (¢iarky — zelena,

bodky = ¢ervena).

Obr. 2.24: Moznost 4 Cps. VIavo cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty po

odstraneni cervenych hran.
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Lema 27. Pri mozZnosti (4qClqs nie je mozZné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Dokaz. Tvorime sled po grafe z Lemy 12. Najkratii sled neparnej dizky vytvorime oto-
¢enim sa v pociato¢nom vrchole [ds]. Dalsia moznost by bola po otoceni sa pokracovat,
no ak si uvedomime, Ze z tohto bodu vlastne chceme dostat uzavrety parny sled, tak
sme opat odvolame na Lemu 18, kde sme ukazali, Ze takyto sled nema zmysel tvorit.
Poslednou moznostou je hned v prvom kroku vykro¢it do vrcholu [hs] a nasledne vyhy-
banim sa trivialnym dvojiciam dostat celkovy sled [ds|[hs]|[hd][hd][hs][ds]. Na zéklade
obrazkov 2.26 a 2.10 mozeme nahliadnut, Ze obidva sledy veda ku korektnému dopl-
neniu kruznice a zaroven po odstraneni hran jednej aj druhej farby vedi ku vzniku

subdivizie grafu Cinka. O

Obr. 2.25: Moznost 45Cl4s). VIavo cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty po

odstraneni cervenych hran.
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Obr. 2.26: Moznost [4,Cl4q. Prechod striedavo ofarbenej kruznice (Giarky = zelena,

bodky = Cervena).

Lema 28. Pri moznosti 1,4 Clas nie je moZné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tuvrdenie 1.

Doékaz. Opéif tvorime sled po grafe z Lemy 12. Aj tu vieme urobit sled dlzky jeden z
vrcholu [ds] do [hs]. Ako sme ukazali v Leme 16, z vrcholu [hs| do vrcholu [hs] vieme
urobit iba taky sled parnej dizky, ktory vedie k trivialnym postupnostiam. Po tomto
jednom kroku teda nemé zmysel pokracovat. Druhou moznostou je zac¢at prechadzku
otofenim sa vo vrchole [ds] a nasledne vyhybanim sa trividlnym dvojiciam dotvorit
celkovi postupnost [ds][ds]|[hs][hd][hd][hs]. MoZeme nahliadnut, Ze iné moznosti sledov
nepéarnej dizky nie st a pomocou obrazkov 2.28 a 2.10 moézeme nahliadnut, Ze spome-
nuté dva sledy veda ku korektnému doplneniu kruznice aj ku vznikom subdivizii grafu
¢inka. O
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Obr. 2.27: Moznost [,4Clas. VIavo cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty po

odstraneni cervenych hran.
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Obr. 2.28: Moznost [,5Clas. Prechod striedavo ofarbenej kruznice (¢iarky = zelena,

bodky = Cervena).

Podobne ako pri moznosti C budeme postupovat aj pri moznosti D. KedZe sme
z kruznice vylucili hrany eq, e a e3, musia v nej lezat hrany cids, dica, c3dsy a dscy.
Takisto budeme ratat s ofarbenim, kde tentokrat hrany bsds a bscs nebudi rovnakej
farby. Ak chceme pokryt vSetky vrcholy Stvorice Y7...Yy, do Y] potrebuje vchadzat a z Y)
potrebuje vychédzat kombinacia vrcholov [hd], alebo [ds]|. Overime, ¢i vSetky korektné

doplnenia multipélov Y vedi po rozpusteni na obidve strany ku vzniku grafu ¢inka.

Lema 29. Pri moznosti pqDpna) nie je mozné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Doékaz. Opat tvorime sled po grafe z Lemy 12. MéZzeme nahliadnut, ze na zéklade
symetrickosti grafu z Lemy 12 budeme mat typovo rovnaké sledy ako pri kombinécii
14s]Clas)- Bud to sledy [hd][hd] a [hd][hs][ds][ds][hs]|[hd]. Na zéklade obrazkov 2.30 a
2.10 moézeme nahliadnut, Ze obidva sledy vedu ku korektnému doplneniu kruznice a
zaroven po odstraneni hran jednej aj druhej farby vedu ku vzniku subdivizie grafu
¢inka. O

‘.m@

_____ E g

Obr. 2.29: Moznost (g Djpa. Prechod striedavo ofarbenej kruznice (¢iarky = zelena,

bodky = Cervena).
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Obr. 2.30: MoZnost (g Dpa). VIavo cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty po

odstraneni cervenych hran.

Lema 30. Pri moznosti 45 Djas) nie je mozné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Dékaz. Mozeme nahliadnut, Ze tu mame rovnaké podmienky ako pri moznosti (45 Clas).-
Na zaklade dokazu Lemy 27 vieme povedat, ze vSetky korektné doplnenia vedi po

odstraneni hran jednej aj druhej farby k vytvoreniu subdivizie grafu ¢inka. O]
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Obr. 2.31: Moznost (45 Dj4. Prechod striedavo ofarbenej kruznice (¢iarky = zelena,

bodky = Cervenad).
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Obr. 2.32: Moznost (44 Dj4s. VIavo cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty po

odstraneni c¢ervenych hran.

Lema 31. Pri mozZnosti (qg Dppg) nie je mozné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Dokaz. Tvorime sled po grafe z Lemy 12. Jedna moznost je otocit sa vo vrchole hd a
nésledne prejst do [hs] a potom do [ds|. Druha moznost je hned v prvom kroku prejst
do [hs], potom do [ds] a nakoniec sa v [ds] oto¢it. Obidve moznosti vytvoria sledy
dlzky tri. Kratsie sledy sa urobit nedaji a ked si uvedomime, Ze kazdé napojenie na
tieto sledy by museli byt sledy parnej dizky z vrcholu [ds] alebo [hd], vieme na zéklade
Lemy 18 a Lemy 17 povedat, Ze by to viedlo k trividAlnym postupnostiam. Ostava ndm
skontrolovat korektnost napojenia postupnosti Y vytvorenych na zaklade tychto sledov.

T moézeme nahliadnut pomocou obrazkov 2.34 a 2.10. O]
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Obr. 2.33: Moznost (4 Djpq. Prechod striedavo ofarbenej kruZznice (Ciarky = zelena,

bodky = Cervena).
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Obr. 2.34: Moznost (4 Dppa- VIavo cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty po

odstraneni cervenych hran.

Poslednou moznostou je moznost E. Aj tu na zdklade vyluc¢enia hran e, e; a es
musia v kruznici lezat hrany cids, aias, c3dy a azay. Aj tu budeme ratat s konkrétnym
ofarbenim, opat takym ako pri moznosti C, kde hrany asbs a asbs buda mat rozli¢né
farby. Ak chceme d'alej pokryt v8etky vrcholy $tvorice Y;...Yy, do Y; potrebuje vchadzat
a z Yy potrebuje vychadzat kombinécia vrcholov hd, alebo hs. Pre tieto kombinacie
overime, ¢i vSetky korektné neodstranitelné doplnenia multipolov Y vedu po rozpusteni

na obidve strany ku vzniku grafu ¢inka.

Lema 32. Pri mozZnosti g E)s nie je mozné skonstruoval minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Doékaz. Mozeme nahliadnut, Ze v tomto pripade sme na tom rovnako ako pri moznosti
(hs)Clns)- Pomocou obrazkov 2.36 a 2.10 moézeme nahliadnut, Ze doplnenia sledov z
dokazu Lemy 26 st korektné a vedi k rozpustnej kruznici a po odstraneni hréan jednej

aj druhej farby ku vznikom subdivizii grafu ¢inka. n

Obr. 2.35: Moznost (s Es. Prechod striedavo ofarbenej kruznice (Ciarky = zelena,

bodky = Cervena).

Lema 33. Pri moznosti jhqEpq nie je mozné skonstruoval’ minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.
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Obr. 2.36: Moznost 4 Efss. VIavo cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty po

odstraneni cervenych hran.

Doékaz. Mozeme nahliadnut, Ze tento pripad vytvara rovnaka situaciu ako pri moznosti
(hd/Djna)- Pomocou obrazkov 2.38 a 2.10 mozeme nahliadnut, Ze doplnenia sledov s
dokazu Lemy 29 st korektné a vedd k rozpustnej kruznici a po odstraneni hran jednej

aj druhej farby ku vznikom subdivizii grafu ¢inka. O

Obr. 2.37: Moznost (g Ejpqg. Prechod striedavo ofarbenej kruZznice (¢iarky = zelena,

bodky = Cervena).
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Obr. 2.38: MozZnost 4 Epnq. VIavo cesty po odstraneni zelenych hran. Vpravo cesty po

odstraneni ¢ervenych hran

Lema 34. Pri moznosti . Ejpnq nie je mozné skonstruovat minimdlny protipriklad pre

Tvrdenie 1.

Dokaz. Mozeme nahliadnut, Ze tento pripad je, ¢o sa tyka sledov po grafe z Lemy 12,
zrkadlovou situéciou k moznosti 1,4 Cl4s). S0 teda mozné dva sledy: jeden krok do vrcholu
[hs] a sled [hd][hd][hs][ds][ds][hs]. Pomocou obrazkov 2.40 a 2.10 mézeme nahliadnut,
ze doplnenia postupnosti st korektné a po odstraneni hran jednej aj druhej farby vedua

ku vznikom subdivizii grafu ¢inka. O]

Ukézali sme, Ze pri moznostiach C, D, E pri spravnom ofarbeni hran vedd korektné
doplnenia postupnosti Y po odstraneni hran jednej aj druhej farby k subdiviziam grafu

¢inka. Vratime sa teraz k s[ubenej argumentacii, pre¢o s inym ofarbenim nemusime
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Obr. 2.39: Moznost s Ejng. Prechod striedavo ofarbenej kruznice (¢iarky = zelena,

bodky = Cervena).
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Obr. 2.40: Moznost 4 Ejnq. VIavo cesty po odstrdneni zelenych hran. Vpravo cesty po

odstraneni cervenych hran

ratat. Uvedomme si, ze vSetky korektné doplnenia sedeli s nami zvolenym ofarbenim.
Ked si spomenieme, ako funguje prepinanie farieb v ramci jedného Y, tak na zéklade
toho, 7e vzdy budeme dopliiat neparny pocet Y, vieme povedat, ze korektné doplnenie

postupnosti Y pre iné ofarbenie nie je mozné.

Na zaklade overenych pripadov v Leméch 19 az 34 mozeme povedat, ze Tvrdenie 1
plati a teda vSetky kruznice dlzky n — 2 v Isaacsovych snarkoch, pre ktoré plati, Ze ich

chybajice vrcholy st susedné, st rozpustné.



Kapitola 3
Hypotéza o rozpustnej kruznici

Na zaklade vystupov z programu, ktory overuje existenciu rozpustnej kruznice v grafe

zo vstupu, sme vyslovili nasledovnu hypotézu.
Hypotéza 2. KaZdy snark obsahuje rozpustni kruznicu.

V tejto kapitole ukazeme, ze najmensi protipriklad pre Hypotézu 2 neobsahuje cykly
separujuci 2-rez ani 3-rez ani 4-cyklus. Nasledujuca séria viet a liem patri k folkloru v
oblasti hranovych farbeni kubickych grafov. Budeme sa o fiu opierat v nasom dalSom

vyskume.

Lema 35. Nech G je kubicky graf s hranovym rezom velkosti dva. Rez rozdeluje graf G
na dva dipoly. Nech Gy je graf, ktory vnikne spojenim dvoch polhrdn vychddzajicich z
jedného dipolu a odbobne Gy spojenim polhrdn vychddzajicich z druhého dipdlu. Plati,
Ze G je snark prdave vtedy, ak G alebo Gy je snark.

€1

€2

Obr. 3.1: Rozlozenie grafu G s 2-rezom na grafy G; a G,

Lema 36. Nech G je kubicky graf s hranovym rezom velkosti tri. Rez rozdeluje graf G
na dva 3-poly. Nech G1 je graf, ktory vnikne spojenim troch polhrdn vychddzajicich z
jedného 3-polu v jednom novom vrchole a obdobne Gy spojenim polhrdn vychddzajicich
z druhého 3-polu v druhom novom vrchole. Plati, Ze G je snark prdve vtedy, ak G alebo

Gy je snark.

33
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G ah G,
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Y F,

Obr. 3.2: Rozlozenie grafu G s 3-rezom na grafy G, a G,

Poznamka 37. Uvedomme si, Ze ak md graf G viacero 2-rezov (resp. 3-rezov), na
zdaklade Paritnej lemy moZeme zobrat taky, po ktorého odstrdnent bude jeho nezafarbi-
telnd cast, nech je to Gy, ¢o najvicsia a jeho druhd cast bude bez 2-rezu (resp. 3-rezu,).
V nasledujicom vyskume budeme predpokladal, Ze pracujeme s takymto 2-rezom (resp.

3-rezom,).

Lema 38. Nech G je kubicky graf obsahujici cyklus C dizky 4. Nech Gy je graf, ktory
vznikne z G odobratim dvoch nesusednyjch hran cyklu C a ndslednym vyhladenim vr-
cholov stupria dva a Gy analogicky odobratim druhgjch dvoch nesusedngch hrdn. Plati,

Ze ak G je snark, tak aj G1 a Gy siu snarkami.

Obr. 3.3: Vyhladenie $tvorca

Lema 39. Nech G je kubicky graf a S je lubovolny hranovy rez v G. Nech Gy a Go si
komponenty, na ktoré rez S deli graf G. Plati, Ze parita rezu S a parity poctov vrcholov

komponentov G1 a Gy st zhodné.

Veta 40. Globdlna verzia Mengerovej vety: Graf G je k-suvisly prave vtedy, ked G

obsahuje k vnitorne disjunktngch ciest medzi lubovolngymi dvoma vrcholmi.[3](3.5.5)

Nasledujuce odseky tvoria nase pozorovania. Skumali sme, ¢o vieme povedat o po-
tencidlnom najmensom protipriklade vyvracajicom vysloveni hypotézu. Zistili sme, Ze

isto nemoze obsahovat 2-rezy ani 3-rezy a velkost jeho obvodu musi byt aspon pét.

3.1 Malé rezy

Lema 41. Najmensi protipriklad pre hypotézu neobsahuje 2-rezy.
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Doékaz. Budeme postupovat sporom. Nech najmensi protipriklad, nazveme ho G, ob-
sahuje 2-rez {ej,e2}. Z G vieme na zaklade Lemy 35 odvodit dva mensie grafy G; a
G, z ktorych aspon jeden je snarkom. Nech je to G;. Na zéklade Poznamky 37 mo-
zeme predpokladat, Ze Gy je najvicsi mozny a Go je bez 2-rezu. Nech e je hrana v Gy,
ktora vznikla spojenim dvoch polhran daného dipélu. Kedze G je mensi ako G, musi

obsahovat rozpustnid kruznicu. Nazveme ju C. Mozu nastat dva pripady:
(i) e C.

(ii) e ¢ C.

(i): Ukazeme, ze ak e je suc¢astou rozpustnej kruznice C' v Gy, tak aj povodny graf G
obsahuje rozpustni kruznicu. Za zaklad tejto kruznice si zoberieme kruznicu C' a hranu
e nahradime pévodnymi hranami 2-rezu. To ¢o vzniklo zatial nie je kruZznica. Pozrime
sa v8ak, ¢o sa stane, ked v GG tuto ¢ast kruznice rozpustime. Ofarbime hrany striedavo
na Cerveno a zeleno. Ked ponechame hrany, ktoré su disjunktné s 2-rezom, nech st
zelené, graf sa ndm rozbije na dva komponenty. Jeden z tychto komponentov bude
totozny s grafom G po rozpusteni tych istych hran kruznice C'. Tento komponent teda
bude nezafarbitelny a teda nezafarbiteIny po rozpusteni na tuto stranu bude aj cely
graf GG. Po rozpusteni ¢ervenych hran v grafe G ostane 2-rez. Na zaklade Paritnej lemy
vieme povedat, ze obidve hrany 2-rezu musia mat rovnakd farbu. To je vSak rovnaka
situécia, ako ked po rozpusteni ¢ervenych hran v grafe G; ostala na tom istom mieste

jedna hrana. Graf G je tym padom aj po rozpusteni ¢ervenych hran nezafarbitelny.

(a) Rozpustenie v G (b) Rozpustenie v G

Obr. 3.4: 2-rezy: e sucastou rozpustnej kruznice

Kedze sme zatial pracovali iba s neuplnou kruznicou, ostava nam este ukazat, ze
tato kruznicu vieme dotvorit. Nech x a y st vrcholy grafu Gs, ktoré boli povodne
koncovymi vrcholmi rezovych hran e; a ey v grafe GG. Posta¢i ukazat, ze medzi x a y

existuje v G, okrem hrany, ktora ich spija, eSte jedna cesta neparnej dlzky. Vieme,
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ze graf G je 2-stvisly a teda podla Mengerovej vety existuji medzi jeho Tubovolnymi
dvoma vrcholmi asponn dve disjunktné cesty. Ak je Gy bipartitny, x a y musia byt v
roznych particidch, pretoze st v Gy spojené hranou. Okrem tejto hrany musi medzi
nimi v G existovat eSte aspoil jedna cesta neparnej dizky. Ak Gy nie je bipartitny,
obsahuje kruznicu neparnej dizky C’. Nech 2/,vy' € C" a zaroveir 2’ # 4. Nech P, je
najkratsia cesta z x do 2’ a P, cesta z y do ¢ disjunktna s P,. Medzi 2" a y' existuje v
ramei kruznice C’ jedna cesta parnej a jedna neparnej dlzky. Podla parity stétu dizok
ciest P, a P, si zvolime, ¢i k tymto cestam pripojime parnu, alebo neparnu cestu medzi
z’ ay'. Vysledok bude nepéarna cesta medzi = a y v grafe G, (pozri obrazok 3.5), ktorou

doplnime spominant rozpustni ¢ast kruznice v G.

Obr. 3.5: Neparna cesta medzi x a y ako doplnenie kruznice v G.

(ii): Nech u a v st vrcholy grafu Gy, ktoré boli povodne koncovymi vrcholmi hran
e1 a ey. Ak u ¢ C a zaroven v ¢ C, méZeme nahliadnut, Ze po rozpusteni kruznice C
v grafe G; ostane hrana e. Téato hrana je v grafe G reprezentovana 2-rezom {ej,es}.
Tieto vSak na zaklade Paritnej lemy musia byt rovnakej farby. Tym padom je graf G po
rozpusteni kruznice C' na obidve strany taktiez nezafarbiteIny. V druhom pripade, ak
u € C alebo v € C a zaroven e ¢ C, bude jeden z vrcholov u, v, alebo aj obidva po roz-
pusteni kruznice na niektord stranu vyhladeny a ostane po fiom hrana f. Ak zoberieme
td istd kruznicu v G a rozpustime ju na td istd stranu, komponent na tej strane rezu,
v ktorom sa kruznica nachadzala, bude vyzerat rovnako, ako graf G; po rozpusteni s
tym rozdielom, Ze namiesto hrany f bude 2-rez. Je Tahké nahliadnut, Ze vdaka Paritne;j
leme ostane aj graf G po rozpusteni na dani stranu nezafarbitelny (pozri obrazok 3.6).
Pri rozpusteni na druht stranu vieme pouzit analogicki argumentaciu.

]
Lema 42. Najmensi protipriklad pre hypotézu neobsahuje 3-rezy.

Dokaz. Budeme postupovat sporom. Nech najmensi protipriklad, nazveme ho G, obsa-
huje 3-rez. Z G vieme na zdklade Lemy 36 odvodit dva mensie grafy GG; a G5, z ktorych
aspon jeden je snarkom. Nech je to GG;. Novy vrchol v ktorom sa spojili polhrany da-

ného 3-polu nazveme d a vrcholy susediace s vrcholom d nazveme a, b a c. Kedze G,
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(a) Rozpustenie v Gy (b) Rozpustenie v G

Obr. 3.6: 2-rezy: e susedi s kruznicou

je mensi ako GG, musi obsahovat rozpustni kruznicu. Nazveme ju C. Mo6zu nastat dva

pripady:
(i) deC.
(i) d ¢ C.

(i): Ak je d stcastou kruznice C', musia byt jej sucastou aj dva z vrcholov a, b, c.
Bez ujmy na vSeobecnosti nech st to a a b. Nech a/,0 ¢ C st vrcholy susediace s a,
b. Ofarbime kruznicu C striedavo ¢ervenou a zelenou tak, 7e hrana ad bude zelena a
hrana bd ¢ervena. Po odobrati ¢ervenych hran a vyhladeni vrcholov so stupiiom dva
nam ostane odvodeny graf s hranou a’c. Po rozpusteni kruznice na druht stranu nam
v odvodenom grafe ostane hrana b'c.

Pozrime sa teraz na graf G. Komponent na jednej strane rezu, z ktorého po spojeni
troch polhran vo vrchole d vznikne graf Gy nazveme lavym a druhy komponent pravym.
Nech x, y a z st vrcholy z pravého komponentu susediace s vrcholmi a, b a c. V grafe G
chceme najst rozpustni kruznicu. Za jej zaklad zoberieme hrany kruznice C z Tavého
komponentu a namiesto hran ad a bd polozime hrany rezu ax a by. Tuto ¢ast kruznice
rovnako striedavo farbime zelenou a c¢ervenou. Nasledne po odobrati ¢ervenych hran a
rozpusteni vrcholov stupiia dva bude Tavy komponent grafu G vyzerat rovnako ako G,
po rozpusteni kruznice C' na rovnaku stranu s jednym rozdielom, Ze namiesto hrany
a’c bude z komponentu vychadzat 2-rez {a'z,cz}. Na zaklade Paritnej lemy vieme
povedat, Ze tento 2-rez musi byt ofarbeny jednou farbou a tym padom lavy komponent
po rozpusteni na tuto stranu bude nezafarbitelny. Analogicky postup vieme pouZit pri
rozpusteni na druht stranu, kde namiesto hrany b'c dostaneme 2-rez {b'y,cz}. Lavy
komponent grafu G bude teda po rozpusteni tohto zakladu kruznice na obidve strany
nezafarbitelny.

Ostava ukazat, ze vieme najst doplnenie kruznice v pravom komponente grafu G,
¢o je ekvivalentné s najdenim cesty parnej dizky medzi z a y v grafe Gy. Nech d' je
vrchol, v ktorom sa spoja tri polhrany pri odvodeni z G. Na zéklade lemy 39 vieme

povedat, Ze s vrcholom d’ méa (G5 parny pocet vrcholov. MoZzu nastat dve moznosti:
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(a) Rozpustenie v Gy (b) Rozpustenie v G

Obr. 3.8: 3-rez: d sucastou kruznice

a) G je bipartitny a x a y sa v rovnakej particii. Kedze G je dvojstvisly, na zéklade
Mengerovej vety existuje medzi = a y eSte jedna cesta okrem cesty xd'y. Téato cesta

musi byt kvoli bipartitnosti grafu parna.

b) Gs nie je bipartitny a teda obsahuje kruznicu neparnej dlzky. Odtial'to vieme pomo-
cou Mengerovej vety argumentovat obdobne ako v dokaze predoslej lemy, kde sme

pomocou neparnej kruznice hladali cestu neparnej dl'zky.

V obidvoch pripadoch vieme kruznicu doplnit. Tym padom sme nasli rozpustnu

kruznicu v grafe G, ¢o je spor.
(ii): Ak d neleZi na rozpustnej kruznici C', moézu nastat dva pripady:

a) Po rozpusteni kruznice C' v grafe G; budi do vrchola d vchadzat tri rozne hrany.
Tento pripad nastane, ak na kruznici C' nelezi ziaden, alebo lezi prave jeden z
vrcholov a, b, ¢, alebo ak na kruznici lezia dva, alebo tri z tychto vrcholov, no nie
st susedné v ramci kruznice, ani neexistuju v kruznici také chordy, ktoré by po
rozpusteni vytvorili pri vrchole d slucku. V tomto pripade, ak rozpustime kruznicu
C v grafe GG, namiesto troch roznych hran vchadzajicich do d budeme mat 3-rez.
Na zéklade Paritnej lemy vieme povedat, ze Tavy komponent grafu G ostane po

rozpusteniach rovnako nezafarbitelny ako po rozpusteniach ostal graf G;.

b) Po rozpusteni kruznice C' v grafe Gy bude pri vrchole d jedna slucka. Tento pripad

nastane, ak na kruznici C' lezia dva, alebo tri z vrcholov a, b, ¢ a niektoré z nich
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(a) Rozpustenie v G (b) Rozpustenie v G

Obr. 3.9: 3-rez: a,b,c € C

st susedné, alebo existuja v kruznici chordy, ktoré po rozpusteni na jednu, alebo
druhu stranu vytvoria slu¢ku. V tomto pripade, ak rozpustime kruznicu C' v grafe
(G, namiesto slucky budeme mat jednu novi hranu v pravom komponente spajajicu
dva koncové vrcholy povodného 3-rezu a namiesto zvys$nej hrany vchadzajtcej do
vrchola d budeme mat medzi pravym a lavym komponentom most. Na zaklade
Paritnej lemy vieme povedat, Ze kubické grafy s mostom nie su 3-zafarbitelné a

teda aj v tomto pripade sme v grafe G nasli rozpustnii kruznicu.

0Oc

Obr. 3.10: 3-rez: po rozpusteni slucka v G; a most v GG

3.2 Malé obvody

Lema 43. Najymensi protipriklad pre hypotézu neobsahuje 4-cykly.

Doékaz. 'V tomto pripade je jednoduché nahliadnut, Ze na zéklade Lemy 38 vieme po-
vedat, ze ak je kubicky graf G snarkom obsahujicim 4-cyklus, tak samotny 4-cyklus je

rozpustnou kruznicou v grafe G. O
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Dosledok 44. Najmensi protipriklad mad obvod aspon 5. Nepritomnost dvojhrdn vy-
plyva z Lemy /1, pretoZe z pritomnosti dvojhrany v kubickom grafe vyplyva aj pritom-
nost 2-rezu (mozeme nahliadnut pomocou obrdzka 3.11). Nepritomnost trojuholnikov
vyplyva z Lemy 42, kde obdobne z pritomnosti trojuholnika v kubickom grafe vypljva aj

pritomnost 3-rezu (obrdzok 3.11). Nepritomnost 4-rezu sme ukdzali v Leme 43.

Obr. 3.11: Z existencie 2-hrany vyplyva existencia 2-rezu a z existencie trojuholnika

vyplyva existencia 3-rezu.

Ukézali sme, Ze najmensi protipriklad pre nasu hypotézu s istotou nebude obsahovat
2-rezy ani 3-rezy a jeho obvod bude asponn 5. V nasledovnej kapitole nasu hypotézu
podporime vysledkami, ktoré sme dostali na zaklade vystupov z programu overujticeho

pritomnost rozpustnych kruznic v kubickych grafoch.



Kapitola 4

Program na hl'adanie rozpustnych

kruznic

V pociatkoch nasho vyskumu sme vytvorili program, ktorého hlavnou tlohou bolo
hladat rozpustné kruznice v grafe zo vstupu. Neskoér sme k programu pridali dalgie
funkcionality, ktoré nadm pomadhali vo vyskume. Medzi ne patri napriklad triedenie
kru’nic zo vstupu, hladanie a nasledné vypisanie chybajucich vrcholov v kruZniciach
zo vstupu, nasledné odstranenie duplikdtov v zozname tychto chybajicich vrcholov.
Posledné funkcionality sme vyuzivali napriklad pri hladani moZzného teoretického po-
pisu rozpustnych kruznic v BlanuSovych a Isacsovych snarkoch. Tieto funkcionality v
zdrojovych stiboroch prikladame, no bliz8ie ich, kedZe nie st algoritmicky zaujimavé,
nepopisujeme.

V tejto kapitole v prvej ¢asti popiSeme na ¢om stoji a ako funguje nas algoritmus na
hTadanie rozpustnych kruznic. V druhej ¢asti uvedieme, na ktorych vsetkych grafoch

sme nas program spustili a aké vysledky sme dostali.

4.1 Popis programu

Program sa sklada z pouzivatelského rozhrania, kde pouzivatel zada pocet vrcholov
a ¢i chee v grafe najst vSetky rozpustné kruznice, alebo len zistit, ¢i v grafe existuje
aspon jedna rozpustna kruznica. V prvom pripade program vypiSe vSetky rozpustné
kruznice plus pomer rozpustnych kruznic ku vSetkym parnym kruzniciam. V druhom

pripade, ak existuje, vypiSe len jednu, ktorej overil rozpustnost.

4.1.1 Hrladanie kruZnic

Prvou ¢astou algoritmu je hTadanie kruznic v grafe. Pri implementécii sme sa inSpirovali
blogom [14]. Graf v tomto algoritme reprezentujeme maticou susednosti. Na zaciatku

pomocou prehladavania do hlbky z vybraného vrcholu v tvorime kostru. Ked narazime

41
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na vrchol, ktory uz je v kostre, nazveme ho i a vrchol, ktory ho v ramci prehladavania
predchadza nazveme j, vykoname nad cestou z ¢+ do v v kostre a nad cestou z j do v
v kostre operaciu XOR. Operacia XOR nad hranami dvoch ciest zoberie do vysledku
tie hrany, ktoré sa nachadzaji prave v jednej z ciest. Touto operaciou sa odstrani
spolo¢ny tsek ciest i-v a j-v. Spolu s hranou ij tak ostane cyklus (pozri obrazok 4.1),
ktory si ulozime do zoznamu tzv. zdkladnych cyklov. Tieto zakladné cykly je mozné
vytvorit aj z inej kostry. Vznikne tak ind mnozina cyklov, no vo vysledku pri hladani
vSetkych cyklov v grafe, posluZi rovnako a je Tahké nahliadnut, Ze pocet zakladnych

cyklov vytvorenych z ktorejkolvek kostry je vzdy rovnaky: |E| — |V| + 1.

XOR e o @ —— @ o
O, © ®

Obr. 4.1: Operacia XOR: hranu ED sme nasli pocas tvorby kostry. Aplikujeme XOR
operaciu na cesty FA a DA. Ostant nam hrany EF a DF. Pridanim objavenej hranu
dostaneme zakladny cyklus EF'D.

V dalgej casti algoritmu kombinujeme zékladné cykly. Robime tak tiez pomocou
XOR operéacie, teraz nad hranami zakladnych cyklov. Aby sme s istotou nasli vSetky
cykly v grafe (okrem zakladnych, ktoré sme uz nasli), potrebujeme takto skombinovat
vSetky k-tice zakladnych kruznic pre k = 2..N, kde N = |E| — |V| + 1 (pozri obrazok
4.2). Na postupné prechadzanie v8etkymi k-ticami sme si zvolili postupné generova-
nie permutacii bitovych refazcov dlzky N s po¢tami jednotiek k = 2..N, kde pozicia
jednotky v bitovom retazci reprezentuje pritomnost daného zékladného cyklu v kom-
binacii. Pre graf s po¢tom zakladnych cyklov 4 by to znamenalo postupné generovanie
permutéacii pre bitové retazce 1100, 1110 a 1111. Implementacia operacie XOR je jed-
noduchéa. Na maticiach susednosti reprezentujtcich dané cykly vykoname pre kazdy bit

s¢itanie modulo 2.

Pri kombinovani zékladnych cyklov eSte potrebujeme skontrolovat, ¢i nam vnikla
siuvisla kruznica. To urobime jednoducho tak, Ze vzniknuta Struktdru z niektorého
vrcholu zaéneme prehladavat do hibky. Ak pri navrate do povodného vrcholu budeme
mat prejdeny rovnaky pocet hran, ako je v celej struktire, vieme, Ze Struktaru tvori
jedna suvisla kruznica.

Na zaver je dolezité uvedomit si, aka je zlozitost ndsho programu. Najvacsiu pracu,
¢o nas algoritmus zatial robi, je kombinovanie zakladnych cyklov. VSetkych permutécii

dlzky N s po¢tom jednotiek rovnym k je (]IX) Ak urobime sucet cez vSetky k = 2..IV,
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Obr. 4.2: Kombinovanie zakladnych cyklov: predpokladajme, Ze mame tri zadkladné
cykly ABEFC, BDE a FED (bodkovana ¢iara). Kombinaciou druhych dvoch dosta-
neme cyklus vyznaceny preruSovanou ¢iarou. Az kombinéciou vSetkych troch dosta-

neme cyklus, ktory ide po celom obvode.

> (1)-2 () () (1) ==

Dl7ka trvania programu, ak chceme néjst vietky kruznice v grafe, teda zavisi od po¢tu

dostaneme:

zakladnych kruZnic a rastie exponenciélne, ¢ize velmi rychlo. Ako sme spominali vyssie,
pocet zakladnych kruznic v grafe je vidy |E| — |V|+ 1. Pri kubickom grafe to vychadza
na %—1—1. Casova zlozitost teda aj pri kubickych grafoch rastie exponencialne vzhladom

na pocet vrcholov v grafe.

4.1.2 Overovanie rozpustnosti

Druhou velkou ¢astou programu je overovanie rozpustnosti najdenych cyklov. Ci je cyk-
lus zakladny, alebo vytvoreny kombinéaciou zakladnych cyklov, v prvom rade overime
jeho paritu. Nasledne vytvorime instanciu grafu, na ktorej budeme skusat rozpustenie
cyklu. Tentokrat na jednoduchsiu manipulaciu pouzijeme ako reprezenticiu grafu zo-
znamy susedov. Zac¢neme rozpistanim na jednu stranu. Odstranime kazda parnu hranu
cyklu. Nésledne vyhladzujeme vrcholy stupia dva. Tieto maju za susedov vzdy isto je-
den vrhol z cyklu, ktory s nimi v cykle susedi a druhy vrchol, ktory je bud mimo cyklu,
alebo v cykle, no nie susedny v ramci cyklu, ale tvoriaci chordu. Pri rozpuastani teda

mozu nastat tri pripady, ktoré treba overit:

a) Rozustany vrchol v susedi s vrcholom v/, ktory lezi mimo cyklu. Tak isto vrchol w,
s ktorym v susedi v ramci cyklu, mé druhého suseda w’ mimo cyklu. Po rozpusteni

v a w vznikne hrana v'w’.

b) Rozpustany vrchol v ma okrem svojho suseda v ramci cyklu aj druhého suseda v
cykle, s ktorym tvori chordu. Touto chordou sa akoby predlzi cesta vrcholov stupiia

dva, ktoré treba rozpustit. Na§ algoritmus predlzuje tato cestu, kym nenarazi na
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jednom aj druhom konci cesty na vrcholy mimo cyklu. Tieto spoji do jednej hrany
(obréazok 4.3).

¢) Posledna moznost je podobna predoslej. Taktiez sa cez chordy predlzuje cesta vr-
cholov stupna dva. V tomto pripade sa vSak moze stat, Ze sa tato cesta zacykli a

ostane nam kruznica disjunktné so zvyskom grafu, ktorit mézeme celt odstranit.

Obr. 4.3: Rozpustenie cyklu po odstraneni zelenych (¢iarkovanych) hran. Kvoli chordam

vznika dlhsia cesta na rozpustenie. Vpravo vidno hrany, ktoré ostanti po rozpusteni.

Po vyhladeni vrcholov stupfia dva ndm ostane Strukttra s mensim poc¢tom vrcholov
ako v povodnom grafe. Niektoré zoznamy susedov ostanu prazdne. Vytvorime preto
novi inStanciu grafu, kde vrcholy, ktoré ostali, preindexujeme tak, aby novy graf bol
opéat indexovany od nuly po aktuédlny pocet vrcholov. O takto pripravenom grafe chceme

zistit, ¢i je 3-zafarbitelny. Vieme, ze plati nasledovné tvrdenie:
Veta 45. (Petersen) Kazdy bezmostovy kubicky graf obsahuje 1-faktor.[12]

N4&s algoritmus najprv overi, ¢i graf neobsahuje slucku, ¢o by automaticky zname-
nalo nezafarbitelnost. Nésledne v grafe rekurzivne najde vSetky perfektné parenia a
pre kazdé overi, ¢i po jeho odstraneni ostant len parne kruznice, ktoré st zafarbiteIné
dvoma farbami. Ak také najde, prehlasi graf za zafarbitelny. V opac¢nom pripade po
odstraneni péarenia v grafe ostani aspon dve neparne kruznice (musi ich byt parny
pocet kvoli parnemu poctu vrcholov v kubickych grafoch). Neparne kruznice sa nedaju
zafarbit dvoma farbami. Algoritmus teda v tomto pripade vyhlasi graf za nezafarbi-
telny.

Analogicky postup od rozpustania vrcholov zopakujeme pre graf, ktory vznikne po

odstrdneni neparnych hran pévodného cyklu.

4.2 Vysledky z programu

V nasledujucej sekcii popiSeme, na ktorych vSetkych grafoch sme nas program spustili
a aké zaujimavé vysledky sme dostali.

Uplne prvy pokus boli vietky kubické grafy od osem do Sestnast vrcholov. O tychto
sme zistili, ze pre kazdy pocet vrcholov existuja grafy s danym poctom vrcholov, ktoré

obsahuju rozpustné cykly, no aj také grafy, v ktorych nie je ani jeden rozpustny cyklus.
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Dalej sme sa pozreli na permutacné snarky. Tu sme program spustili na 35 grafoch
od 18 do 42 vrcholov, medzi inymi aj napriklad na spominanych BlanuSovych snarkoch.
Zistili sme, ze v kazdom permuta¢nom snarku sa nachadza viac ako jedna rozpustna
kruznica. Dokonca vidy viac ako polovica kruznic dlzky n — 2 v danom snarku je roz-
pustnd, kde po¢ty kruznic dlzky n—2 sa pohybuju okolo stoviek a nad 26 vrcholov okolo
tisicok. Na druhej strane sa ukéazalo, Zze v permutacnych snarkoch st vsetky kruznice
dlzky 6 nerozpustné. Program sme potom spustili este na vyse 10 000 permutaénych
snarkoch do 34 vrcholov a na 104 permuta¢nych snarkoch s vi¢sim poc¢tom vrcholov
(50-74). Tam uz program bezal pomalsie, preto sme uZ iba overovali existenciu aspoi
jednej rozpustnej kruznice v grafe. T4 sa nam vo vSetkych pripadoch potvrdila.

Speciélnymi triedami snarkov boli uz v kapitole 2 spominané BlanuSové a Isaacsove
snarky. V BlanuSovych sme pomocou programu odhalili a nasledne teoreticky popisali
rozpustnt kruznice dlzky n — 2 nachadzajicu sa v kazdom grafe z tejto triedy. Na
zaklade vysledkov tiez predpokladdme, Ze podobnych kruznic je viac. V Isaacsovych
sme tiez odhalili pritomnost opakujicich sa rozpustnych kruznic. NavySe sme vdaka

programu zistili, Zze pre tato triedu plati nasledovné:

(i) Vsetky kruznice dlzky mensej ako n — 4 st nerozpustné.
(ii) VZetky rozpustné kruznice st dizky n — 2, alebo n — 4.
(iii) Vzdy presne 1/3 kruznic dlzky n — 4 je rozpustna.

(iv) Vzdy presne 3/5 kruznic dizky n — 2 st rozpustné.

V Isaacsovych snarkoch sme si tiez vd'aka vystupom z programu vsimli, Ze kruznice
dlzky n — 2, ktorych chybajtce vrcholy st susedné, st rozpustné. V kapitole 2 sme toto
pozorovanie dokazali.

Dalsou skupinou grafov, na ktorej sme spustili program, je zbierka snarkov s obvo-
dom aspon 4, ktoré sa osvedcili ako pritipriklady na niektoré hypotézy. Grafov v tejto
zbierke bolo radovo 330 000, s po¢tom vrcholov 28 az 100. Aj v tychto grafoch sme ski-
mali uz len existenciu rozpustnej kruznice, ktora sa vo vSetkych pripadoch potvrdila.
Ked7e vicsina z tychto grafov mala 48 a viac vrcholov, zbehnutie experimentu trvalo
netrividlne dlho. Zabralo takmer tri mesiace takmer neustaleho bezania programu na
jednom notebooku.

Kedze vysledky uZ pocas posledného spomenutého experimentu zacali vyzerat sTubne,
vyslovili sme hypotézu spominant v kapitole 3. Hypotézu sa ndm pomocou nasho prog-
ramu zatial podarilo overif na vSetkych snarkoch do 36 vrcholov, ktoré maji obvod

asponi 5. V8etkych snarkov s tymto obvodom a s 34 vrcholmi sa 3 833 587 a vSetkych
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takych snarkov s 36 vrcholmi je 60 167 732'. Grafy do 34 vrcholov zbehli relativne

rychlo, no grafy na 36 vrcholoch bezali priblizne dva mesiace.

1O vygenerovanie vietkych snarkov do 36 vrcholov sa zasluzili v praci [4]. Konkrétne stbory s

grafmi mame zo zdroja: House of Graphs - Snarks (https://hog.grinvin.org/Snarks##snarks)



Zaver

V praci sme sa venovali dvojitej superpozicii a hladaniu rozpustnych kruznic v kubic-
kych grafoch. Ako pomocku pri hladani sme vytvorili program, ktory v grafe zo vstupu
hTadé rozpustné kruznice. Tento program sme spustili na viacerych grafoch a snarkoch
a na zaklade vysledkov sme vyvodili pozorovania, ktoré sme nésledne dokazali.

V kapitole 2 sme sa venovali znamym triedam snarkov. Ukézali sme, Ze v Blanu-
Sovych snarkoch existuje typ kruznice, ktory sa opakuje v celej triede. To znamena,
ze v BlanuSovom grafe s Tubovolnym poc¢tom blokov vieme tuto kruznicu popisat.
Na zéklade vysledkov nasho programu hladajiceho rozpustné kruznice sme vyslovili
predpoklad, ze takychto typov kruznic sa v triede BlanusSovych snarkov nachadza viac.
Druhou pozorovanou triedou boli Isaacsove snarky. V nich sme na zdklade programu
odpozorovali, ze kazda kruznica dlzky n — 2, v ktorej chybaju prave dva susedné vr-
choly, je rozpustna. Sktmali sme teda, akymi sposobmi moze cez jednotlivé ramené
Isaacsovych snarkov prechadzat kruznica dizky n — 2. Overili sme, 7e naozaj vsetky
korektné moznosti tvorby kruznice dlzky n — 2, v ktorej chybaju susedné vrcholy, vedu
k vytvoreniu rozpustnej kruznice.

Na zaklade vysledkov programu, ktoré bezali, okrem iného, na réznych sadéch snar-
kov, sme vyslovili hypotézu, ze kazdy snark obsahuje rozpustna kruznicu. Ttto hypo-
tézu sme za pomoci Paritnej lemy a liem o malych rezoch a obvodoch dokazali pre
trividlne snarky s malymi obvodmi (do velkosti 5) a s malymi rezmi (do velkosti 4).
Taktiez sme platnost hypotézy potvrdili pre vSetky snarky do 36 vrcholov pomocou
nasho programu.

Vo vyskume by sa dalo pokracovat najmé ¢o sa tyka vyslovenej hypotézy hovoriace;
o pritomnosti rozpustnej kruznice v kazdom snarku. Dalo by sa pozriet, ¢i by nebolo
mozné dokazat jej pritomnost vo vSetkych permuta¢nych snarkoch. Z opacnej strany,
ak by sme chceli hTadat protipriklad na hypotézu, mohli by sme sa pozriet na snarky s
vacsimi obvodmi (7 a viac). Na tychto ako na prvych narazili niektoré tedrie v oblasti
snarkov.

Na zaver nam uz ostava len povedat, Zze ak by sa podarilo potvrdit hypotézu o
pritomnosti rozpustnej kruznice v kazdom snarku, mali by sme v rukach d'alsi zaujimavy

a silny nastroj na konstrukciu snarkov.
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