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Abstrakt

Cie©om práce je analýza rozli£ných ²trukturálnych vlastností snarkov, £iºe kubických

grafov bez hranového 3-zafarbenia. Medzi skúmané vlastnosti budú patri´ cyklická sú-

vislos´ snarkov, klastre cyklov, permuta£ný charakter, kritickos´, ireducibilita a iné.

Na testovanie týchto vlastností bude treba vytvori´ poºadované algoritmy napísa´ prí-

slu²né programy. Zistené výsledky sa budeme analyzova´ a niektoré sa budeme snaºi´

zov²eobecni´ na v²eobecne platné matematické tvrdenia, ktoré dokáºeme.

K©ú£ové slová: graf, snark, klaster
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Abstract

The aim of this work is analysis of structural properties of snarks, cubic graphs with

no 3-edge-colouring. The investigated properties will include clusters of 5-cycles, per-

mutation character, irreducibility and others. It will be necessary to design required

algorithms and write the corresponding programs to test this properties. Found proper-

ties will be analyzed and we try to generalize them to valid mathematical statements

and mathematically prove them.

Keywords: graph, snark, cluster
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Úvod

Cie©om tejto práce je skúmanie a lep²ie pochopenie ²truktúry snarkov - súvislých bez-

mostových grafov, ktorých chromatický index je 4. Aj napriek tomu, ºe existujú nástroje

ako vytvára´ nové snarky a poznáme nieko©ko nekone£ných tried snarkov, tak sa jedná

o pomerne mladú triedu grafov, ktorá nie je stále dostato£ne preskúmaná a nepoznáme

²truktúru mnohých z nich. V dne²nej dobe o mnohých grafoch vieme poveda´, ºe patria

medzi snarky, av²ak nepoznáme mnoºstvo ich ¤al²ích vlastností ako aj ich ²truktúru.

Práve preto sme sa rozhodli vytvori´ program, ktorý bude niektoré z vlastností overova´

a h©ada´. Potreba vyuºitia po£íta£ového programu na overovanie vlastností je zjavná,

ke¤ºe sa £asto jedná o ve©ké grafy a pre niektoré vlastnosti sa jedná o milióny iterácií

preh©adávania a po£ítania, ktoré by £loveku pri po£ítaní na papier zabrali prinajlep²om

dni a po£íta£ to zvládne za pár sekúnd. Okrem zistenia vlastností a ²truktúry daného

grafu program pomôºe pri ©ah²ej vizualizácií grafov.

Okrem toho sa budeme venova´ aj podgrafom Petersenovho grafu - klastrom, a ich

výskyte v jednotlivých snarkov a priblíºia nám súvislosti medzi jednotlivými snarkami.

Do tejto £asti bude patri´ aj dôkaz úplnosti týchto podgrafov.

Samotný program, ktorý je gro tejto práce je napísaný v jazyku C++. Tento jazyk

bol zvolený najmä kvôli tomu, ºe sa jedná o ve©mi rýchly jazyk na rozdiel od moºno

populárnej²ích a jednoduch²ích jazykov ako napríklad Python alebo Java.

1



Kapitola 1

Základné pojmy z teórie grafov

Mnoºstvo pojmov z teórie grafov sa v tejto práci bude opakova´. Aby sa predi²lo

nepochopeniu medzi autorom a £itate©om z dôvodu rôznych interpretácii jednotlivých

pojmov, budú v tejto kapitole tieto pojmy zade�nované a v²etky tieto pojmy pouºité

¤alej v práci budú vychádza´ z týchto de�nícií.

Graf

Graf G je usporiadaná dvojica dvoch mnoºín G = (V,E) , kde V = {v1, v2, . . . , vn}
je neprázdna mnoºina vrcholov grafu G a E = {e1, e2, . . . , ep} je mnoºina hrán grafu G.

Kaºdá hrana e∈E je interpretovaná ako neusporiadaná dvojica vrcholov, tj. e = {vi, vj},
kde vi, vj∈V pri£om i 6= j. Pokia© je hrana interpretovaná ako neusporiadaná dvojica,

graf G sa nazýva neorientovaný graf. Táto práca sa zaoberá výlu£ne neorientovanými

grafmi. Ozna£enie hrán písmenom e a vrcholov písmenom v pochádza z anglických slov

edge a vertex.

Po£et vrcholov

Pod pojmom po£et vrcholov grafuG sa bude rozumie´ mohutnos´ mnoºiny V a ozna£uje

sa ako |G|. �itate© sa môºe stretnú´ aj s pojmom rád grafu, ktorý je ekvivalentný s

pojmom po£et vrcholov grafu.

Po£et hrán

Po£tom hrán grafu G sa myslí mohutnos´ mnoºiny E a ozna£uje sa ako ||G||.

Stupe¬ vrcholu

Stup¬om vrcholu vi sa ozna£uje po£et hrán, ktoré sú s vrcholom vi incidentné. Stupe¬

vrcholu sa ozna£uje aj ako deg(vi).

2



KAPITOLA 1. ZÁKLADNÉ POJMY Z TEÓRIE GRAFOV 3

Pre neorientované grafy platí, ºe
∑
v∈V

deg(v) = 2||G||

Kubický graf

Graf G = (V,E) , pre ktorého v²etky vrcholy v∈V platí, ºe deg(v) = 3 sa nazýva

kubický resp. 3-regulárny graf. Po£et hrán v takomto grafe je ||G|| = (3 ∗ |G|)/2 a

platí, ºe po£et vrcholov grafu G je párny.

Odstránenie hrany

Ozna£ením G− ei sa rozumie odstránenie hrany ei z grafu G. Pod odstránením hrany

sa myslí odstránenie prvku ei z mnoºiny E a zníºi sa tým stupe¬ koncových vrcholov

danej hrany.

Prerezanie hrany

Ke¤ºe v práci sa pracuje s kubickými grafmi, tak po odstránení hrany je vºdy treba

prida´ novú hranu aby sa zachovali stupne jednotlivých vrcholov. Preto sa bude £asto

miesto pojmu odstránenie hrany pouºíva´ pojem prerezanie hrany. Myslí sa tým, ºe

hrana ei z grafu G sa v polke rozdelí, £ím vzniknú dve polhrany. Tie sa môºu následne

prepoji´ s inými polhranami, £ím opä´ vzniknú celé hrany. Aj pri odstránení hrany sa

uvaºuje, ºe v grafe ostanú dve polhrany. Ozna£enie visiaca polhrana je ekvivalentná s

ozna£ením polhrana.

Odstránenie vrcholu

Odstránenie vrcholu vi∈V z grafu G = (V,E) sa ozna£uje ako G−vi. Myslí sa pod tým

odstránenie prvku vi z mnoºiny V . Zárove¬ sa spolu s vrcholom vi odstránia z grafu G

aj v²etky hrany, ktoré sú s vrcholom vi incidentné. Platí teda, ºe ak hrana ei = {vk, vl},
kde vk = vi alebo vl = vi bude hrana ei odstránená z grafu tieº.

Podgraf

Graf H = (V ′, E ′) sa nazýva podgrafom grafu G = (V,E) , pokia© sa môºe graf H

dosta´ ©ubovo©ným odstra¬ovaním hrán a vrcholov z grafu G. Ak je H podgrafom

grafu G, ozna£uje sa to H⊆G.

Indukovaný podgraf

Indukovaný podgraf H = (V ′, E ′) grafu G = (V,E) je taký podgraf, ktorý vznikol

odstra¬ovaním vrcholov z grafu G. Z de�nície odstra¬ovania vrcholov vyplýva, ºe boli

odstránené iba hrany, ktoré boli s odstránenými vrcholmi incidentné.
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Sled

Sledom sa nazýva postupnos´ vrcholov a hrán v0, e1, v1, e2, ..., en, vn v grafe G = (V,E)

a platí, ºe hrana ei má koncové vrcholy vi−1, vi. V slede sa hrany a vrcholy môºu

opakova´. Sled pre ktorý platí, ºe v0 = vn sa nazýva uzavretý sled.

Cesta

Sled v ktorom sa ºiaden vrchol neopakuje sa nazýva cesta. Z podmienky, ºe sa ºiaden

vrchol neopakuje vyplýva dôsledok, ºe ani ºiadna hrana sa neopakuje. Na ozna£enie

cesty sa budú pouºíva´ iba vrcholy danej cesty a nie hrany. Ozna£enie cesty klm bude

teda znamena´ cestu z vrcholu k do vrcholu l a odtia© do vrcholu m. D¨ºkou cesty sa

rozumie po£et hrán, ktoré táto cesta obsahuje.

Odstránenie cesty

Ak sa z grafu G = (V,E) odstráni cesta C = {v0, e1, v1, .., en, vn} myslí sa tým odstrá-

nenie v²etkých vrcholov, ktoré sú v ceste C. Z de�nície odstránenia vrcholov vyplýva,

ºe sa odstránia aj v²etky incidentné hrany, £iºe aj tie, ktoré nepatria do cesty C.

Susedné hrany

Dve hrany v grafe G = (V,E) sa ozna£ujú ako susedné, pokia© sú existuje vrchol v∈V ,
pre ktorý platí, ºe obe hrany sú s vrcholom v incidentné.

Susedné vrcholy

Dvojica vrcholov vi, vj∈V z grafu G = (V,E) sa nazýva susednými vrcholmi, ak existuje

hrana e∈E, taká, ºe e = {vi, vj}. V prípade viacerých vrcholov sa pod pojmom susedné

vrcholy rozumie, ºe medzi kaºdou dvojicou vrcholov z tejto mnoºiny existuje cesta C,

ktorá obsahuje iba vrcholy z tejto mnoºiny.

Vzdialenos´ hrán

Pre nesusedné hrany ei, ej sa bude pouºíva´ pojem vzdialenos´ hrán na ozna£enie d¨ºky

cesty C, kde ei je hrana, ktorej jeden koncový vrchol je prvý vrchol v C a posledný

vrchol v C je jeden z koncových vrcholov hrany ej, pri£om platí, ºe ei, ej /∈C. Pokia©
nie je uvedené inak myslí sa najkrat²ia takáto cesta.
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Vzdialenos´ vrcholov

Pre vrcholy vi, vj sa pod ich vzdialenos´ou myslí d¨ºka najkrat²ej cesty z vi do vj.

Vzdialenos´ susedných vrcholov je teda 1, ke¤ºe majú spolo£nú hranu.

Cyklus

Pokia© v grafeG = (V,E) platí, ºe existuje postupnos´ vrcholov a hrán v0, e1, v1, e2, ..., en, vn,

pri£om platí, ºe v0 = vn a pre ©ubovo©né i > 0 a ©ubovo©né j > 0 rôzne od i platí vi 6=vj,
tak sa táto postupnos´ nazýva cyklus.

Pojem kruºnica je ekvivalentný s pojmom cyklus.

D¨ºka cyklu

D¨ºkou cyklu sa ozna£uje po£et vrcholov v∈V , pre ktoré platí, ºe v∈C, kde C je cyklus.

Bezstrunový cyklus

Pokia© existuje v grafe G = (V,E) cyklus C = {v0, e1, v1, e2, ..., en, vn} a v grafe G

neexistuje hrana ex = {vx1, vx2}, pre ktorú platí, ºe ex /∈C a vx1 /∈C alebo vx2 /∈C na-

zýva sa tento cyklus bezstrunovým. Zjednodu²ene povedané neexistuje hrana medzi 2

vrcholmi, ktoré nie sú v cykle C susedné. Dôsledok tohto je, ºe pre ©ubovo©nú pod-

mnoºinu vrcholov z cyklu C neexistuje krat²í cyklus.

Pokia© v grafe existuje takáto hrana nazýva sa struna alebo tieº chorda.

Odstránenie cyklu

Odstránením cyklu C z grafu G = (V,E) sa myslí odstránenie v²etkých vrcholov v z

mnoºiny V , pre ktoré platí, ºe v∈C. Spolu s vrcholmi sa odstránia aj incidentné hrany.

Hamiltonovský cyklus

Podgraf grafu G = (V,E) , ktorý je cyklus a obsahuje v²etky vrcholy z grafu G sa volá

Hamiltonovský cyklus.

Súvislý graf

Graf G = (V,E) , v ktorom pre ©ubovo©né vrcholy vi, vj ∈ V , pri£om i 6= j existuje

cesta vi − vj sa nazýva súvislý graf.
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k-súvislý graf

Pokia© odstránenie ©ubovo©ných k − 1 vrcholov z grafu zachová jeho súvislos´ nazýva

sa takýto graf k−súvislý. Inak povedané, aby z k-súvislého grafu G = (V,E) vznikol

nesúvislý graf, treba z neho odstráni´ najmenej k vrcholov.

Komponent grafu

Maximálny súvislý podgraf grafu G = (V,E) sa nazýva komponent. Pokia© má G práve

jeden komponent, tak G je súvislý.

Most

Pokia© v grafe G = (V,E) existuje hrana e∈E, pre ktorú platí, ºe G− e má vä£²í po£et

komponentov ako G, tak sa hrana e nazýva most. Most e je teda taká hrana, ktorej

odstránenie urobí graf nesúvislým.

Obvod grafu

Obvodom grafu G = (V,E) sa ozna£uje d¨ºka najkrat²ieho cyklu v grafe G.

Chromatický index

Chromatický index grafu χ′(G) udáva po£et, ko©ko farieb je potrebných na to, aby sa

kaºdej hrane grafuG = (V,E) priradila práve jedna farba, pri£om pre kaºdý vrchol v∈V
je splnená podmienka, ºe ºiadne dve hrany incidentné s vrcholom v nemajú priradenú

rovnakú farbu.

Pre χ′(G) = k sa zvykne pouºíva´ aj ozna£enie, ºe graf G je hranovo k−zafarbite©ný.
Pokia© sa v práci vyskytne zjednodu²ené ozna£enie k−zafarbite©ný, bude sa tým myslie´

práve hranová zafarbite©nos´.

Faktor grafu

Podgraf H = (VH , EH) grafu G = (V,E) , ktorého mnoºina vrcholov obsahuje rovnaké

prvky ako mnoºina vrcholov grafu G - tj. V = VH , sa nazýva faktorom grafu G.
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k-faktor

Pokia© je H = (V ′, E ′) faktor grafu G = (V,E) a pre ∀v∈V ′ platí, ºe deg(v) = k,

ozna£uje sa tento faktor ako k−faktor.

Hamiltonovský graf

Hamiltonovský graf G = (V,E) je graf, ktorý obsahuje aspo¬ jeden Hamiltonovský

cyklus.

Hypohamiltonovský graf

Hypohamiltonovský graf, je taký graf G = (V,E) , ktorý nie je hamiltonovský, av²ak

pre ∀v∈V platí, ºe podgraf G− v je Hamiltonovský graf.

Planárny graf

Graf G = (V,E) je planárny graf, pokia© sa dá premietnu´ do 2D priestoru tak, aby sa

ºiadne dve hrany grafu G nepretínali.

Grafový izomor�zmus

Graf G = (V,E) je izomorfný s grafomH = (V ′, E ′), pokia© existuje bijektívne zobraze-

nie f : V → V ′, kde pre v²etky vrcholy vi, vj ∈ G platí (vi, vj)∈G⇔ (f(vi), f(vj))∈H.

Ak su grafy G a H izomorfné, pouºíva sa ozna£enie G∼=H

Autoizomor�zmus

Autoizomor�zmus je taký izomor�zmus v grafe G = (V,E) , ºe existuje bijekcia f :

V → V , ºe pre v²etky vrcholy vi, vj∈G platí (vi, vj)∈G⇔ (f(vi), f(vj))∈G.

Cyklická súvislos´

Cyklická súvislos´ grafu sa ozna£uje ako λC a udáva najmen²í po£et hrán potrebných

na odstránenie z grafu G = (V,E) , pri£om vzniknutý podgraf H nebude súvislý a

kaºdý komponent bude obsahova´ aspo¬ jeden cyklus.



Kapitola 2

Snark

Celá práca je zameraná na snarky, táto kapitola vysvetlí, £o sú to snarky, povie krátko

o ich histórii a vysvetlí pár spôsobov ako ich kon²truova´.

De�nícia 1 Nech pre graf G = (V,E) platí

• G je kubický graf

• χ′(G) = 4

• Graf G neobsahuje hranu e∈E, ktorá je most

potom je graf G snark

�Napriek tejto pomerne jednoduchej de�nícii a vy²e storo£ia skúmania snarkov sú

ich vlastnosti a ²truktúra ve©kou neznámou�[4]

Z de�nície snarku vyplýva a dá sa dokáza´ mnoºstvo iných vlastností. Napríklad to,

ºe ak je graf snark, tak nie je hamiltonovský graf. Napriek tomu, ºe ºiaden snark nie

je hamiltonovský graf, existuje mnoºstvo snarkov, ktoré sú hypohamiltonovské grafy.

Táto práca sa bude zaobera´ výlu£ne snarkami a okrem toho, ºe v²etky skúmane grafy

budú snarky, budú v²etky sp¨¬a´ aj iné vlastnosti. V²etky grafy budú ma´ cyklickú

súvislos´ λC≥4 a obvod v²etkých snarkov bude ≥4.

2.1 Redukovanie problémov na snarky

Dôvod zaobera´ sa snarkami, za ú£elom spoznania ich vlastnosti a lep²ieho po-

chopenia ich ²truktúry je ve©mi motivovaný tým, ºe mnoºstvo problémov a tvrdení v

teórií grafov sa dá zredukova´ výlu£ne na snarky s tým, ºe pokia© sa dokáºe, ºe tvr-

denie platí pre snarky, tak platí aj pre v²etky ostatné grafy. Medzi takéto problémy

patrí napríklad 5-�ow conjecture od britského matematika W.T.Tutteho, ktorá súvisí

s vrcholovým farbením planárnych grafov. �al²í problém, ktorý sa dá zredukova´ na

snarky je cycle double cover conjecture, ktorá je vysvetlená v kapitole 6. Ur£i´ £i je graf

snark je NP-úplný problém.

8
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2.2 História snarkov

Prvá zmienka o snarkoch pochádza z roku 1880 po tom, ako ²kótsky matematik

P.G.Tait dokázal, ºe teoréma o ²tyroch farbách je ekvivalentná s tvrdením, ºe ºiaden

snark nie je planárny. V tom £ase sa pojem snark e²te nepouºíval. Aº osemnás´ rokov

po tomto dôkaze bol objavený vôbec prvý snark. Do roku 1970 bolo dokopy objavených

iba 5 snarkov a výrazný posun nastal v roku 1972, ke¤ bol objavený prvý spôsob ako

generova´ nekone£né mnoºstvo snarkov.

Ozna£enie snark bolo pouºité prvýkrát aº v roku 1976 americkým matematikom Mar-

tinom Gardnerom. Tento názov prebral z básne Lewisa Carolla The Hunting of the

Snark, ktorej dej zachytáva lovenie záhadnej a nebezpe£nej prí²ery.

2.3 Významné snarky

Dnes uº je známe, ºe snarkov je nekone£ne ve©a a existuje viacero spôsobov ako genero-

va´ a kon²truova´ nové snarky. V roku 2012 ²tvorica matematikov z univerzít v Gente

a Umeå vygenerovala v²etky snarky do rádu tridsa´²tyri s obvodom ≥4. Dokopy ich

je vy²e tridsa´ miliónov. V generovaní vä£²ích grafov pokra£ovali a dnes sa na portáli

House of Graph[9] dajú stiahnu´ súbory so v²etkými snarkami do tridsa´²es´ vrcholov,

ktorých obvod je ≥4. Takýchto snarkov je takmer pä´sto miliónov. Aj napriek tomu,

ºe dnes je uº mnoºstvo grafov skon²truovaných a objavených vznikali snarky pomaly a

niektoré sú významnej²ie ako ostatné.

2.3.1 Petersenov graf

Najznámej²í, najmen²í a zárove¬ prvý objavený snark je Petersenov graf, ktorý nesie

meno po svojom objavite©ovi dánskom matematikovi Juliusovi Petersenovi. Aj napriek

tomu, ºe zmienka o tomto grafe sa na²la v poznámkach britského matematika Sira

Alfreda Braya Kempeho z roku 1886 sa jeho objavenie pripisuje Petersenovi a datuje

sa na rok 1898.

S desiatimi vrcholmi a pätnástimi hranami sa jedná o najmen²í snark. Aj napriek

tomu, ºe má iba desa´ vrcholov sa v ¬om nachádza aº dvanás´ rôznych cyklov d¨ºky

pä´. Petersenov graf sa môºe ozna£i´ ako základný stavebný kame¬ snarkov, ke¤ºe ve©a

dnes známych snarkov vzniklo modi�kovaním Petersenovho grafu a jeho podgrafov.

Petersenov graf je symetrický, hypohamiltonovský graf, ktorého cyklická súvislos´ je

λC = 5
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Obr. 2.1: Petersenov graf - najmen²í existujúci snark

2.3.2 Blanu²ove snarky

Chorvátsky matematik Danilo Blanu²a zostrojil v roku 1946 dva nové snarky. Kon-

²trukcia pozostáva z dvoch Petersenových grafov, pri£om sa z kaºdého odstráni ©ubo-

vo©ný vrchol a následne sa takto vzniknuté podgrafy navzájom prepoja. Od spôsobu

vzájomného prepojenia závisí, ktorý z dvoch grafov vznikne, pri£om sa v niektorých

vlastnostiach lí²ia. Oba Blanu²ove snarky majú osemnás´ vrcholov a dvadsa´sedem

hrán a £asto sa ozna£ujú ako B1 a B2. Po Petersenovom grafe sú to najmen²ie dva

snarky.

Obr. 2.2: Blanu²ove snarky - vzniknú spojením dvoch Petersenových grafov

2.3.3 Descartesov snark

��al²í snark bol objavený Blanche Descartesom v roku 1948; má 210 vrcholov

a bol zostrojený pridávaním 'hviezdicovej kon�gurácie' ku kaºdej hrane Petersenovho

grafu.�[10]

Hviezdicová kon�gurácia spo£íva v tom, ºe sa hrana nahradí podgrafom obsahujúcim

²trnás´ vrcholov a vizuálna reprezentácia tohto podgrafu má podobu hviezdy. Blanche

Descartes je pseudonym, ktorý pouºívala ²tvorica matematikov, medzi ktorými boli

aj Rowland Brooks a William Tutte, ktorí patria medzi významných vedcov v teórií

grafov.
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Obr. 2.3: Výrez z Descartesovho snarku - ukáºka hviezdicovej kon�gurácie

2.3.4 Szekeresov snark

V roku 1973 zostrojil austrálsky matematik ma¤arského pôvodu Szekeres nový

snark spojením piatich Petersenových grafov. Skon²truovaný graf má 50 vrcholov a 75

hrán, pri£om je moºné na neho napoji´ ©ubovo©né mnoºstvo Petersenových grafov, £o

robí zo Szekeresových snarkov nekone£nú triedu.

Obr. 2.4: Szekeresov snark - spojenie piatich Petersenovych grafov

2.3.5 Flower snarky

�Pomalé a pracné objavovanie snarkov pre²lo dramatickou zmenou, ke¤ bola ob-

javená nekone£ná trieda snarkov, E.Grinbergom v roku 1972, a nezávisle na ¬om aj v

roku 1974 R.Isaacsom �[10]

Americký matematik Rufus Isaacs objavil v roku 1974 nekone£nú triedu snar-

kov, ktorá sa nazýva �ower snarks. Názov nesie pod©a vizuálnej reprezentácie, ktorá

pripomína kvet a základ tvorí n−uholník v ktorom sa na kaºdý vrchol sa napojí trojica

vrcholov a navzájom sa tieto trojice prepoja.



KAPITOLA 2. SNARK 12

Isaacs objavil aj druhú nekone£nú triedu snarkov. Pomocou kon²truk£nej ope-

rácie zvanej dot product zov²eobecnil metódu, ktorú pouºil Blanu²a na kon²trukciu

svojich snarkov. Táto trieda sa nazýva Blanu²a-Descartes-Szekere², skrátene ozna£o-

vaná aj BDS a ako napovedá názov, patria do nej aj Blanu²ove snarky, Descartesov

snark a Szekere²ov snark.

Obr. 2.5: Flower snarky - pripomínajú poh©ad na kvet

2.4 Kon²trukcie snarkov

Existuje nieko©ko spôsobov ako kon²truova´ nové snarky. Na tieto kon²trukcie treba

ma´ na vstupe jeden alebo viacero snarkov a tie sa následne modi�kujú a vznikne z

nich nový snark.

2.4.1 Trojuholníková substitúcia

Je to najjednoduch²í spôsob ako generova´ nové snarky. Pre existujúci snark G = (V,E)

sa vezme ©ubovo©ný vrchol z grafu G a substituuje sa za trojicou vzájomne prepojených

vrcholov.[11] Táto metóda zachováva v²etky podmienky snarku, na obrázku 2.4.1 je

znázornené, ako treba nastavi´ novým hranám správne farbenie, aby bolo zachované,

ºe χ′(G) = 4. Pri trojuholníkovej substitúcii v²ak vzniká v grafe cyklus d¨ºky tri a tým

sa mení aj obvod grafu. Snarky, ktorých obvod je ≤4 sa nazývajú aj triviálne snarky

a hoci to nie je v de�nícií snarku, £asto sa môºe £lovek stretnú´ s de�níciou snarku,

ktorá bude hovori´ aj o podmienke, ºe snark musí ma´ obvod aspo¬ 5.

Tento spôsob sa dá pouºi´ aj opa£ným smerom, ke¤ dochádza k redukcii cyklu d¨ºky tri

na jediný vrchol. Pokia© sa snark nedá redukova´, respektíve nevznikol z iného snarku

takouto trojuholníkovou substitúciou, ozna£uje sa ako netriviálny snark. Táto práca je

venovaná výlu£ne netriviálnym snarkom.
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Obr. 2.6: Trojuholníková súbstitúcia - generuje triviálne snarky

2.4.2 Dot product

Dot product je metóda, ktorú objavil vy²²ie spomínaný Rufus Isaacs a vytvoril po-

mocou nej triedu snarkov BDS. Dot productu sa podrobne venoval John Watkins vo

svojich publikáciách Snarks [10] a A Survey of Snarks [11].

Na túto metódu treba dva snarkyG = (VG, EG) aH = (VH , EH) pri£om nie je vylú£ené,

ºe G = H.

Dot product Zo snarku G sa odstránia dve ©ubovo©né nesusedné hrany e, f∈EG,

£ím v grafe G ostanú ²tyri polhrany. Zo snarku H sa odstránia dva ©ubovo©né susedné

vrcholy u, v∈VH . Ke¤ºe spolu s vrcholmi sa odstra¬ujú z grafu aj incidentné hrany a u

a v boli susedné, tak existuje hrana eH1∈EH , pre ktorú platí, ºe eH1 = {u, v}. Odstrá-
nením vrcholov u a v sa teda z grafu H odstráni aj pä´ hrán, ale v H ostanú iba ²tyri

polhrany. Po týchto dvoch krokoch ostanú v oboch grafoch G a H zhodne ²tyri vrcholy

stup¬a dva, pri£om z kaºdého vychádza polhrana. Tie sa navzájom poprepájajú tak, aby

pre kaºdú zo ²tyrooch nových hrán eGH platilo, ºe eGH = {vG, vH}, kde vG∈VG a vH∈VH

Dot product sa ²tandardne zna£í ako I = G·H, kde I je skon²truovaný snark, ktorý

vznikne aplikovaním metódy dot product na snarky G a H. Pre novovzniknutý snark

I = (VI , EI) platí, ºe |I| = |G|+|H|−2 a ||I|| = ||G||+||H||−3 a jedná sa o netriviálny
snark.

Je zjavné ako Isaacs vytvoril pomocou tejto metódy nekone£nú triedu netriviálnych

snarkov, vzh©adom k tomu, ºe sa môºe dot product pouºi´ opä´ na novovzniknutý

snark, £i uº so sebou samým, alebo s uº známym snarkom, napríklad aj tým z ktorého

bol vytvorený.
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Obr. 2.7: Ukáºka generovania snarkov pomocou dot productu

2.4.3 Star product

Star product niekedy tieº ozna£ovaný ako 5-product je ¤al²ia metóda pomocou ktorej

je moºné generova´ nové snarky. Na star product treba dva grafy G = (VG, EG) a

H = (VH , EH), av²ak na rozdiel od dot productu sta£í, aby bol iba jeden z týchto

grafov snark. Oba tieto grafy v²ak musia obsahova´ cyklus d¨ºky pä´.

Star product Z grafov G a H sa odstráni cyklus d¨ºky 5. V oboch podgrafoch ostane

pä´ polhrán. Následne sa prepoja polhrany v oboch podgrafoch tak, aby pre kaºdú z pia-

tich nových hrán platilo eGH = {vG, vH}, kde vG∈VG a vH∈VH

Na ozna£enie star productu sa pouºíva zápis I = G?H a hovorí sa, ºe I je star

productom grafov G a H. Graf I = (VI , EI) je netriviálny snark a platí pre neho, ºe

|I| = |G| + |H| − 10 a po£et hrán je ||I|| = ||G|| + ||H|| − 15. Pokia© sú oba grafy

cyklicky 5-súvislé, tak aj výsledný graf je cyklicky 5-súvislý. Star product sa niekedy

ozna£uje aj ako 5-product.

Obr. 2.8: Ukáºka generovania snarkov pomocou star productu
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2.4.4 Negatorová substitúcia

Petersenovský negator je podgraf, ktorý je tvorený dvoma cyklami d¨ºky pä´. Nech

sa tieto cykly ozna£ia ako C1 a C2 existujú práve dve hrany e, pre ktoré platí, ºe e∈C1

a zárove¬ e∈C2. Pä´ vrcholov v tomto podgrafe má hrany idúce von z tohto podgrafu,

ktoré ho spájajú so zbytkom grafu. Z autoizomor�zmu Petersenovho grafu sa dá odvodi´,

ºe ²tyri z týchto piatich vrcholov sú izomorfné. Jeden vrchol v²ak nie je izomorfný a

polhrana, ktorá ostane v grafe po odstránení petersenovského negatoru a jej koncový

vrchol bol práve tento neizomorfný, bude ozna£ovaná ako reziduálna polhrana. Celkovo

má sedem vrcholov a osem hrán. Viac o Petersenovskom negatore je v kapitole 4.

Na túto metódu treba dva snarky G = (VG, EG) a H = (VH , EH), pri£om graf G

musí obsahova´ Petersenovsky negator ako podgraf.

Negatorová substitúcia Z grafu G sa odstráni petersenovský negator N , £o spô-

sobí, ºe v G−N ostane pä´ polhrán. Následne sa z grafu H odstráni cesta uwv. Takáto

cesta sa tieº ozna£uje aj ako negator. Ke¤ºe sa jedná o netriviálne snarky, tak u a

v nemôºu by´ susedné a táto trojica vrcholov má iba jednu moºnú reprezentáciu. Od-

stránením tejto trojice ostane v grafe H pä´ polhrán. Polhrana, ktorá ostane v grafe H

a jej koncový vrchol bol stredný vrchol z cesty uwv sa bude ozna£ova´ ako reziduálna

polhrana podgrafu H −N ′ kde N ′ je negator. Podgrafy G−N a H −N ′ a polhrany v

nich sa prepoja tak, aby sa reziduálne polhrany v G−N a H −N ′ prepojili navzájom
a eGH = {vG, vH}, kde vG∈VG a vH∈VH .

Obr. 2.9: Ukáºka generovania snarkov pomocou negatorovej substitúcie

Pokia© by sa nedodrºalo prepojenie reziduálnych polhrán, tak by výsledný graf ne-

bol snark, ke¤ºe by bol hranovo 3-zafarbite©ný.[2]

Graf I = (VI , EI), ktorý je výsledkom negatorovej substitúcie grafov G a H je ne-
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triviálny snark, ktorého po£et vrcholov je |I| = |G| + |H| − 10 a po£et hrán je

||I|| = ||G||+ ||H||−15. Okrem toho platí, ºe pokia© pre oba snarky H a G λC = 5, tak

negatorová substitúcia rovnako ako star product zachováva cyklickú súvislos´ a výsledný

graf I bude ma´ tieº λC = 5.



Kapitola 3

Cyklicky permuta£ný graf

Pri skúmaní vlastností a ²truktúr snarkov programom je jedna vlastnos´ ve©mi dôleºitá

a prevy²uje nad ostatnými. Zárove¬ je aj pre viacero vlastností nutnou podmienkou a

platí pre ne vtedy, a len vtedy, pokia© je splnená aj táto vlastnos´. Nazýva sa permu-

tácia a snarky majúce túto vlastnos´ sa nazývajú permuta£né snarky. Táto kapitola je

venovaná práve tejto vlastnosti a takýmto snarkom a ich kon²trukciám.

De�nícia 2 Kubický graf, ktorý sa skladá z dvoch disjunktných cyklov rovnakej d¨ºky,

medzi ktorými existuje perfektné párovanie sa nazýva cyklicky permuta£ný graf.

De�nícia 3 Kubický graf, ktorý má 2-faktor tvorený dvoma bezstrunovými cyklami sa

nazýva cyklicky permuta£ný graf.

De�nície 2 a 3 sú ekvivalentné. Medzi cyklicky permuta£né grafy patrí napríklad

Petersenov graf alebo aj oba Blanu²ove grafy popísané v kapitole 2. Pomocou zov²eobec-

nenia Petersenovho grafu bola v roku 1967 cyklická permutácia grafu zade�novaná.[13]

3.1 Permuta£ný snark

De�nícia 4 Cyklicky permuta£ný graf G = (V,E) , ktorý je zárove¬ snark sa nazýva

permuta£ný snark.

Snark môºe obsahova´ viacero disjunktných 2−faktorov ur£ujúcich permuta£ný graf

a jeden takýto 2−faktor ur£ujúci permuta£ný graf bude v práci ozna£ovaný ako per-

muta£né cykly. Hrany tvoriace perfektné párovanie medzi permuta£nými cyklami budú

ozna£ované ako prie£ky.

Petersenov graf je cyklicky permuta£ný graf a zárove¬ je to aj najmen²í snark

ide teda o najmen²í permuta£ný snark. Obsahuje aº ²es´ párov permuta£ných cyklov,

pri£om kaºdé dva páry sú navzájom izomorfné.

17
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Obr. 3.1: Petersenov graf s permuta£nými cyklami ozna£enými £ervenou a modrou

farbou

3.1.1 Vlastnosti permuta£ných snarkov

Z de�nície permuta£ného snarku vyplývajú ¤al²ie vlastnosti, ktoré nemusia by´ na

prvý poh©ad zjavné.

Tvrdenie 1 D¨ºka permuta£ných cyklov v permuta£nom snarku G = (V,E) je |G|/2

Dôkaz 1 De�nícia faktoru ur£uje, ºe permuta£ný 2−faktor respektíve permuta£né cykly

pokrývajú v²etky vrcholy v permuta£nom snarku G = (V,E) . Z de�nícii 2 a 3 vyplýva,

ºe permuta£né cykly sú bezstrunové a existuje medzi nimi perfektné párovanie. Preto

musí plati´, ºe permuta£né cykly musia ma´ rovnakú d¨ºku, pri£om d¨ºka týchto cyklov

musí by´ |G|/2.

Tvrdenie 2 Pre kaºdý permuta£ný snark G = (V,E) platí (|G|mod4) = 2

Dôkaz 2 Nech G = (V,E) je permuta£ný snark a (|G|mod4) = 0. Vzh©adom k tomu,

ºe po£et vrcholov v grafe G je násobok £ísla ²tyri vyplýva z tvrdenia 1, ºe d¨ºka permu-

ta£ných cyklov by v grafe G bola párna. V takom prípade by nám na ofarbenie hrán

oboch permuta£ných cyklov sta£ili dve farby a, b, pri£om by sa hrany cyklov ofarbili

striedavo a− b− a− ...− b. Na ofarbenie v²etkých prie£ok by nám sta£ila jedna farba

c a celý snark G by sa dal ofarbi´ iba troma farbami, £o je spor s de�níciou snarku.

Preto musí by´ (|G|mod4) = 2

Tvrdenie 3 Po odstránení permuta£ného cyklu C1 z permuta£ného snarku G = (V,E)

zostane súvislý podgraf G− V (C1), ktorý bude zárove¬ 2−faktor.

Dôkaz 3 Nech G = (V,E) je permuta£ný snark, C1 a C2 sú permuta£né cykly. Odstrá-

nením cyklu C1 z grafu G by sa odstránili aj prie£ky medzi cyklami C1 a C2. De�nície
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2 a 3 vravia, ºe permuta£ný 2−faktor sa skladá z dvoch bezstrunových cyklov a prie£ok

medzi nimi. Je zjavné, ºe po odstránení jedného z týchto cyklov a prie£ok medzi nimi

ostane druhý cyklus neporu²ený. V podgrafe G − V (C1) nezostane teda ºiaden vrchol,

ktorý nebude patri´ do cyklu C2 a vzh©adom k tomu, ºe v²etky vrcholy v podgrafe budú

ma´ stupe¬ dva, bude tento podgraf 2−faktor.

Tak isto existuje predpoklad, ºe v²etky permuta£né snarky majú obvod pä´. Do-

posia© sa nepodarilo objavi´ permuta£ný snark, ktorého obvod by bol ≤4, av²ak nie je

ani dokázané, ºe taký snark nemôºe existova´. V súvislosti so snarkami sa hovorí £asto

aj o ¤al²ích vlastnostiach, ktoré majú iba snarky na rozdiel od kubických grafov, ktoré

nie sú snarky.

Kritický snark je taký snark G, v ktorom pre ©ubovo©nú dvojicu vrcholov u, v∈V
platí, ºe pokia© sú u a v susedné a teda existuje hrana e = {u, v}, tak podgraf G− u, v
je hranovo 3-zafarbite©ný.

Bikritický snark je taký snark G, v ktorom pre ©ubovo©nú dvojicu vrcholov u, v∈V
kde u 6=v, platí, ºe podgraf G− u, v je hranovo 3-zafarbite©ný.

Podmienka bikritického snarku je silnej²ia a bude plati´, ºe bikritické snarky sú

podmnoºinou kritických snarkov.

k-redukcia ∃k hrán v snarku G, ktoré ke¤ sa prereºú, tak vzniknú dva komponenty.

Pokia© nie je jeden z týchto komponentov hranovo 3-zafarbite©ný, môºe sa k polhrán

v tomto komponente navzájom poprepája´, prípadne ak k je nepárne, tak prida´ je-

den vrchol a poprepája´ a takto vzniknutý kubický graf bude snark a bude sa nazýva´

k−redukciou snarku G. Ak platí, ºe |G′| < |G|, kde G′ je k−redukcia snarku, tak táto

redukcia sa ozna£uje ako vlastná redukcia.

ireducibilita Pokia© snark G nemá vlastnú k−redukciu pre v²etky k < m, ozna-

£uje sa ako m−ireducibilný. Pokia© je snark m−ireducibilný pre ∀m≥1, ozna£uje sa

zjednodu²ene ako ireducibilný.

Teoréma 1 Ak je graf G snark, potom

1. Pre 1≤k≤4 platí G je k-ireducibilný snark ⇐⇒ G je cyklicky k−súvislý snark

2. Pre 5≤k≤6 platí G je k-ireducibilný snark ⇐⇒ G je kritický snark

3. Pre k≥7 platí G je k-ireducibilný snark ⇐⇒ G je bikritický snark

Dôsledok tejto teorémy je, ºeG je ireducibilný vtedy a len vtedy ak jeG bikritický.[6]

Doposia© v²etky permuta£né snarky, ktoré profesor �koviera pretestoval na bikritickos´
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túto vlastnos´ sp¨¬ali a je preto moºné, ºe bude plati´, ºe permuta£né snarky sú pod-

mnoºinou ireducibilných snarkov. Tak isto platí, ºe hyperhamiltonovské snarky sú ta-

kisto podmnoºinou ireducibilných snarkov. Doposia© v²etky pretestované permuta£né

snarky boli hypohamiltonovské a preto je na mieste otázka, £i neplatí tvrdenie, ºe

permuta£né snarky ⊆ hypohamiltonovské snarky ⊆ ireducibilné snarky

3.1.2 Skon²truované permuta£né snarky

Do rádu 34 existuje dokopy 10838 permuta£ných snarkov. Iba 13 z nich má cyklickú

súvislos´ λC ≥ 5.

Rád grafu #snarkov #permuta£ných #perm. λC ≥ 5

10 1 1 1

14 0 0 0

18 2 2 0

22 31 0 0

26 1297 64 0

30 139854 0 0

34 25286953 10771 12

Tabu©ka 3.1: Po£ty snarkov a permuta£ných snarkov [9]

Z tabu©ky 7.3.2 vidie´, ºe permuta£né snarky tvoria iba malé percento zo v²etkých

snarkov. Aj napriek tomu je ich ²truktúra a vlastnosti to, na £o je program aj táto

práca najviac zameraná. Tak isto je zaujímavé si v²imnú´, ºe permuta£né snarky do

rádu 34 existujú iba pre snarky G, pre ktoré platí okrem iného aj to, ºe (|G|mod8) = 2.

Aj napriek tvrdeniu 2 a tomu, ºe aj (|G|mod8) = 6 sp¨¬a túto podmienku, nebol takýto

permuta£ný snark doposia© objavený a existuje predpoklad, ºe ani neexistuje.

Do rádu 34 existujú permuta£né snarky, pre ktoré platí λC ≥ 5 iba pre rády 10 a

34. S týmto súvisí veta, ktorú v roku 2012 dokázala dvojica matematikov Hägglund

a Ho�man-Ostenhof, ºe pre kaºdé n≥0 existuje permuta£ný cyklicky 5-súvislý snark

rádu 24n+ 10.[3]

3.2 Kon²trukcia permuta£ných snarkov

Podobne ako pre snarky aj pre permuta£né snarky existujú metódy ako ich kon²truova´.

V²etky tri metódy na kon²truovanie netriviálnych snarkov ukázané v kapitole 2 sa môºu

pouºi´ aj na kon²trukciu permuta£ných snarkov. Treba v²ak pri kon²trukcii dodrºa´

ur£ité pravidlá. Pre v²etky platí, ºe na rozdiel od 2.4 treba, aby v²etky grafy, boli

permuta£né snarky.
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3.2.1 Dot product

Nech G aj H sú permuta£né snarky a ich permuta£né cykly sú CG1, CG2, CH1 a CH2,

kde CG1, CG2⊂G a CH1, CH2⊂H. Kon²trukcia bude vychádza´ z 2.4.2, av²ak vybrané

hrany eG1, eG2 nemôºu by´ prie£ky a kaºdá musí by´ z iného permuta£ného cyklu a

hrana eH musí by´ prie£ka medzi CH1 a CH2. Dva zo ²tyroch vrcholov stup¬a dva,

ktoré zostanú po odstránení hrán eG1 a eG2 sú z permuta£ného cyklu CG1 a zvy²né

dva sú z CG2. Toto je ur£ené tým, ºe eG1 ani eG2 nie sú prie£ky a patria do rôznych

permuta£ných cyklov. Tým pádom oba koncové vrcholy hrany patria do rovnakého

permuta£ného cyklu. Rovnako tak odstránenie koncových vrcholov hrany eH z grafu H

spôsobí, ºe dva zo ²tyroch vrcholov stup¬a dva budú patri´ do CH1 a zvy²né dva do CH2.

Ke¤ºe eH = {vH1, vH2} je prie£ka, koncové vrcholy patria do rôznych permuta£ných

cyklov, tým pádom zvy²né dve hrany vychádzajúce z vH1 nie sú prie£ky a patria spolu

s druhým koncovým vrcholom do rovnakého permuta£ného cyklu ako vH1. Rovnako to

platí aj pre vH2. Následne treba tieto dva podgrafy, prepoji´ tak, aby dvojica polhrán,

ktorá patrila do rovnakého permuta£ného cyklu grafu G bola napojená na dvojicu

polhrán, ktorá je z rovnakého permuta£ného cyklu grafu H.

Profesor �koviera spolu s docentkou Má£ajovou vyslovili tvrdenie, ºe kaºdý

snark, ktorý má permuta£ný 2−faktor a jeho λC = 4 je dot productom dvoch permu-

ta£ných snarkov.[5]

Obr. 3.2: Generovanie permuta£ných snarkov pomocou dot productu

3.2.2 Star product

Lema 1 Pokia© v permuta£nom snarku G existuje cyklus d¨ºky 5, je presne dané, ºe dve

susedné hrany patria do permuta£ného cyklu CG1, jedna hrana patrí do permuta£ného

cyklu CG2 a zvy²né dve hrany sú prie£ky permuta£ných cyklov.

Toto je dané tým, ºe pokia© by boli menej ako dve hrany prie£ky - £i jedna alebo

ºiadna, musel by existova´ vrchol, v ktorom by sa stretli oba permuta£né cykly, £o

v²ak nemôºe nasta´. Rovnako tak, ak by viac ako dve hrany boli prie£ky, musel by

existova´ vrchol, ktorý by bol incidentný s dvoma prie£kami. Ke¤ºe prie£ky nemôºu

by´ susedné hrany, ich vzdialenos´ v cykle d¨ºky 5 musí by´ 1 a ich koncové vrcholy sú
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z rôznych permuta£ných cyklov. Dve hrany, ktoré sú z rovnakého permuta£ného cyklu

musia by´ susedné hrany, v opa£nom prípade by existovala prie£ka medzi vrcholmi z

rovnakého permuta£ného cyklu, alebo by cez jeden vrchol prechádzali oba permuta£né

cykly. Toto platí pre v²etky cykly d¨ºky 5 a permuta£ný 2−faktor aº na jeden prípad.

Jediná výnimka je Petersenov graf, kde d¨ºka permuta£ného cyklu je 5 a teda v²etky

hrany patria do rovnakého cyklu, tak ako je to znázornené na obrázku 3.1. Av²ak

pre ©ubovo©ný pár permuta£ných cyklov v Petersenovom graf platí, ºe zvy²ných desa´

cyklov má pokrytie permuta£nými cyklami také, ako je vy²²ie popísané a znázornené

na obrázku 3.2.2.

Dôsledok 1 Dva susedné vrcholy z cyklu d¨ºky 5 patria do jedného permuta£ného

cyklu. Zvy²né tri vrcholy patria do druhého permuta£ného cyklu.

Obr. 3.3: Prechádzanie permuta£ných cyklov cez 5-cyklus

Star product na generovanie permuta£ných snarkov vychádza z 2.4.3. Nech

G?H je snark s permuta£ným 2−faktorom, potomG ajH musia by´ permuta£né snarky

a ich permuta£né cykly sú CG1, CG2, CH1 a CH2, kde CG1, CG2⊂G a CH1, CH2⊂H. Z

oboch grafov odstránime cykly d¨ºky 5. Vieme, ºe pre oba cykly je pokrytie permuta£-

ným 2−faktorom dané z de�nície 1. Po odstránení oboch týchto cyklov zostane v oboch

grafoch pä´ polhrán, pri£om dve sú z jedného permuta£ného cyklu, dve z druhého per-

muta£ného cyklu a posledná je prie£ka. Odstránením cyklu sa jeden permuta£ný cyklus

skrátil o dva vrcholy a druhý o tri, toto platí pre oba grafy. Ke¤ºe permuta£né cykly

výsledného grafu musia ma´ rovnakú d¨ºku, je potrebné, aby sa prepojil krat²í pozosta-

tok permuta£ného cyklu z G s dlh²ím pozostatkom permuta£ného cyklu z H a rovnako

tak dlh²í pozostatok z G prepoji´ s dlh²ím pozostatkom z H. Polhrany prie£ok v oboch

grafoch musia by´ prepojené navzájom.
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Obr. 3.4: Generovanie permuta£ných snarkov star productom

Teoréma 2 Nech G a H sú permuta£né snarky, pri£om pre oba platí λC = 5. Potom

aj pre výsledný permuta£ný snark I = G?H platí λC = 5.

Aj táto teoréma je od profesora �kovieru a docentky Má£ajovej [5] a súvisí s ¬ou

veta od Hägglunda a Ho�man-Ostenhofa o snarkoch rádu 24n+ 10.[3]

Dôsledok 2 Pre v²etky n≥0 existuje permuta£ný snark rádu 24n+10, ktorého cyklická

súvislos´ je 5

Sú známe cyklicky 5-súvislé permuta£né snarky rádu 34 a star product zachováva

cyklickú súvislos´, pri£om pre snark I = G?H platí, |I| = |G|+ |H| − 10. Je o£ividné,

ºe pokia© sa za H zoberie ©ubovo©ný snark z týchto snarkov rádu 34, tak výsledný

graf bude ma´ o 24 vrcholov viac ako G. Pokia© sa novovzniknutý graf I zasubstituuje

ako G a opä´ sa urobí G?H, je moºné vytvori´ nekone£ne ve©a cyklicky 5-súvislých

permuta£ných snarkov, pri£om v kaºdom kroku bude ma´ výsledný graf o 24 vrcholov

viac ako predchádzajúci.

Teoréma 3 Existuje cyklicky 5-súvislý permuta£ný snark rádu 8n+2, pre v²etky n≥4

Aj táto teoréma pochádza od profesora �kovieru a docentky Má£ajovej a jej dôkaz,

ako aj úplný dôkaz teorémy 2 bol prezentovaný na Bratislavskom seminári z teórie

grafov[5] d¬a 5.11.2015.

3.2.3 Negatorová substitúcia

Generovanie permuta£ných snarkov pomocou negatorovej substitúcie rovnako ako pre-

do²lé dva prípady vychádza z tej kon²trukcie, ktorá je vysvetlené v 2.4.4, pri£om treba
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dodrºa´ správne napojenie permuta£ných snarkov a polhrán z grafu G na permuta£né

snarky a polhrany z H, aby novovzniknutý snark bol permuta£ný snark.

Lema 2 Nech G je permuta£ný snark obsahujúci petersenovský negator N ako svoj

podgraf, potom jeden z permuta£ných cyklov musí prechádza´ cez reziduálnu hranu a

pokrýva´ tri vrcholy z N . Druhý permuta£ný cyklus pokrýva ²tyri hrany.

Léma aj úplný dôkaz pochádza z £lánku Permutation Snarks [2].

Z autoizomor�zmu Petersenovho grafu sa dá odvodi´, ºe v²etky polhrany okrem

reziduálnej polhrany v petersenovskom negatore sú ekvivalentné. Pretoºe reziduálna

polhrana patrí do permuta£ného cyklu, tak jedna zo zvy²ných ²tyroch hrán musí patri´

do rovnakého cyklu, dve hrany patria do druhého permuta£ného cyklu, tieto dve hrany

budú ozna£ované ako ´aºký konektor a zvy²ná hrana je prie£ka.

Lema 3 Pokia© sa z permuta£ného snarku H odstráni negator - cesta uwv d¨ºky 2, je

presne dané ako cez tieto vrcholy a hrany prechádzal permuta£ný 2−faktor.

Nech H je permuta£ný snark a CH1 a CH2 sú permuta£né cykly. BUNV hrana

e = u,w je prie£ka a zvy²né dve hrany incidentné s u rovnako ako aj u patria do

permuta£ného cyklu CG1. Hrana e = w, v spolu s vrcholmi w a v patrí do CG2. Tým

pádom reziduálna hrana idúca z vrcholu w musí patri´ tieº do CG2, ke¤ºe w uº je

incidentné s jednou prie£kou. v je teda incidentné s dvoma hranami z CG2 a jednou

prie£kou, pri£om prie£ka nemôºe ís´ z v do w. Nech je takýto vrchol u ozna£ený ako

´aºký konektor a v ©ahký konektor.

Následne treba po odstránení petersenovského negatora N z grafu G a negatora N ′

z grafu H dodrºa´, aby prepojenie bolo nasledovné

1. Reziduálna polhrana z G sa musí napoji´ na reziduálnu polhranu z H

2. Polhrany ´aºkého konektora z G sa napoja na polhrany ´aºkého konektora z H

3. Polhrany prie£ok z G a H sa navzájom prepoja

4. Zvy²ná hrana z G sa napojí na zvy²nú hranu z H

Tento postup nede�nuje jednozna£ne novovzniknutý permuta£ný snark, ke¤ºe v

kroku 2 pri napájaní ´aºkých konektorov existujú dve moºnosti ako polhrany prepoji´.
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Obr. 3.5: Ukáºka generovania permuta£ných snarkov pomocou negatorovej substitúcie

Teoréma 4 Kaºdý graf vytvorený pomocou negatorovej substitúcie permuta£ných snar-

kov G a H je permuta£ný snark. Tak isto pokia© sú G aj H cyklicky 5-súvislé, aj výsledný

graf je cyklicky 5-súvislý.

Teoréma 5 Existuje permuta£ný snark s cyklickou súvislos´ou 5, rádu n, kde n(mod)2 =

8, pre kaºdé n≥34.

Dôkaz týchto teorém ako aj úplný dôkaz negátorovej substitúcie sa nachádza v

£lánku od profesora �kovieru a docentky Má£ajovej Permutation Snarks [2]

3.3 Polopermuta£né snarky

V súvislosti so snarkami skúma program aj slab²iu podmienku a to £i je snark polo-

permuta£ný.

De�nícia 5 Snark G je polopermuta£ný, ak v grafe G existuje cyklus C d¨ºky |G|/2,
pri£om platí, ºe podgraf G− C je 2−faktor.

Táto de�nícia je slab²ia ako de�nícia permuta£ných snarkov a teda bude plati´, ºe

permuta£né snarky ⊆ polopermuta£né snarky. Pri polopermuta£ných snarkoch nie je

de�nované, £i takto vzniknutý podgraf musí by´ súvislý a v prípadoch ke¤ snark bude

polopermuta£ný ale nebude permuta£ný bude plati´, ºe podgraf G − C je nesúvislý

graf. Je zrejmé, ºe ak by bol súvislý a nebol by permuta£ný vznikol by spor, ke¤ºe

by obsahoval permuta£ný 2−faktor a zárove¬ by nebol permuta£ný. Program najprv

zis´uje, £i je snark permuta£ný a iba ak nie je permuta£ný skúma slab²iu podmienku

polopermuta£nosti. V prípade polopermuta£ných snarkov, ktoré nie sú permuta£né sa
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jedná o mnoºinu cyklov, kde jeden cyklus C má d¨ºku |G|/2 a práve jeden z koncových

vrcholov v²etkých prie£ok patrí do C. Obrázok 7.1 je iba ilustra£ný obrázok, ako by

vyzeral polopermuta£ný 2−faktor. Nejedná sa v²ak o snark.

Obr. 3.6: Ilustra£ná ukáºka, ako by vyzeral polopermuta£ný 2-faktor



Kapitola 4

Klastre

Pre lep²ie porozumenie ²truktúry snarkov je dôleºité vedie´, aké podgrafy dané snarky

obsahujú a h©ada´ súvislosti medzi týmito podgrafmi a vlastnos´ami snarkov. Ke¤ºe

zameranie programu je na netriviálne snarky, kaºdý snark má obvod aspo¬ 5. Netri-

viálnych snarkov s obvodom 6 je ve©mi málo. Do rádu 38 je takýchto snarkov iba 42, £o

je spomedzi netriviálnych snarkov do rádu 38 mizivé percento, pretoºe ich existuje do-

kopy vy²e sto miliónov. Tak isto existuje hypotéza, ºe neexistuje snark, ktorého obvod

je 7. Cykly d¨ºky 5 preto zohrávajú dôleºitú úlohu pri pochopení ²truktúry snarkov,

kedºe sa vyskytujú vo vä£²ine snarkov. Aj preto je zameranie programu na podgrafy,

ktoré súvisia s cyklami d¨ºky 5. Pod ozna£ením 5-cyklus sa myslí cyklus d¨ºky 5.

De�nícia 6 Maximálny súvislý podgraf G′, ktorého kaºdá hrana patrí do cyklu d¨ºky 5

prislúchajúcemu grafu G sa nazýva klaster 5-cyklov.

V tejto kapitole sa bude miesto klaster 5−cyklov pouºíva´ zjednodu²ené ozna£enie -

klaster.

4.1 Klastre Petersenovho grafu

De�nícia 7 Petersenovský klaster v kubickom grafe G je taký klaster 5-cyklov K, pre

ktorý existuje podgraf K ′⊆P , kde P je Petersenov graf, ºe K∼=K ′

Aj medzi klastrami sa nachádzajú také, ktoré sa v snarkoch vyskytujú £astej²ie. Ako

je spomenuté v 2.3.1, Petersenov graf môºe by´ ozna£ovaný za základný stavebný kame¬

snarkov a práve klastre Petersenovho grafu sú tie, ktoré sa v snarkoch vyskytujú ve©mi

£asto. Ke¤ºe obsahuje 12 cyklov d¨ºky 5, tak obsahuje ako svoj podgraf viacero rôznych

klastrov. Aj samotný Petersenov graf je klaster, ke¤ºe kaºdá jeho hrana patrí aspo¬ do

jedného cyklu d¨ºky 5, av²ak je zrejme, ºe Petersenov graf sa nemôºe vyskytova´ ako

podgraf v iných snarkoch, pretoºe by stupne vrcholov daného snarku museli by´ vä£²ie

ako tri.

27
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4.1.1 Kon²trukcia klastrov Petersenovho grafu

Pre kaºdý klaster, nie len petersenovské klastre platí, ºe po£et polhrán tohto podgrafu

je ≥4. Pokia© by tomu tak nebolo, znamenalo by to, ºe by klaster bol prepojený so

zbytkom grafu maximálne troma hranami, av²ak netriviálne snarky majú λ≥4. Po pre-
rezaní troch hrán, ktoré prepájajú klaster so zbytkom grafu by vznikli dva komponenty

£o by znamenalo spor s cyklickou súvislos´ou.

Klastrov Petersenovho grafu je dokopy devä´ a lí²ia sa v po£toch vrcholov, po£toch

hrán a polhrán a aj v tom, ko©ko cyklov d¨ºky 5 obsahujú. Aº na jednu dvojicu sa dá

z trojice po£et vrcholov, po£et hrán a po£et cyklov d¨ºky 5 jednozna£ne ur£i´ o ktorý

z deviatich petersenovských klastrov sa jedná. Samotná kon²trukcia týchto klastrov z

Petersenovho grafu je pomocou dvoch operácií.

• prerezanie hrany - táto operácie vytvorí dve visiace polhrany a tým zníºi po£et

hrán, zníºi po£et cyklov d¨ºky 5 a zachová po£et vrcholov

• odstránenie vrcholu - vytvorí tri visiace polhrany, zníºi po£et cyklov a zníºi aj

po£et vrcholov

Tieto operácie sa môºu ©ubovo©ne kombinova´ pri£om vºdy musí by´ splnená pod-

mienka, ºe kaºdá hrana patrí aspo¬ do jedného cyklu d¨ºky 5. Aj prvotné generovanie

mnoºiny peteresenovských klastrov bolo pomocou iterovania cez Petersenov graf a uº

objavené klastre a následného aplikovania týchto operácii.

4.1.2 Vizualizácia a popis Petersenskych klastrov

Kaºdý z deviatich petersenovských klastrov má svoje meno a je neizomorfný s ostat-

nými petersenovskými klastrami. Pre lep²ie pochopenie týchto klastrov boli aj vizuali-

zované, £o pomôºe aj pri vizualizácií nových snarkov ak vieme aké petersenovské klastre

obsahujú. Pri jednotlivých klastroch je napísane pomocou ktorých operácií vznikli, av-

²ak platí, ºe tieto operácie sa nemôºu aplikova´ ©ubovo©ne, ale majú ur£ité pravidlá.

Podrobnej²ie sú tieto pravidlá pre jednotlivé klastre napísane v dôkaze 4.2

Pentagon

Najmen²í a najjednoduch²í petersenovský klaster je pentagon. Jedná sa o jeden cyklus

d¨ºky 5 a z Petersenovho grafu sa získa odstránením piatich vrcholov, nemôºe to v²ak

by´ ©ubovo©ných pä´ vrcholov, ale také aby v²etkých zvy²ných pä´ vrcholov patrilo do

jedného z dvanástich 5-cyklov v Petersenovom grafe. Má pä´ vrcholov, pä´ hrán, pä´

visiacich polhrán a obsahuje jeden 5-cyklus.
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Obr. 4.1: Pentagon

Double Pentagon

Double Pentagon vznikol z Petersenovho grafu pomocou odstránenia dvoch vrcholov

a prerezaním jednej hrany. Tak isto sa dá na neho pozrie´ ako na spojenie dvoch

Pentagonov, pri£om majú jednu hranu spolo£nú. Double pentagon má osem vrcholov,

devä´ hrán, ²es´ visiacich polhrán a dva 5-cykly.

Obr. 4.2: Double Pentagon

Negator

Negator je klaster, ktorý vznikne odstránením troch vrcholov z Petersenovho grafu.

Negator má sedem vrcholov, osem hrán, pä´ visiacich polhrán a obsahuje dva cykly

d¨ºky 5. Vznikne aj spojením dvoch 5-cyklov, ktoré majú dve spolo£né hrany.

Obr. 4.3: Negator - dve moºné reprezentácie negatora
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Triple Pentagon

Triple Pentagon vznikne, ke¤ sa v Petersenovom grafe prereºú tri hrany. Má desa´

vrcholov, dvanás´ hrán, ²es´ visiacich polhrán a tri cykly d¨ºky 5. Názov má pod©a toho,

ºe sa jedná o tri spojené pentagony, kde kaºdá dvojica pentagonov zdie©a jednu hranu.

Platí, ºe v²etky tri hrany, ktoré sú v dvoch pentagonoch sú incidentné s rovnakým

vrcholom a teda existuje vrchol, ktorý patrí do kaºdého z troch 5-cyklov.

Obr. 4.4: Triple Pentagon

Tricell

Tricell sa z Petersenovho grafu dostane rovnako ako triple pentagon, £iºe prerezaním

troch hrán. Pod©a toho ktoré tri hrany sa prereºú vznikne tricell alebo triple pentagon.

Tento klaster má desa´ vrcholov, dvanás´ hrán, ²es´ visiacich polhrán a tri 5-cykly.

Práve tricell a triple tentagon sú tá dvojica petersenovských klastrov, kde sa nedá

jednozna£ne ur£i´ z trojice po£et vrcholov, po£et hrán a po£et 5-cyklov o ktorý snark

sa jedna. Rozdiel je v nich v tom, ºe v triple pentagone zdie©a kaºdá dvojica 5-cyklov

jednu hranu a existuje vrchol, ktorý je v kaºdom z týchto cyklov. Tricell toto nesp¨¬a

a dva z cyklov d¨ºky 5 nemajú ºiadnu spolo£nú hranu.

Obr. 4.5: Tricell
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Triad

Ke¤ sa z Petersenovho grafu odstráni jeden vrchol a jedna hrana sa prereºe vznikne

triad. Tento klaster má devä´ vrcholov, jedenás´ hrán, pä´ visiacich polhrán a tri 5-

cykly.

Obr. 4.6: Triad

Isochrome

Odstránením dvoch vrcholov z Petersenovho grafu vznikne klaster, ktorý sa volá isoc-

hrome. Tento klaster má osem vrcholov, desa´ hrán, ²tyri visiace polhrany a ²tyri cykly

d¨ºky 5.

Obr. 4.7: Isochrome

Heterochrome distance 1

Ak sa v Petersenovom grafe prereºú dve hrany, ktoré sú vo vzdialenosti 1, vznikne hete-

rochrome distance 1. Má desa´ vrcholov, trinás´ hrán, ²tyri visiace polhrany a obsahuje

pä´ cyklov d¨ºky 5.

Obr. 4.8: Heterochrome distance 1
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Heterochrome distance 2

Heterochrome distance 2 vznikne rovnako ako heterochrome distance 1 av²ak prerezané

hrany budú vo vzdialenosti 2. Tento rozdiel spôsobí, ºe sa budú lí²i´ tieto snarky v po£te

5-cyklov a ni£om inom. Heterochrome distance 2 má teda desa´ vrcholov, trinás´ hrán,

²tyri visiace polhrany a ²tyri 5-cykly.

Obr. 4.9: Heterochrome distance 2

4.2 Dôkaz úplnosti mnoºiny petersenovských klastrov

Lema 4 Pre ©ubovo©né dva vrcholy v Petersenovom grafe existuje cesta, ktorej d¨ºka je

maximálne 2.

Lema 5 Pokia© sa z Petersenovho grafu G odstra¬uje dva a viac vrcholov, musia by´

tieto vrcholy susedné. Pokia© by neboli susedné, tak je medzi nimi vrchol, ktorý pod©a

lemy 4 leºí na ceste d¨ºky 2. Odstránením koncových vrcholov tejto cesty by v grafe ostal

vo©ne visiaci vrchol s jednou hranou, ktorý by neleºal v ºiadnom cykle d¨ºky 5.

Obr. 4.10: Odstránením dvoch nesusedných vrcholov z Petersenovho grafu by v pod-

grafe ostal visiaci vrchol

Ako uº bolo spomínané v 4.1.1, generovanie Petersenských klastrov sa môºe robi´

pomocou dvoch operácií. Odstránením vrcholu, respektíve viacerých vrcholov, alebo

prerezaním hrany, respektíve viacerých hrán. Tieto dve operácie sa môºu ©ubovo©ne
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kombinova´.

Kaºdý vygenerovaný podgraf v²ak musí sp¨¬a´ nasledujúce dve podmienky, aby mohol

by´ klaster.

Lema 6 Kaºdý klaster musí ma´ aspo¬ pä´ vrcholov

Táto podmienka je o£ividná, ke¤ºe pokia© by v podgrafe nebolo aspo¬ pä´ vrcholov,

tak by tam nemohol existova´ cyklus d¨ºky 5

Lema 7 Kaºdý klaster musí ma´ aspo¬ ²tyri visiace polhrany. Preto musí plati´ vºdy

aspo¬ jedna z nasledujúcich moºností

• Z Petersenovho grafu sa musia odstráni´ aspo¬ dva vrcholy

• V Petersenovom grafe sa musia prereza´ aspo¬ dve hrany

• Z Petersenovho grafu sa musí odstráni´ aspo¬ jeden vrchol a prereza´ aspo¬ jedna

hrana

Pokia© nebude splnená ºiadna z vy²²ie uvedených podmienok tak po£et visiacich polh-

rán v podgrafe bude ≤ 3 a z 4.1.1 je dané, ºe takýto prípad nemôºe nasta´

Tvrdenie 4 Mnoºina petersenovských klastrov uvedená v sekcii 4.1.2 je úplná a ne-

existujú ºiadne ¤al²ie petersenovské klastre.

Dôkaz

Tento dôkaz pojednáva v²etky prípady odstránenia vrcholov a následného prerezávania

hrán. Pri odstránení ²iestich vrcholov by mal podgraf iba ²tyri vrcholy a nemohol by

tam by´ cyklus d¨ºky 5. Najvä£²ie mnoºstvo vrcholov na odstránenie ktoré pripadá v

úvahu je teda pä´.

4.2.1 Odstránenie piatich vrcholov

Z lemy 5 vyplýva, ºe vrcholy, ktoré sa odstránia musia by´ susedné. Zo symetrie Peterse-

novho grafu vyplýva, ºe nie je jednozna£ne dané, ktorých pä´ vrcholov treba odstráni´,

av²ak treba dodrºa´, ºe pre jeden z dvanástich 5-cyklov Petersenovho grafu platí, ºe

obsahuje v²etkých pä´ odstránených vrcholov. Odstránením týchto vrcholov respektíve

jedného celého 5-cyklu ostane v podgrafe pä´ vrcholov, ktoré budú tvori´ najmen²í

klaster - pentagon. Takýto podgraf má pä´ hrán, pä´ vrcholov a pä´ visiacich polhrán.
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Obr. 4.11: Odstránením piatich vrcholov vznikne pentagon

Prerezanie hrany

V podgrafe, ktorý vznikol odstránením piatich vrcholov sa uº ºiadna hrana nemôºe

prereza´, ke¤ºe takýto podgraf obsahuje pä´ hrán a prerezaním ©ubovo©nej z nich by

nebolo moºné, aby tam existoval cyklus d¨ºky 5.

4.2.2 Odstránenie ²tyroch vrcholov

Na problém odstránenia ²tyroch vrcholov sa dá pozrie´ z opa£nej strany a to tak, ºe

k pentagonu sa má napoji´ jeden vrchol vi. Aby takéto napojenie vrcholu vi vytvorilo

nejaký nový 5-cyklus treba ho napoji´ na cestu, ktorej d¨ºka je 3 a dve hrany idúce z

vi vytvoria spolu s cestou d¨ºky 3 nový 5-cyklus. Ke¤ºe celý cyklus pred napojením

vrcholu mal d¨ºku 5 a vybraním cesty d¨ºky 3 by sa tento vrchol napojil aj na dopl-

nok tejto cesty, ktorej d¨ºka je 2, spôsobí to, ºe zárove¬ s cyklom d¨ºky 5 vznikne aj

¤al²í cyklus, ktorého d¨ºka by bola 4. To je zjavne spor, ke¤ºe v Petersenovom grafe

neexistuje ºiaden cyklus d¨ºky 4.

Obr. 4.12: Pripojenie vrcholu k pentagonu vytvorí cyklus d¨ºky 4 ozna£ený £ervenou

farbou

4.2.3 Odstránenie troch vrcholov

Z lemy 5 je potrebné, aby boli v prípade odstra¬ovania troch vrcholov tieto vrcholy

susedné. Zo symetrie Petersenovho grafu vyplýva, ºe pre ©ubovo©nú susednú trojicu
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vznikne rovnaký podgraf. Odstránením takýchto vrcholov vznikne podgraf, ktorý má:

• sedem vrcholov

• osem hrán

• dva cykly d¨ºky 5

• pä´ visiacich polhrán

Tento podgraf je ekvivalentný s negatorom a teda je to petersenovský klaster. E²te

treba preveri´ prípady prerezania jednej prípadne viacerých hrán v negatore.

Prerezanie jednej hrany

Z de�nície klastru Petersenovho grafu vychádza, ºe kaºdá hrana patrí do nejakého

cyklu d¨ºky 5. V negatore sú dva 5-cykly. Prerezanie ©ubovo©nej hrany by aspo¬ jeden

z týchto dvoch cyklov naru²ilo a zostal by maximálne jeden cyklus d¨ºky 5. Tým pádom

môºe z negatora vzniknú´ iba pentagon, ku ktorému sú napojené dva vo©né vrcholy, £iºe

by nevznikol ºiaden nový klaster a ani tento samotný podgraf by nebol klaster, ke¤ºe

by jeho dve hrany neboli v ºiadnom 5-cykle. Samozrejme platí, ºe pokia© prerezanie

jednej hrany v negatore nevygeneruje ºiaden nový klaster, tak aj prerezanie viacerých

hrán taktieº nevytvorí ºiaden ¤al²í klaster.

4.2.4 Odstránenie dvoch vrcholov

Odstránením dvoch vrcholov, ktoré musia by´ susedné a bez prerezania hrany vznikne

podgraf, ktorého kaºdá hrana patrí do nejakého cyklu d¨ºky 5. Tým pádom patrí aj

medzi klastre Petersenovho grafu a jedná sa o klaster isochrome. Zo symetrie a lemy 5

vyplýva, ºe to platí pre ©ubovo©nú susednú dvojicu vrcholov. Tento klaster má nasle-

dovné parametre:

• osem vrcholov

• desa´ hrán

• ²tyri cykly d¨ºky 5

• ²tyri visiace polhrany

Isochrome má podobu cyklu d¨ºky 8, kde kaºdý druhý vrchol má iba dvoch susedov.

Zvy²né vrcholy sú spojené s proti©ahlým vrcholom. A kaºdá hrana patrí aspo¬ do dvoch

cyklov d¨ºky 5.
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Prerezanie jednej hrany

Vo v²eobecnosti platí, ºe prereza´ sa môºe iba hrana, ktorej oba koncové vrcholy sú

incidentné s troma hranami. Pokia© by bol nejaký vrchol incidentný iba s dvoma hra-

nami, tak prerezaním jednej z nich by nám ostal vo©ný vrchol. V isochrome sú takéto

hrany iba dve. Ke¤ºe isochrome je symetrický, tak je jedno, ktorá z týchto dvoch hrán

sa prereºe, lebo v oboch prípadoch vzniknú navzájom izomorfné grafy. Takýto podgraf

má:

• osem vrcholov

• devä´ hrán

• dva cykly d¨ºky 5

• ²es´ visiacich polhrán

Konkrétne sa jedná o petersenovský klaster double pentagon.

Prerezanie dvoch hrán

Double pentagon má dva cykly d¨ºky 5, pri£om kaºdá jeho hrana musí patri´ aspo¬ do

jedného z týchto cyklov. Prerezaním ©ubovo©nej hrany by nastal rovnaký prípad ako v

4.2.3, kde pri odstránení troch vrcholov a následného prerezania hrany ostal iba jeden

cyklus d¨ºky pä´ a z takého podgrafu by mohol vzniknú´ uº iba pentagon.

4.2.5 Odstránenie jedného vrcholu

Z lemy 7 je dané, ºe iba odstránenie jedného vrcholu nesta£í, a musí by´ spolu s ním

prerezaná aspo¬ jedna hrana. Samotným odstránením jedného vrcholu teda e²te klaster

nevznikne. Zo symetrie Petersenovho grafu platí, ºe je jedno ktorý vrchol sa odstráni,

vºdy vznikne rovnaký podgraf. Konkrétne odstránením jedného vrcholu vznikne cyklus

d¨ºky 6, v ktorom sú v²etky dvojice proti©ahlých vrcholov spojené a na ich spojnici leºí

e²te jeden vrchol.
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Obr. 4.13: Po odstránení jedného vrcholu z Petersenovho grafu ostane takýto podgraf

- hrany ozna£ené zelenou farbou sa môºu prereza´

Prerezanie jednej hrany

Odstránením jedného vrcholu vznikne podgraf, ktorý má devä´ vrcholov a dvanás´

hrán. Tri z týchto vrcholov majú stupe¬ dva, £iºe ²es´ hrán, ktoré sú incidentné s týmito

vrcholmi sa nemôºu prereza´. Ostáva na výber zvy²ných ²es´ hrán, pri£om zo symetrie

opä´ vyplýva, ºe pre ©ubovo©nú hranu sa dostanú navzájom izomorfné podgrafy. Takto

vzniknutý podgraf má:

• devä´ vrcholov

• jedenás´ hrán

• tri cykly d¨ºky 5

• pä´ visiacich polhrán

Tento podgraf sp¨¬a v²etky podmienky klastru, ke¤ºe kaºdá hrana patrí aspo¬ do

jedného 5-cyklu a je to petersenovský klaster triad.

Prerezanie dvoch hrán

Prerezáva´ sa môºu iba hrany, ktorých koncové vrcholy sú incidentné s troma hranami.

Takéto hrany sú v triade iba tri. Av²ak pre v²etky tri tieto hrany platí, ºe patria do

dvoch cyklov d¨ºky 5 a podobne ako v 4.2.3 a 4.2.4 by ich prerezaním vznikol podgraf,

ktorý by obsahoval iba jeden 5-cyklus a teda by z neho nemohol uº vzniknú´ iný podgraf

ako pentagon.

4.2.6 Bez odstránenia vrcholu

Ostala uº iba posledná moºnos´ a to, ºe sa z Petersenovho grafu neodstráni ºiaden

vrchol a budú sa iba prerezáva´ hrany. Z lemy 7 je ur£ené, ºe to musia by´ aspo¬ dve

hrany.



KAPITOLA 4. KLASTRE 38

Prerezanie dvoch hrán

Tieto hrany nemôºu by´ susedné, pretoºe by nastal prípad, ktorý je popísaný v leme 5,

ke¤ by vrcholu, ktorý by bol incidentný s oboma týmito hranami ostala uº iba jedna

hrana a teda by sa jednalo o vo©ne visiaci vrchol a nemohol by patri´ do ºiadneho

cyklu. Lema 4 ur£uje, ºe vzdialenos´ medzi kaºdými dvoma hranami v Petersenovom

grafe je nanajvý² dva a preto pre nesusedné hrany sú dve moºnosti aké hrany vybra´.

• vybrané hrany budú vo vzdialenosti 1

• vybrané hrany budú vo vzdialenosti 2

Zo symetrie Petersenovho grafu opä´ vyplýva, ºe aj v jednom aj v druhom prípade

je jedno, ktorá konkrétna dvojica sa vyberie, pre danú vzdialenos´ bude vºdy podgraf

izomorfný s ostatnými. Av²ak výber hrán vo vzdialenosti 1 vygeneruje iný podgraf ako

výber hrán vo vzdialenosti 2 a teda nebudú izomorfné. Pokia© sú vybrané hrany vo

vzdialenosti 1 vzniknutý podgraf má:

• desa´ vrcholov

• trinás´ hrán

• pä´ cyklov d¨ºky 5

• dve visiace polhrany

Jedná sa teda o klaster heterochrome distance 1. V prípade, ºe by boli vybrané hrany

vo vzdialenosti 2, mal by tento podgraf rovnaký po£et vrcholov a hrán a lí²il by sa

iba v po£te cyklov d¨ºky 5 - boli by tam ²tyri takéto cykly a bol by to teda klaster

heterochrome distance 2.

Prerezanie 3 hrán

V £lánku Six signed petersen graphs, and their automorphisms [12] je dokázané, ºe sú

²tyri moºnosti ako v Petersenovom grafe vybra´ respektíve prereza´ 3 nesusedné hrany,

av²ak iba jedna moºnos´ vygeneruje podgraf, ktorého v²etky hrany budú v nejakom

cykle d¨ºky 5. Konkrétne je to prípad, ke¤ sú v²etky hrany vo vzájomnej vzdialenosti

1. Existujú v²ak 2 moºnosti ako z Petersenovho grafu vybra´ tri hrany vo vzájomnej

vzdialenosti 1. Najprv sa vyberú ©ubovo©né dve hrany, ktoré sú vo vzdialenosti 1 a

prereºú sa. Tieto dve hrany museli ma´ jednu susednú hranu spolo£nú, táto hrana sa

ozna£í ako e. Teraz treba vybra´ tretiu hranu a to sa dá dvoma spôsobmi. Bu¤to,

ºe tretia hrana bude od hrany e vo vzdialenosti 1 alebo, ºe bude vo vzdialenosti 2.

Pokia© je ich vzdialenos´ 1 tak toto prerezanie vygeneruje triple pentagon. V prípade

vzdialenosti 2 vznikne tricell. Pre oba tieto klastre platí, ºe majú:
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• desa´ vrcholov

• dvanás´ hrán

• tri cykly d¨ºky 5

• ²es´ visiacich polhrán

Tieto dva klastre sa dajú dosta´ aj z klastrov, ktoré vznikli prerezaním dvoch hrán.

triple Pentagon vznikne prerezaním jednej hrany v heterochrome distance 1 a tricell

vznikne z heterochrome distance 2

Prerezanie 4 hrán

Pokia© by sa z tricellu alebo triple pentagonu odstránila e²te jedna hrana vznikol by

bu¤ podgraf, ktorý by mal iba jeden cyklus d¨ºky 5 a rovnako ako v prípade 4.2.4 a 4.2.3

by z neho mohol vzniknú´ uº iba pentagon, alebo by ostali dva 5-cykly a v závislosti

od toho, ktorá hrana by sa prerezala by tieto dva 5-cykly mali bu¤ jednu alebo dve

spolo£né hrany a tým by vznikli negator alebo double pentagon spolu s dvoma vo©ne

visiacimi vrcholmi. A z takýchto podgrafov sa uº nedá vygenerova´ ºiaden ¤al²í klaster

okrem negatoru respektíve double pentagonu a z nich následne e²te pentagon.



Kapitola 5

Vizualizácia cyklicky 5-súvislých

permuta£ných snarkov rádu 34

Dlho existovala hypotéza, ºe jediný cyklicky 5-súvislý permuta£ný snark je Petersenov

graf. To sa zmenilo v roku 2012 po vygenerovaní v²etkých snarkov do rádu 36, ke¤ bolo

objavených 12 cyklicky 5-súvislých permuta£ných snarkov rádu 34. Následne £lánok od

Hägglunda a Ostenhofa sa dokázal, ºe cyklicky 5-súvislé permuta£né snarky existujú pre

kaºdý rád 24n+10, kde n≥0. Táto podmienka je v²ak pomerne slabá, pretoºe sú ve©ké

skoky medzi jednotlivými rádmi, ke¤ºe najbliº²í rád po 34 je 58. V roku 2015 profesor

�koviera spolu s docentkou Má£ajovou vytvorili cyklicky 5-súvislé permuta£né snarky

rádu 42 a 50. Následne pomocou týchto snarkov, cyklicky 5-súvislých permuta£ných

snarkov rádu 34 a pouºitím star productu na ne dokázali, ºe existuje cyklicky 5-súvislý

permuta£ný snark rádu 8n + 2 pre v²etky n≥4. Ako je spomenuté v 3.1.2 pre v²etky

doposia© známe permuta£né snarky platí, ºe (|G|mod8) = 2 a medzi rádmi 10 a 34

neexistuje ºiaden cyklicky 5-súvislý permuta£ný snark. 8n + 2 pre n≥4 teda pokrýva

v²etky rády vy²²ie ako 34, pre ktoré sú doposia© známe permuta£né snarky.

Bez dvanástich snarkov rádu 34, ktoré sú permuta£né a cyklicky 5-súvislé, by nebolo

moºné dokáza´ existenciu cyklicky 5-súvislých permuta£ných snarkov, bola sú£as´ou

práce aj ich vizualizácia a lep²ie pochopenie ich ²truktúry. V²etkých týchto dvanás´

snarkov si je ve©mi podobných a ich kon²trukcia pozostáva zo siedmich negatorov a

²iestich vrcholov, ktoré nepatria do ºiadneho klastra a lí²ia sa v tom, ako sú jednotlivé

klastre a ²es´ vrcholov medzi sebou prepojené.

5.1 Vizualizácia PERM5.34

Týchto dvanás´ snarkov bolo po£as práce ozna£ovaných ako PERM5.34 pod©a názvu

súboru, ktorý tieto snarky obsahoval. Na obrázku 5.1 je vizualizácia v²etkých dvanás-

tich snarkov z PERM5.34. Aj pomocou tejto vizualizácie sa podarilo zisti´, ºe sa dajú
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rozdeli´ na dve skupiny po ²iestich grafoch. Pre kaºdú skupinu platí, ºe pre ©ubovo©ný

graf sa dá prepnutím maximálne ²iestich hrán dosta´ graf izomorfný s hociktorým iným

grafom v tejto skupine.
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(a) PERM5.34-1 (b) PERM5.34-2

(c) PERM5.34-3 (d) PERM5.34-4
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(e) PERM5.34-5 (f) PERM5.34-6

(g) PERM5.34-7 (h) PERM5.34-8

(i) PERM5.34-9 (j) PERM5.34-10

(k) PERM5.34-11 (l) PERM5.34-12

Obr. 5.1: V²etkých 12 cyklicky 5-súvislych permuta£ných snarkov rádu 34



Kapitola 6

Skúmané vlastnosti

Táto kapitola je venovaná jednotlivým vlastnostiam, ktoré program dokáºe skúma´ pre

snarky. Samozrejme vlastností, ktoré sa v snarkoch môºu overova´ je mnoºstvo a tie,

ktoré zvládne program sú iba zlomok z nich, ale niektoré vlastnosti sú £asovo náro£né

a na niektoré uº existujú programy, ktoré ich zvládnu overova´.

6.1 Existujúce programy

Existuje nieko©ko programov a kniºníc, ktoré dokáºu skúma´ grafy a ich vlastnosti.

Patrí medzi ne napríklad matematická kniºnica Sage ur£ená pre jazyk Python, ktorá

dokáºe napríklad vypo£íta´ chromatický index grafu, ako aj mnohé ¤al²ie vlastnosti.

Tak isto pre Python existuje kniºnica Nauty, ktorá funguje dobre na overovanie izomor-

�zmu grafov. Profesor �koviera má k dispozícii programy, ktoré dokáºu zis´ova´ obvod

grafu, cyklickú súvislos´ grafu, hranovú 3-zafarbite©nos´ alebo bikritickos´ snarku. Na

niektoré vlastnosti v²ak programy zatia© nie sú a aj to bol jeden z dôvodov, pre£o sa

overujú práve tieto vlastnosti.

6.2 Permuta£nos´ snarku

Ve©ká £as´ predchádzajúcich kapitol je venovaná permuta£ným snarkom a je preto

zrejmé, ºe jedna z testovaných vlastností je práve zis´ovanie, £i sú snarky na vstupe

permuta£né alebo nie. Viacero ¤al²ích vlastností môºu by´ v snarku overené vtedy a len

vtedy, pokia© je daný snark permuta£ný. Podrobnosti o tejto vlastnosti sa nachádzajú

v kapitole 3, ktorá je celá venované práve permuta£ným snarkom.
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6.3 Polopermuta£nos´ snarku

Pokia© vstupný snark nie je permuta£ný, tak sa overí, £i sp¨¬a aspo¬ slab²iu podmienku,

a to vlastnos´ polopermuta£nosti. Rovnako ako permuta£nos´ snarku aj polopermuta£-

nos´ je bliº²ie popísaná v kapitole 3.

6.4 V²etky reprezentácie permuta£ného 2-faktoru

Pre permuta£né snarky platí, ºe nemusia obsahova´ iba jeden permuta£ný 2−faktor.
Pokia© je teda vstupný snark permuta£ný, program ¤alej zis´uje a ur£í v²etky ¤al-

²ie permuta£né 2−faktory. Následne po tom £o v²etky permuta£né reprezentácie grafu

vyh©adá ich uº ¤alej neskúma. Skúma´ by sa na nich dalo najmä to, £i sú jednot-

livé permuta£né 2−faktory navzájom izomorfné. Napríklad Petersenov graf obsahuje

²es´ rôznych permuta£ných 2−faktorov, av²ak v²etky páry permuta£ných cyklov sú

navzájom izomorfné, £o vyplýva aj zo symetrie Petersenovho grafu.

6.5 Parita permuta£ných 2-faktorov

Táto vlastnos´ platí opä´ iba pre permuta£né snarky. Hovorí viac o tom, ako sú na-

vzájom permuta£né 2−faktory prepojené prie£kami. Zis´uje sa tak, ºe sa zoberie jeden

z dvoch permuta£ných cyklov C1 a vyberie sa jeden jeho vrchol vi. Po£núc vrcholom

vi sa v²etky vrcholy z C1 postupne ozna£ia 0, 1, ..., n/2 tak, ako idú postupne v cykle

C1. Potom sa zoberie druhý permuta£ný cyklus C2, vyberie sa z neho vrchol, ktorý je

susedný s vi a vrcholy sa ozna£ia 0′, 1′, ..., n/2′ v takom poradí, ako idú v cykle C2. Na

orientácii týchto cyklov ako aj ktorý permuta£ný 2−faktor sa vyberie nezáleºí, pretoºe

výsledná parita bude pre daný graf vºdy rovnaká. Ke¤ sú vrcholy ozna£ené, vytvoria

sa permutácie cyklov.

Tie sa tvoria nasledovne - vyberie sa ©ubovo©ný vrchol z C1, jeho ozna£enie sa za-

pí²e do permutácie a pozrie sa aké ozna£enie má jeho sused z cyklu C2 a vyberie sa

jeho prislúchajúce ozna£enie tohto suseda v cykle C1. Pod prislúchajúcim ozna£ením

sa myslí, ºe pokia© mal vrchol v C2 ozna£enie k′, tak prislúchajúce ozna£enie v cykle

C1 je vrchol s ozna£ením k. Ozna£enie tohto vrcholu sa zapí²e do permutácie a tento

postup sa opakuje, dokým sa permutácia neuzavrie takým spôsobom, ºe by sa znova

do²lo na prvý vrchol z permutácie a následne by sa to iba zacyklilo. Následne sa to

opakuje, dokým nie je kaºdý vrchol práve v jeden permutácii. Následne sa na spo£í-

tanie parity permuta£ného 2−faktoru pouºije vzorec parity = (
∑
(perm − 1))%2, kde

perm sú jednotlivé d¨ºky permutácii - jedna takáto permutácia bude ozna£ovaná ako

permutácia permuta£ného 2−faktoru.
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6.6 Involúcia snarku

Táto vlastnos´ súvisí s paritou.

De�nícia 8 Graf G je involu£ný snark, pokia© existuje taký permuta£ný 2−faktor, kde
d¨ºka kaºdej permutácie permuta£ného 2−faktoru je ≤2.

Najmen²í involu£ný snark je Blanu²ov snark B1. Pre B2 táto vlastnos´ neplatí. Na

overenie involu£nosti treba na rozdiel od parity prejs´ v²etky permuta£né 2−faktory a

orientácie týchto permuta£ných cyklov. Aj v prípade B1 sa involúcia preukáºe iba pre

jednu konkrétnu orientáciu permuta£ných cyklov.

6.7 Cycle double cover

De�nícia 9 Dvojité cyklové pokrytie grafu je taká mnoºina cyklov C, ºe kaºdá hrana

patriaca danému grafu sa nachádza práve v dvoch cykloch z C

Hypotéza 1 Kaºdý hranovo dvojsúvislý graf má dvojité cyklové pokrytie.

Hypotéza 1 - Cycle double cover conjecture predpokladá, ºe kaºdý bezmostový graf

má dvojité cyklové pokrytie (CDC). Teda aj grafy, ktoré nie sú snarky, alebo dokonca

ani kubické grafy. Z dôvodu, ºe táto práca je zameraná na snarky, program skúma

²peci�cký prípad dvojitého cyklového pokrytia.

De�nícia 10 Permuta£né dvojité cyklové pokrytie grafu (permuta£né CDC) je také

dvojité cyklové pokrytie, kde mnoºina cyklov C obsahuje cykly jedného permuta£ného

2−faktoru daného grafu.

CDC pod©a de�nície 1 sa nezaoberá tým, aké cykly sú v mnoºine C. V prípade per-

muta£ného CDC je dané, ºe dva z cyklov v mnoºine C musia by´ pár permuta£ných

cyklov z grafu. Ke¤ºe kaºdá hrana musí by´ pokrytá dvakrát a po£et hrán v cykle je

(|G|/2) ∗ 3, tak sú£et d¨ºok cyklov z mnoºiny cyklov permuta£ného CDC je 3|G|. Per-
muta£ný 2−faktor má sú£et d¨ºok cyklov |G| a treba k nemu teda nájs´ zvy²né cykly,

ktorých sú£et d¨ºok bude 2|G|.

Hypotéza 2 �iaden permuta£ný snark nemá permuta£ný CDC.

Aj z dôvodu tejto hypotézy program vyh©adáva v permuta£ných snarkoch permuta£ný

CDC. Ke¤ºe existuje predpoklad, ºe taký snark neexistuje, bol by to ve©ký objav, ak

by sa túto hypotézu pomocou programu podarilo vyvráti´.
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6.8 Klastre v grafe

Posledná vec, ktorú program zis´uje sú klastre, ktoré sa v snarku nachádzajú. Program

sa zaoberá petersenovskými klastrami. V prípade, ºe objaví nepetersenovský klaster,

tak vypí²e po£et vrcholov v tomto klastri a pre v²etky tieto vrcholy vypí²e jeho su-

sedov v danom klastri. Pokia© sú v nepetersenovskom klastri K dva susedné vrcholy,

ale hrana medzi nimi nepatrí do K, je takýto susedný vrchol vypísaný ako posledný a

oddelený bodko£iarkou. V prípade petersenovských klastrov najprv vypí²e po£et vrcho-

lov a názov klastra a následné vypisovanie jednotlivých vrcholov je trochu ²peci�ckej²ie

ako v prípade nepetersenovských klastrov. Zis´ovanie klastrov v grafe má slúºi´ aj na

lep²iu vizualizáciu snarkov. Výpis petersenovských klastrov je preto naprogramovaný

tak, aby poradie v akom sú vrcholy vypísané jednozna£ne ur£ovalo ako klaster vyzerá.

Pre kaºdý klaster je presne ur£ené, ktorý vrchol z klastra je na danej pozícii vo výpise.

6.8.1 Vypisovanie vrcholov

Na nasledujúcich obrázkoch sú znázornené v²etky petersenovske klastre a £ísla pri

jednotlivých vrcholov znamenajú, ko©ký vo výpise vrcholov klastra je daný vrchol.

(a) pentagon (b) double pentagon

(c) negator (d) triad
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(e) triple pentagon (f) triad

(g) heterochrome distace 1 (h) heterochrome distace 2

(i) isochrome



Kapitola 7

Funkcionalita programu

V tejto kapitole je popis výsledného programu. Je tu vysvetlené aké sú v ¬om pouºité

algoritmy, ako jednotlivé funkcie fungujú a ich popis pre potreby, ak by si chcel niekto

program upravi´ pod©a vlastných potrieb. Jednotlivé funkcie a metódy sú popísané v

poradí v akom sú volané a vykonávané po£as spustenia programu. Celý kód je napí-

saný v jazyku C++. Okrem ²tandardných kniºníc vyuºíva program cross-platformovú

kniºnicu Qt a v prípade linux based opera£ných systémov aj externý program lin-

geling, £o je SAT solver slúºiaci na rýchle vyhodnocovanie konjuktívnej normálovej

formy, pomocou ktorej sa vypo£ítava, £i má snark permuta£ný CDC. Lingeling nemá

verziu kompatibilnú s opera£ným systémom Windows a preto sa na Windowse pou-

ºíva sa £asovo náro£nej²ia heuristika na ur£ovanie tejto vlastnosti. Z tohto dôvodu je

odporú£ané pouºíva´ program na po£íta£och, kde je linux-based opera£ný systém a na-

in²talova´ SAT solver lingeling. Následne treba vytvori´ symbolický link na tento SAT

solver do adresára /usr/bin/lingeling pomocou príkazu sudo ln -s /"cela cesta k satsol-

veru"/lingeling /usr/bin/. Toto je potrebné z dôvodu, akým spôsobom je v programe

urobené volanie externého programu lingeling.

7.1 Gra�cké prostredie

Gra�cké prostredie je jediná £as´ programu, s ktorou pouºívate© interaguje. Kniºnica

Qt je pouºitá práve na gra�cké prostredie. Gra�cké prostredie je urobené £o najjedno-

duch²ie, pri£om sa skladá iba z jedného okna. V tomto okne sa nachádzajú dve plochy

na vypisovanie, tri tla£idlá a osem checkboxov.

Plochy na vypisovanie sa nachádzajú v strede okna. Horná plocha slúºi na vylistovanie

súborov, ktoré budú testované. Spodná plocha vypí²e po skon£ení behu programu, ºe

testovanie skon£ilo a vypí²e v²etky programy, ktoré boli pretestované.

Jednotlivé vlastnosti, ktoré budú testované zvolí pouºívate© v ©avej £asti okna pomo-

cou za²krtnutia checkboxov. Pri kaºdom checkboxe je napísané o akú vlastnos´ ide.
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Checkbox Cycle permutation v tomto prípade ozna£uje testovanie parity permuta£-

ných cyklov ako aj zis´ovanie involúcie snarku. Print cluster summary slúºi na to,

aby sa na konci vypísal sumár po£tov v²etkých klastrov zo v²etkých grafov v súbore

do samostatného súboru. Toto je uºito£né najmä v prípade testovania súborov, ktoré

obsahujú ve©ké mnoºstvo grafov. Print permutation graphs vytvorí samostatný súbor,

ktorý bude obsahova´ zápis v²etkých permuta£ných snarkov z testovaného súboru. Po

zvolení vlastností musí pouºívate© vybra´ súbory na pretestovanie a spusti´ program.

Tla£idlo Select �les slúºi na vybranie vstupných súborov, ktoré bude program testo-

va´. Po kliknutí na toto tla£idlo sa otvorí ¤al²ie okno, v ktorom sa otvorí domovský

prie£inok pouºívate©a. V tomto okne sa pouºívate© prekliká do poºadovaného adresáru,

kde má súbory so snarkami a zvolí, ktoré chce testova´. Po zvolení a potvrdení týchto

súborov sa zvolené súbory uloºia do vektoru stringov QFiles. V²etky súbory uloºené v

QFiles sa následne vylistujú v hornej bielej ploche.

Tla£idlo Clear selected �les slúºi na vymazanie súborov z vektoru QFiles. Pouºívate©

najprv v hornej ploche musí poºadované súbory ozna£i´ a následne sa po stla£ení tohto

tla£idla vymaºú z vektoru QFiles.

Posledné tla£idlo je tla£idlo Start. Po jeho zma£knutí sa zavolá metóda computeFi-

les(), ktorá následne pre kaºdý súbor z vektoru QFiles zavolá funkciu mainFunc-

tion(), ktorá testuje jednotlivé vlastnosti. Tento program beºí na pozadí a pouºívate©

nemôºe do neho nijak zasahova´.

Obr. 7.1: Ukáºka gra�ckého prostredia programu
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7.2 Vstupný súbor

Program je urobený tak, ºe predpokladá, ºe v²etky vstupné súbory sú validné a grafy v

nich sú snarky. Na zápis grafov v súboroch sa pouºíva takzvaný `bratislavský formát`,

ktorý najprv obsahuje po£et grafov v danom súbore a následne jednotlivé grafy.

Tie sú zapísané ako poradové £íslo daného grafu v súbore, komentár k danému grafu,

pri£om ako komentár sa berie kaºdý riadok ktorý za£ína symbolom {. Potom ide po-

£et vrcholov grafu a nasleduje to©ko riadkov, ko©ko má graf vrcholov. Kaºdý riadok

charakterizuje jeden vrchol a poradie riadku vyjadruje £íslo vrcholu, pri£om vrcholy

sú indexované od 0. V riadku sú tri £ísla oddelené medzerou, kde kaºdé z týchto £ísiel

ozna£uje jedného suseda prislúchajúceho vrcholu.

7.3 mainFunction()

Táto funkcia je základ celého programu a vedela by fungova´ aj bez gra�ckého prostre-

dia, ktoré slúºi pre jednoduch²ie pouºívanie. Funkcia dostane na vstupe názov a adresu

súboru, ktorý ma testova´ a sadu booleanovských premenných, ktoré ur£ujú, ktoré

vlastnosti sa majú testova´. Pre vstupný súbor sa najprv zavolá funkcia scanner()

7.3.1 scanner()

Scanner na£íta v²etky grafy zo súboru a pre kaºdý graf vytvorí premennú typu Graph.

Graph je ²truktúra, ktorá uchováva v²etky informácie o grafe. Po£et vrcholov, vektor

susedov pre kaºdý vrchol, komentár k danému grafu a prázdne premenné, do ktorých

program ukladá výsledky z testov jednotlivých vlastností.

7.3.2 chordless_cycles()

Po na£ítaní v²etkých grafov scannerom sa nainicializujú výstupné programy, do kto-

rých sa postupne zapisujú výsledky. Potom program prechádza v²etky na£ítané grafy a

testuje v nich vlastnosti. Najprv musí v grafe nájs´ bezstrunové cykly. Tie sa vyh©adá-

vajú pomocou funkcie chordless_cycles(), ktorá nájde v²etky bezstrunové cykly do

d¨ºky n/2, kde n je po£et vrcholov grafu. Takéto cykly sú potrebné pre zis´ovanie klas-

trov, pretoºe tam treba nájs´ v²etky cykly d¨ºky 5 a na zis´ovanie permuta£nosti, kde

treba cykly d¨ºky n/2. Vyh©adávanie bezstrunových cyklov funguje na základe algo-

ritmu preh©adávania do h¨bky. Zvolí sa jeden vrchol vi a prejdú sa v²etky moºné dvojice

jeho susedov a z nich sa opä´ prechádzajú ich susedia. Takto sa vygenerujú cykly, do

ktorých vi patrí, a pre ktoré sa následne preveruje, £i sú bezstrunové. Potom sa vrchol vi
odstráni a postup sa zopakuje pre ¤al²í vrchol. Toto sa opakuje dokým nie je mnoºina

vrcholov prázdna. Po vyh©adaní v²etkých bezstrunových cyklov sa roztriedia na tie,
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ktoré majú d¨ºku 5 a tie ktoré majú d¨ºku n/2. V²etky ostatné sa zahodia, ke¤ºe nie

sú potrebné. Táto funkcia je £asovo ve©mi náro£ná, ke¤ºe po£et bezstrunových cyklov

exponenciálne narastá v závislosti od rádu grafu.

Rád grafu #cyklov #5-cyklov #|G|/2-cyklov

10 22 12 12

18 72 10 18

26 262 8 41

34 833 14 161

42 2883 16 535

50 12847 26 1778

58 43966 20 4640

66 541716 18 69787

Tabu©ka 7.1: Po£ty bezstrunových cyklov v závislosti od rádu grafu

7.3.3 �ndPermut()

Funkcia �ndPermu() sa zavolá na testovanie permuta£nosti snarku. Ke¤ºe permu-

ta£ný 2−faktor sa skladá z dvoch bezstrunových cyklov d¨ºky n/2 a prie£ok medzi nimi,

odstránením vrcholov jedného z týchto cyklov v grafe ostane jeden bezstrunový cyklus

d¨ºky n/2. Aj funkcia �ndPermut() takto funguje. Pre kaºdý bezstrunový cyklu d¨ºky

n/2 sa pozrie, ako by vstupný graf vyzeral po odstránení tohto cyklu a prechádza hrany

a vrcholy, ktoré zostali v podgrafe a £i tvoria dokopy cyklus d¨ºky n/2. V prípade, ºe

funkcia nájde pre nejaký cyklus permuta£ný 2−faktor tak skon£í a netestuje uº ¤al²ie

cykly.

7.3.4 �ndAllPermut()

Ak je zvolené, ºe program má nájs´ v²etky permuta£né 2−faktory, tak sa zavolá funkcia
�ndAllPermut(), ktorá robí to isté ako �ndPermut(), len s tým rozdielom, ºe ak

nájde nejaký permuta£ný 2−faktor, tak neskon£í, iba pomocou jednoduchej pseudo-

hashovacej funkcie overí, £i uº tento permuta£ný 2−faktor neobjavila predtým. Toto

overovanie je potrebné z dôvodu, ºe pre dvojicu permuta£ných cyklov C1 a C2 by sa

stalo, ºe by najprv pre C1 na²iel C2 a následne by pre C2 na²iel C1 a mnoºina v²etkých

permuta£ných 2−faktorov by obsahovala duplikáty. Iná moºnos´ ako toto vyrie²i´ by

bola, ºe po nájdení C2 pre C1 by sa oba vymazali z mnoºiny cyklov d¨ºky n/2, to by

v²ak bolo £asovo náro£nej²ie.
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7.3.5 halfPermut()

Ak graf nie je permuta£ný, tak funkcia halfPermut() testuje, £i je aspo¬ polopermu-

ta£ný. Aj táto funkcia funguje rovnako ako �ndPermut() a teda, ºe pre kaºdý cyklus

d¨ºky n/2 sa pozrie, £i jeho odstránením z grafu bude vzniknutý podgraf 2−faktor
tvorený viacerými cyklami.

7.3.6 runCyclePerm()

Na vypo£ítanie parity permuta£ných cyklov a následného zistenia involúcie je funkcia

runCyclePerm(). Táto funkcia prechádza mnoºinu v²etkých permuta£ných 2−faktorov
a pre v²etky moºné orientácie permuta£ných cyklov a v²etky moºnosti po£iato£ných

vrcholov zavolá funkciu cyclePermutationInvolution().

7.3.7 cyclePermutationInvolution()

V 6.5 je popísaný postup s ozna£ovaním vrcholov 0..n/2 a 0′..n/2′. Ke¤ºe cykly sú v

celom programe zapísané vo vektoroch ako postupnos´ vrcholov, tak takéto ozna£o-

vanie netreba robi´ a sta£í pouºi´ index daného elementu vo vektore prislúchajúceho

cyklu. Najprv sa nainicializuje mnoºina vrcholov, ktoré uº boli pouºité. Vyberie sa prvý

nepouºitý vrchol z prvého permuta£ného cyklu a pozrie sa, aké je £íslo tohto vrcholu.

Toto £íslo sa ozna£í ako currentVertex a vloºí sa do vektoru currentCycle reprezen-

tujúceho jednu permutáciu. Potom sa funkcia pozrie na suseda vrcholu currentVertex,

ktorý patrí do druhého permuta£ného cyklu, uloºí si index tohto vrcholu do premennej

di�Cycle. Funkcia positionOfElement() vypo£íta pozíciu elementu di�Cycle vo vek-

tore secondCycle a toto £íslo uloºí do premennej currentVertex. Takýto postup, po£as

ktorého sa postupne ská£e medzi jedným a druhým permuta£ným cyklom sa opakuje,

dokým nie je permutácia kone£ná. To nastáva vtedy, ke¤ nastane prípad, ºe sa do

currentVertex uloºí element, ktorý uº je vo vektore currentCycle - vºdy je to element,

ktorý je v tomto vektore prvý. Kone£ná permutácia sa následne uloºí do vektoru re-

sult, ktorý obsahuje v²etky zistené permutácie. Toto sa vykonáva dookola, kým nie sú

v²etky vrcholy z grafu v mnoºine pouºitých vrcholov. Potom sa pre v²etky permutácie

vo vektore result vypo£íta parita pod©a vzorca parita = (
∑
perm− 1)%2 a tak isto sa

pozrie, £i nie je d¨ºka kaºdej permutácie ≤2, £o by ur£ovalo involúciu grafu.

7.3.8 Cycle double cover - Windows

Cycle double cover má dve rôzne implementácie v závislosti od toho, £i je program

spú²´aný na Windowse alebo na Linuxe. V prípade Windowsu sa volá funkcia signed-

RotationCycles(), na linuxe sa volá funkcia createSAT�le().

V prípade Windowsu sa nastaví pre graf signovaná rotácia. Táto £as´ kódu je prav-
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depodobne najnáro£nej²ia na modi�kovanie ako aj pochopenie. Ide o systém, kde ma

kaºdý vrchol nastavený orientáciu v akom poradí idú jeho incidentné hrany. Tak isto

má kaºdá hrana nastavený svoj smer a priradí sa jej £i je kladná alebo negatívna a tak

isto je nastavený sú£asný stav prechádzania, ktorý je tieº pozitívny alebo negatívny.

Následne sa v takomto grafe prechádza po hranách a pamätá sa stav a smer v akom

sa hrana prechádzala - kladný alebo negatívny a po smere alebo protismeru orientá-

cie hrany. Ak je hrana negatívna tak sa stav prechádzania zmení na opa£ný. Ke¤ sa

dojde do vrcholu, tak v kladnom stave ide ¤alej po hrane, ktorá je po smere orientácie

vrcholu, v zápornom stave sa vyberie do protismeru. Ke¤ sa pri prechádzaní dostane

znovu do stavu, ºe sa prejde po hrane po ktorej uº sa ²lo v rovnakom smere a v rov-

nakom stave, tak sa to zacyklí a toto de�nuje jeden cyklus z permuta£ného CDC. Ak

existuje taká signovaná rotácia, ºe cez kaºdú hrana sa prejde v obidvoch smeroch práve

raz, tak vytvorené cykly budú tvori´ permuta£né dvojité cyklové pokrytie. Ke¤ºe na

za£iatku sú dané dva permuta£né cykly, tak v²etkým vrcholom a hranám týchto cyklov

je daná orientácia a smer hrán pod©a orientácie permuta£ného cyklu. Následne treba

preveri´ v²etky moºnosti nastavenia prie£ok, smer týchto prie£ok môºe by´ ©ubovo©ný,

av²ak treba preveri´ kaºdý prípad, pre kaºdú prie£ku £i je jej stav kladný alebo záporný.

Ke¤ºe prie£ok je v grafe |G|/2 tak pre ve©ké grafy to bude £ini´ obrovské mnoºstvo

moºností, ktoré narastá exponenciálne v závislosti od po£tu vrcholov a tým narastá aj

doba výpo£tu tejto vlastnosti. Platí, ºe moºností nastavaní kladnosti respektíve zápor-

nosti prie£ok je v grafe 2|G|/2.

Signovaná rotácia sa môºe pouºíva´ aj na zafarbovanie planárnych grafov. Podrobné

vysvetlenie toho ako funguje sa nachádza v £lánkoch The combinatorial map color

theorem[7] a Generalized embedding schemes [8]

signedRotationCycles()

Funkcia signedRotationCycles() pre kaºdý pár permuta£ných cyklov nastaví smer

týchto cyklov a zavolá funkciu initSignedRotation().

initSignedRotation()

Volanie tejto funkcie nainicializuje signovanú rotáciu pod©a vstupných orientácii per-

muta£ných cyklov. Kaºdému vrcholu nastaví orientáciu a hranám permuta£ných cyklov

smer, pri£om v²etky sú kladné. V²etkým prie£kam nastaví smer a zavolá funkciu sig-

nedSystemAllPossibilites()

signedSystemAllPossibilites()

signedSystemAllPossibilites() vytvorí nieko©ko pomocných polí, ktoré budú po-

trebné na prechádzanie signovanej rotácie a zavolá rekurzívne volanie switchChords().
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switchChords()

Táto rekurzívna funkcia sa volá do h¨bky |G|/2, pri£om v h¨bke n nastaví prie£ke s

indexom n obe moºnosti - £i je kladná alebo záporná a pre obidve prepnutia zavolá

swtichChords() pre h¨bku n+1. Pokia© je h¨bka |G|/2, znamená to, ºe v²etky prie£ky

uº majú nastavený stav a zavolá sa computeCycleDouble().

computeCycleDouble()

Na vstupe dostane signovanú rotáciu, kde uº sú nastavené v²etky potrebné stavy hrán

a orientácie vrcholov a prechádza cez tieto hrany a overuje, £i prejde cez kaºdú hranu

práve dvakrát. Ak sa tak udeje, tak sa funkcia ukon£í, uloºí cykly permuta£ného CDC

a nepreveruje uº ¤al²ie moºnosti.

7.3.9 Cycle double cover - Linux

Testovanie permuta£ného CDC v linuxe je podstatne jednoduch²ie. Pouºíva sa na to

SAT solver lingeling, ktorému treba da´ jeden vstupný súbor. Tento súbor musí v

prvom riadku obsahova´ informácie o tom, ko©ko obsahuje formúl a premenných. Ná-

sledne kaºdý riadok obsahuje jednu formulu v konjuktívnej normálovej forme ukon£ený

znakom 0, pre formulu platí, ºe ak má na za£iatku premenná znak mínus, znamená to

negáciu danej premennej. Na vytvorenie tohto súboru sa pouºíva funkcia createSAT-

�le().

createSAT�le()

Na to aby permuta£ný graf mal permuta£né CDC treba v jazyku SAT solvera splni´

ur£ité podmienky. Pomocou týchto podmienok sa pre vstupné hrany h©adajú cykly.

Pre kaºdú podmienku je vytvorená samostatná funkcia, ktorá zapisuje formuly v kon-

juktívnej normálovej forme do súboru, pre ktorý sa následne spustí lingeling

• symmetry() - ak je v cykle hrana idúca z vrcholu vi do vj, musí v ¬om by´ aj

hrana idúca z vj do vi

• inCycle() - kaºdá hrana v grafe musí by´ v nejakom cykle

• minTwoEdges() - pre kaºdý vrchol v cykle platí, ºe minimálne dve hrany s

ktorými je incidentný sú v danom cykle tieº

• maxTwoEdges() - pre kaºdý vrchol v cykle platí, ºe maximálne dve hrany s

ktorými je incidentný sú v danom cykle tieº

• containPermutCycles() - permuta£né cykly musia by´ tieº vo výsledných cyk-

loch
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• minTwoCycles() - kaºdá hrana v cykle musí by´ aspo¬ v dvoch cykloch

• maxTwoCycles() - kaºdá hrana v cykle musí by´ maximálne v dvoch cykloch

Tieto podmienky sa zapí²u do súboru sat�le.txt pomocou volania system() sa

spustí lingeling a ako vstupný súbor sa mu zadá sat�le.txt. Pre potreby tohto volania

je potrebné, aby bol vytvorený symbolický link na lingeling v /usr/bin/ Z výsledného

súboru z lingelingu sa následne sparsuje výsledok, £i graf má alebo nemá permuta£né

dvojité cyklické pokrytie. Beh lingelingu je ve©mi rýchly, rádovo sú to sekundy £o je

ve©ký rozdiel oproti testovania vo Windowse.

7.3.10 separate_cycles_into_graphs()

Funkcia slúºi na zis´ovanie klastrov 5-cyklov. Mnoºinu cyklov d¨ºky 5 pomocou al-

goritmu Union-Find a funkcie separate_graph_vertices() rozdelí pod©a vrcholov

na vrcholovo disjunktné mnoºiny a tým zade�nuje, ktoré 5-cykly patria do rovnakého

klastru. Po rozdelení výsledok uloºí do premennej klaster v ktorej sú uloºené v²etky

klastre ako mnoºina cyklov d¨ºky 5. Pre kaºdý prvok z premennej klaster zavolá funkciu

clusterType(), ktorá ur£í pod©a trojice po£et vrcholov, po£et cyklov a po£et hrán o

ktorý klaster sa jedná. Pri klastroch triple pentagon a tricell e²te overuje, £i existuje

vrchol, ktorý je vo v²etkých troch cykloch d¨ºky 5.

Následne je pre kaºdý typ petersenovského klastru vytvorená samostatná funkcia, ktorá

daný klaster vypí²e tak, ako je to popísané v 6.8.1. Tieto funkcie fungujú na základe vy-

h©adávania ²peci�ckých vrcholov v klastroch a ich susedov a pod©a toho ur£ujú, ktorý

vrchol je ktorý a následne ich vypí²u. V²etky tieto funkcie sa nachádzajú v súbore

printclusters.cpp.

7.4 Výstupný súbor

Súbor s výsledkami testovania má názov ako pôvodný súbor, len pred príponu e²te

pridá _results. Nachádza sa v samostatnom prie£inku results/, ktorý je v adresári od-

kia© bol program spú²´aný. Najprv obsahuje informáciu o po£te testovaných grafoch,

celkový po£et permuta£ných a polopermuta£ných grafov v súbore a výsledky pre jed-

notlivé grafy.

Pre grafy je najprv uvedené £íslo grafu v súbore, následne po£et vrcholov grafu. Potom

je informácia o tom, £i je daný graf permuta£ný a ak je, tak vypí²e po£et permuta£-

ných 2−faktorov a za tým vypí²e v²etky páry permuta£ných cyklov vo formáte d¨ºka

cyklu a následne v²etky vrcholy cyklu tak, ako idú postupne v cykle. Ak graf obsahuje

permuta£ný CDC tak túto informáciu vypí²e a za ¬ou idú v²etky cykly z mnoºiny

permuta£ného CDC, pri£om najprv idú dva permuta£né cykly aº potom ostatné. Tvar
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výpisu cyklov je po£et vrcholov a následne v²etky jeho vrcholy v poradí v akom idú v

cykle. Nasleduje riadok o parite permuta£ných cyklov a v prípade, ºe je graf involu£ný

aj tento údaj. Ak nie je involu£ný nevypí²e ni£. Ako posledné vypí²e informácie o klas-

troch v grafe. Ich po£et, následne pre kaºdý klaster názov tohto klastru, po£et jeho

vrcholov a potom vrcholy v takom poradí ako je to popísane v 6.8.1. Posledný riadok

je informácia o vrcholoch, ktoré nie sú v ºiadnom klastri.



Kapitola 8

Výsledky

Hlavným cie©om práce bolo vytvori´ program, ktorý zvládne overova´ ur£ité vlastnosti

v snarkoch. Program funguje spo©ahlivo s tým, ºe pri vä£²ine funkcii bol dôraz kladený

na to, aby bola £asová zloºitos´ výpo£tu £o najefektívnej²ia a tým pádom aj samotný

program £o najrýchlej²í. Tak isto je program ²trukturovaný tak, aby pridávanie nového

kódu a testovanie ¤al²ích vlastností v budúcnosti £o najjednoduch²ie. Funkcie sú na-

programované tak, aby v boli jedna od druhej £o najmenej závislé, aby úprava jednej

funkcie sú£asného kódu nespôsobila znefunk£nenie ¤al²ích vlastností.

Popri hlavnom programe boli v rámci tejto práce naprogramované aj ¤al²ie tri prog-

ramy. Jeden je modi�kácia hlavného programu, ktorá slúºi iba na vyh©adávanie klastrov

v grafe, s tým, ºe niektoré funkcie sú upravené a zefektívnené pre potreby tohto kon-

krétneho ú£elu. Jedna z takýchto funkcii je napríklad funkcia chordless_cycles(),

ktorá v hlavnom programe musí vyh©ada´ v²etky bezstrunové cykly do ve©kosti |G|/2.
V prípade klastrov sta£ia iba bezstrunové cykly do d¨ºky 5 a teda je jej beh podstatne

rýchlej²í.

Zvy²né dva programy sú implementácie dvoch spôsobov generovania permuta£ných

snarkov. Jedno je implementácia star productu a druhé je negatorová substitúcia. Tieto

programy boli naprogramované z dôvodu generovania permuta£ných cyklicky 5-súvislých

permuta£ných snarkov. Takto vygenerované snarky boli následne testované hlavným

programom, aby mohli by´ analyzované ich vlastnosti.

Pomocou týchto dvoch programov bolo vygenerovaných a pretestovaných pribliºne tri-

tisíc cyklicky 5-súvislých permuta£ných snarkov. Vä£²ina z nich bola vygenerovaná zo

snarkov PERM5.34 medzi sebou, ale nieko©ko stoviek bolo skon²truovaných aj zo 42 a

50 vrcholových grafov. Tieto grafy boli vstupy do programov pre star product a nega-

torovú substitúciu a boli medzi sebou rôzne kombinované. Vygenerované grafy sa teda

pohybujú od 58 vrcholových aº po 90 vrcholové permuta£né 5-súvislé snarky.

Samotné testovanie hlavným programom neprinieslo ve©mi prekvapivé výsledky. �ia-

den z grafov nemal permuta£né dvojité cyklové pokrytie, £o bol o£akávaný výsledok.

58
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Pokia© by sa objavil graf s permuta£ným CDC i²lo by o ve©ký objav, ke¤ºe by sa po-

darilo vyvráti´ hypotézu 2. To sa ºia© neudialo. V prípade cyklických permuta£ných

5-súvislých snarkov bol naj£astej²í klaster negator, ktorý tvoril pribliºne 65% v²etkých

klastrov v týchto grafoch. Po ¬om nasledovali klastre pentagon a triad, ob£as sa tieº

vyskytol double pentagon. Ostatné klastre sa v nich nevyskytli ani raz.

V prípade nepermuta£ných snarkov sa nedá poveda´, ºe by niektorý klaster výrazne

svojim po£tom prevy²oval ostatné. Zastúpenie v grafoch mali v²etky klastre, av²ak

klastrov, ktoré vzniknú z Petersenovho grafu iba prerezávaním hrán, bolo výrazne me-

nej ako ostatných. Konkrétne sa jedná o klastre tricell, triple pentagon, heterochrome

1 a heterochrome 2. Nepetersenovské klastre sa tak isto vyskytovali beºne a objavili sa

aj prípady, ke¤ bol v grafe iba nepetersenovský klaster a nebol v ¬om ºiaden klaster

odvodený z Petersenovho grafu.

V prípade permuta£ných snarkov sa nepodarilo objavi´ ºiaden taký, pre ktorý by pla-

tilo (|G|mod8 = 6).

Okrem testovania grafov sa podarilo odvodi´ v²etky petersenovské klastra a dokáza´

úplnos´ tejto mnoºiny. Tak isto boli vizualizované grafy PERM5.34 £o pomohlo k po-

znatku, ºe z dvoch z nich sa dá skon²truova´ zvy²ných desa´ poprepájaním dvoch hrán.

Zdrojový kód programu, ako aj programov na testovanie klastrov a generovanie snarkov

pomocou star productu a negatorovej substitúcie sa nachádzajú na disku priloºenom

k výtla£ku práce ako aj v repozitári https://github.com/kalerab/diplomova_praca na

GitHube.



Záver

V na²ej práci sme sa zaoberali ²truktúrou snarkov a skúmaniu ich vlastností. Pre tieto

ú£ely sa nám podarilo vytvori´ program na po£ítanie vlastností a vyh©adávanie klas-

trov, ako aj ich generovanie. Niektoré snarky a podgrafy boli vizualizované a bola

dokázaná aj úplnos´ mnoºiny petersenovských klastrov.

Aj napriek pretestovaniu desa´tisícok grafov, vygenerovaniu tisícov nových snarkov

a v²etkým poznatkom zhrnutých v kapitole 8, je mnoºstvo otázok v teórii grafov týka-

júcich sa snarkov, na ktoré nie sú známe odpovede.

Existuje permuta£ný snark rádu 6(mod8)? Má kaºdý permuta£ný snark obvod 5? Exis-

tuje permuta£ný snark s cyklickou súvislos´ou 6? Existuje permuta£ný snark, ktorý má

permuta£né dvojité cyklové pokrytie?

Je moºné, ºe na niektoré z týchto otázok nebude odpove¤ známa e²te mnoho rokov,

treba v²ak pokra£ova´ v zis´ovaní vlastností snarkov a snaºi´ sa pochopi´ ich ²truktúru.

Je to potrebné najmä z dôvodu, ºe existuje mnoºstvo problémov v teórii grafov, ktoré

sa dajú zredukova´ iba na snarky. Sú£asná výpo£tová sila po£íta£ov umoº¬uje po£íta´

a testova´ mnoºstvo vlastností aj pre ve©ké grafy, £o bolo pred rokmi nemoºné. Iba

postupným zis´ovaním ¤al²ích vlastností £o najvä£²ieho mnoºstva grafov, sa podarí

nájs´ súvislosti medzi jednotlivými vlastnos´ami.

Treba iba dúfa´, ºe sa to podarí v £o najkrat²om £ase.
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