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Abstrakt

Práca sa zaoberá modelom bezkontextových gramat́ık rozš́ıreným o generovanie špeciál-

nych terminálnych symbolov R©, kde každý takýto symbol v terminálnom slove otoč́ı

zvyšok slova za týmto symbolom. Už skôr bolo dokázané, že v pŕıpade obmedzenia

počtu generovaných reverzov na konštantu je takýto model ekvivalentný automatom

s otáčaćım zásobńıkom. V tejto práci sa zaoberáme nedeterministickou schémou syn-

taktickej analýzy zdola nahor pre jazyky generované takýmito gramatikami. Prezentu-

jeme obmenu nedeterministickej verzie štandardného algoritmu
”
posuň, redukuj“ pre

tieto gramatiky, ktorú možno implementovat’ na zásobńıkovom automate s otáčaćım

zásobńıkom.

Kl’́učové slová: bezkontextové gramatiky s generovańım reverzov, automaty

s otáčaćım zásobńıkom, syntaktická analýza zdola nahor, algoritmus
”
posuň, redukuj,

otoč“



v

Abstract

The thesis deals with a model of context-free grammars extended by a possibility

of generating special terminal symbols R©, where each such symbol is interpreted as

a reversal of the remaining input. It was already proved that this model is equivalent

to flip-pushdown automata in case the number of generated reversals is limited by

a constant. We describe a nondeterministic schema of bottom-up syntax analysis for

languages generated by such grammars. In particular, we present an extension of the

well-known nondeterministic shift-reduce algorithm for these grammars, which can be

implemented using a flip-pushdown automaton.

Keywords: reversal-generating context-free grammar, flip-pushdown automaton,

bottom-up syntax analysis, shift-reduce-flip algorithm
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1.2 Automaty s otáčaćım zásobńıkom . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3 Porovnanie sily gramat́ık s automatmi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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vi



Úvod

Jedným zo štandardných výsledkov klasickej teórie formálnych jazykov a automatov je

ekvivalencia bezkontextových gramat́ık a zásobńıkových automatov [4], pričom súvis

medzi týmito dvoma modelmi nachádza praktické uplatnenie napŕıklad v oblasti syn-

taktickej analýzy. Snaha aplikovat’ známe postupy založené na bezkontextových grama-

tikách a zásobńıkových automatoch aj na iné ako bezkontextové jazyky viedla viacerých

autorov k skúmaniu rôznych rozš́ıreńı týchto modelov.

Sarkar [8] prǐsiel s modelom automatov s otáčaćım zásobńıkom a dokázal, že pri

neobmedzenom počte otočeńı je rovnako silný ako Turingove stroje. Holzer a Kutrib

[2, 3] o automatoch s otáčaćım zásobńıkom dokázali, že pri obmedzeńı počtu rever-

zov na konštantu sa so zvyšujúcim počtom povolených otočeńı zvyšuje sila automatu.

Podobné tvrdenie o hierarchii vzhl’adom na počet otočeńı dokázali aj o deterministic-

kom variante automatov s otáčaćım zásobńıkom. Tiež vyslovili a dokázali tvrdenie, že

nedeterministický variant je silneǰśı ako deterministický.

V článku [6] boli definované bezkontextové gramatiky s generovańım reverzov. Ide

o rozš́ırenie bezkontextových gramat́ık, pri ktorom má gramatika možnost’ vygenerovat’

niekol’ko špeciálnych terminálnych symbolov reverzu. Symboly reverzu v terminálnom

slove vyhodnot́ıme zl’ava doprava tak, že pre každý symbol reverzu otoč́ıme zvyšok slova

za týmto reverzom a samotný symbol pre reverz zmažeme. Výsledné slovo źıskané po

vyhodnoteńı všetkých symbolov pre reverzy potom patŕı do jazyka generovaného gra-

matikou. Ked’ obmedźıme počet vygenerovaných reverzov na konštantu k ∈ N, sú

gramatiky s generovańım práve k reverzov rovnako silné ako nedeterministické auto-

maty s otáčaćım zásobńıkom a s k otočeniami zásobńıka [6]. Gramatiky s generovańım

reverzov umožnili dokázat’ niektoré nové výsledky o triede jazykov akceptovaných au-

tomatmi s otáčaćım zásobńıkom [6, 7].

Syntaktickou analýzou jazykov generovaných rôznymi rozš́ıreniami klasických bez-

kontextových gramat́ık sa zaoberá napŕıklad Kallmeyerovej monografia [5]. V tejto

práci sa budeme zaoberat’ syntaktickou analýzou jazykov, ktoré sú generované gra-

matikami s generovańım konštantného počtu reverzov. Konkrétne sa budeme zaobe-

rat’ syntaktickou analýzou zdola nahor. Navrhneme rozš́ırenie nedeterministickej verzie

známeho algoritmu
”
posuň, redukuj“ (shift-reduce) [1] na pŕıpad gramat́ık s genero-

vańım konštantného počtu reverzov, pričom výsledný nedeterministický algoritmus na-
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Úvod 2

zveme
”
posuň, redukuj, otoč“. Pre každú vstupnú gramatiku bude tento nedeterminis-

tický algoritmus možné implementovat’ na (nedeterministickom) automate s otáčaćım

zásobńıkom, ktorý vstupné slovo akceptuje práve vtedy, ked’ patŕı do jazyka genero-

vaného danou gramatikou. Determinizácie tohto algoritmu pre určité špeciálne triedy

bezkontextových gramat́ık s generovańım reverzov (napŕıklad vhodné obdoby LR(0)

alebo LR(k) gramat́ık) ponechávame ako otvorený problém pre d’aľśı výskum.

V prvej kapitole uvedieme defińıcie pojmov, ktoré sa budú v práci použ́ıvat’. Zhr-

nieme známe výsledky o bezkontextových gramatikách s generovańım reverzov a auto-

matoch s otáčaćım zásobńıkom. V druhej kapitole oṕı̌seme samotný nedeterministický

algoritmus
”
posuň, redukuj, otoč“. Následne definujeme normálne odvodenia v grama-

tikách s generovańım reverzov, ktoré tento algoritmus počas svojho behu konštruuje.

V závere druhej kapitoly dokážeme správnost’ nového nedeterministického algoritmu

”
posuň, redukuj, otoč“.



Označenia

V tejto práci budeme použ́ıvat’ nasledovné označenia:

• |w| – d́lžka slova w,

• |w|c – počet znakov c v slove w,

• wR – reverz (zrkadlový obraz) slova w,

• ε – prázdne slovo,

• L (CF ) – trieda všetkých bezkontextových jazykov,

• L (RE) – trieda všetkých rekurźıvne vyč́ıslitel’ných jazykov,

• 2X – množina všetkých podmnož́ın množiny X,

• 2X
fin – množina všetkých konečných podmnož́ın množiny X,

• X − Y – rozdiel množ́ın, všetky prvky množiny X okrem prvkov množiny Y,

• A ⊆ B – množina A je podmnožina množiny B,

• A ( B – množina A je vlastná podmnožina množiny B.

3



Kapitola 1

Defińıcie a známe výsledky

V tejto kapitole definujeme bezkontextové gramatiky s generovańım reverzov. Uvedieme

známe výsledky z tejto oblasti. Motiváciou pre zavedenie bezkontextových gramat́ık

s generovańım reverzov [6] bolo nájst’ triedu gramat́ık, ktorá bude generovat’ rovnakú

triedu jazykov, ako akceptujú automaty s otáčaćım zásobńıkom (angl. Flip-Pushdown

Automata). Stručne uvedieme známe výsledky, na ktoré v druhej kapitole tejto práce

nadviažeme. Defińıcie základných pojmov z teórie formálnych jazykov možno nájst’

v [4].

1.1 Gramatiky s generovańım reverzov

Bezkontextová gramatika s generovańım reverzov je bezkontextová gramatika rozš́ırená

o špeciálny terminálny symbol R© a jeho následné vyhodnotenie. Pracuje nasledovne:

• Vygeneruje slovo podl’a pravidiel danej bezkontextovej gramatiky, v ktorom sa

môže nachádzat’ niekol’ko terminálnych symbolov R©.

• Postupne zl’ava doprava vyhodnot́ı symboly R© tak, že otoč́ı zvyšok slova za týmto

symbolom a tento symbol R© odstráni zo slova.

• Takto vytvorené slovo patŕı do jazyka generovaného touto gramatikou.

Teraz zadefinujeme bezkontextové gramatiky s generovańım reverzov formálne.

Defińıcia 1.1.1. PäticaG = (N, T, P, σ, R©) je bezkontextová gramatika s generovańım

reverzov (RGCFG, z angl. reversal-generating context-free grammar), kde (N, T, P, σ)

je bezkontextová gramatika a R© ∈ T je špeciálny terminálny symbol.

Štvoricu (N, T, P, σ) interpretujeme rovnako ako v štandardných bezkontextových

gramatikách, kdeN je množina neterminálov, T je množina terminálov, predpokladáme

N ∪T = ∅, P ⊆ N × (N ∪T )∗ je množina pravidiel1 a σ ∈ N je počiatočný neterminál.

1 Pravidlo štandardne uvádzame v tvare ξ → w, kde ξ ∈ N a w ∈ (N ∪ T )∗.

4



KAPITOLA 1. DEFINÍCIE A ZNÁME VÝSLEDKY 5

Defińıcia 1.1.2. Nech G = (N, T, P, σ, R©) je bezkontextová gramatika s generovańım

reverzov a G′ = (N, T, P, σ) je štandardná bezkontextová gramatika. Krok odvodenia

v gramatike G je taká binárna relácia ⇒G na (N ∪ T )∗, že pre u, v ∈ (N ∪ T )∗ plat́ı

u⇒G v práve vtedy, ked’ plat́ı u⇒G′ v v gramatike G′. Ak je jasné, ktorej gramatiky

sa krok odvodenia týka, ṕı̌seme namiesto ⇒G iba ⇒.

Defińıcia 1.1.3. Nech G = (N, T, P, σ, R©) je bezkontextová gramatika s generovańım

reverzov a G′ = (N, T, P, σ) je štandardná bezkontextová gramatika. Jazyk generovaný

pôvodnou bezkontextovou gramatikou budeme označovat’ LCF (G) := L(G′) . Jazyk

generovaný gramatikou G potom definujeme ako L(G) = {%(w) | w ∈ LCF (G)}, kde

funkciu % definujeme indukt́ıvne:

%(w) =

w w ∈ (T − { R©})∗,

u%(vR) w = u R©v, kde u ∈ (T − { R©})∗ a v ∈ T ∗.

Interpretáciu symbolov R© pomocou funkcie % ilustrujeme na nasledujúcom pŕıklade.

Pŕıklad 1.1.4. Uvažujme slovo w = w1 R©w2 R©w3 R©w4 R©w5 ∈ LCF (G) pre nejakú

gramatiku G = (N, T, P, σ, R©) s generovańım reverzov a slová w1, . . . , w5 ∈ (T−{ R©})∗

neobsahujú symbol R©. Potom

%(w) = w1%(wR
5 R©wR

4 R©wR
3 R©wR

2 ) =

= w1w
R
5 %(w2 R©w3 R©w4) =

= w1w
R
5 w2%(wR

4 R©wR
3 ) =

= w1w
R
5 w2w

R
4 %(w3) = w1w

R
5 w2w

R
4 w3.

Slovo w1w
R
5 w2w

R
4 w3 patŕı do jazyka L(G).

Zovšeobecneńım pozorovania z pŕıkladu 1.1.4 dostávame nasledujúce tvrdenie l’ahko

dokázatel’né matematickou indukciou. Tvrdenie je dokázané v článku [7].

Tvrdenie 1.1.5. Nech G = (N, T, P, σ, R©) je bezkontextová gramatika s generovańım

reverzov. Potom pre jazyk generovaný gramatikou G plat́ı

L(G) = {w1w
R
2nw2w

R
2n−1 . . . wnw

R
n+1 | n ∈ N;w1 R©w2 R© . . . R©w2n ∈ LCF (G)} ∪

∪ {w1w
R
2n+1w2w

R
2n . . . wnw

R
n+2wn+1 | n ∈ N;w1 R©w2 R© . . . R©w2n+1 ∈ LCF (G)}.

Defińıcia 1.1.6. Nech G = (N, T, P, σ, R©) je bezkontextová gramatika s generovańım

reverzov. Vetná forma v G je slovo w ∈ (N ∪ T )∗ také, že plat́ı σ ⇒∗ w.

V nasledujúcom oṕı̌seme triedy gramat́ık, ktoré majú obmedzenie na počet vyge-

nerovaných terminálnych symbolov R©. Nech k ∈ N. Hovoŕıme, že gramatika generuje

najviac k reverzov, ak v každej vetnej forme u plat́ı, že |u| R© ≤ k. Hovoŕıme, že grama-

tika generuje práve k reverzov, ak pre každú vetnú formu u plat́ı |u| R© ≤ k a pre každé

terminálne slovo w ∈ LCF (G) : |w| R© = k.
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Označenie 1.1.7. Symbolom L (RGCFGk) označujeme triedu všetkých jazykov ge-

nerovaných bezkontextovými gramatikami s generovańım najviac k reverzov.

Triedu všetkých jazykov generovaných RGCFG s obmedzeným počtom genero-

vaných reverzov na konštantu označujeme

L (RGCFGfin) =
∞⋃
k=0

L (RGCFGk).

Triedu jazykov generovaných bezkontextovými gramatikami s generovańım reverzov

bez obmedzenia na počet generovaných reverzov označujeme L (RGCFG).

Pre neskoršie účely zavedieme normálny tvar pre gramatiky s generovańım reverzov

(uvedený ako tvrdenie 2.6 článku [7]). V tomto normálnom tvare vieme pre každý neter-

minál v gramatike určit’, ktoré reverzy sa z neho vygenerujú v l’ubovol’nom terminálnom

slove. Navyše pre každý neterminál plat́ı, že množina indexov reverzov, ktoré sa z tohto

neterminálu vygenerujú, je v každom terminálnom slove rovnaká. Aby sme mohli spl-

nit’ túto podmienku aj pre počiatočný neterminál, muśı platit’, že gramatika generuje

konštantný počet reverzov k pre nejaké k ∈ N. Potom tento počiatočný neterminál

vždy generuje všetky symboly reverzu v slove od prvého až po k-ty.

Defińıcia 1.1.8. Nech G = (N, T, P, σ, R©) je bezkontextová gramatika s generovańım

práve k reverzov, kde k ∈ N. Gramatika G je v normálnom tvare so znalost’ou genero-

vaných reverzov, ak pre všetky ξ ∈ N plat́ı jedna z dvoch nasledujúcich podmienok:

(i) Pre všetky w ∈ T ∗: ak ξ ⇒∗ w, tak w neobsahuje žiadne symboly R©.

(ii) Existujú i, j ∈ {1, . . . , k} také, že pre každé x, z, y ∈ T ∗ plat́ı: ak σ ⇒∗ xξy ⇒∗

xzy, tak |x| R© = i− 1 a |y| R© = k − j.

Pre gramatiku G potom zavedieme funkciu φG : N → 2{1,...,k} takú, že pre ξ ∈ N
sṕlňajúce (i) je φG(ξ) = ∅ a pre ξ ∈ N sṕlňajúce (ii) s danými i, j je φG(ξ) = {i, . . . , j}.
Ak je gramatika G zrejmá z kontextu, ṕı̌seme namiesto φG len φ.

Nech gramatika G = (N, T, P, σ, R©) je v normálnom tvare z defińıcie 1.1.8, s gene-

rovańım práve n reverzov. Nech u1 R©u2 je vetná forma pre u1, u2 ∈ (N ∪ T )∗ v gra-

matike G. Potom pre tento symbol R© vieme jednoznačne určit’ jeho index (poradie)

v slove, ktoré sa z tejto vetnej formy vygeneruje. Nech z vetnej formy u1 R©u2 odvod́ıme

l’ubovol’né terminálne slovo w1 R©w2. Index reverzu je vd’aka normálnemu tvaru medzi

w1 a w2 vždy rovnaký. Ak |w1| R© = m− 1, tak tento reverz je m-tý v porad́ı.

Rovnako aj pre každý R© na pravej strane nejakého pravidla vieme vd’aka normál-

nemu tvaru gramatiky určit’, kol’ký reverz to bude v slove, ktoré sa z neho vygeneruje.

Zoberme si pravidlo ξ → v1 R©v2 pre nejaké v1, v2 ∈ (N ∪ T )∗. Pre l’ubovol’nú vetnú
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formu u1ξu2 pre u1, u2 ∈ T ∗, v ktorej sa nachádza neterminál ξ z l’avej strany pravidla,

odvod́ıme terminálne slovo, kde w1, w2 ∈ T ∗:

u1ξu2 ⇒ u1v2 R©v2u2 ⇒∗ u1w1 R©w2u2.

Potom symbol reverzu na pravej strane tohto pravidla je i-ty v porad́ı, kde

i := |u1w1| R©+1. Nech n := |w| R© je počet reverzov v slove w, kde w ∈ T ∗. Stredný reverz

v slove w nazývame ten, ktorý je
⌈
n+1

2

⌉
-ty v porad́ı v tomto terminálnom slove. Pre

stredný reverz v slove w = w1 R©w2 plat́ı, že |w1| R© =
⌈
n+1

2

⌉
− 1. Stredný reverz vetnej

formy je taký reverz vo vetnej forme u1 R©u2, pre ktorý plat́ı, že pre každé terminálne

slovo, ktoré sa odvod́ı z tejto vetnej formy u1 R©u2 ⇒∗ w1 R©w2, je tento reverz
⌈
n+1

2

⌉
-ty

v porad́ı, teda |w1| R© =
⌈
n+1

2

⌉
− 1 pre w1, w2 ∈ T ∗ a u1, u2 ∈ (N ∪ T )∗. Hovoŕıme, že

neterminál ξ generuje stredný reverz, ak
⌈
n+1

2

⌉
∈ φ(ξ).

Poznámka 1.1.9. Z tvaru slov v tvrdeńı 1.1.5 možno vidiet’, že stredný reverz v slove

w′ ∈ LCF (G) rozdel’uje toto slovo na dve časti. Symboly nal’avo od stredného reverzu

sa nachádzajú po aplikácii funkcie % v slove %(w′) v rovnakom porad́ı ako v slove w′,

zatial’ čo symboly napravo od stredného reverzu sú v tomto slove %(w′) reverzne.

Veta 1.1.10. Pre každú bezkontextovú gramatiku G s generovańım práve n reverzov

pre nejaké n ∈ N existuje ekvivalentná gramatika G′ v normálnom tvare so znalost’ou

generovaných reverzov.

Dôkaz. Je uvedený v článku [7].

1.2 Automaty s otáčaćım zásobńıkom

Tieto automaty vychádzajú z modelu konečného stavového automatu so zásobńıkom

a jednou vstupnou páskou. Automat s otáčaćım zásobńıkom sa môže (nedeterminis-

ticky) niekol’kokrát počas výpočtu rozhodnút’ otočit’ obsah zásobńıka. Štúdium zásob-

ńıkových automatov s týmto rozš́ıreńım je zauj́ımavé z hl’adiska akceptačnej sily auto-

matov. Tejto téme sa venovali najmä Holzer a Kutrib [2, 3], ktoŕı prǐsli s výsledkom, že

s počtom otočeńı sa zvyšuje sila automatu. Navyše, ak povoĺıme neobmedzený počet

otočeńı zásobńıka, sila automatu je rovnaká ako pre Turingove stroje, čomu sa venoval

Sarkar [8] vo svojej práci. Tak, ako je štandardnému zásobńıkovému automatu ekviva-

lentný model bezkontextových gramat́ık, tak je k zásobńıkovým automatom s otáčaćım

zásobńıkom ekvivalentný model pre bezkontextové gramatiky s generovańım reverzov

oṕısaný v článku [6]. V tejto časti uvedieme známe výsledky o automatoch s otáčaćım

zásobńıkom. Pre úplnost’ uvádzame aj niektoré výsledky o deterministickom modeli,

avšak d’alej v práci budeme pracovat’ iba s nedeterministickým variantom.
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Defińıcia 1.2.1. Nedeterministický automat s otáčaćım zásobńıkom (NFPDA, z angl.

nondeterministic flip-pushdown automaton) je osmica A = (K,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ), kde

K je neprázdna konečná množina stavov, Σ je vstupná abeceda, Γ je zásobńıková

abeceda, δ : K × (Σ ∪ {ε}) × Γ → 2K×Γ∗

fin je štandardná prechodová funkcia nedeter-

ministického zásobńıkového automatu, ∆ : K → 2K je otáčacia prechodová funkcia,

q0 ∈ K je počiatočný stav, Z0 ∈ Γ je počiatočný symbol na zásobńıku a F ⊆ K je

množina akceptačných stavov.

Defińıcia 1.2.2. Nech A = (K,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je nedeterministický automat s otá-

čaćım zásobńıkom. Konfigurácia automatu A je usporiadaná trojica

(q, w, s) ∈ K × Σ∗ × Γ∗.

Symbol q je stav automatu, w je nedoč́ıtaná čast’ vstupného slova a s je slovo na

zásobńıku (s dnom zásobńıka nal’avo).

Defińıcia 1.2.3. Nech A = (K,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je nedeterministický automat s otá-

čaćım zásobńıkom. Krok výpočtu `A je binárna relácia na konfiguráciách automatu A

taká, že:

• Pre všetky p, q ∈ K, a ∈ Σ ∪ {ε}, u ∈ Σ∗, s, t ∈ Γ∗ a Z ∈ Γ plat́ı (p, au, sZ) `A
(q, u, st), ak (q, t) ∈ δ(p, a, Z).

• Pre všetky p, q ∈ K, u ∈ Σ∗ a s ∈ Γ∗ plat́ı (p, u, Z0s) `A (q, u, Z0s
R), ak q ∈ ∆(p).

• Relácia neobsahuje žiadne iné dvojice.

Ak je zjavné, o ktorý automat sa jedná, namiesto `A ṕı̌seme len `.

Defińıcia 1.2.4. Nech A = (K,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je nedeterministický automat s otá-

čaćım zásobńıkom.

Jazyk akceptovaný automatom A s prázdnym zásobńıkom je množina

N(A) = {w ∈ Σ∗| ∃q ∈ K : (q0, w, Z0) `∗ (q, ε, ε)}.

Jazyk akceptovaný automatom A akceptačným stavom

L(A) = {w ∈ Σ∗| ∃q ∈ F ∃s ∈ Γ∗ : (q0, w, Z0) `∗ (q, ε, s)}.

NechA = (K,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F ) je nedeterministický automat s otáčaćım zásobńıkom.

Nech k ∈ N je konštanta. Hovoŕıme, že automat A pracuje s najviac k otočeniami

zásobńıka, ak počas každého svojho výpočtu sprav́ı najviac k krokov podl’a prechodo-

vej funkcie ∆. Hovoŕıme, že automat pracuje s práve k otočeniami zásobńıka vtedy, ak

pracuje s najviac k otočeniami zásobńıka a každý jeho akceptačný výpočet obsahuje

práve k otočeńı zásobńıka podl’a prechodovej funkcie ∆.
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Označenie 1.2.5. Nech k ∈ N je konštanta. Triedu všetkých jazykov L takých, že

L = L(A) pre nejaký nedeterministický automat s otáčaćım zásobńıkom A pracujúci

s najviac k otočeniami zásobńıka, označujeme L (NFPDAk).

Triedu jazykov, pre ktoré existuje automat s ohraničeným počtom otočeńı nejakou

konštantou, označujeme

L (NFPDAfin) =
∞⋃
k=0

L (NFPDAk)

a triedu jazykov akceptovaných l’ubovol’ným NFPDA označujeme L (NFPDA).

Sila automatov s neobmedzeným počtom prevráteńı zásobńıka je ekvivalentná sile

Turingových strojov, o čom hovoŕı nasledujúca veta.

Veta 1.2.6 (Sarkar [8]). Plat́ı L (NFPDA) = L (RE).

O sile automatov, ktoré pracujú s obmedzeným počtom prevráteńı zásobńıka, po-

jednáva nasledujúca Holzerova-Kutribova veta o hierarchii, ktorá hovoŕı, že pridańım

otočenia sa zvýši výpočtová sila modelu.

Veta 1.2.7 (Holzer, Kutrib [2]). Triedy jazykov L (NFPDAk) tvoria nekonečnú hie-

rarchiu vzhl’adom na k:

L (CF ) = L (NFPDA0) ( L (NFPDA1) ( L (NFPDA2) ( . . .

Podobné výsledky platia aj pre deterministický variant automatu s otáčaćım zá-

sobńıkom (Holzer, Kutrib [2]). Deterministický automat s otáčaćım zásobńıkom s ob-

medzeným počtom otočeńı zásobńıka na konštantu definujeme podobne ako pre nede-

terministický variant. Ďalej v práci však budeme pracovat’ len s nedeterministickým

variantom.

Defińıcia 1.2.8. Deterministický automat s otáčaćım zásobńıkom (DFPDA) je (ne-

deterministický) automat s otáčaćım zásobńıkom A = (K,Σ,Γ, δ,∆, q0, Z0, F ) taký, že

plat́ı:

(i) Pre všetky q ∈ K, c ∈ Σ ∪ {ε} a Z ∈ Γ plat́ı |δ(q, c, Z)| ≤ 1.

(ii) Pre všetky q ∈ K a Z ∈ Γ plat́ı: ak δ(q, ε, Z) 6= ∅, tak δ(q, c, Z) = ∅ pre všetky

c ∈ Σ.

(iii) Pre všetky q ∈ K plat́ı |∆(q)| ≤ 1.

(iv) Pre všetky q ∈ K plat́ı: ak ∆(q) 6= ∅, tak δ(q, c, Z) = ∅ pre všetky c ∈ Σ ∪ {ε}
a Z ∈ Γ.
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Označenie 1.2.9. Nech k ∈ N. Potom L (DFPDA≤k) označujeme triedu všetkých

jazykov L takých, že L = L(A) pre nejaký deterministický zásobńıkový automat A

s otáčaćım zásobńıkom pracujúci s najviac k otočeniami zásobńıka. Ďalej,

L (DFPDA≤fin) =
∞⋃
k=0

L (DFPDA≤k).

Označenie 1.2.10. Nech k ∈ N. Potom L (DFPDA=k) označujeme triedu všetkých

jazykov L takých, že L = L(A) pre nejaký deterministický zásobńıkový automat A

s otáčaćım zásobńıkom pracujúci s práve k otočeniami zásobńıka. Ďalej,

L (DFPDA=fin) =
∞⋃
k=0

L (DFPDA=k).

Triedu jazykov akceptovaných l’ubovol’ným DFPDA označujeme L (DFPDA).

Oproti nedeterministickým automatom s otáčaćım zásobńıkom, v deterministickom

variante už neplat́ı rovnost’ medzi triedou jazykov akceptovaných automatmi s najviac

k a práve k otočeniami zásobńıka.

Veta 1.2.11 (Holzer, Kutrib [3]). Nech k ≥ 1. Potom plat́ı

L (DFPDA=k) ( L (DFPDA≤k).

Navyše plat́ı L (DFPDA=fin) ( L (DFPDA≤fin).

Holzerova-Kutribova veta o hierarchii plat́ı aj pre deterministické automaty s otá-

čaćım zásobńıkom:

Veta 1.2.12 (Holzer, Kutrib [2]). Triedy jazykov L (DFPDA≤k) tvoria nekonečnú

hierarchiu vzhl’adom na k:

L (detCF ) = L (DFPDA≤0) ( L (DFPDA≤1) ( L (DFPDA≤2) ( . . .

Nasledujúca veta hovoŕı, že nedeterministický variant automatov s otáčaćım zásob-

ńıkom je silneǰśı ako deterministický.

Veta 1.2.13 (Holzer, Kutrib [3]). Nech k ∈ N. Potom plat́ı

L (DFPDA≤k) ( L (NFPDAk).

Navyše plat́ı L (DFPDA≤fin) ( L (NFPDAfin).
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1.3 Porovnanie sily gramat́ık s automatmi

Nasledujúca veta hovoŕı, že pre nejakú konštantu k je trieda jazykov generovaná gra-

matikami s generovańım práve k reverzov rovnaká ako trieda jazykov, ktorú akceptujú

nedeterministické automaty s otáčaćım zásobńıkom.

Veta 1.3.1. Nech k ∈ N. Potom L (NFPDAk) = L (RGCFGk).

Dôkaz. Je uvedený v článku [6].

Dôsledok 1.3.2. Plat́ı L (NFPDAfin) = L (RGCFGfin)

Ako dôsledok už prezentovaných výsledkov dostávame aj nasledujúcu vetu o hierar-

chii tried jazykov generovaných bezkontextovými gramatikami s generovańım reverzov.

Veta 1.3.3. Plat́ı pre všetky k ∈ N : L (RGCFGk+1) ) L (RGCFGk), teda trieda

gramat́ık generujúca k+1 reverzov je silneǰsia ako trieda gramat́ık s generovańım k re-

verzov.

Dôkaz. Ide o bezprostredný dôsledok vety 1.3.1 a vety 1.2.7.



Kapitola 2

Syntaktická analýza zdola nahor

V tejto kapitole sa zameriame na syntaktickú analýzu zdola nahor pre jazyky gene-

rované bezkontextovými gramatikami s generovańım reverzov. O štandardných bez-

kontextových gramatikách vieme, že sa dajú efekt́ıvne nedeterministicky parsovat’ na

zásobńıkových automatoch algoritmom
”
posuň, redukuj“ (shift-reduce) [1]. Do zá-

sobńıkového automatu pridáme operáciu
”
otoč“, ktorá bude predstavovat’ otočenie

zásobńıka.

Slovo w = w1 R©w2 R© . . . R©wn vygenerované bezkontextovou gramatikou s genero-

vańım reverzov má po aplikácii funkcie % tvar %(w) = w1w
R
2kw2w

R
2k−1 . . . wkw

R
k+1 pre

nepárny počet reverzov, kde n = 2k a w1w
R
2k+1w2w

R
2k . . . wkw

R
k+2wk+1 pre párny počet

reverzov, kde n = 2k + 1 v slove w (tvrdenie 1.1.5). V slove w môžeme identifikovat’

stredný reverz R©, ktorý rozdel’uje pôvodné vygenerované slovo na dve časti. Stredný

reverz je k-ty v porad́ı od začiatku slova pre párny (n = 2k) a (k + 1)-vý pre nepárny

(n = 2k + 1) celkový počet podslov wi v slove w pre i ∈ {1 . . . n}.
Nech gramatika G = (N, T, P, σ, R©) je v normálnom tvare so znalost’ou genero-

vaných reverzov (defińıcia 1.1.8). Potom existuje jednoznačné rozdelenie neterminálov

z tejto gramatiky do dvoch množ́ın NA a NB tak, že v NA sú všetky neterminály, ktoré

generujú stredný reverz R© a NB obsahuje všetky ostatné neterminály z gramatiky G,

ktoré stredný reverz negenerujú (môžu však generovat’ ostatné R©). Množiny NA a NB

tvoria disjunktný rozklad množiny N . Následne vieme rovnako rozdelit’ aj pravidlá

z G do množ́ın PA a PB podl’a neterminálu, ktorý v danom pravidle prepisujeme. Pra-

vidlo z PA prepisuje vždy neterminál z NA, teda generuje stredné R©. Pravidlo z PB

prepisuje neterminál z NB a na pravej strane pravidla sa nenachádza stredný reverz

ani neterminál generujúci stredný reverz. Formálne, PA = {ξ → x ∈ P | ξ ∈ NA}
a PB = {ξ → x ∈ P | ξ ∈ NB}. Plat́ı PA ∪ PB = P a PA ∩ PB = ∅. V na-

sledujúcom uvažujeme iba gramatiky v normálnom tvare so znalost’ou generovaných

reverzov a použ́ıvame označenie zavedené vyššie.

12
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2.1 Schéma
”
posuň, redukuj, otoč“

Oṕı̌seme nedeterministický algoritmus
”
posuň, redukuj, otoč“. Do štandardného

algoritmu
”
posuň, redukuj“ [1] pridáme operáciu

”
otoč“, ktorá bude reprezentovat’

práve jedno otočenie celého zásobńıka. Uvažujme bezkontextovú gramatiku G =

(N, T, P, σ, R©) s generovańım reverzov. Slovo, ktoré gramatika použit́ım pravidiel vy-

generuje, je slovo w′ ∈ LCF (G). Toto slovo w′ môže obsahovat’ niekol’ko terminálnych

symbolov R©. Pomocou funkcie % vyhodnot́ıme všetky výskyty tohto symbolu reverzu

v terminálnom slove w′ tak, že dostaneme slovo w := %(w′) patriace do jazyka L(G).

Algoritmus na vstupe dostane nejaké slovo w a gramatiku G a jeho úlohou je roz-

hodnút’, či toto vstupné slovo w patŕı do jazyka L(G). Algoritmus od konca konštruuje

nejaké odvodenie slova w′ zo štandardnej bezkontextovej gramatiky LCF (G). Algo-

ritmus sa nedeterministicky rozhoduje, kedy otoč́ı zásobńık, čo reprezentuje uhádnutie

poźıcie jedného symbolu reverzu R© na vstupe. Operácia
”
posuň“ štandardne nač́ıta je-

den znak zo vstupu a vlož́ı ho na vrch zásobńıka. Operácia
”
redukuj podl’a ξ → w“ vždy

pracuje na základe niektorého z pravidiel gramatiky, kde zo zásobńıka vyberie slovo w

a nahrad́ı ho neterminálom ξ, ktorý vlož́ı na vrch zásobńıka. Ak sa jedná o pravidlo

ξ → w zo skupiny PB, teda neterminál negenerujúci stredný R©, tak operácia
”
redukuj

podl’a ξ → w“ štandardne vytiahne celú pravú stranu pravidla w z vrchu zásobńıka

a na vrch vlož́ı neterminál ξ z l’avej strany pravidla. Ak je zásobńık otočený počas

redukcie naopak ako na začiatku behu algoritmu, tak automat vytiahne reverz pravej

strany pravidla wR a vlož́ı na vrch zásobńıka neterminál ξ. Ak sa jedná o pravidlo

ξ → w1ξ2w2 zo skupiny PA, kde ξ, ξ2 ∈ NA a neterminál generuje R© nepriamo (na

pravej strane pravidla existuje neterminál ξ2, ktorý toto stredné R© generuje neskôr

v odvodeńı), tak je pravá strana pravidla, podl’a ktorého redukujeme, rozdelená na

vrchu a spodku zásobńıka.

• Ak je zásobńık otočený rovnako ako na začiatku, tak automat vyberie zo zásob-

ńıka podslovo w1ξ2 z pravej strany pravidla, otoč́ı zásobńık a vyberie druhú čast’

pravej strany pravidla zo zásobńıka wR
2 .

• Ak je zásobńık otočený naopak ako na začiatku algoritmu, tak automat vyberie

zo zásobńıka slovo wR
2 ξ2, otoč́ı zásobńık a vyberie zvyšok pravej strany, teda w1.

Špeciálne, ak sa jedná o pravidlo ξ → w1 R©w2 zo skupiny PA, kde neterminál generuje

R© priamo1, tak:

• Ak je zásobńık otočený rovnako ako na začiatku, tak automat vyberie zo zásobńı-

ka slovo w1, otoč́ı zásobńık a vyberie druhú čast’ pravej strany pravidla

wR
2 R©.

1 Symbol stredného reverzu sa nachádza na pravej strane pravidla.
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• Ak je zásobńık otočený naopak ako na začiatku algoritmu, tak automat vyberie

zo zásobńıka slovo wR
2 , otoč́ı zásobńık a vyberie zvyšok pravej strany, teda w1 R©.

Na konci každého kroku redukcie automat vlož́ı na vrch zásobńıka neterminál ξ z l’avej

strany pravidla, podl’a ktorého sa redukovalo. Takýto algoritmus možno zrejme imple-

mentovat’ na zásobńıkovom automate s otáčaćım zásobńıkom.

Definujeme najprv operácie posuň, otoč a redukuj (ξ → w) pre každé pra-

vidlo ξ → w ∈ P . Nasledovné operácie predstavujú podprogramy, ktoré volá hlavný

algoritmus. Zamietnutie výpočtu počas behu operácie znamená zamietnutie vstupu

v algoritme.

Označenie 2.1.1. Otočenie zásobńıka nadobúda dve hodnoty, a to ↑, ak je otočený

ako na začiatku a ↓, ak je otočený opačne.

Operácia posuň

1. Preč́ıtaj znak zo vstupu a vlož tento znak na vrch zásobńıka. V pŕıpade neúspechu

zamietni výpočet.

Operácia otoč

1. Vlož na vrch zásobńıka symbol R©.

2. Otoč obsah zásobńıka.

Operácia redukuj (ξ → w)

Operácia berie jeden argument, pravidlo ξ → w ∈ P z nejakej gramatiky

G = (N, T, P, σ, R©) v normálnom tvare so znalost’ou generovaných reverzov.

1. Ak je ξ ∈ NA a w = w1 R©w2, kde tento R© je stredný, tak:

(a) Ak je otočenie zásobńıka ↑, tak vyber w1, otoč zásobńık, vyber wR
2 R©.

(b) Ak je otočenie zásobńıka ↓, tak vyber wR
2 , otoč zásobńık, vyber w1 R©.

V pŕıpade neúspechu pri vyberańı zo zásobńıka zamietni výpočet.

Inak pokračuj krokom 4.

2. Ak je ξ ∈ NA a w = w1ξ2w2, kde ξ2 ∈ NA, tak:

(a) Ak je otočenie zásobńıka ↑, tak vyber w1ξ2, otoč zásobńık, vyber wR
2 .

(b) Ak je otočenie zásobńıka ↓, tak vyber wR
2 ξ2, otoč zásobńık, vyber w1.

V pŕıpade neúspechu pri vyberańı zo zásobńıka zamietni výpočet.

Inak pokračuj krokom 4.
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3. Ak je ξ ∈ NB, tak:

(a) Ak je otočenie zásobńıka ↑, vyber w z vrchu zásobńıka.

(b) Inak vyber wR.

V pŕıpade neúspechu pri vyberańı zo zásobńıka zamietni výpočet.

Inak pokračuj krokom 4.

4. Vlož neterminál ξ na vrch zásobńıka.

Nedeterministický algoritmus
”
posuň, redukuj, otoč“

Vstup: slovo w a gramatika G = (N, T, P, σ, R©) v normálnom tvare so znalost’ou

generovaných reverzov,

Výstup: ÁNO práve vtedy, ked’ w ∈ L(G).

1. Na dno zásobńıka vlož symbol ||

2. Nedeterministicky vyber a vykonaj jednu z operácíı:

• posuň

• otoč

• Pre nejaké nedeterministicky vybraté pravidlo ξ → x ∈ PB vykonaj operáciu

redukuj (ξ → x).

3. Ak je na zásobńıku práve slovo ||σ a ak je doč́ıtané celé vstupné slovo, akceptuj,

inak nedeterministicky pokračuj krokom 2 alebo 4.

4. Nedeterministicky vyber pravidlo ξ → x ∈ PA, kde x = w1 R©w2 a toto R© je

stredné. Vykonaj operáciu redukuj (ξ → x).

5. Ak je na zásobńıku práve slovo ||σ a ak je doč́ıtané celé vstupné slovo, akceptuj,

inak pokračuj krokom 6.

6. Nedeterministicky vyber pravidlo ξ → x ∈ PA a vykonaj operáciu redukuj

(ξ → x). Pokračuj krokom 5.

Poznámka 2.1.2. Algoritmus môže akceptovat’ slovo v kroku 3 len vtedy, ked’ toto

slovo neobsahuje žiadny reverz, respekt́ıve ked’ existuje slovo w′ ∈ LCF (G) také, že

|w′| R© = 0 a pre toto slovo zrejme plat́ı %(w′) = w′ = w. Ked’že v algoritme uvažujeme

gramatiku v normálnom tvare so znalost’ou generovaných reverzov, tak všetky slová,

ktoré patria do LCF (G), neobsahujú žiaden reverz. Potom tento algoritmus zrejme

pracuje rovnako ako štandardný nedeterministický algoritmus
”
posuň, redukuj“.
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Poznámka 2.1.3. Algoritmus sa dá upravit’ tak, aby konštruoval strom odvodenia

vstupného slova.

Poznámka 2.1.4. Pri vykonávańı algoritmu uvažujeme len také gramatiky, kde počia-

točný neterminál σ nie je na pravej strane žiadneho pravidla. Tento predpoklad môžeme

l’ahko splnit’ tak, že pre vstupnú gramatiku G = (N, T, P, σ, R©) vytvoŕıme novú gra-

matiku G′ = (N ∪ {σ′}, T, P ∪ {σ′ → σ}, σ′, R©) s novým počiatočným neterminálom

σ′. Zrejme táto gramatika generuje rovnakú množinu slov ako gramatika G. Tento

predpoklad ul’ahč́ı kontrolu zásobńıka na akceptačnú podmienku v kroku 3 a 5, kde

v pŕıpade falošného konca výpočtu by musel zásobńık v najhoršom pŕıpade vykonat’

navyše 2 otočenia (vybrat’ σ, nájst’ symbol ||, otočit’ zásobńık, nájst’ symbol || a v pŕıpade

neúspechu znova otočit’ zásobńık a vložit’ σ spät’ na vrch zásobńıka).

Pŕıklad 2.1.5. Zoberme gramatiku G = (N, T, P, σ, R©), kde

N = {σ, α, β}, T = { a, b, #, R© },

P = {σ → αβ,

α→ aαb | R©,

β → aβb | R©#}

a LCF (G) = {an R©bnam R©#bm | m,n ∈ N}. Táto gramatika zrejme generuje jazyk

L(G) = {anbm#bnam | m,n ∈ N}. Neterminály rozdeĺıme na také, ktoré generujú R©
(označ́ıme ich NA) a ostatné (NB). NA = {σ, β} a NB = {α}.

Použit́ım pravidiel z gramatiky odvod́ıme terminálne slovo a2 R©b2a3 R©#b3 ∈ LCF (G).

σ ⇒ αβ ⇒∗ aaαbbβ ⇒ aa R©bbβ ⇒∗ a2
R©b2a3βb3 ⇒ a2

R©b2a3
R©#b3

Toto vygenerované slovo následne uprav́ıme funkciou % tak, aby sme dostali slovo z ja-

zyka L(G).

%(a2
R©b2a3

R©#b3) = a2%(b3# R©a3b2) = a2b3#%(b2a3) = a2b3#b2a3

Algoritmus
”
posuň, redukuj, otoč“ dostane na vstupe gramatikuG a slovo a2b3#b2a3

z tejto gramatiky. V tabul’ke 2.1 je znázornené parsovanie tohto slova.
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zásobńık vstup operácia

↑ ` || a2b3#b2a3 2 x posuň

↑ ` ||aa b3#b2a3 otoč

(vlož R© na zásobńık, otoč zásobńık)

↓ ` R©aa|| b3#b2a3 3 x posuň

↓ ` R©aa||bbb #b2a3 posuň

↓ ` R©aa||bbb# b2a3 otoč

(vlož R© na zásobńık, otoč zásobńık)

↑ ` R©#bbb||aa R© b2a3 redukuj (podl’a pravidla α→ R© z PB)

↑ ` R©#bbb||aaα b2a3 posuň

↑ ` R©#bbb||aaαb ba3 redukuj (podl’a pravidla α→ aαb z PB)

↑ ` R©#bbb||aα ba3 posuň

↑ ` R©#bbb||aαb a3 redukuj (podl’a pravidla α→ aαb z PB)

↑ ` R©#bbb||α a3 3 x posuň

↑ ` R©#bbb||αaaa redukuj (podl’a pravidla β → R©# z PA)

(vyber prázdne slovo, otoč, vyber # R©, vlož β)

↓ ` aaaα||bbbβ redukuj (podl’a pravidla β → aβb z PA)

(vyber bβ, otoč, vyber a, vlož β)

↑ ` bb||αaaβ redukuj (podl’a pravidla β → aβb z PA)

(vyber aβ, otoč, vyber b, vlož β)

↓ ` aα||bβ redukuj (podl’a pravidla β → aβb z PA)

(vyber bβ, otoč, vyber a, vlož β)

↑ ` ||αβ redukuj (podl’a pravidla σ → αβ z PA)

(vyber αβ, otoč, vyber prázdne slovo, vlož σ)

↓ ` ||σ akceptuj

Tabul’ka 2.1: Parsovanie slova a2b3#b2a3

Algoritmus pracuje v dvoch fázach. V prvej fáze použ́ıva operácie posuň, otoč

a redukuj (ξ → w) iba pre pravidlá ξ → w ∈ PB, ktoré negenerujú stredný reverz.

V prvej fáze teda redukuje iba neterminál α z NB. Algoritmus pracuje podl’a krokov 1 až

3. Následne algoritmus prejde do druhej fázy, kde už použ́ıva iba operáciu redukuj

(ξ → w) pre neterminály z NA. Krok 4 algoritmus vykoná práve raz, a to pre pravidlo

β → R©#, ktoré generuje stredné R© priamo na pravej strane tohto pravidla. V každom

kroku redukcie algoritmus využije nejaké pravidlo z gramatiky. Podl’a týchto použitých

pravidiel možno zostrojit’ strom odvodenia slova a2 R©b2a3 R©#b3.
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2.2 Normálne odvodenia

Nedeterministický algoritmus
”
posuň, redukuj, otoč“ pri svojom výpočte na vstupe po-

zostávajúcom z gramatiky G a slova w od konca konštruuje nejaké odvodenie vstupného

slova w v tejto gramatike G. V nasledujúcom oṕı̌seme toto odvodenie, nazveme ho

normálne odvodenie2. Neskôr o ňom dokážeme, že je rovnaké, ako konštruuje nedeter-

ministický algoritmus
”
posuň, redukuj, otoč“.

Nech G je bezkontextová gramatika s generovańım práve n reverzov v normálnom

tvare so znalost’ou generovaných reverzov. Každé slovo w ∈ LCF (G) potom vieme

zaṕısat’ v tvare w = w1 R©w2 R© . . . R©wn+1, kde pre každé z n + 1 podslov plat́ı

w1, . . . , wn+1 ∈ (T −{ R©})∗. V normálnom odvodeńı budú reverzy generované v porad́ı

A1, . . . , An, kde:

Ak =

⌈
n+ 1

2

⌉
+ (−1)n+k+1

⌊
k

2

⌋
.

Pre párny počet reverzov je postupnost’ v tvare s, s − 1, s + 1, s − 2, . . . , n, 1, kde s je

index stredného reverzu.

Presneǰsie pôjde o odvodenie nasledujúceho tvaru. V odvodeńı ako prvý (A1) vyge-

nerujeme symbol stredného reverzu tak, že prepisujeme vždy neterminál, ktorý generuje

tento stredný reverz: x⇒∗ x1 R©x2. Reverz medzi slovami x1 a x2 je stredný. Následne

generujeme reverz s indexom (s − 1). Ak podslovo x1 obsahuje neterminál ξ taký, že

(s − 1) ∈ φ(ξ), teda x1 = x′1ξx
′′
1 pre nejaké x′1, x

′′
1 ∈ (N ∪ T )∗, tak použijeme pravé

krajné odvodenie na toto podslovo x1. Opakujeme toto pravé krajné odvodenie na

nové podslovo nal’avo od stredného reverzu, kým toto podslovo obsahuje neterminál

generujúci (s − 1)-vý reverz. Ked’ je vygenerovaný (s − 1)-vý reverz, l’avým krajným

odvodeńım prepisujeme pravidlá v slove x2, kým vygenerujeme reverz s + 1. Takto

striedame l’avé krajné a pravé krajné odvodenie, kým sú v slove ešte nejaké neter-

minály generujúce nejaký reverz. Ak už v slove nie sú žiadne neterminály generujúce

reverz (ale existuje ξ ∈ N také, že φ(ξ) = ∅), tak najprv l’avým krajným odvodeńım

preṕı̌seme všetky neterminály v podslove x2 a následne pravým krajným odvodeńım

všetky zvyšné neterminály v podslove x1 nal’avo od stredného reverzu.

Pre nepárny počet reverzov v slove opät’ začneme vygenerovańım stredného reverzu.

Následne pokračujeme l’avým krajným odvodeńım z podslova x2 generovat’ (s + 1)-vý

reverz. Postupne striedame generovanie d’aľśıch reverzov podl’a postupnosti na pravej

a l’avej strane od stredného reverzu. Pre nepárny počet reverzov je postupnost’ v tvare

s, s+ 1, s− 1, s+ 2, . . . , n, 1, kde s je index stredného reverzu.

2 V skutočnosti ide o odvodenie nejakého terminálneho slova w′ ∈ LCF (G) pre túto gramatiku G,

pre ktoré plat́ı, že %(w′) = w.
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Defińıcia 2.2.1 (Normálne odvodenie). Nech G = (N, T, P, σ, R©) je RGCFG

v normálnom tvare so znalost’ou generovaných reverzov. Normálne odvodenie v G je

také odvodenie, že všetky kroky x⇒ y tohto odvodenia sṕlňajú nasledovné podmienky:

a) Ak x obsahuje neterminál ξ taký, že φ(ξ) 6= ∅, zvol’me i ∈ {1, . . . , n} najmenšie

také, že x obsahuje neterminál η taký, že Ai ∈ φ(η). Potom:

i) Ak i = 1, tak y vznikne z x preṕısańım neterminálu η.3

ii) Ak Ai < A1, tak y vznikne z x preṕısańım najpraveǰsieho neterminálu, ktorý

sa v x nachádza nal’avo od stredného reverzu.4

iii) Ak Ai > A1, tak y vznikne z x preṕısańım najl’aveǰsieho neterminálu, ktorý

sa v x nachádza napravo od stredného reverzu.

b) V opačnom pŕıpade, ak x obsahuje nejaký neterminál v podslove napravo od

stredného R©, tak y vznikne preṕısańım najl’aveǰsieho neterminálu napravo od

stredného R©.

c) Inak, ak x obsahuje nejaký neterminál nal’avo od stredného R©, tak y vznikne

preṕısańım najpraveǰsieho neterminálu nal’avo od stredného R©.

Pŕıklad 2.2.2. Zoberme gramatiku G = (N, T, P, σ, R©) v normálnom tvare z defińıcie

1.1.8, kde N = {σ, γ12, γ1, γ2, ξ2, γ36, γ46, γ45}, T = {a1, a2, a3, a4, a5, a6, R©} a

P = {σ → γ12γ36,

γ12 → γ1γ2,

γ1 → a1 R©,

γ2 → a2ξ2,

ξ2 → R©,

γ36 → a3 R©γ46,

γ46 → γ45 R©a6,

γ45 → a4 R©a5}.

Vygenerujeme slovo w = a1 R©a2 R©a3 R©a4 R©a5 R©a6 z jazyka LCF (G) podl’a pravidiel

z tejto gramatiky.

3Z normálneho tvaru vyplýva, že takýto neterminál je v každej vetnej forme najviac jeden.
4Pre i > 1 plat́ı, že stredný reverz vo vetnej forme x je už vygenerovaný a vieme ju zaṕısat’ v tvare

x = x1 R©x2, kde tento reverz je stredný (vd’aka normálnemu tvaru sa vždy z vetnej formy x sprav́ı

terminálne slovo, kde tento reverz je stredný).
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σ ⇒ γ12γ36

⇒ γ12a3 R©γ46

⇒ γ12a3 R©γ45 R©a6

⇒ γ12a3 R©a4 R©a5 R©a6

⇒ γ1γ2a3 R©a4 R©a5 R©a6

⇒ γ1a2ξ2a3 R©a4 R©a5 R©a6

⇒ γ1a2 R©a3 R©a4 R©a5 R©a6

⇒ a1 R©a2 R©a3 R©a4 R©a5 R©a6

Gramatika generuje 5 reverzov. Prvý reverz, ktorý gramatika vygeneruje, je podl’a

postupnosti A1 = 3. V odvodeńı sa najprv preṕı̌se neterminál σ a následne γ36, ktoré

generujú tento stredný reverz. Ďaľśı R©, ktorý sa bude podl’a postupnosti generovat’, je

A2 = 4. Podl’a bodu (a, iii) z defińıcie 2.2.1 sa prepisujú postupne neterminály γ46 a γ45.

Ako možno vidiet’ aj v tomto pŕıklade, štvrtý reverz nebude vygenerovaný nutne ako

druhý v porad́ı, hoci je v postupnosti A2. Reálne poradie je určené tým, aké pravidlá sa

v tej konkrétnej gramatike nachádzajú. Avšak poradie vyberania neterminálov, ktoré

sa v každej vetnej forme prepisujú, ostáva rovnaké. Následne sa vygeneruje reverz

A3 = 2 postupným preṕısańım neterminálov γ12, γ2 a ξ2. Ďaľśı v porad́ı je A4 = 5.

Tento reverz bol už vygenerovaný v nejakom predošlom kroku, a preto hl’adáme d’aľśı

člen postupnosti. Posledný reverz je A5 = 1, ktorý vznikne preṕısańım neterminálu γ1.

σ

γ12

γ1

a1 R©

γ2

a2 ξ2

R©

γ36

a3 R© γ46

γ45

a4 R© a5

R© a6
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2.3 Správnost’ algoritmu

Vyslov́ıme vetu o správnosti nedeterministického algoritmu
”
posuň, redukuj, otoč“,

ktorú v nasledujúcej časti práce dokážeme.

Veta 2.3.1 (Správnost’ algoritmu
”
posuň, redukuj, otoč“). Nech gramatika

G = (N, T, P, σ, R©) je v normálnom tvare so znalost’ou generovaných reverzov. Ak

algoritmus
”

posuň, redukuj, otoč“ z oddielu 2.1 dostane na vstupe gramatiku G a slovo

w ∈ T ∗, tak akceptuje svoj vstup práve vtedy, ked’ w ∈ L(G).

2.3.1 Odvodenie k akceptačnému výpočtu

Najprv oṕı̌seme a sformulujeme invarianty, ktoré platia v každom kroku algoritmu.

Na základe ich platnosti ukážeme, že pre každý akceptačný výpočet algoritmu na

vstupe pozostávajúcom zo slova w a gramatiky G existuje odvodenie nejakého slova

w′ ∈ LCF (G) v gramatike G také, že %(w′) je práve toto vstupné slovo w.

V texte nižšie budeme použ́ıvat’ nasledovné označenie pre obsah zásobńıka. Ak je

otočenie zásobńıka ↑, označme obsah zásobńıka5 nad zarážkou x↑ a obsah zásobńıka pod

zarážkou x↑. Celý obsah zásobńıka je potom slovo x↑||x↑. Ak je otočenie zásobńıka ↓,
označme obsah zásobńıka nad zarážkou x↓ a obsah zásobńıka pod zarážkou x↓. V takom

pŕıpade je slovo x↓||x↓ celý obsah zásobńıka.

Nech slovo na vstupe algoritmu je w ∈ (T − { R©})∗. Algoritmus počas svojho behu

rozdeĺı toto slovo na k+1 podslov určených k otočeniami zásobńıka (použit́ım operácie

otoč) tak, že w = u1u2 . . . uk+1, kde ui ∈ (T − { R©})∗ pre i ∈ {1, . . . , k + 1} a tieto

podslová môžu byt’ aj prázdne. Nasledujúci pŕıklad ilustruje takéto nač́ıtanie vstupu

a jeho rozdelenie na podslová.

Pŕıklad nač́ıtania vstupu: Algoritmus pri otočeńı zásobńıka ↑ nač́ıta nejaký pre-

fix vstupného slova w, tento prefix označme u1. Potom algoritmus použije operáciu

otoč. Pri tejto operácii sa najprv na vrch zásobńıka pridá symbol R© a potom sa otoč́ı

zásobńık. Pred touto operáciou bol obsah zásobńıka ||u1, po tejto operácii je to R©uR1 ||.
Následne algoritmus opät’ nač́ıta niekol’ko symbolov zo vstupu, označme toto podslovo

u2 (toto podslovo môže byt’ aj prázdne). u2 je vo vstupnom slove priamo nasledujúce za

u1. Na zásobńıku sa nachádza slovo R©uR1 ||u2. Po d’aľsom otočeńı zásobńıka je slovo na

zásobńıku R©uR2 ||u1 R©. Ďaľsie podslovo, ktoré algoritmus nač́ıta zo vstupu, je u3 atd’.

Operácie posuň a otoč spolu určujú, aký bude obsah zásobńıka po nač́ıtańı jednot-

livých symbolov zo vstupu. Algoritmus nač́ıtava slová s nepárnym indexom vtedy, ked’

5 Ak hovoŕıme, že obsahom zásobńıka je slovo a1 . . . an, tak posledný symbol tohto slova an je na

vrchu zásobńıka.
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je otočenie zásobńıka ↑. Slová s párnym indexom nač́ıtava, ked’ je otočenie zásobńıka

↓. Tieto podslová slova w sú na zásobńıku oddelené vždy jedným symbolom R©. Po-

tom obsah zásobńıka nad zarážkou pri otočeńı zásobńıka ↑ bude nejaký prefix slova

u1 R©u3 R© . . .. Obsah zásobńıka nad zarážkou pri otočeńı zásobńıka ↓ bude nejaký pre-

fix slova u2 R©u4 R© . . ..

Operácia redukuj ξ → a (podobne ako v štandardnom algoritme
”
posuň, redukuj“

[1]) zodpovedá použitiu tohto pravidla ξ → a v jednom kroku odvodenia vstupného

slova6 v gramatike. Pre pravidlá, ktoré negenerujú stredný reverz, je táto operácia

identická ako v algoritme
”
posuň, redukuj“, ktorá z vrchu zásobńıka vytiahne pravú

stranu pravidla (respekt́ıve jej reverz, ak je zásobńık otočený naopak) a nahrad́ı ju

neterminálom na l’avej strane. Redukcia podl’a pravidla, ktoré na pravej strane obsahuje

stredný reverz, je o niečo komplikovaneǰsia. Pravá strana tohto pravidla je rozdelená na

dve časti a nachádza sa na oboch koncoch zásobńıka7. Algoritmus nahrad́ı koniec slova

x↑ a začiatok slova x↑ neterminálom ξ, čo opät’ zodpovedá jednému kroku odvodenia

v gramatike (analogicky pre otočenie zásobńıka ↓). Podl’a takto použitých pravidiel pre

operáciu redukuj vieme zostrojit’ strom odvodenia pre vstupné slovo8 ku každému

akceptačnému výpočtu algoritmu.

V pŕıpade akceptačného výpočtu algoritmu obsah zásobńıka predstavuje nejakú

vetnú formu alebo čast’ nejakej vetnej formy pre odvodenie vstupného slova v gra-

matike G. Nech k + 1 je počet podslov, na ktoré sa vstupné slovo počas behu algo-

ritmu rozdeĺı pomocou operácie otoč. Ak je počet podslov párny, k + 1 = 2m, tak

pri nač́ıtańı posledného podslova u2m bude zásobńık otočený ↓. Z obsahu zásobńıka

nad zarážkou || bude odvoditel’né slovo u2 R©u4 R© . . . R©u2m. Z obsahu zásobńıka pod

zarážkou možno odvodit’ slovo, ktoré pozostáva z podslov u s nepárnym indexom,

teda R©uR2m−1 R©uR2m−3 . . . R©uR1 . Vetnú formu, ktorú predstavuje slovo na zásobńıku pri

otočeńı zásobńıka ↓, vieme zaṕısat’ v tvare

x↓
Rx↓

R ⇒∗ u1 R©u3 R© . . . u2m−3 R©u2m−1 R©uR2m R©uR2m−2 . . . R©uR4 R©uR2 .

Ak je počet podslov nepárny, k + 1 = 2m + 1, tak po nač́ıtańı posledného podslova

u2m+1 bude zásobńık otočený ↑. Z obsahu zásobńıka nad zarážkou potom vieme odvo-

dit’ u1 R©u3 R© . . . u2m−1 R©u2m+1. Z obsahu zásobńıka pod zarážkou vieme odvodit’ slovo

R©uR2m R©uR2m−2 . . . R©uR2 . Vetná forma, ktorú reprezentuje slovo na zásobńıku pri otočeńı

6 V bezkontextovej gramatike s generovańım reverzov odvodenie existuje pre nejaké slovo w′ z ja-

zyka LCF (G), pre ktoré plat́ı, že vyhodnoteńım symbolov R© v slove w′ pomocou funkcie % dostaneme

vstupné slovo w pre tento algoritmus.
7 Ak nedeterministický algoritmus uhádne toto odvodenie slova w′, tak symboly nal’avo od

stredného reverzu v slove w′ sa nač́ıtavajú na zásobńık pri otočeńı zásobńıka ↑ a symboly napravo od

stredného reverzu v slove w′ sa nač́ıtavajú na zásobńık v reverznom porad́ı pri otočeńı zásobńıka ↓.
8 Strom odvodenia existuje pre slovo w′, z ktorého dostaneme vstupné slovo interpretovańım sym-

bolov R© pomocou funkcie %.
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zásobńıka ↑, bude v tvare

x↑x↑ ⇒∗ u1 R©u3 R© . . . u2m−1 R©u2m+1 R©uR2m R©uR2m−2 . . . R©uR4 R©uR2 .

Nakoniec postupnou aplikáciou funkcie % na terminálne slovo u1 R©u3 R© . . . R©uR4 R©uR2
z jazyka LCF (G) dostaneme slovo w, ktoré bolo na vstupe algoritmu:

%(u1 R©u3 R© . . . R©uR4 R©uR2 ) = u1%(u2 R©u4 R© . . . R©uR5 R©uR3 ) =

= u1u2%(u3 R©u5 R© . . . R©uR6 R©uR4 ) =

= . . .

= u1u2 . . . uk+1

Krok 4 v algoritme rozdel’uje beh algoritmu na dve časti. V prvej časti sa primárne

nač́ıtava slovo zo vstupu a redukcie sa robia iba s pravidlami, ktoré negenerujú stredné

R©. Na obsah zásobńıka nad zarážkou a obsah zásobńıka pod zarážkou sa môžeme po-

zerat’ ako na dve navzájom nezávislé odvodenia. To, čo ich spája, je počet otočeńı

zásobńıka, ktorý jednoznačne určuje, kol’ko symbolov R© sa aktuálne na zásobńıku

nachádza. V druhej časti algoritmu sa použ́ıva iba operácia redukuj (ξ → w) pre

pravidlá, ktoré generujú stredné R© (z množiny PA). Pri každom použit́ı tejto operácie

sa zásobńık otoč́ı práve raz. Algoritmus už nepouž́ıva operáciu posuň, a tak ide iba

o postupnost’ redukcíı na vetnej forme, ktorú vieme zostrojit’ z obsahu zásobńıka nad

a pod zarážkou.

Poznámka 2.3.2. Na úplnom spodku zásobńıka je v prvej časti algoritmu (pred kro-

kom 4) symbol || zarážky alebo symbol R© reverzu. Zarážka je tam pred prvým použit́ım

operácie otoč, teda pri nač́ıtańı prvého podslova u1. Následne každé použitie operácie

otoč v kroku 2 pridá symbol R© na vrch a ihned’ otoč́ı zásobńık, čo tento symbol

dostane na spodok.

Teraz definujeme invarianty, ktoré platia v každom kroku nedeterministického al-

goritmu
”
posuň, redukuj, otoč“.

Invarianty pre algoritmus

Nech w je doposial’ preč́ıtaná čast’ vstupu. Nech k je počet otočeńı zásobńıka do-

posial’ vykonaných použit́ım operácie otoč. Tieto otočenia rozdel’ujú preč́ıtanú čast’

vstupného slova na k + 1 podslov, označme ich w = u1u2 . . . u
′
k+1. Prvých k podslov je

už nač́ıtaných. Podslovo u′k+1 je doposial’ preč́ıtaná čast’ vstupu od posledného otočenia

zásobńıka (použit́ım operácie otoč).
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I1 Hovoŕıme, že je splnený invariant I1, ak plat́ı, že zásobńık je otočený ↑ a pre

obsah zásobńıka plat́ı

x↑ ⇒∗G xup, kde xup je u1 R©u3 R© . . . R©u′k+1,

x↑ ⇒∗G xdown, kde xRdown je u2 R©u4 R© . . . R©uk R©.

Pre slová xup a xdown navyše plat́ı |xup| R© = |xdown| R© a %(xupxdown) = w.

I2 Hovoŕıme, že je splnený invariant I2, ak plat́ı, že zásobńık je otočený ↓ a pre

obsah zásobńıka9 plat́ı

(x↓)
R ⇒∗G (xup)

R, kde xup je u2 R©u4 R© . . . R©u′k+1,

(x↓)
R ⇒∗G (xdown)R, kde xRdown je u1 R©u3 R© . . . R©uk R©.

Pre slová xup a xdown navyše plat́ı |xup| R© + 1 = |xdown| R© a %(xRdownx
R
up) = w.

I3 Hovoŕıme, že je splnený invariant I3, ak plat́ı, že zásobńık je otočený ↑, obsah

zásobńıka vieme zaṕısat’ v tvare x↑x↑ ⇒∗G w′ a x↑ = x′ξ, kde ξ ∈ NA
10. Pre

odvodené slovo w′ plat́ı rovnost’ %(w′) = w.

I4 Hovoŕıme, že je splnený invariant I4, ak plat́ı, že zásobńık je otočený ↓ a pre

obsah zásobńıka plat́ı x↓
Rx↓

R ⇒∗G w′ a x↓ = x′ξ, kde ξ ∈ NA. Pre odvodené slovo

w′ plat́ı rovnost’ %(w′) = w.

Tvrdenie 2.3.3. V každom kroku nedeterministického algoritmu
”

posuň, redukuj, otoč“

z oddielu 2.1 je platný niektorý z invariantov I1 až I4. Ak algoritmus ešte nevykonal

krok 4, tak plat́ı invariant I1 alebo invariant I2. Ak algoritmus už vykonal krok 4, tak

plat́ı invariant I3 alebo invariant I4.

Dôkaz. Oveŕıme, že invariant I1 je splnený na začiatku algoritmu. Ukážeme, že ak

plat́ı v nejakom kroku jeden z invariantov I1 alebo I2 a algoritmus použije l’ubovol’nú

z operácíı posuň, otoč alebo redukuj (ξ → w), tak bude opät’ platit’ niektorý z in-

variantov I1 alebo I2 (nie nutne ten istý). Špeciálne, ak vykonáme operáciu redukuj

(ξ → w) v kroku 4, tak algoritmus prejde do invariantu I3 alebo I4. Nakoniec, ak plat́ı

jeden z invariantov I3 alebo I4 a algoritmus použije operáciu redukuj (ξ → w), tak

plat́ı opät’ jeden z invariantov I3 alebo I4.

Na začiatku behu algoritmu je zásobńık otočený ↑ a ešte nie je nač́ıtaný žiaden

symbol zo vstupu. Algoritmus nepoužil operáciu otoč ani raz, a preto je k := 0.

9 Pravá aj l’avá strana odvodenia (vetná forma) je reverzná v každom kroku odvodenia pri otočeńı

zásobńıka ↓, pretože nemeńıme sadu pravidiel v gramatike, ale na zásobńıku sú slová nač́ıtané v re-

verznom porad́ı.
10Symbol na vrchu zásobńıka je neterminál generujúci stredný reverz.
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Doposial’ preč́ıtaná čast’ vstupu je prázdne slovo w = ε, rovnako aj obsah zásobńıka

nad aj pod zarážkou sú prázdne. Počet symbolov reverzu je nad aj pod zarážkou

rovnako 0. Funkcia % na prázdnom slove vráti opät’ prázdne slovo, čo je práve w. Plat́ı

invariant I1.

Plat́ı invariant I1

posuň Operácia posuň zoberie znak c zo vstupu a dá ho na vrch zásobńıka. Potom,

ak z predpokladu platnosti invariantu I1 plat́ı x↑ ⇒∗ u1 R©u3 R© . . . R©u′k+1, tak

plat́ı aj x↑c ⇒∗ u1 R©u3 R© . . . R©u′k+1c pre rovnakú postupnost’ použitých pravi-

diel. Počet symbolov R© na zásobńıku sa nezmenil nad ani pod zarážkou. Ked’že

invariant v predpoklade sṕlňal podmienku, že %(xupxdown) je slovo w, kde po-

sledné podslovo je u′k+1, tak pre nový obsah zásobńıka po tejto operácii plat́ı, že

%(xupcxdown) je slovo wc, kde u′k+1c je posledné podslovo doposial’ preč́ıtané zo

vstupu po poslednom otočeńı zásobńıka. Po použit́ı tejto operácie plat́ı invariant

I1.

otoč Nech k je počet doteraz použitých operácíı otoč. Použit́ım tejto operácie sa

zvýši počet otočeńı na k+ 1. Operácia vlož́ı na vrch zásobńıka symbol R© a otoč́ı

obsah zásobńıka. Z predpokladu platnosti invariantu I1 je obsah zásobńıka pred

použit́ım operácie

x↑ ⇒∗ A pre A = u1 R©u3 R© . . . R©u′k+1,

x↑ ⇒∗ B pre BR = u2 R©u4 R© . . . uk R©

pre nejaké A,B ∈ T ∗. Po použit́ı operácie otoč bude obsah zásobńıka

(x↓)
R ⇒∗ (BR)R pre BR = u2 R©u4 R© . . . uk R©u′k+2,

(x↓)
R ⇒∗ ( R©AR)R pre A R© = u1 R©u3 R© . . . R©uk+1 R©,

kde označ́ıme uk+1 := u′k+1 a u′k+2 je nové slovo, ktoré označuje doč́ıtanú čast’

vstupu za posledným nač́ıtańım symbolu R© na zásobńık. Toto slovo u′k+2 je

prázdne. Počet R© sa zvýšil o 1 pod zarážkou, ked’že z predpokladu platnosti

invariantu |A| R© = |B| R©, potom plat́ı |BR| R© + 1 = | R©AR| R©. Z predpokladu

platnosti invariantu I1 plat́ı, že %(xupxdown) = %(AB) je slovo w. Potom pre

podmienku z invariantu I2 plat́ı, že %(xRdownx
R
up) = %(( R©AR)R(BR)R) = %(A R©B)

je slovo w. Ked’že počet symbolov R© je v slovách A a B rovnaký a slovo B

zač́ına symbolom R©, tak tento nový reverz otoč́ı pomocou funkcie len prázdne

slovo. Takto dostávame platnost’ invariantu I2.

redukuj Pre operáciu redukuj budeme rozlǐsovat’ tri pŕıpady podl’a toho, v akom kroku

algoritmu bola táto operácia použitá.
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V druhom kroku algoritmu je pravidlo ξ → z ∈ PB, čo znamená, že negeneruje

stredný reverz. Potom vieme slovo na vrchu zásobńıka x↑ zaṕısat’ v tvare x↑ = yz

pre nejaké y, z ∈ (N∪T )∗. Operácia vyberie slovo z z vrchu zásobńıka (ak toto nie

je možné vykonat’, automat sa zasekne a vstup neakceptuje). Z predpokladu plat-

nosti invariantu I1 existuje odvodenie pre obsah zásobńıka nad zarážkou yz ⇒∗

u1 R©u3 R© . . . R©u′k+1. Nahradeńım pravej strany pravidla z neterminálom ξ na vr-

chu zásobńıka dostávame nový obsah zásobńıka yξ, pre ktorý plat́ı yξ ⇒ yz po-

mocou tohto redukovaného pravidla. Pre nový obsah zásobńıka nad zarážkou plat́ı

yξ ⇒∗ u1 R©u3 R© . . . R©u′k+1. Po použit́ı tejto operácie ostáva platný invariant I1.

Pravidlo v štvrtom kroku algoritmu priamo generuje stredné R©, a preto vieme

zaṕısat’ jeho pravú stranu z = z1 R©z2. Z predpokladu na použitie operácie plat́ı,

že slovo nad zarážkou vieme rozdelit’ na podslová x↑ = xz1 a slovo pod zarážkou

na x↑ = R©z2y (kde je toto R© stredné) pre nejaké x, y, z1, z2 ∈ (N ∪T )∗. Použit́ım

operácie11 dostávame nový obsah zásobńıka, pre ktorý plat́ı, že otočenie zásobńıka

je ↓ a vetná forma, ktorú predstavuje zásobńık, je x↓
Rx↓

R = (xR)R(yRξ)R =

xξy. Použit́ım pravidla, ktoré je v argumente tejto operácie, odvod́ıme xξy ⇒
xz1 R©z2y ⇒∗ w′, kde vetná forma v strede je práve x↑x↑ z predpokladu, teda

obsah zásobńıka pred operáciou. Z predpokladu platnosti invariantu I1 pre toto

w′ plat́ı, že %(w′) je slovo w. Na vrchu zásobńıka pre x↓ = yRξ sa nachádza

neterminál ξ, pre ktorý z predpokladu operácie plat́ı, že generuje stredný reverz.

Po použit́ı tejto operácie je v platnosti invariant I4.

V šiestom kroku algoritmu nie je platný tento invariant, takže táto kombinácia

invariantu a operácie nemôže nastat’.

Plat́ı invariant I2

posuň Podobne ako v predchádzajúcom pŕıpade pre invariant I1, operácia vlož́ı na

vrch zásobńıka symbol c ∈ T zo vstupu. Pre obsah zásobńıka nad zarážkou po-

tom plat́ı, že ak z predpokladu platnosti invariantu I2 vieme odvodit’ (x↓)
R ⇒∗

(u2 R©u4 R© . . . R©u′k+1)R, tak vieme odvodit’ (x↓c)
R ⇒∗ (u2 R©u4 R© . . . R©u′k+1c)

R pre

rovnakú postupnost’ použitých pravidiel. Obsah zásobńıka pod zarážkou ani počet

symbolov R©, ktoré možno odvodit’ z obsahu zásobńıka nad a pod zarážkou, sa

nezmenia. Zároveň, ak sme v predpoklade platnosti invariantu I2 vedeli odvodit’

slovo w použit́ım funkcie % v tvare u1u2 . . . uku
′
k+1, tak pridańım znaku c za slovo

u′k+1 dostaneme u1u2 . . . uku
′
k+1c, čo zodpovedá doposial’ preč́ıtanému vstupu wc.

Plat́ı invariant I2.

11Počas operácie sa z vrchu zásobńıka odstráni podslovo z1 a zvyšok slova sa nechá na zásobńıku.

Potom sa zásobńık otoč́ı. Nový obsah zásobńıka pod zarážkou je x↓ = xR a nad zarážkou je x↑ =

yRxR2 R©. Potom operácia z vrchu zásobńıka vytiahne slovo xR2 R© a na vrch vlož́ı neterminál ξ.
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otoč Podobne ako v predchádzajúcom pŕıpade pre invariant I1, operácia otoč zvýši

počet otočeńı k, tým sa vyrovná počet reverzov na vrchu aj spodku zásobńıka

a do platnosti pŕıde invariant I1. Rovnako možno tvrdenie aj dokázat’.

redukuj Znova rozdeĺıme použitie tohto pravidla podl’a toho, v ktorom kroku algoritmu

bolo použité.

V druhom kroku algoritmu vieme z predpokladu použitia operácie zaṕısat’ vrch

zásobńıka v tvare x↑ = yzR pre nejaké y, z ∈ (N ∪ T )∗. Použit́ım operácie dosta-

neme na vrchu zásobńıka slovo yξ, z ktorého na jeden krok odvodenia v gramatike

s použit́ım pravidla ξ → z vieme dostat’ (yξ)R ⇒ (yzR)R, respekt́ıve ξyR ⇒ zyR.

Z nového obsahu zásobńıka nad zarážkou po použit́ı tejto operácie vieme odvodit’

(x↑)
R = (yξ)R ⇒ (yzR)R ⇒∗ (u2 R©u4 R© . . . R©u′k+1)R, kde vychádzame z predpo-

kladu platnosti invariantu I2 na odvodenie tohto slova. Potom slovo odvoditel’né

z vrchnej aj spodnej časti zásobńıka ostáva rovnaké, rovnako aj počet symbolov

R© v oboch častiach. Ostáva v platnosti invariant I2.

Vo štvrtom kroku algoritmus použil pravidlo v tvare ξ → z1 R©z2, kde tento R©
je stredný. Slovo nad zarážkou môžeme zaṕısat’ v tvare x↓ = xzR2 a slovo pod

zarážkou v tvare x↓ = R©zR1 y pre nejaké x, y, z1, z2 ∈ (N ∪ T )∗, čo je v súlade

s predpokladom platnosti invariantu I2. Po použit́ı operácie bude nový obsah

zásobńıka x↑ = yRξ a x↑ = xR. Potom nový obsah zásobńıka predstavuje vetnú

formu x↑x↑ = yRξxR, z ktorej odvodeńım dostávame yRξxR ⇒ yRz1 R©z2x
R ⇒ w′,

kde vetná forma v strede je x↓
Rx↓

R z predpokladu platnosti invariantu I2. Takto

dostaneme odvodenie slova w′, pre ktoré plat́ı %(w′) = w. Nové otočenie zásobńıka

je ↑. Na vrchu zásobńıka je ξ ∈ NA. Potom plat́ı invariant I3.

Plat́ı invariant I3

redukuj Pre tento invariant je relevantná operácia redukuj iba v kroku 6. Pravidlo,

ktoré použijeme, je v tvare ξ → z1γz2, kde ξ, γ ∈ NA sú neterminály gene-

rujúce stredný reverz a z1, z2 ∈ (NB ∪ T )∗. Z predpokladu, že môžeme použit’

toto pravidlo, vieme rozdelit’ slovo nad zarážkou x↑ = xz1γ a slovo pod zarážkou

x↑ = z2y. Z predpokladu platnosti tohto invariantu vieme v gramatike odvodit’

x↑x↑ ⇒∗ w′, kde toto w′ je v správnom tvare a vieme z neho pomocou funkcie

% odvodit’ preč́ıtanú čast’ vstupu w. Otočenie zásobńıka je ↑. Po použit́ı operácie

bude na zásobńıku nad zarážkou slovo x↓ = yRξ a pod zarážkou slovo x↓ = xR.

Otočenie zásobńıka je po použit́ı operácie ↓ a na vrchu zásobńıka je ξ ∈ NA, ktorý

generuje stredný reverz. Vetná forma, ktorú predstavuje nový obsah zásobńıka,

je x↓
Rx↓

R = (xR)R(yRξ)R = xξy. Jedným krokom odvodenia, kde použijeme pra-

vidlo, podl’a ktorého sme v tejto operácii redukovali, dostaneme xξy ⇒ xz1γz2y,
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čo je x↑x↑ z predpokladu. Potom plat́ı x↓
Rx↓

R ⇒ xz1γz2y ⇒∗ w′ pre rovnaké w′

ako v predpoklade platnosti invariantu I3. Po použit́ı tejto operácie plat́ı invariant

I4.

Plat́ı invariant I4

redukuj Pre tento invariant je opät’ možné použit’ operáciu redukuj iba v kroku 6. Nech

z predpokladu použitia operácie je pravidlo v tvare ξ → z1γz2, kde ξ, γ ∈ NA.

Obsah zásobńıka nad zarážkou vieme zaṕısat’ v tvare x↓ = yRzR2 γ a pod zarážkou

v tvare x↓ = zR1 x
R. Z platnosti invariantu I4 je otočenie zásobńıka ↓ a zo slov

na zásobńıku vieme odvodit’ x↓
Rx↓

R = (zR1 x
R)R(yRzR2 γ)R = xz1γz2y ⇒∗ w′, kde

pre toto slovo plat́ı, že %(w′) je vstupné slovo w. Po použit́ı operácie je otočenie

zásobńıka ↑. Obsah zásobńıka nad zarážkou je x↑ = xξ a obsah zásobńıka pod

zarážkou je x↑ = y. Vetná forma, ktorú predstavuje takto upravený zásobńık,

je x↑x↑ = xξy. Použit́ım pravidla ξ → z1γz2 z operácie na túto vetnú formu

dostaneme xξy ⇒ xz1γz2y. S využit́ım odvodenia z predpokladu platnosti inva-

riantu I4 potom plat́ı aj x↑x↑ ⇒∗ w′, pre ktoré platia rovnaké podmienky, ako

sú v predpoklade platnosti tohto invariantu I4. Na vrchu zásobńıka je neterminál

ξ ∈ NA. Potom plat́ı invariant I3.

Takto sme ukázali, že pre l’ubovol’ný výpočet v algoritme je splnený aspoň jeden z in-

variantov I1 až I4.

Tvrdenie 2.3.4. Nech G = (N, T, P, σ, R©) je bezkontextová gramatika s generovańım

reverzov v normálnom tvare so znalost’ou generovaných reverzov (defińıcia 1.1.8). Ku

každému akceptačnému výpočtu podl’a nedeterministického algoritmu
”

posuň, redukuj,

otoč“ z oddielu 2.1 na vstupnom slove w a vstupnej gramatike G existuje odvodenie

nejakého slova w′ v tejto gramatike G, pre ktoré plat́ı, že %(w′) je vstupné slovo w.

Dôkaz. Z tvrdenia 2.3.3 vieme, že algoritmus sṕlňa jeden z invariantov I1 až I4 v kaž-

dom kroku algoritmu. Preto môžeme predpokladat’ ich platnost’ aj v každom kroku

akceptačného výpočtu.

Ak algoritmus akceptuje výpočet v kroku 3, tak plat́ı invariant I1 alebo I2. Ked’že

algoritmus nepoužil operáciu redukuj na žiadne pravidlo z množiny PA, tak gramatika

negeneruje stredné R©, a teda negeneruje žiadne symboly R©. Počas behu algoritmu

nebola použitá žiadna operácia otoč. Algoritmus bež́ı rovnako ako známy algoritmus

”
posuň, redukuj“ pre štandardné bezkontextové gramatiky.

Ak algoritmus akceptuje výpočet v kroku 5, tak sṕlňa niektorý z invariantov I3

alebo I4. Na zásobńıku je podl’a akceptačnej podmienky z kroku 5 iba neterminál σ.

Potom je možné vygenerovat’ vstupné slovo w vo vstupnej gramatike G z tohto ne-

terminálu podl’a predpokladu platnosti niektorého invariantu. O neterminále σ navyše
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z predpokladu normálneho tvaru pre gramatiku vieme, že generuje práve reverzy 1 až

n, teda φ(σ) = {1, . . . , n}. Potom algoritmus akceptuje iba slová, ktoré počas behu

algoritmu na zásobńık pridali práve n symbolov reverzu pomocou operácie otoč, teda

práve vtedy, ked’ počet otočeńı zásobńıka k je rovné n, kde n je počet generovaných

reverzov pre gramatiku G na vstupe algoritmu.

2.3.2 Akceptačný výpočet k normálnemu odvodeniu

Nech gramatika G = (N, T, P, σ, R©) je v normálnom tvare so znalost’ou generovaných

reverzov. Nech σ ⇒∗ w′ je normálne odvodenie slova w′ v gramatike G také, že slovo

w := %(w′) patŕı do jazyka L(G). V normálnom odvodeńı z defińıcie 2.2.1 plat́ı, že

reverzy sú generované v porad́ı od A1-vého po An-tý, kde pre k = 1, . . . , n plat́ı

Ak =

⌈
n+ 1

2

⌉
+ (−1)n+k+1

⌊
k

2

⌋
.

V nasledujúcom ukážeme, že pomocou nedeterministického algoritmu
”
posuň, redukuj,

otoč“ z oddielu 2.1 možno na vstupe w ∈ L(G) od konca simulovat’ takéto normálne od-

vodenie v gramatike G. Ku každému kroku odvodenia slova w′ ∈ LCF (G) v gramatike

G podl’a pravidla ξ → x bude v tejto simulácii zodpovedat’ postupnost’ operácíı z algo-

ritmu pozostávajúca z niekol’kých operácíı posuň, niekol’kých operácíı otoč a práve

jednej operácie redukuj ξ → x.

Neformálne oṕı̌seme konštrukciu akceptačného výpočtu prislúchajúceho k danému

odvodeniu. Nižšie ju oṕı̌seme formálne.

Ak gramatika generuje stredný reverz, ktorý je A1-vý v postupnosti (podl’a pŕıpadu

(a, i) v normálnom odvodeńı), tak k jednému kroku odvodenia prislúcha práve jedna

operácia redukuj ξ → w podl’a pravidla, ktoré sa pri odvodeńı použilo, kde toto

pravidlo je z PA. Táto situácia môže nastat’ v akceptačnom výpočte algoritmu
”
posuň,

redukuj, otoč“ až v druhej časti, počas vykonávania krokov 4 až 6 v tomto algoritme.

Ak gramatika prepisuje pravidlo nal’avo od stredného reverzu, tak je zásobńık

otočený ↑ a použitie operácie posuň a redukuj je rovnaké ako v štandardnom al-

goritme
”
posuň, redukuj“. Rovnako, ako v štandardnom algoritme, aj tu sa generuje

pravé krajné odvodenie.

Ak gramatika prepisuje pravidlo napravo od stredného reverzu, tak k tomuto kroku

odvodenia prislúcha otočenie zásobńıka ↓. Symboly z vetnej formy sú na zásobńıku

uložené v reverznom porad́ı tak, že na vrchu zásobńıka je nejaký sufix vetnej formy,

kde posledný znak tohto sufixu je pri znaku zarážky ||. Na vrchu zásobńıka pri otočeńı

zásobńıka ↓ sa tvoŕı l’avé krajné odvodenie (reverzne k pravému krajnému). Pre každé

pravidlo ξ → x, pre ktoré sa v tejto fáze vykonala operácia redukuj ξ → x, sa

nachádza reverz jeho pravej strany xR na vrchu zásobńıka.



KAPITOLA 2. SYNTAKTICKÁ ANALÝZA ZDOLA NAHOR 30

Pravé krajné odvodenie v podslove, handle, životaschopný prefix

Podobne, ako pre štandardné bezkontextové gramatiky, zavedieme označenie pre reláciu

kroku pravého krajného a l’avého krajného odvodenia pre bezkontextové gramatiky

s generovańım reverzov. Následne definujeme obdoby pojmov handle12 a životaschopný

prefix pre bezkontextové gramatiky s generovańım reverzov.

Označenie 2.3.5. Nech G = (N, T, P, σ, R©) je RGCFG v normálnom tvare so zna-

lost’ou generovaných reverzov. Symbolom ⇒A1 označujeme reláciu kroku odvodenia,

pri ktorom sa preṕı̌se stredový neterminál v gramatike G. Pre u, v ∈ (N ∪ T )∗ teda

plat́ı u ⇒A1 v práve vtedy, ked’ pre nejaké u1, u2, x ∈ (N ∪ T )∗ a ξ ∈ NA, pre ktoré

A1 ∈ φ(ξ), plat́ı u = u1ξu2, v = u1xu2 a ξ → x ∈ PA.13

Symbolom⇒RM označujeme reláciu kroku pravého krajného odvodenia v gramatike

G. Pre u, v ∈ (N ∪ T )∗ plat́ı u ⇒RM v práve vtedy, ked’ pre nejaké u1, x ∈ (N ∪ T )∗,

u2 ∈ T ∗ a ξ ∈ N plat́ı u = u1ξu2, v = u1xu2 a ξ → x ∈ P .

Symbolom ⇒LM označujeme reláciu kroku l’avého krajného odvodenia v gramatike

G. Pre u, v ∈ (N ∪ T )∗ plat́ı u ⇒LM v práve vtedy, ked’ pre nejaké u1 ∈ T ∗, u2, x ∈
(N ∪ T )∗ a ξ ∈ N plat́ı u = u1ξu2 a v = u1xu2.

Symoblom ⇒norm označujeme jeden krok odvodenia podl’a normálneho odvodenia

v gramatike G z defińıcie 2.2.1.

Defińıcia 2.3.6 (Handle). Nech v = v1xv2, kde v1, v2, x ∈ (N ∪ T )∗, je vetná forma

v gramatike G = (N, T, P, σ, R©).

Podslovo x vetnej formy v je stredová handle, ak existuje ξ ∈ NA a pravidlo

ξ → x ∈ PA také, že σ ⇒∗norm v1ξv2 ⇒A1 v1xv2. V takom pŕıpade budeme hovo-

rit’, že x je stredová handle vo v pre toto odvodenie σ ⇒∗norm v.

Podslovo x vetnej formy v je l’avá handle, ak existuje v′2 ∈ T ∗, v′′2 ∈ (N∪T )∗, ξ ∈ NB

a pravidlo ξ → x ∈ PB také, že v2 = v′2 R©v′′2 , kde reverz medzi v′2 a v′′2 je stredný vo v

a pre nejaké y1, . . . , ys ∈ (N ∪ T )∗ plat́ı

σ ⇒∗norm v1ξv
′
2 R©y1 ⇒norm v1xv

′
2 R©y1 ⇒norm

⇒norm v1xv
′
2 R©y2 ⇒norm . . .⇒norm v1xv

′
2 R©ys = v,

ys = v′′2 a y1 ⇒LM y2 ⇒LM . . .⇒LM ys, kde s ∈ N−{0}. V takom pŕıpade tiež budeme

hovorit’, že x je l’avá handle vo v pre toto odvodenie σ ⇒∗norm v.

Podslovo x vetnej formy v je pravá handle, ak existuje v′1 ∈ (N ∪ T )∗, v′′1 ∈ T ∗,

ξ ∈ NB a pravidlo ξ → x ∈ PB také, že v1 = v′1 R©v′′1 , kde reverz medzi v′1 a v′′1 je

12Slovenský ekvivalent slova rukovät’ sa nezauž́ıval.
13V každej vetnej forme je práve jeden neterminál generujúci stredný reverz.
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stredný vo v, a pre nejaké y1, . . . , ys ∈ (N ∪ T )∗ plat́ı

σ ⇒∗norm y1 R©v′′1ξv2 ⇒norm y1 R©v′′1xv2 ⇒norm

⇒norm y2 R©v′′1xv2 ⇒norm . . .⇒norm ys R©v′′1xv2 = v,

ys = v′1 a y1 ⇒RM y2 ⇒RM . . . ⇒RM ys, kde s ∈ N − {0}. V takom pŕıpade budeme

hovorit’, že x je pravá handle vo v pre toto odvodenie σ ⇒∗norm v.

Neformálne, stredová handle označuje výskyt pravej strany pravidla vo vetnej forme,

kde sa preṕısal stredový neterminál. L’avá handle označuje výskyt pravej strany pra-

vidla, ktoré sa preṕısalo ako posledné vo vetnej forme v l’avom podslove od stredného

reverzu, pričom táto l’avá čast’ vetnej formy vznikla pravým krajným odvodeńım v pod-

slove od stredného reverzu. Pravá handle označuje výskyt pravej strany pravidla, ktoré

sa preṕısalo ako posledné vo vetnej forme v pravom podslove od stredného reverzu,

pričom v pravom podslove od stredného reverzu pre každú vetnú formu v tomto odvo-

deńı bolo použité l’avé krajné odvodenie.

Teraz zadefinujeme životaschopné prefixy v bezkontextových gramatikách s gene-

rovańım reverzov. Nepôjde o prefixy v pravom zmysle slova, ale o časti vetnej formy,

z ktorých možno odvodeńım terminálneho slova a následne aplikovańım funkcie % odvo-

dit’ preč́ıtaný prefix vstupného slova. Tieto časti vetnej formy sú reprezentované vhodne

interpretovaným obsahom zásobńıka počas behu nedeterministického algoritmu. Hlav-

nou podmienkou životaschopnosti je možnost’ pokračovat’ vo výpočte algoritmu až po

redukciu na počiatočný neterminál σ. Formalizácia tejto podmienky pomocou handle

bude podobná ako v štandardných bezkontextových gramatikách.

Defińıcia 2.3.7 (Životaschopný prefix). Nech G = (N, T, P, σ, R©) je v normálnom

tvare so znalost’ou generovaných reverzov.

i) Nech σ ⇒∗norm u je pevne dané odvodenie slova u = u1 R©u2,

u1 ∈
(
T ∪

{
η ∈ N | φ(η) ⊆ {1, . . . , A1 − 1}

})∗
,

u2 ∈
(
T ∪

{
η ∈ N | φ(η) ⊆ {A1 + 1, . . . , n}

})∗
a reverz medzi u1 a u2 je stredný. Nech x1 je prefix u1, x2 je sufix u2 a nech

pre toto odvodenie existuje aspoň jedna l’avá alebo pravá handle v u. Zároveň

plat́ı, že všetky symboly vo vetnej forme u medzi slovami x1 a x2 sú terminálne

(u = x1u
′x2, kde u′ ∈ T ∗).

Dvojica (x1, x2) je životaschopný prefix 14 pre vetnú formu u a odvodenie

σ ⇒∗norm u, ak x1 siaha najviac po koniec l’avej handle pre odvodenie σ ⇒∗norm u

vo vetnej forme u (ak nejaká existuje), x2 siaha najviac po začiatok pravej handle

14 Nejde o prefix slova u v pravom zmysle.
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pre odvodenie σ ⇒∗norm u vo vetnej forme u (ak nejaká existuje) a počet rever-

zov v každom terminálnom slove vygenerovanom z x1 je rovnaký ako pre x2. Ak

navyše x1 siaha práve po koniec l’avej handle pre toto odvodenie v u, tak hovoŕıme

o úplnom životaschopnom prefixe.

Dvojica (x1, x2) je životaschopný prefix pre vetnú formu u a odvodenie σ ⇒∗norm u,

ak x1 siaha najviac po koniec l’avej handle pre odvodenie σ ⇒∗norm u vo vetnej

forme u (ak nejaká existuje), x2 siaha najviac po začiatok pravej handle pre

odvodenie σ ⇒∗norm u vo vetnej forme u (ak nejaká existuje) a počet reverzov

v každom terminálnom slove vygenerovanom z x1 je o jedna väčš́ı ako pre x2.

Ak navyše x2 siaha práve po začiatok pravej handle pre toto odvodenie v u, tak

hovoŕıme o úplnom životaschopnom prefixe.

ii) Nech σ ⇒∗A1
u je pevne dané odvodenie slova u. Potom l’ubovol’ná dvojica (x1, x2)

alebo (x1, x2), kde u = u1u2, x1 je prefix u1, x2 je sufix u2 a existujú u′1, u
′′
1, u

′
2, u
′′
2 ∈

(N ∪ T )∗ také, že u1 = u′1u
′′
1, u2 = u′2u

′′
2 a u′′1u

′
2 je stredová handle pre odvodenie

σ ⇒∗A1
u vo vetnej forme u, je životaschopný prefix pre vetnú formu u a odvodenie

σ ⇒∗A1
u. Zároveň plat́ı, že všetky symboly vo vetnej forme u medzi slovami x1

a x2 sú terminálne (u = x1u
′x2, kde u′ ∈ T ∗). Ak navyše x1 = u1 a x2 = u2, tak

hovoŕıme o úplnom životaschopnom prefixe.

Podčiarknutie v životaschopnom prefixe intuit́ıvne interpretujeme ako otočenie zá-

sobńıka. Ak je zásobńık otočený ↑, tak nás budú zauj́ımat’ životaschopné prefixy, kde je

podčiarknuté prvé slovo. V opačnom pŕıpade nás budú zauj́ımat’ životaschopné prefixy

s podčiarknutým druhým slovom.

V nasledujúcom oṕı̌seme, ako bude vyzerat’ akceptačný výpočet nedeterministického

algoritmu
”
posuň, redukuj, otoč“, ktorý zodpovedá danému normálnemu odvodeniu

v gramatike. Každému kroku odvodenia podl’a pravidla ξ → x v algoritme zodpovedá

niekol’ko použit́ı operácie posuň, niekol’ko použit́ı operácie otoč a práve jedno použitie

operácie redukuj ξ → x.

Konštrukcia akceptačného výpočtu k normálnemu odvodeniu

Na začiatku algoritmu vykonáme inicializáciu algoritmu
”
posuň, otoč, redukuj“, ktorá

spoč́ıva vo vložeńı symbolu || na spodok zásobńıka. Uvažujme normálne odvodenie

σ = u0 ⇒norm u1 ⇒norm . . .⇒norm un = w′, kde w′ ∈ T ∗. Prechádzame toto odvodenie

od konca. Pre každý krok tohto odvodenia ui−1 ⇒norm ui pre i = n, . . . , 1, kde v tomto

kroku bolo použité pravidlo ξ → x, opakujeme:

0. Pre otočenie zásobńıka ↑, nech obsah zásobńıka nad zarážkou je slovo x1 a pod

zarážkou je slovo x2. Pre otočenie zásobńıka ↓, nech obsah zásobńıka nad zarážkou

je slovo xR2 a pod zarážkou je slovo xR1 .
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1. Ak sa v tomto kroku prepisuje stredový neterminál a ak (x1, x2) alebo (x1, x2)

je úplný životaschopný prefix pre vetnú formu ui a uvažované odvodenie, tak

redukuj ξ → x, kde toto pravidlo je z PA.

Koniec spracovania tohto kroku odvodenia. Posuň sa na predchádzajúci krok

odvodenia.

2. Ak (x1, x2) je úplný životaschopný prefix pre vetnú formu ui a uvažované odvo-

denie a otočenie zásobńıka je ↑ alebo (x1, x2) je úplný životaschopný prefix pre

vetnú formu ui a uvažované odvodenie a otočenie zásobńıka je ↓, tak redukuj

ξ → x, kde toto pravidlo je z PB.

Koniec spracovania tohto kroku odvodenia. Posuň sa na predchádzajúci krok

odvodenia.

3. Ak nemožno redukovat’ a vo vetnej forme ui plat́ı, že za prefixom x1 je bez-

prostredne nasledujúci symbol R©, (x1, x2) je životaschopný prefix a otočenie

zásobńıka je ↑ alebo bezprostredne pred sufixom x2 je vo vetnej forme ui symbol

R©, (x1, x2) je životaschopný prefix a otočenie zásobńıka je ↓, tak otoč.

4. Inak posuň.

5. Opakuj celý postup pre ten istý krok odvodenia a nový životaschopný prefix.

Tvrdenie 2.3.8. K normálnemu odvodeniu (defińıcia 2.2.1) slova w v bezkontextovej

gramatike s generovańım reverzov G existuje akceptačný výpočet podl’a nedeterminis-

tického algoritmu
”

posuň, redukuj, otoč“ na vstupe pozostávajúcom zo slova w a gra-

matiky G.

Dôkaz. Nech gramatika G v normálnom tvare so znalost’ou generovaných reverzov (de-

fińıcia 1.1.8) generuje n reverzov.15 Pre l’ubovol’né slovo w′ ∈ LCF (G) existuje v gra-

matike G normálne odvodenie σ ⇒∗norm w′ z defińıcie 2.2.1. Vyhodnoteńım symbolov

reverzu v tomto slove dostávame slovo w := %(w′), ktoré patŕı do jazyka L(G) pre

túto gramatiku. Podl’a vyššie oṕısanej konštrukcie zostroj́ıme k odvodeniu σ ⇒∗norm w′

postupnost’ krokov algoritmu pre toto odvodenie. Ukážeme, že pre každý krok tohto

odvodenia vieme podl’a tejto konštrukcie udržiavat’ na zásobńıku životaschopný prefix

pre toto odvodenie. Ciel’om konštrukcie je zostrojit’ akceptačný výpočet na vstupnom

slove w a vstupnej gramatike G vtedy, ked’ w ∈ L(G).

Na vstupe algoritmu je slovo w a gramatika G. Normálne odvodenie σ = u0 ⇒norm

u1 ⇒norm . . . ⇒norm un = w′, kde w′ ∈ T ∗, prechádzame od konca. Vetná forma,

ktorá je na konci odvodenia (respekt́ıve začiatku výpočtu), je terminálne slovo w′, pre

15 V tomto dôkaze predpokladáme n ≥ 1. Pre 0 generovaných reverzov možno l’ahko vidiet’, že

algoritmus pracuje rovnako ako štandardný algoritmus
”
posuň, redukuj“. Konštruuje sa v takom

pŕıpade pravé krajné odvodenie na vrchu zásobńıka bez otočenia zásobńıka.
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ktoré plat́ı, že %(w′) = w je práve vstupné slovo pre algoritmus. Na začiatku výpočtu

je otočenie zásobńıka ↑ a životaschopný prefix, ktorý zodpovedá obsahu zásobńıka, je

(ε, ε) pre vetnú formu w′ a toto odvodenie.16 Pre každý krok odvodenia ui−1 ⇒norm ui

predpokladáme, že (x1, x2) je životaschopný prefix pre vetnú formu ui a toto odvo-

denie.17 Ukážeme, že po vykonańı niektorého z krokov 1 až 4 podl’a vyššie oṕısanej

konštrukcie na zásobńıku opät’ vznikne životaschopný prefix pre nejakú vetnú formu

(ui−1 alebo ui) a toto odvodenie.

1. redukuj ξ → x pre pravidlo z PA

(x1, x2) je úplný životaschopný prefix pre ui, kde ui = x1x2. V tomto kroku ide

o krok odvodenia stredového neterminálu⇒A1 . Vetná forma ui obsahuje stredovú

handle x pre toto odvodenie a posledný krok tohto odvodenia možno zaṕısat’

v tvare

u′iξu
′′
i ⇒A1 u

′
ixu
′′
i ,

kde ui−1 = u′iξu
′′
i a ui = u′ixu

′′
i . Po tomto kroku môže nastat’ jeden z nasledujúcich

pŕıpadov:

• Ak i = 1, tak ξ = σ a dostali sme akceptačný výpočet.

• Ak i > 1, tak existuje predchádzajúci krok ui−2 ⇒norm ui−1 v tomto odvo-

deńı, kde bolo použité nejaké pravidlo podl’a normálneho odvodenia. Ked’že

po redukcii je prefix (u′i, ξu
′′
i ) a je to zároveň celá vetná forma a krok odvo-

denia ui−2 ⇒norm ui−1 muśı byt’ podl’a A1 (lebo aj tento bol podl’a A1), tak

potom tento prefix muśı byt’ úplný životaschopný prefix pre ui−1.

2. redukuj ξ → x pre pravidlo z PB

Z predpokladu, že ui obsahuje l’avú handle, vieme zaṕısat’ vetnú formu v tvare

ui = u′i R©u′′i ,

kde tento R© je stredný. Ked’že životaschopný prefix (x1, x2) je úplný a obsahuje

celú l’avú handle, tak

ui = v1xv2 R©u′′i , kde v1 ∈ (N ∪ T )∗, v2 ∈ T ∗,

x1 = v1x

a x2 je sufix u′′i , ktorý siaha najviac po začiatok pravej handle (ak nejaká existuje).

16 Zrejme sú splnené všetky podmienky pre platnost’ tohto životaschopného prefixu pre pŕıpad (i)

alebo pŕıpad (ii) z defińıcie 2.3.7.
17Rovnako by sme konštruovali postupnost’ krokov algoritmu pre životaschopný prefix (x1, x2)

vo vetnej forme ui a toto odvodenie.
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Aplikáciou predpokladu existencie l’avej handle18 na krok odvodenia dostávame:

ui−1 ⇒norm ui,

v1ξv2 R©u′′i ⇒norm v1xv2 R©u′′i .

Teraz potrebujeme overit’, či je dvojica (v1ξ, x2) životaschopný prefix. Môže nastat’

jeden z nasledujúcich pŕıpadov:

• Nová vetná forma obsahuje novú l’avú handle.

Nájdeme posledný predchádzajúci krok odvodenia v l’avom podslove od

stredného reverzu:

σ ⇒∗norm z R©y1 ⇒norm v1ξv2 R©y1 ⇒norm

⇒norm v1ξv2 R©y2 ⇒norm . . .⇒norm v1ξv2 R©ys = ui−1,

ys = u′′i a y1 ⇒LM y2 ⇒LM . . . ⇒LM ys, kde s ∈ N − {0} pre nejaké

z, y1, . . . , ys ∈ (N ∪T )∗. Posledný krok odvodenia, kde bolo použité pravidlo

v l’avej časti od stredného R©, je krok odvodenia z R©y1 ⇒norm v1ξv2 R©y1.

Sporom dokážeme, že v1ξ je prefix nejakej l’avej handle v tomto odvodeńı:

ak by bola pravá strana preṕısaného pravidla v tomto kroku podslovo slova

v1, tak pre krok tohto odvodenia by platilo

z1ξ1z2ξv2 R©y1 ⇒norm z1x
′z2ξv2 R©y1

pre nejaké z1, z2 ∈ (N ∪ T )∗ a ξ1 ∈ NB. Čo je ale v spore s normálnym

odvodeńım, kde sa vo vetnej forme z1ξ1z2ξv2 R©y1 preṕı̌se podl’a pravého

krajného odvodenia najprv neterminál ξ.

Z uvedenej argumentácie vieme, že v1ξ je prefix l’avej handle vo vetnej

forme ui−1 pre toto odvodenie. Z predpokladu vieme, že x2 siaha najviac po

začiatok pravej handle pre toto odvodenie, ak taká existuje. Potom dvojica

(v1ξ, x2) je životaschopným prefixom pre vetnú formu ui−1 a toto odvodenie.

• Nová vetná forma neobsahuje l’avú handle, ale obsahuje sufix pravej handle

v slove x2.

Pôvodná vetná forma ui obsahovala aj pravú handle a slovo x2 sa nezmenilo.

Pre slovo x1 plat́ı, že preň neexistuje l’avá handle, ale stále je prefixom slova

u′i a v1ξ je prefixom vetnej formy ui−1. Dvojica (v1ξ, x2) je životaschopným

prefixom pre vetnú formu ui−1 a toto odvodenie.

• Nová vetná forma neobsahuje ani l’avú ani pravú handle.

18 Pre s = 0 z defińıcie, ked’že posledný krok sa vykonal v l’avom podslove x1 od stredného reverzu.
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Vetná forma neobsahovala pravú handle a x2 je nejaký sufix slova u′′i . L’avá

handle neexistuje a x1 je prefixom vetnej formy ui−1. Z toho vyplýva, že

predošlý krok odvodenia je podl’a A1
19 nasledovný ui−2 ⇒A1 ui−1. Potom

sa vo vetnej forme ui−1 muśı nachádzat’ stredová handle pre tento krok

odvodenia. Dvojica (v1ξ, x2) je životaschopným prefixom pre vetnú formu

ui+1 a toto odvodenie tak, ako v pŕıpade (ii) z defińıcie o životaschopnom

prefixe.

3. otoč

Ked’že vetná forma nebola redukovaná v niektorom z predošlých krokov, tak

životaschopný prefix (x1, x2) vetnej formy ui pre toto odvodenie nie je úplný.

Vetnú formu vieme zaṕısat’ v tvare ui = x1 R©u′ix2 pre u′i ∈ T ∗. Ked’že života-

schopný prefix nie je úplný pre l’avú handle ani stredovú handle a vo vetnej

forme nasleduje symbol R©, tak môžeme vykonat’ operáciu otoč, kde sa z dvojice

(x1, x2) na zásobńıku stane dvojica (x1 R©, x2). Z predpokladu plat́ı, že počet

reverzov, ktoré možno vygenerovat’ zo slov x1 a x2, je rovnaký. Potom zo slova

x1 R© možno vygenerovat’ o jeden symbol reverzu viac ako zo slova x2. Takto

dostávame nový životaschopný prefix (x1 R©, x2) pre pôvodnú vetnú formu ui

v tomto odvodeńı.

4. posuň (a zároveň životaschopný prefix (x1, x2) nie je úplný pre vetnú formu ui

a toto odvodenie a za slovom x1 vo vetnej forme ui nie je d’aľśı znak R©)

Ked’že životaschopný prefix nie je úplný a za slovom x1 muśı byt’ nejaký ter-

minálny symbol iný ako symbol reverzu, tak túto vetnú formu možno zaṕısat’

v tvare ui = x1cu
′
ix2, kde c ∈ T, u′i ∈ T ∗. Po vykonańı operácie dostaneme dvoj-

icu (x1c, x2). Ked’že predtým slovo x1 neobsahovalo celú l’avú handle, tak v tomto

kroku sme nemohli prejst’ za jej koniec. Počet reverzov, ktoré možno vygenerovat’

z týchto slov, sa nezmenil. Takto dostávame nový životaschopný prefix (x1c, x2)

pre pôvodnú vetnú formu ui a toto odvodenie.

Na konci algoritmu, teda po spracovańı prvého kroku normálneho odvodenia, bude

na zásobńıku iba neterminál σ, čo je životaschopný prefix pre vetnú formu u1 v tomto

odvodeńı. Ked’že samotný neterminál σ na zásobńıku je akceptačná podmienka pre

algoritmus, tak sme zostrojili akceptačný výpočet k tomuto normálnemu odvodeniu.

19Za využitia predpokladu, že gramatika generuje aspoň jeden reverz.
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2.3.3 Veta o správnosti algoritmu

Teraz máme všetky potrebné tvrdenia na to, aby sme mohli dokázat’ vetu 2.3.1 z úvodu

tohto oddielu:

Veta 2.3.1 (Správnost’ algoritmu
”
posuň, redukuj, otoč“). Nech gramatika

G = (N, T, P, σ, R©) je v normálnom tvare so znalost’ou generovaných reverzov. Ak

algoritmus
”

posuň, redukuj, otoč“ z oddielu 2.1 dostane na vstupe gramatiku G a slovo

w ∈ T ∗, tak akceptuje svoj vstup práve vtedy, ked’ w ∈ L(G).

Dôkaz. Platnost’ tejto vety vyplýva ako dôsledok z tvrdenia 2.3.4, ktoré hovoŕı, že ku

každému akceptačnému výpočtu podl’a algoritmu existuje odvodenie slova w v gra-

matike G a tvrdenia 2.3.8, ktoré hovoŕı, že ku každému normálnemu odvodeniu slova

w v gramatike G existuje akceptačný výpočet podl’a nedeterministického algoritmu

”
posuň, redukuj, otoč“.

L’ahko možno vidiet’, že pre všetky slová w z jazyka L(G) pre l’ubovol’nú gramatiku

G = (N, T, P, σ, R©) existuje akceptačný výpočet podl’a nedeterministického algoritmu

”
posuň, redukuj, otoč“ taký, v ktorom sa vykoná lineárny počet otočeńı zásobńıka od

d́lžky odvodenia slova pre nejaké slovo w′ ∈ LCF (G), pre ktoré plat́ı %(w′) = w.



Záver

V práci sme sa zaoberali nedeterministickým variantom syntaktickej analýzy zdola na-

hor pre triedu jazykov generovaných bezkontextovými gramatikami s generovańım re-

verzov. Oṕısali sme rozš́ırený nedeterministický algoritmus
”
posuň, redukuj, otoč“, kde

nová operácia
”
otoč“ predstavuje otočenie zásobńıka. Vstupom pre tento algoritmus

môže byt’ l’ubovol’ná bezkontextová gramatika s generovańım konštantného počtu rever-

zov a v normálnom tvare so znalost’ou generovaných reverzov. Dokázali sme správnost’

tohto nového algoritmu a poṕısali sme normálne odvodenia, ktoré tento algoritmus

spätne konštruuje. Pre potreby dôkazu sme pre gramatiky s generovańım reverzov za-

viedli obdoby pojmov handle a životaschopný prefix známych z klasickej syntaktickej

analýzy zdola nahor pre štandardné bezkontextové gramatiky.

V oblasti syntaktickej analýzy pre gramatiky s generovańım reverzov zostáva stále

vel’a otvorených problémov. Hlavným otvoreným problémom je preskúmanie možnost́ı

determinizácie algoritmu
”
posuň, redukuj, otoč“ pre niektoré špeciálne triedy vstupných

gramat́ık. Takouto triedou gramat́ık by mohla byt’ napŕıklad vhodne definovaná obdoba

LR(0) gramat́ık alebo LR(k) gramat́ık pre bezkontextové gramatiky s generovańım

reverzov. V práci sme sa venovali iba syntaktickej analýze zdola nahor. Ďaľśım po-

kračovańım v tejto oblasti by mohla byt’ deterministická syntaktická analýza zhora

nadol.
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(eds) SOFSEM 2015: Theory and Practice of Computer Science, Lecture Notes in

Computer Science, vol 8939., 2015.
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