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Abstrakt

Hlavnym cielom diplomovej prace bol navrh a implementécia algoritmov, alebo prog-
ramov urcenych na vygenerovanie neizomorfnych kubickych grafov s cyklickou stuvis-
lostou 7 a nasledné overenie zafarbitelnosti danych grafov, ¢ize zistovanie ¢i dany graf
je snark alebo nie. V préaci uvadzame sposoby ako obmedzit nutnost overovania izomor-
fizmu za pomoci globalneho zoznamu neizomorfnych grafov. Podarilo sa nam vytvorit
viacero programov, ktoré su schopné generovat hladané grafy a taktiez program na zis-
tovanie zafarbitelnosti, respektive existencie nikde-nulového ZyxZy toku. Vsetky tieto

programy vyuzivaju kniznice ba-graph a nauty.

Kltcové slova: kubicky graf, snark, zafarbitelnost, izomorfizmus, automorfizmus,

nikde-nulovy tok



Abstract

The main goal of diploma thesis was the design and implementation of algorithms or
programs designed to generate nonisomorphic cubic graphs with a cyclic connectivity
7 and subsequent verification of the colorability of the graphs, which means determing
wheter the graph is snark or not. In this thesis we present ways to reduce the need to
check isomorphism by using a global lost of non-isomorphic graphs. We managed to
create few programs that are capable of generating searched graphs and also a program
for determining colorability and also existence of nowhere-zero ZyxZs flow. All these

programs are using ba-graph and nauty library.

Keywords: cubic graph, snark, colorabilty, isomorphism, automorphism, nowhere-

zero flow
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Uvod

V nasej diplomovej praci sme sa zaoberali algoritmami na vygenerovanie vhodnej pod-
triedy kubickych grafov. Konkrétne takej, medzi ktorymi sa mozu najst kontrapriklady
na Jaegerovu hypotézu. Jaegerova hypotéza hovori, ze kazdy cyklicky 7-suvisly ku-
bicky graf je hranovo 3-zafarbitelny. Na druhej strane, bezmostovy kubicky graf je
hranovo 3-zafarbitelny prave vtedy, ak ma 2-faktor pozostévajici iba z parnych cyklov
[9]. Hlavnym cielom diplomovej prace je teda efektivne vygenerovat kompletnii mno-
zinu takychto grafov a nasledne overif, ¢i sa medzi nimi nenachadza nejaky graf, ktory
by dant hypotézu vyvratil. Overovanie tejto vlastnosti sme uskutocnovali za pomoci
upravy programu na zistovanie zafarbitelnosti. Finalne programy na generovanie gra-
fov a na zistovanie zafarbitelnosti maji byt nésledne implementované do univerzitnej
kniznice ba-graph.

Précu je rozdelena do piatich kapitol. V prvej kapitole popiSeme potrebné pojmy
a definicie, ktoré nasledne budeme vyuzivat v priebehu diplmovej prace. Popiseme o
dolezitej podtriede kubickych grafov, konkrétne snarkoch. Taktiez opiseme izomirfizmus
a sposoby akymi ho budeme hladaf.

V druhej kapitole opiseme dva stcasne pouzivané generovacie algoritmy a to kon-
krétne generovacie algoritmy pre kubické grafy a snarky:.

V dalsej kapitole sa budeme venovat vyuzivanym knizniciam, ktoré poslizia pri
tvorbe programov na generovanie a zafarbovanie grafov.

Stvrta kapitola sa bude zaoberat nasimi sposobmi generovania. PopiSeme si rézne
verzie postupov a ako dané riesenia boli efektivne.

V poslednej kapitole podrobne popiseme implementaciu nasho programu na za-
farbovanie grafov a na zistovanie existencie nikde-nulového ZoxZ, toku v grafe K8 s
piatimi nahradenymi vrcholmi cyklami dizky 7. Vysvetlime sposob akym zafarbujeme
grafy, uvedieme casti zdrojového kdédu a vysvetlime jeho vyznam.

Diplomova praca z velkej casti nadvazuje na moju bakalarsku pracu preto niektoré
Casti prace st viac menej identické s danou précou [7]. A na zdklade konzultécie s
mojim skolitelom sme usudili, ze by bolo zbytocné pisat o tom istom 2 krat len inou

formou.
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Kapitola 1
Zakladné pojmy a definicie

V diplomovej préci rieSime problém zaoberajuci sa kubickymi grafmi a snarkami. Pre
lepsie pochopenie tejto podtriedy grafov si v tejto kapitole uvedieme zakladné definicie

tykajtce sa tychto grafov a ich vybranych vlastnosti.

1.1 Grafy a zakladné definicie

Pod pojmom graf budeme mat na mysli jednoduchy neorientovany graf bez nasobnych
hran a sluciek. Ak nejaky graf bude obsahovat nasobné hrany alebo slucky, tak takyto
graf budeme nazyvat multigraf.

Oznacenim V(@) respektive E(G) oznacujeme mnozinu vrcholov respektive mno-
zinu hran grafu G.

Ak je v jeden z vrcholov hrany e, potom je vrchol v incidentny s hranou e. Vrchol
v; nazyvame susednym s vrcholom v; prave vtedy, ak oba vrcholy st incidentné s tou
istou hranou.

Pocet hran incidentnych s vrcholom v; oznacujeme ako stupen vrcholu v;, oznacu-
jeme to symbolom deg(v;). Minimdlny stupeni vrcholu v grafe G' oznac¢ujeme 6(G) =
min{deg(v;)|v; € V' }. Mazimdlny stuperi vrcholu v grafe G' oznacujeme A(G) = max
{deg(v;)|vi € V }.

Rozsirenim grafu budeme v nasej diplomovej praci definovat nejaki modifkaciu
mensich grafov, za pomoci ktorej budeme generovat vécsie grafy

Kruznica alebo cyklus v teodrii grafov oznacuje graf, ktory sa sklada z uzavretej
postupnosti prepojenych vrcholov.

Sietou budeme nazyvat orientovany graf GG, ktorého mnozinu vrcholov budeme ozna-
¢ovat V(G) a mnozina jeho hran budeme oznacovat V (F). Kazda hrana e ma priradeni
nezapornu celo¢iselnit hodnotu, tito hodnotu budeme nazyvat kapacita oznacovat to
budeme c¢(e). Ak navyse ozna¢ime dva vrcholy, jeden ako zacCiatoény a jeden ako kon-

covy, tak mozeme tuto siet nazyvat prietokovou sietou.
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Tok v sieti G je funkcia ¢ : F(G) —— R, ktora spliia nasledujtice vlastnosti [10]:

1. 0 < ¢(e) < c(e) pre kazdu orientovant hranu e,
2. pre kazdy vnutorny vrchol v, t.j. vrchol rozny od zdroja a tustia plati podmienka

kontinuaity,

Podmienka kontinuity : Y.cp_(,) ¢(€) = Xecpiw) ¢(€)

Véésinou sa pozaduje ¢(e) # 0 pre vSetky hrany e, taky tok sa vola nikde-nulovy
tok. Nikde-nulovy k-tok je tok s hodnotami v mnozine {+ 1, £ 2, ..., + (k-1)}.

Mostom grafu nazyvame takd hranu grafu G, ktora nepatri do ziadnej kruznice
grafu G. Ak takito hranu vynechame, tak takto vytvoreny podgraf bude obsahovat o
1 komponent viac ako graf G.

Chromaticky index grafu je minimalny pocet farieb, ktoré musime pouzit na zafar-
benie hran grafu, tak aby vsSetky susediace hrany mali rozne farby. Chromatické cislo
grafu je minimalny pocet farieb, ktoré musime pouzif na zafarbenie vrcholov grafu tak,
aby vsetky susediace vrcholy mali rozne farby.

Ak vsetky vrcholy grafu maju rovnaky stupen k , alebo ak 6 (G) = A(G) = k, tak
potom graf G nazyvame k-reguldrny graf. Trojregularne grafy nazyvame tiez aj kubické
grafy.

Kubické grafy, ktoré maji chromaticky index 3 budeme nazyvat zafarbitelné a tie

¢o maju chromaticky index 4 budeme nazyvat nezafarbitelné.

1.2 Snarky

Predtym, nez zadefinujeme pojem snarku, musime vysvetlit jednu ddleziti vlastnost,
ktort pouzijeme pri charakterizécii snarkov. Této ddlezitd vlastnost je stvislost (pre-
pojenost), presnejsie hranovd sdvislost. Avsak, kedze, kazdy kubicky graf je najviac
hranovo 3-suvisly, potrebujeme lepsie rozlisit sivislost kubickych grafov. Graf G je k-
hranovo cyklicky suvisly, ak odstranenie menej ako k hran z grafu G nevytvori dva
podgrafy, z ktorych oba obsahuji aspon jeden cyklus. Najvicsie celé cislo k, pre ktoré
plati, Ze graf G je k-hranovo cyklicky suvisly sa nazyva cyklickda hranova suvislost grafu
G a oznacuje sa ako \.(G).

Ak graf G neobsahuje ziadny cyklicky rez, tak potom A.(G) = oo ako je to napriklad
pri grafe Kjy.

Kedze hranova cyklickd suvislost a vrcholova cyklicka stuvislost kubického grafu je
rovnaka [11], m6zme si dovolit nepouzivat slovicko hranova a dalej budeme uvadzat len
cyklickd suvislost a k-cyklicky suvisly graf.

Vizingova veta : Pre kazdy jednoduchy graf G plati, ze chromaticky index grafu G
<AG)+1



1.2. SNARKY )

Obr. 1.1: Kubicky graf K4

Vizingova veta prirodzene rozdeluje jednoduché grafy na dve mnoziny a to konk-
trétne na grafy, na ktorych hranové zafarbenie staci A(G) farieb, tieto grafy nazyvame
aj grafy 1. triedy a na grafy, na ktorych hranové zafarbenie treba a staci A(G) +1
farieb, tieto grafy nazyvame aj grafy 2. triedy.

Tvrdenie Vizingovej vety neplati pre grafy s ndsobnymi hranami s vynimkou kubic-
kych grafov s nasobnymi hranami.

Snark je suvisly bezmostovy kubicky graf, ktory nie je hranovo 3-zafarbitelny, jeho
chromaticky index je 4, cize je nezafarbitIny. Alebo m6zeme povedaf, ze je to bezmos-
tovy kubicky graf 2. triedy.

Snarky v mohych pripadoch slizia ako protipriklady, ¢asto v definiciach o snarkoch
sa vyskytuje slovicko netrividlny (non-trivial). Toto slovicko pri grafoch vac¢sinou zna-
mend, ze graf neobsahuje most. Okrem obsahovania mostu, snarky obsahuju aj dalsie
vlastnosti, ktoré moézu pre dany graf znamenat, ze je trivialny. A to vtedy ak je snark
trivialnou variaciou iného snarku.

Snark povaZujeme za trividlny ak obsahuje digon, trojuholnik alebo cyklus dizky 4.
Ak snark G obsahuje digon, mozeme ho z grafu jednoducho odstranit a nahradit novou

hranou, ¢im nam vznikne novy graf G’, ako moézeme vidiet na obrazku 1.2.

—( = —

Obr. 1.2: Nahradenie digonu

Ak snark GG obsahuje trojuholnik, mézeme ho nahradit jednym vrcholom, vysledkom
tohoto ako mozeme vidiet na obréazku 1.3 bude novy graf G’
Pri tychto dvoch operédciach je Tahko nahliadnutelne, ze graf G je zafarbitelny vtedy

a len vtedy ak aj graf G’ je zafarbitelny. Priddvanim digonu alebo trojuholnikov do
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A~ A

Obr. 1.3: Nahradenie trojuholnika vrcholom

grafu takymto spésobom, nam dava moznost vykonstruovat nekonecne vela snarkov z
jedného povodného snarku, ale vSetky snarky vytvorené takymto spésobom budu len
trivialnou modifikaciou povodného.

A nakoniec, ak snark G obsahuje kruznicu dizky 4, moZeme ju nahradit dvoma
paralelnymi hranami ako mézeme vidief na obrazku 1.4, ¢o bude viest k vytvoreniu

nového grafu G'.

Obr. 1.4: Nahradenie kruznice dizky 4 dvoma paralelnymi hranami

Zase je Tahko nahliadnutelné, ze graf G’ je zafarbitelny tak aj graf G je zafarbitelny.

Toto vsak naopak vo vSeobecnosti neplati.

Taktiez sa stalo zauzivanym vylacit snarky, ktoré su hranovo 2 alebo 3-stuvislé .
Je lahko nahliadnutelné, Ze pri pouziti takych miniméalnych rezov, méze byt snark
rozdeleny do dvoch mensich kubickych grafov, z ktorych aspon jeden je snark. Inymi
slovami, snark s nezavislym dvoj-rezom alebo troj-rezom moze byt zredukovany do
mensieho snarku alebo rozdeleny do dvoch mensich snarkov. V tomto zmysle snarky s
malymi cyklovo-rozdelovacimi hranovymi rezmi sa tiez stand trividlnou modifikdciou
tych s menej vrcholmi. Preto netrivialne snarky by maly byt najmenej cyklicky 4 stvislé.

7 tychto pripadov nam teda vyplyva, Ze netrivialne snarky by mali mat obvod aspon
5 a ich cyklicka suvislot by mala byt aspon 4. Z tohoto dostavame nasledujice definicie:
Netrividlny snark je 4-hranovo cyklicky suvisly nezafarbitelny kubicky graf s obvodom
aspon 5. Ostatné snarky sa nazyvaju trividlne. Pre dlhsiu diskusiu o netrivialite snarkov

Detailnejsiu a dlhsiu diskusiu o netrivialite snarkov najdete v nasledujicom ¢lanku [12]
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1.3 Izomorfizmus grafov

Izomorfizmus grafov G a H su bijektivne zobrazenia vrcholov f, : V(G) — V(H) a hran
fe: E(G) — E(H) , pre ktoré plati, Ze kazdy vrchol v € V(G) je incidentny s hranou
e € E(G) vtedy a len vtedy ak je vrchol f,(v) € V(H) incidentny s hranou f.(e) €
E(H). Grafy G a H nazyvame izomorfné grafy ak medzi nimi existuje izomorfizmus.

[zomorfné grafy maju spolocné vlastnosti, ktoré nazyvame invariantami grafov. Vy-
pocet invriantu grafov moze byt zalozené na relativne jednoduchych pravidlach s poly-
nomialnymi zlozitostami. Formélne invariantom grafu nazyvame taku funkciu ~, ktora
pre izomorfné grafy G a H nadobuda zhodné hodnoty, t.j. ¥(G) = v(H).

[nvarianty mézeme rozdelit podla rozmeru na vyslednej funkcii. Pozornost budeme
venovat ¢iselnym a vektorovym invariantom.

Reprezentantom ¢iselnych invariantov stu:

pocet vrcholov (n = |V]),
pocet hran (m = |E|),

evv s

Priemerny stupen — d(G), plati: A(G) > d(G) > §(G),
Reprezentantom vektorovych invariantov su:

e Skore grafu. Neklesajicu postupnost stupnov vrcholov grafu G oznacujeme D =
(deg(v;, v; € V(G)) nazyvame skdre grafu. Dva grafy, ktoré nemaju zhodné skore

nemoézu byt izomorfné.

Automorfizmus je Speciala verzia izomorfizmu. Automorfizmus je izomorfné zobra-
zenie objektu do seba samého. Automorfizmus grafu je permutacia vrcholov taka, ze
mnozina hran ostava bez zmeny 1.5.

Na obrazku 1.5 sme zamenili vrcholy 0 a 1 a zédroven 2 a 3. Ako mézeme vidief
mnozina hran ostava rovnaké a preto permutacia vrcholov (0 1) (2 3) je automorfizmus.
Aplikaciou dvoch autmorfizmov, jeden po druhom dostavame taktiez automorfizmus.
Vsetky automofizmy grafov spolu s binarnou operaciou skladania vytvaraji grupu au-
tomorfizmov grafu [4]. Lahko sa da overit, Ze to je naozaj grupa, pretoze pre nu platia
zakladné vlastnosti grupy, ako napriklad, ze operacia skladania je asociativna. Ku kaz-
dému prvku z grupy existuje inverzny prvok. A existuje aj jej neutralny prvok. Pretoze
pocet automorfizmov moze byt pomerne velky, je ovela efektivnejsie pracovat s mno-
zinou generatorov grupy automorfizmov. Mnozina generatorov grupy je podmnozina
grupy, taka, kde kazdy prvok grupy moze byt vyjadreny kombinaciou konecného poctu
prvkov podmnoziny a ich inverzami. Kazdy prvok z danej mnoziny sa nazyva gene-
ratorom grupy. Cize mnozina generatorov grip automorfizmov je $pecidlna mnozina

automorfizmov, taka, ze kazdy automorfizmus z grupy sa da vyjadrit kombinaciou
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0 2 4 6

1 3 5 7
\I/(Ul)(23)

1 3 4 6

0 2 5 7

Obr. 1.5: Automorfizmus

Obr. 1.6: Graf-priklad

automorfizmov tejto mnoziny. Automorfizmus taktiez definuje aj vztahy ekvivalencie
medzi vrcholmi v grafe. Dva vrcholy st ekvivalentné, ak existuje automorfizmus z jed-
ného vrchola do druhého. Mnoziny ekvivalentnych vrcholov sa nazyvaju orbity. V grafe
1.6 st orbity : {0, 1, 6, 7} a {2, 3, 4, 5}.

1.4 Kanonicka forma grafu

Pracujeme s funkciou Canon z kniznice Nauty, ktord pre graf na vstupe vygeneruje jeho
kanonickt formu. Pre takto vytvoreny oznaceny graf pomocou funkcie C'anon platia

urcité tvrdenia :
e graf G a Canon(G) st izomorfné
e ak Canon(G) = Canon(H) < grafy G a H si izomorfné

e ak Canon(G) # Canon(H) < grafy G a H st neizomorfné



1.4. KANONICKA FORMA GRAFU 9

Tieto tvrdenia ndm pomahaji prave pri hladani izomorfizmu medzi dvoma grafmi a
to tak, ze pokial chceme zistit, ¢i st dva grafy G a H izomorfné, musime previest oba
grafy na ich kanonicku formu, ¢ize dostaneme grafy Canon(G) a Canon(H). Nésledne
tieto 2 grafy porovname a pokial su totozné, je zarucené, ze su oba grafy G a H
vzajomne izomorfné. A zase naopak, ak by sme zistili, ze Canon(G) a Canon(H) nie
st totozné, moézeme s istotou tvrdit, ze grafy G a H st neizomorfné. Aj ked hladanie
kanonickej formy je narocnejsie ako hladanie samotného izomorfizmu, tento spdsob je
vyhodny pouzif ak mame velké mnozstvo grafov. Pretoze nemusime zakazdym zistovat
izomorfizmus medzi kazdou dvojicou grafov, ale raz si vypocitame kanonickta formu
daného grafu a nasledne budeme porovnavat len tie a to je jednoduché, pretoze tie
mozeme mat ulozené aj vo forme stringového retazca. Pojem kanonizdcia oznacuje

prevedenie grafu G na jeho kanonicku formu. 1.7

2 1 ] 3 1 o
i: :I ‘ rozne I: :l l
o 5 3 2z B 7

kanonizacia kanonizacia

7 5 1 3 7 4 0
| [: : l l rovnaké | [; : l l
6 4 v] 2 6 5 1

2

Obr. 1.7: 2 grafy pred a po prevedeni na ich kanonicki formu

Kanonickou redukciou budeme nazyvat Specidlne zobrazenie z grafu G’ do grafu
G, kde graf G’ vznikol rozsirenim grafu G. Zaroven toto zobrazenie musi respektovat
izomorfizmus. Ak plati, ze graf G vznikol rozsirenim grafu H a graf G’ je izomorfny
s grafom G, tak potom G’ vznikol nejakym rozsirenim grafu H’, ktory je izomorfny s
grafom H. Kanonicka reduckia je potom zobrazenie, kroré grafu GG priraduje graf H
tak, ze G je rozsirenim grafu H, navyse kanonické redukcie izomorfnych grafov su si
izomorfné. Prave aplikacia vhodnej kanonickej redukcie je dalsim z postupov, ktorymi

budeme zabezpecovat hladanie izomofizmu grafov.
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Kapitola 2
(Generovanie

Hlavnym cielom tejto kapitoly je ukézat, aké techniky sa redlne pouzivaju pri gene-
rovani grafov. Existuje mnoho sposobov ako efektivne generovat rozne typy grafov. V
nasej dipolmovej praci sa pozrieme len na algoritmy tykajtce sa kubickych grafov. Ku-
bické grafy casto sluzia ako najmensie a potencialne najlahsie proti priklady pre rozne
otvorené problémy v tedrii grafov, preto je pre néas prave trieda kubickych grafov taka

zaujimava.

2.1 Generovanie kubickych grafov

Aj v tomto pripade existuje mnoho algoritmov ako generovat rozne podmnoziny kubic-
kych grafov. Ako napriklad algoritmus na generovanie snarkov bez malych kruznic a
mnohé dalsie. My si konkrétne ukazeme algoritmus, ktory umoznuje generovanie kubic-
kych grafov. Tento algoritmus bol publikovany v ¢lanku [3], ktory vysiel v roku 2011 a
jeho autormi st Gunnar Brinkmann, Jan Goedgebeur a Brendan D. Mckay. Zakladna
myslienka tohoto algoritmu je, ze vytvorime kubicky graf G’ s n vrcholmi z kubic-
kého grafu G, ktory mal n-2 vrcholov. A to tak, ze dve Tubovolné hrany pévodného
kubického grafu G rozdelime dvomi novymi vrcholmi v,_1, v, a sucasne medzi nimi
vytvorime hranu. Grafické zndzornenie moézeme vidiet na obrazku 2.1 [3]. Opacné ope-
racia k tejto je odoberanie dvoch susednych vrcholov v,,_1, v, a hran, ktoré vychadzali
z tychto vrcholov a nasledné pridanie hrany medzi dva vrcholy iné ako v, ktoré boli
susedné s vrcholom v,,_; a pridanie hrany medzi dva vrcholy iné ako v,,_1, ktoré boli su-
sedné s vrcholom v,,. Taktuto operaciu nazyvame odoberanie hrany a v pripade ze takto
vytvoreny graf je suvisly kubicky graf nazyvame taktto hranu medzi vrcholmiv, 1, v,
odstranitelna, inak je takidto hrana neodstranitelna. Kubicky graf, ktory neobsa-
huje ziadne odstranitelné hrany nazyvame primarny graf. Podla definicii, moze byt
kazdy suvisly kubicky graf skonstruovany z primarneho grafu rekurzivnym opakovanim

operacie pridanie hrany. Cize nasou hlavnou tlohou bude zistit, ako vytvorit primarne

11
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grafy.
Q O Pridanie O N Q
Moze byt -7
rovnaky f_:\ I
vrchol Y Q Q Odstranenie O O
-« TAENE
_/

Obr. 2.1: Grafickd ukazka pridédvania a odoberania hrany

Zmnamy sposob ako generovat primarne grafy je vyuzit graf K, redukovany o hranu,
takyto graf budeme oznacovat ako K, . Takyto graf ma dva vrcholy stupna 3 a dva
vrcholy stupna 2. Vrcholy stupna 2 vyuZijeme pre pripojenie k existujicej hrane (ob-
razok 2.3 pripad (b)), alebo k dvom existujicim hrandm nemajicim spolo¢ny vrchol
(obrazok 2.3 pripad (c)). Pripojenie grafu do jednej hrany znamena zruSenie tejto
hrany a jej nahradenie hranami medzi koncovymi vrcholmi povodnej hrany a vrcholmi
stupna 2, grafu K, . V pripade, ze vlozenie grafu K, realizujeme do dvoch hran grafu,
tieto hrany rozdelime novymi vrcholmi, z ktorych vedieme hranu k vrcholom stupna
2. V oboch pripadoch novo vzniknuté hrany vytvorili na svojich koncovych vrcholoch,
vrcholy stupna 3.

Dalsim sposobom je vyuzit graf K, ktory vznikne z grafu K, vlozenim vrcholu do
jednej z hran. Tento vrchol bude jedinym vrcholom so stupniom 2. Vrcholy stupna 2
vyuzijeme pre pripojenie k existujicej hrane (obrazok 2.3 pripad (a))) tak, ze hranu
rozdelime novym vrcholom, ktory spojime hranou s vrcholom stupiia 2 v grafe K.

Vyssie uvedeny postup generovania grafu pomocou K,; a K je ndvodom pre dokaz
tvrdenia: Trieda primarnych grafov méze byt vygenerovana z K, rekurzivnym apliko-

vanim konstrukénych operacii znazornenych na obrazku 2.3. [3]
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(b)

(c)
(a)

Q—Q O—O

Odstranenie

Prldanle : :

Odstrénenie l I Odstranenie
E % E Prldanle Pridanie

O—O—0

Obr. 2.2: Konstrukéné operacie pre primarne grafy

Zmamy sposob ako generovat primarne grafy je vyuzit graf K, redukovany o hranu,
takyto graf budeme oznacovat ako K, . Takyto grat ma dva vrcholy stupna 3 a dva
vrcholy stupna 2. Vrcholy stupnia 2 vyuzijeme pre pripojenie k existujtcej hrane (ob-
razok 2.3 pripad (b)), alebo k dvom existujicim hrandm nemajicim spolo¢ny vrchol
(obrazok 2.3 pripad (c)). Pripojenie grafu do jednej hrany znamena zrusenie tejto
hrany a jej nahradenie hranami medzi koncovymi vrcholmi povodnej hrany a vrcholmi
stupna 2, grafu K, . V pripade, Ze vlozenie grafu K realizujeme do dvoch hran grafu,
tieto hrany rozdelime novymi vrcholmi, z ktorych vedieme hranu k vrcholom stupna
2. V oboch pripadoch novo vzniknuté hrany vytvorili na svojich koncovych vrcholoch,
vrcholy stupna 3.

Dalsim sposobom je vyuzit graf K, ktory vznikne z grafu K, vlozenim vrcholu do
jednej z hran. Tento vrchol bude jedinym vrcholom so stupnom 2. Vrcholy stupna 2
vyuzijeme pre pripojenie k existujicej hrane (obrazok 2.3 pripad (a))) tak, ze hranu
rozdelime novym vrcholom, ktory spojime hranou s vrcholom stupiia 2 v grafe K.

Vy&Sie uvedeny postup generovania grafu pomocou K; a K; je ndvodom pre dokaz
tvrdenia: Trieda primarnych grafov moze byt vygenerovana z K, rekurzivnym apliko-

vanim konstrukénych operacii zndzornenych na obrézku 2.3. [3]
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(b)
(c)

(a)
J x Odstréanenie
Pridanie : :

l Todstrénenie l Iodstrénenie
Pridanie Pridanie
Obr. 2.3: Konstrukéné operacie pre primarne grafy

Kubické grafy teda vieme generovat v dvoch krokoch :

Ky
|} (operacie typu (a) (b) (c) z obrazku 2.3)
Primarne grafy
|} (operacia pridanie hrany z obrazku 2.1 )
Vsetky kubické grafy

Generovanie grafov s redukovatelnymi trojuholnikmi

Vsimnime si, Ze operaciu pridania hran aplikovant na dve hrany, ktoré maja spolo¢ny
koncovy bod je mozné vidiet ako nahradenie spolo¢ného koncového bodu trojuholni-
kom a vysledok zavisi len od toho, aky bol ten spolo¢ny koncovy bod a nie, ktoré dve
hrany boli pouzité. Taktuto operaciu budeme nazyvat vkladanie trojuholnika. Podobne
aj opacnu operaciu ku vkladaniu trojuholnika, ktort nazyvame odoberanie trojuhol-
nika, mozno vidief ako nahradenie redukovatelného trojuholnika jednym vrcholom.
Odobratiu trojuholnika davame prioritu ddvame oproti inym odobratiam hran v tom
zmysle, ze ak ma graf redukovatelné trojuholniky, pozadujeme aby boli vytvorené troj-
uholnikovym vkladanim. To nam umoznuje spajat trojuholnikové operacie. Myslienkou
je sucasne odobraf kazdy redukovatelny trojuholnik, je tu ale aj vynimka a to taka, ze
dva trojuholniky v podgrafe ext(K, ), zndzorneny na obrazku 2.4, v ktorom neméozu

byt tieto trojuholniky odstranené sucasne. Avsak odstranenie ktoréhokolvek z dvoch
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trojuholnikov v ext( K, ) sposobi vytvorenie rovnakého, mensieho grafu, takze nasu re-
dukciu zlicenych trojuholnikov definujeme ako odstranenie jedného trojuholnika

z kazdého ext(K, ) a kazdého dalsieho redukovatelného trojuholnika. To poskytuje (az
do izomorfizmu) jedinecného predka pre kazdy suvisly kubicky graf, ktory ma reduko-

vatelné trojuholniky.

Obr. 2.4: Podgraf ext(K, ) s dvoma redukovatelnymi trojuholnikmi, ktoré nemézu byt

odstranené sucasne

Dalej identifikujeme opa¢nti operéciu k redukeii zli¢enych trojuholnikov. Pre graf
G = (V, E) nazyvame mnozinu S C V rozsiritelni, ak aspon jeden vrchol kazdého
redukovatelného trojuholnika G je obsiahnuty v S. Potom pridanie zltic¢enych troju-
holnikov je vlozenie trojuholnika do kazdého z vrcholov v S. Je Tahké vidiet, Ze toto
je operacia opacna k redukcii zlicenych trojuholnikov. Po pridani zluc¢enych trojuhol-
nikov, vSetky ext(K, ) podgrafy a ostatné redukovatelné trojuholniky boli vytvorené
v tejto operacii. Pouzitie pridanie zluc¢enych trojuholnikov do odlisnych rozsiritelnych
mnozin grafu G by mohlo poskytnut izomorfné grafy. Aby sme tomu predisli, definu-
jeme vztah ekvivalencie na rozsiritelnych mnozinach a aplikujeme pridanie zlicenych
trojuholnikov iba do jednej mnoziny v kazdej triede ekvivalencie.

Vztah ekvivalencie = na rozsiriteInych mnozinach je generovany nasledujicimi dvoma
ekvivalenciami:

(a) Ak existuje automorfizmus v G' s vy (5) = 5’, potom S = 5’

(b) Ak |S| = [5"] a (S\S")U(S’\S) je mnozina vrcholov K so stuptiom dva v grafe
G tak, ze kazdy z S, S’ obsahuje presne jeden vrchol v tomto K, potom S = .5’

Uvazujme graf G a dve rozsiritelné mnoziny S, S’ grafu G. Nech T(G, S), resp.
T(G,S"), oznacuji grafy ziskané aplikaciou pridania trojuholnika na S, resp. S’, Potom
T(G,S) aT(G,S") st izomorfné, len ak S = 5". [3]

Pretoze pre kazdy graf s redukovatelnymi trojuholnikmi je graf vyplyvajtci z reduk-
cie zlucenych trojuholnikov jednoznac¢ne urceny, dostaneme nasledujice tvrdenie: Ak
presne jeden zastupca kazdej triedy izomorfizmu pre suvislé kubické grafy az don — 2
vrcholov je dany, potom aplikovanie pridania zlic¢enych trojuholnikov na jedného ¢lena
kazdej triedy ekvivalencie rozsiritelnych mnozin, ktoré veda ku kubickému sivislému

grafu s n vrcholmi, generuje presne jedného zastupcu pre kazdu triedu izomorfizmu
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suvislych kubickych grafov na n vrcholoch, ktoré obsahuju redukovatelné trojuholniky.

[3]

Generovanie neprimarnych grafov bez redukovatelnych trojuholnikov

V principe st neprimarne stuvislé kubické grafy bez redukovatelnych trojuholnikov na n
vrcholoch generovatelné aplikovanim operacie pridanie hrany do kazdej dvojice vrcholov
v grafe s n — 2 vrcholmi ¢o garantuje, ze vo vyslednom grafe sa nenachadzaju ziadne
redukovatelné trojuholniky. Takito dvojicu hran nazyvame rozsiritelnou dvojicou hran.
To vsak moze viest k vytvoreniu izomorfnych kopii. Preto teraz popiseme ako si mézeme
byt isty, ze zoznam vygenerovanych grafov obsahuje len neizomorfné grafy.

Prvou tlohou je definovat pre kazdy neprimarny graf bez redukovatelnych trojuhol-
nikov kanonické odstranovanie hrany, ktora je jedineéna pre izomorfizmus. Vysledkom
vykonavania kanonického odstranovania hran bude graf GG, jednoznac¢ne urceny grafom
G, z ktorého graf G mdze byt vytvoreny pridanim hrany. Graf G budeme akceptovat
vtedy a len vtedy, ak je vyrobeny z grafu G’ opacnou operaciou kanonického odstréane-

nia hran, inak graf G’ zamietame.

2.2 (Generovanie snarkov

Detailnejsie najdete tento algoritmus popisany v clanku [2]. Generovaci algoritmus pre
snarky je zalozeny na generovacom algoritme pre kubické grafy. Pocas generovania sa
vytvaraju trojuholniky a kedze slabé snarky maji obvod najmensej kruznice aspon
4, posledna operacia musi byt vzdy poupravend operacia vkladania hrany a to tak,
ze vlozenie novej hrany bude mozné iba medzi hrany, ktoré nemaja spolo¢ny vrchol.
Tento algoritmus na generovanie snarkov, ktory opisujeme implementuje pohlad do-
predu, ktory moze c¢asto rozhodnuf, Ze operacia vkladanie hrany povedie k vytvoreniu
zafarbitelného grafu a tym padom sa mu mozno vyhnut. S narastajicim poctom vr-
cholov rychlo narastd aj pocet kubickych grafov, preto aj také vyhnutie sa vlozeniu
poslednej hrany poskytuje znacné zrychlenie algoritmu.

Algoritmus vyuziva zname tvrdenia :

1. Kubicky graf je zafarbitelny vtedy a len vtedy ak méa 2-faktor vsetkych cyklov
pérnej dizky, taktiez sa to nazgva parny 2-faktor. 2]

2. Nech F' je parny 2-faktor kubického grafu G. Potom vsetky grafy G ziskané
aplikovanim operacie vlozenia hrany medzi dve hrany e a €', ktoré su stcastou

rovnakého cyklu v F', budu zafarbitelné. [2]

3. Nech kubicky graf G ma chromatické ¢islo. Ak dve hrany e, €’ patria do rovnakého

cyklu 2-faktoru, ktory je indukovany dvoma roznymi farbami, graf G ziskany
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aplikovanim operacie vlozenia hrany medzi hrany e a ¢’ bude zafarbitelny. [2]

4. Nech kubicky graf G je zafarbitelny, potom vsetky grafy G’ vytvorené z grafu G
aplikovanim operacie vlozenia hrany, tak, ze vrcholy tejto novo pridanej hrany su

sucastou kruznice s obvodom 4 v G’ st zafarbitelné. [2]

Obr. 2.5: Ukdzka snarku - Petersenov graf

Ak teda chceme generovat vSetky snarky s n vrcholmi, nemusime aplikovat operaciu
vlozenia hrany do grafov s n — 2 vrcholmi, st zafarbitelné, ak vlozena hrana bude
sucastou stvorca. Na prvy pohlad vyzera tvrdenie 4 zaujimavo len pre operécie, ktoré
nevytvaraju trojuholniky, pretoze v poslednom kroku nikdy trojuholniky nevyrabame.
Ale v skutocnosti to pre trojuholniky umoznuje skorsie vyhladavanie. Délezité je, ze
posledna vlozena hrana je vzdy hrana v cykle s najmensim obvodom.

Takze predpokladajme, ze mame graf G s n — 2 vrcholmi a aspon s jednym troju-
holnikom a zZe chceme vytvorit slabé snarky s n vrcholmi. Z takéhoto grafu, mozeme
ziskat iba grafy s obvodom najviac 4. Takze posledna vlozena hrana bude v kruznici s
obvodom 4. Ak by graf G bol zafarbitelny, potom aj vsetci potomkovia by boli zafar-
bitelny, takze nemusime konstruovat zafarbitelné grafy s trojuholnikmi velkosti n — 2.
Takze pre trojuholniky udéava tvrdenie 4 hrani¢né kritérium, ktoré sa moze pouzit na

arovni n — 4.
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Kapitola 3
Nauty, ba-graph

V tejto kapitole si popiseme kniznice, ktoré sme pouzili pri generovani grafov. Popiseme
reprezentaciu grafu v danej kniznici, zakladné operacie s grafom. Tiez ukazeme alebo
vysvetlime veci, ktoré budeme potrebovat k tomu, aby sme vedeli pracovat s danou

kniznicou.

3.1 Nauty

Nauty je grafova kniznica napisana v jazyku C, ktora sltuzi primarne na zistovanie
grup automorfizmov pre grafy a na testovanie izomorfizmu medzi grafmi. Tieto funkcie
kniznica poskytuje s vyuzitim kanonickej formy, ktorej vytvorenie predstavuje jednu
z klucovych operacii nad grafom.

Kniznica podporuje 2 typy grafov, a to dense grafy (husté grafy) a sparse grafy
(riedke grafy). V dalsom texte budeme popisovat len vlastnosti implementacie spojené
s riedkymi grafmi. PopiSeme reprezentaciu grafu radu n. Vrcholy v tomto grafe su
oc¢islované 0, 1,...,n — 1. Tieto grafy vyuzivaja typ sparsegraph, ktory je ukladany ako

Struktira s nasledujicimi parametrami [1]:
e int nv: pocet vrcholov grafu

e site_t nde: pocet orientovanych hran, kde slucka sa rata ako 1 a ostatné ne-

orientované hrany ako 2
e site_ t *v: pointer na pole velkosti aspon nv
e int *d: pointer na pole velkosti aspon nv
e int *e: pointer na pole velkosti aspon nde

e site_t vlen, dlen, elen: reilne velkosti poli v, d a e.

19
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Pre kazdy vrchol i = 0,...,n — 1, d[i] reprezentuje stupen daného vrcholu v grafe,
v[i] reprezentuje index v poli e a to tak, ze e[v[i]], e[v]i] + 1], ..., e[v[i] + d[i] — 1] su
vrcholy ku ktorym je vrchol ¢ spojeny hranou.

Predtym ako moze byt pouzita struktira sparsegraph pouzita, je potrebné aby bola
inicializovana. Polia d, v, e by mali byt nastavené na NULL. Atribity dlen, vlen a
elen by mali byt nastavené na 0. Po inicializacii, sa velkosti poli automaticky nastavia

na potrebné hodnoty.

2
nv 3
0 nde |4 ,/2[1[1] | |
q /
v —[0[3]5]
e
1 dlen 5N|1|2| [o] Jo] |
vlen 3
elen 7
2
nv 3
0 nde 4 A[1[2[1] | |
g /!
v —{0[2]4]
e
1 dlen 5\1|o| |o]1]0]
vlen 3
elen 5

Obr. 3.1: Reprezentacia sparsegraphu [1]

3.1.1 Volanie nauty

Volanie do nauty ma tvar :

nauty(g, lab, ptn, active, orbits, options, stats, workspace, worksize, m,n, canong)

Vyznam jednotlivych parametrov:

graf alebo sparsegraph *g: Vstupny graf. Iba na ¢itanie.

int *lab, *ptn: Dve polia velkosti n. Ich pouzite zavisi od roznych options. Ak
options.de faultptn = T RUE tak hodnoty v tychto poliach st ignorované, v opa¢nom
pripade rozhoduju o ofarbeni grafu. Ak options.getcanon = TRUFE, v tom pripade je
hodnota lab na vystupe kanonické oznacenie grafu, pretoze uvadza vrcholy grafu g
v takom poradi v akom musia byt pre canong.

set *active: Tento argument sa vyuziva len vynimoc¢ne, nauty bude fungovat

spravne aj ked namiesto neho ddme NULL.
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int *orbits: Vystupny parameter, ktory si nauty kniznica vyrata pri transformacii
grafu na sparsegraf. Je to pole velkosti n, ktoré obsahuje orbity grupy automorfizmu.

optionblk *options: Struktira, ktora obsahuje nastavenia (options) k procediire.

statsblk *stats: Struktiira, pouzivani nauty kniZnicou na poskytovanie nejakych
statistik ohladom toho, ¢o to robi.

setword *workspace, worksize: Adresa a dlzka pola pouZivaného pre pracovné
skladovanie. Odporicana hodnota worksize je > 50m.

int m: Celé &slo m, také aby platilo WORDSIZE x m > n. Standardne je
WORDSIZE 32.

int n: Pocet vrcholov v grafe.

graph alebo sparsegraph *canong: Kanonicka forma grafu g, ktord vyrobi na-

uty.

3.1.2 Uzitoéné moznosti nauty kniznice

Za pomoci Nauty kniznice si vieme pomerne lahko zistit orbity grafu. Permutécia

vrcholov grafu je reprezentovana ako pole celych ¢isel velkosti n, kde n reprezentuje
pocet vrcholov grafu. i-ta polozka v poli ndm udava obraz ¢ pri danej permutéacii
vrcholov. Za pomoci daného pola permutacii si vieme vyratat aj orbity vrcholov grafu.
Orbity su taktiez reprezentované polom cely ¢isel velkosti n. Kde hodnota i-teho prvku

reprezentuje najmensie ¢islo vrcholu v tej istej orbite ako vrchol i.

| 2 | 3 [ 5 ] 3 | 1 [ u] 4 | 7 [s ] reprezentuje permutaciu (025)(1364)

loJolz]2]o]o]e]2]6]|nim davaomity {0,1,4,5},{2,3,7},46,8}

Obr. 3.2: Reprezentécia poli permutacie a orbit [1]

R6zne moznosti st poskytované nauty pomocou moznosti struktir. Typ optionblk
sa pouziva pre nauty. Vo vSetkych pripadoch sa dorazne odporuca, aby sa hodnoty
najprv nastavili na predvolené hodnoty pomocou jedného z poskytnutych makier a
kedze my vyuzivame riedke grafy, zvolime si DEFAULTOPTIONSSPARSEGRAPH,
ktoré sluzi pre neorientované riedke grafy v nauty.

Teraz opiseme nejaké options, ktoré my budeme pouzivat:

e boolean getcanon: Ak je to TRUE, potom sa vytvori graf v kanonickom tvare.
Prednastavena hodnota je FALSE.



22 KAPITOLA 3. NAUTY, BA-GRAPH

e boolean defaultptn: Ak je to TRUE, predpoklada sa, ze vsetky vrcholy v grafe
maju rovnaku farbu, ¢ize poc¢iato¢né hodnoty parametrov lab a ptn st ignorované.
Ak je to FALSE, potom je pociatocné zafarbenie vrcholov urcené podla poli lab

a ptn. Defaultne je to nastavené na TRUE.

e boolean writeautoms: Ak je to TRUE, do outfilu sa vypisu generatory grip
automorfizmu. Ak nie je definovany outfile za pomoci FILE *outfile: tak v tom
pripade je to nastavené na NULL co je ekvovalentné stdout. Forméat vypisu dalej
zalezi od nastavenia options cartesian a linelength. Defaultne je to nastavené na
FALSE.

e boolean userautomproc: Slizi na volanie nami vytvorenej funkcie zakazdym
ked sa najde novy generdtor grip automorfizmu. Ziadne volania nebudi usku-
tocnené ak je hodnota NULL. Defaultne je to nastavené na NULL.

3.2 Ba-graph

Ba-graph je tak isto ako nauty grafova kniznica, ktora je neustale aktualizovana. Po-
ntka viacero moznosti, ¢o sa tam da robit v suvislosti s grafmi. Je pisand v jazyku
C++. Grafy sa v tejto kniznici vytvaraji pomerne jednoducho a je tam viac sposobov
ako nejaky graf vygenerovat. Existuji v nej aj rozne funkcie ako nejaky typ grafu vyge-
nerovat, ako priklad mozeme uviest funkcie, ktoré slizia na vygenerovanie prazdneho
alebo kompletného grafu. Na to aby sme vedeli pracovat s touto kniznicou, treba sa

oboznamit so zakladnymi datovymi typmi, ktoré tato kniznica pontika.
e Graph: reprezentuje graf.

e Vertex: reprezentuje vrchol, novo vytvoreny vrchol nemusi byt nutne naviazany

na nejaky graf

e Edge: reprezentuje hranu, ktora spaja 2 vrcholy, opat ako pri vrchole, hrana

nemusi byt naviazand na graf
e Id: kazdy vrchol a kazda hrana ma svoje Id

e Number: ked pridavame vrchol do grafu, musime tomuto vrcholu priradit uni-

katne oznacenie v ramci grafu

e Location: reprezentuje hranu grafu, definovani pomocou unikatnych identifika-

torov vrcholov grafu

e Incidence : reprezentuje hranu grafu, definovant pomocou vrcholov priradenych

grafu
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e Rotation: reprezentuje priradenie vrcholu do grafu, struktira spaja objekt typu
Vertex s objektom typu Number, sticasne obsahuje informéaciu o incidenciach

vrcholu s ostatnymi vrcholmi.

Taktiez si eSte popiseme viaceré funkcie, ktoré budeme vyuzivat. Pre nas najdolezi-
tejsia funkcia, ktord budeme v programe vyuzivat, a ktori kniznica ba-graph pontka
sa nazyva canonical__sparse6. Je to funkcia, ktora na vstupe dostava graf vo formate

ba-graph. Tato funkcia je schopné za pomoci dalsich pomocnych funkcii, ako napriklad:

e write_ sparse6: funkcia, ktora pretransformuje graf formatu ba-graph na strin-

govy retazec

e stringtosparsegraph: funkcia, ktora zo stringového retazca dokaze vytvorit graf

typu sparsegraph

prerobif graf z forméatu ba-graph do formatu typu sparsegraph. Nasledne vytvori ka-
nonickd formu tohto novovzniknutého grafu. Pomocou funkcie sgtos6 pretransformuje
kanonickt formu sparsegrafu do formatu stringového retazca, ktory aj posiela na vy-
stup.

Dalsia viznamna funkcia je automorfizmus. Funkciu sme implementovali do sii-
boru automorphism__group.hpp. Tato funkcia na vstupe dostane graf vo forméte
ba-graph a za pomoci nauty kniZznice si na vystup vratime vektor generatorov grupy
automorfizmov pre dany graf na vstupe. Posledna funkcia, ktorii tu spomenieme je fun-
kcia Orbity. Ako nam uz nazov napoveda, tato funkcia dostane na vstup graf formatu

ba-graph a na vystup posle vektor orbit pre dany graf.

3.2.1 Colorizer

V kniznici Ba-graph je implementovana verzia programu na ofarbovanie kubickych gra-
fov. Pomocou tohoto programu vieme povedaft, ¢i nejaky kubicky graf je zafarbitelny
alebo nie. Tuto funkcionalitu nam zabezpecuje funckia is_ colorable. Dana funkcia
pri farbeni vrcholov G pracuje s vyuzitim algoritmu [13]. Pre vrcholy pouziva farby 0,1
a 2. Vstupom algoritmu je nejaka vhodné cestova dekompozicia grafu G, ktora predsta-
vuje bijektivny obraz hran grafu E(G). Konstrukciu dekompozicie pre potreby nésho
algoritmu popiseme v kapitole 5. Algoritmus pri svojej praci vyuziva a na vystupe po-
skytuje dve datové struktury. Prvou datovou struktirou je usporiadané pole Order,
ktoré reprezentuje poradie vrcholov grafu v druhej casti vystupnej struktiary. Druhé
struktira predstavuje Specidlne konstruované bitové pole Coloring Bit Array, kde jed-
notlivy bit predstavuje existenciu farbenia zodpovedajticemu indexu pola. Dizka tohto
bitového pola je mocninou ¢isla 3. Ak méame v poli Order k£ vrcholov, potom velkost
bitového pola je 3*. Indexom tohoto bitového pola st reprezentacie jednotlivych far-

beni vrcholov pola Order, ktory predstavuje postupnost ajas...ax_qax, kde pre kazdé
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i € {1,...,k} nadobida hodnoty a; € 0,1,2. Tato postupnost predstavuje ¢islo zapi-
sané v trojkovej sustave. Ciselnd reprezentdcia tohto indexu Zle a; * 371, Algoritmus z
pohladu pamétovej zlozitosti vyuziva optimalizované ulozenie ColoringBitArray, ktoré
spociva v uloZeni pola do 3¥~3 slov obsahujucich slové dizky 3. Pre ziskanie informécie
o existencii farbenia vrcholov pre konkrétny index ¢ je potom potrebné pouzit funkciu
ColoringBitArray::index(t/27,t % 27).



Kapitola 4
Nase generovania + vysledky

Ako sme uz spominali v predchadzajucej kapitole existuje viacero algoritmov na to ako
generovaft kubické grafy a aj na to ako nasledne generovat snarky, my sa vsSak tymito
algoritmami nebudeme zaoberat. KIticom k efektivnemu generovaniu grafov je efektivne
detegovanie izomorfnych struktiar vytvorenych pocas generovania. To zabezpecujeme
za pomoci viacerych postupov, ako napriklad generovania grupy automorfizmov alebo
kanonickej redukcie. V priebehu tvorby diplomovej prace sme sa dopracovali k viacerym

verziam programu a v tejto kapitole ich postupne popiseme.

4.1 Prva verzia

Kazdy potencidlny kontrapriklad na Jaegerovu hypotézu musi mat vela neparnych
cyklov, najjednoduchsie 7-cyklov. Jeden zo spdsobov ako takéto grafy generovaft, je
zobrat 7T-reguldrny graf a nahradit vrcholy tohoto grafu cyklami dizky 7. Ako také
postupné generovanie vyzera mozeme vidiet na obrazku 4.1, na zaciatku mame graf
K3, nésledne nahradime jeden z jeho vrcholov, kruzmicou dizky 7. Postupne takto

nahradime kazdy vrchol povodného grafu Ky az nakoniec dostaneme kubicky graf.

Obr. 4.1: Nahradenie vrcholu z K8 cyklom dizky 7

25
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Pri prvej verzii programu sme postupovali presne tak ako, popisujeme v tvode
tejto podkapitoly. Vybrali sme si jeden vrchol povodného grafu Kg a ten sme nahra-
dili kruznicou dizky 7. Po odstraneni povodného vrcholu a jeho nahradenim kruznicou
nam uz ostavalo iba skusit vSetky moznosti, ktorymi mézme tito kruznicu do nasho
povodného grafu zapojit. Tych moznosti je pre kazdd nova kruznicu presne 7!, s vy-
uzitim automorfizmov kruznice je mozné redukovat pocet porovnani na 6!/2. Nasledne
sme pre kazdu jednu moznost nasho novovzniknutého grafu vyrobili za pomoci funkcie
canonical__sparse6 jeho reprezentaciu kanonickej formy v stringovej podobe a po-
stupne sme si ukladali neizomorfné moznosti do globalneho zoznamu grafov. To, Ze ¢i
nejaky novovzniknuty graf je alebo nie je izomorfny uz s nejakym existujucim grafom
sme jednoducho overili nahliadnutim do nasho globédlneho zoznamu. Ak sa kanonickéa
forma daného grafu nenachddza v zozname, tak nas novovzniknuty graf pridame do
globalneho zoznamu a ideme overovat dalSiu moznost. Vysledky generovania tymto

algoritmom st uvedené v nasledujtcej tabulke 4.1:

Tabulka 4.1: Pocet vygenerovanych grafov pri nahradeni jedného vrchola

Pocet nahradenych vrcholov | Pocet grafov Cas
1 10,2 sec
2 115 | 0,5 sec
3 26 649 | 30 sec

Neskor sme vSak zistili, ze tieto vysledky nie su uplne spravne a to preto, lebo
sme skusali vzdy nahradif iba jeden vrchol, legikograficky najblizsi k uz nahradenym
kruzniciam. Vrcholy sme nahradzovali od najmensieho po najvacsi. A ako sa ukazalo
nahradenim iného vrcholu ndm mohli vzniknif rozne grafy. Preto sme sa rozhodli na
kazdej urovni skusit nahradit postupne vsetky vrcholy. Vysledky generovania su uve-

dené v nasledujucej tabulke 4.2:

Tabulka 4.2: Pocet vygenerovanych grafov pri nahradzani kazdého vrchola

Pocet nahradenych vrcholov | Pocet grafov Cas
1 1 1,2 sec
2 115 3 sec
3 65 361 | 2 min 30 sec

Toto riesenie je Casovo naroc¢né, preto sme museli najst sposob, ktorym by sme zabez-
pecili to, ze budeme nahradzat len vrcholy, pre ktoré to ma zmysel. Vyriesili sme to tak,

ze este predtym, nez sme zacali nahradzat vrcholy, pozreli sme sa na orbity vrcholov
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povodného grafu a nasledne sme nahradzali len vrcholy, ktoré sa liSia svojou hodnotou
v poli orbit. Ako modzete vidiet na obrazku 4.2 a 4.3, tam nam postaci vybrat si len

jeden vrchol, ale ako ndhle uz budeme chciet nahradzat 3. vrchol, tak rozne vrcholy

maju rozne orbity. 4.3

Obr. 4.3: Hodnoty orbit vrcholov grafu K8 s jednym nahradenym vrcholom
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Obr. 4.4: Hodnoty orbit vrcholov grafu K8 s dvomi nahradenymi vrcholomi
Vysledky generovania za pomoci tejto verzie st uvedené v nasledujicej tabulke 4.3:

Tabulka 4.3: Pocet vygenerovanych grafov pri nahradeni vrcholov s rozdielnou orbito-

vou hodnotou

Pocet nahradenych vrcholov | Pocet grafov Cas
1 1 0,5 sec
2 115 1,2 sec
3 65 361 | 2 min 7 sec
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4.2 Druha verzia

Pri druhej verzii programu sme sa zacali zamyslat nad spésobom generovania, ktory by
nepotrebol uchovavat si globalny zoznam neizomorfnych grafov. Inak povedané, chceli
sme zabezpecit, aby kazdy vygenerovany graf sam o sebe vedel, ¢i je dobry alebo nie.
Tento problém sme sa pokusili vyriesit uz spominanymi postupmi a to konkrétne ge-
neratorom grupy automorfizmov a kanonickou redukciou, ktori popiseme neskor. Pri
tejto verzii programu taktiez upravujeme nahradzanie vrcholov grafu K8. Vrchol grafu
K8 nenahradzame kruznicou dlzky 7, ale siedmimi vrcholmi. Nésledne budeme zistovat
vsSetky moznosti akymi mozme pospajat tychto 7 vrcholov do kruznice bez toho, aby
sme vygenerovali nejaky izomorfny graf. Na iplnom zaciatku, eSte predtym nez spus-
time program na generovanie, ktory volame funkciou generateGraphs si vytvorime
takzvany pomocny graf. Tento graf ndm bude sluzit na to, aby sme zistili, ako mozeme
pospajat novopridané vrcholy do kruznice bez toho, aby nam tam vznikol nejaky au-
tomorfizmus. Nas pomocny graf bude na zaciatku obsahovat 7! vrcholov. To sa rovna
poétu sposobov akym vieme pospéjat vrcholy do kruznice dizky 7. Kazdy jeden vrchol
nasho pomocného grafu bude reprezentovat moznost, ako mdézeme pospajat vrcholy

v kruznici dlzky 7, in¢ povedané vrechol pomocného grafu reprezentuje permutdciu vr-

cholov kruznice. Kruznica na obrazku 4.5 reprezentuje permutaciu vrcholov {0123456}.

Obr. 4.5: Kruznica dlzky 7

Dalej chceme dopredu vylaéit moznosti, o ktorych vieme, ze budd automorfné.
Samotné kruznica dizky 7 obsahuje vidy presne 14 automorfizmov. Tychto 14 auto-
morfizmov reprezentuju posunutia a reverz vrcholov. Na obréazku 4.6 mézeme vidiet,
ako také posunutie vrcholov vyzera.

Odstranenie tychto moznosti vykonavame nasledovnym posupom. Postupne bu-
deme iterovat cez vSetky vrcholy nasho pomocného grafu. Ak sa za pomoci kombinacii
posunuti a reverzov vieme dostat na nejaky iny vrchol pomocného grafu, tak tento vr-

chol z grafu vymazeme. Cize, napriklad z prvého vrcholu pomocného grafu, konkrétne
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—

5 2 Posunutie 3

Obr. 4.6: Posunutie vrcholov

z vrcholu 0123456, ktory reprezentuje nasledovné pospajanie vrcholov v kruznici, 4.5,
sa vieme za pomoci posunutia dostat na vrchol 1234560, pretoze pre tieto dva vrcholy
plati to, ze jeden vznikne posunutim druhého. A ako uz vieme, skladanim automor-
fizmov dostaneme opéf automorfizmus. Vdaka tomu vieme povedat, ze napriklad aj
vrchol 5432106 musime ostranit, pretoze tento vrchol vznikol viacnasobnou kombina-
ciou aplikovania posunutia na vrchol 0123456. Po spravnom odstraneni vSetkych ta-
kychto vrcholov, dostaneme graf, v ktorom sa nachadza uz iba 7!/14 ¢ize 360 vrcholov.
Po tspesnom vytvoreni a zredukovani pomocného grafu, mézeme zacat s generovanim
grafov. Na zaciatku dostaneme graf a v nom si vyberieme jeden vrchol, ktory nahradime

siedmimi vrcholmi. Na obrazku 4.7 mozeme vidiet ako takéto nahradenie vyzera.

Obr. 4.7: Nahradenie vrcholu z K8 siedmimi vrcholmi
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Tentoraz nemusime skusat vsetky sposoby, akymi mdézeme pospajat vrcholy grafu
s novopridanymi siedmimi vrcholmi, pretoze budeme riesit vsetky moznosti akymi mo-
zeme pospajat dané vrcholy do kruznice. V dalSom kroku si pre tento graf zistime jeho
generatory grupy automorfizmov. To zabezpecujeme nami implementovanou funkciou
za pomoci nauty kniznice v sibore automorphism__group.hpp. Ak zistime, ze nami
vytvoreny graf obsahuje nejaké generatory, tak budeme postupovat nasledovne. Preko-
pirujeme si nas globalny pomocny graf do lokalne novovytvoreného pomocného grafu.
Dalej, ked budeme spominat pomocny graf, budeme mat na mysli uz iba lokalnu verziu.

Ako budeme dalej postupovat ukazeme v nasledujucej casti kodu.

std::vector<int> verticesPokus;

std::vector<int> verticesPermuted;

int vrcholKam, pom;

std::vector <std::vector<int>> generatory = automorfizmus(G3);

for (const auto &permutaciaPokus : generatory) {

for (auto &r : pomocnyGraf) {
verticesPokus = mapalr.n().to_int()];
verticesPermuted.clear () ;
for (auto v : verticesPokus) {
verticesPermuted.push_back(permutaciaPokus[v + (vrchol =*
7)] - (vrchol * 7) );

}
vrcholKam = mapaRev[verticesPermuted];
pom = O;
for (auto &i : pomocnyGraf[r.n()]) {
if (i.r2(0).n().to_int() == vrcholKam) {
pom = 1;
}
}
if (pom == 0 && vrcholKam != r.n().to_int()) {
addE (pomocnyGraf , Location(r.n().to_int (), vrcholKam));
}

Postupne budeme iterovat cez kazdy generator. V cykle budeme iterovat cez vSetky
vrcholy nasho pomocného grafu. Vypocitame si automorfny obraz vrcholu a ak medzni
nimi neexistuje hrana, tak tieto 2 vrcholy spojime hranou. To ndm opéf znizi pocet
moznosti, ktorymi moézeme pospajat vrcholy v kruznici. Po aplikovani vsetkych gene-
ratorov, si na nas pomocny graf zavoldme funkciu ConnectedComponents, ktord

pracuje na principe prehladévania do hibky. Na zaciatku si v tejto funckii inicializu-
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jeme vsetky vrcholy pomocného grafu ako nenavstivené. Nasledne budeme iterovat cez
vsetky vrcholy grafu. Ak je nenavstiveny, tak tento vrchol si vlozime do vystupného
zoznamu vrcholov. Dalej si z daného vrcholu spustime prehladévanie do hibky a vietky
vrcholy, do ktorych sa dostaneme oznac¢ime za navstivené. Vystupom funkcie bude zo-
znam vrcholov, ktoré reprezentuji nesivislé komponenty pomocného grafu. V tomto
vyslednom zozname sa nachadzaju vrcholy, ktoré reprezentuju vsetky mozné sposoby
akym mozeme pospajat vrcholy do kruznice tak, aby nami novovzniknuty graf nebol
automorfny a tym padom aj izomorfny s nejakym inym grafom, ktory vygenerujeme

z toho istého povodného grafu. Nésledne sme sa pokusili aplikovat metédu kanonic-
kej redukcie. Skusili sme metodu, pri ktorej sme si pre nas vytvoreny graf vypocitali
hodnoty orbit vrcholov jeho kruznic. Pokial nami posledna pridand kruznica nebola
reprezentovana lexikograficky najmensou mnozinou orbit vrcholov kruznice, tak takyto
graf by sme zahadzovali, lebo by to znamenalo, ze taky graf méa vzniknut z iného grafu.
Tato metdéda nezafungovala tplne spravne, pretoze pri nahradzovani tretej kruznice
doslo k chybe a zahodil sa jeden graf, ktory sa mal vytvorif a pridali sa 2 grafy, ktoré
boli izomorfné. Spravne implementovanie tejto metédy spociva v tom, Ze by sme pre
dany graf s k + 1 nahradenymi vrcholmi kruznicami dizky 7 v cykle postupne vy-
generovali k + 1 grafov s k& nahradenymi vrcholmi. Jednu kruznicu tychto grafov by
sme skontrahovali naspat do vrcholu. Ako vyzera jedna moznost vzniknutého grafu pri

kanonickej redukcii mozeme vidiet na obrazku 4.8.

Obr. 4.8: Graf po skontrahovani jednej kruznice spat do vrcholu
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Pre kazdy takyto graf by sme nésledne museli vyrobit jeho kanonickt formu, ktora
by sme si zapamaétali pre jednoduchost porovnavania v jeho stringovej forme. Ak by
sme po skontrahovani nasej poslednej pridanej kruznice nedostali lexikograficky naj-
mensiu stringovi hodnotu, tak takyto graf by sme vyhlésili za zly a zahodili by sme ho.
Bohuzial toto riesenie pri tejto forme generovania nie je ¢asovo efektivne, pretoze by
sa tam vela krat volala funkcia canonical__sparse6 na vytvorenie kanonickej formy,
ktora nie je tulplne trividlna a vypocet stoji nejaky cas. Preto sme sa rozhodli tuto
myslienku v tomto pripade zahodit a tym padom sme boli niteni ponechat si globalny
zoznam neizomorfnych grafov na kontrolu. Tymto sposobom generovania sme sa do-
stali az na nahradenie 4. vrcholu. Nahradenie 5. vrcholu tymto spdsobom nevyzera
dalej realne, najmé kvoli velkému poctu neizomorfnych grafov, ktoré by sme museli
maf uloZzené v paméti a eventualne by sme presiahli limit vnttornej paméte pocitaca a
generovanie by sa bud vyrazne spomalilo alebo by predcasne skoncilo a ak by sa ndm
aj podarilo tento problém s globalnym zoznamom odstranif kanonickou redukciou za
cenu vyrazného spomalenia, generovanie by trvalo prilis dlho. Vysledky generovanie

pomocou tejto verzie si uvedené v nasledujicej tabulke 4.4:

Tabulka 4.4: Pocet vygenerovanych grafov s pouzitim generatorov grip automorfizmov

Pocet nahradenych vrcholov | Pocet grafov Cas
1 1 10,1 sec
2 115 | 0,3 sec
3 65 361 | 50 sec
4 29 173 290 | 18 hod

4.3 Tretia verzia

Po zisteni vysledkov z predchadzajicej verzie programu pri nahradni 4. vrcholov sme
usudili, ze bude najlepsie pozmenit nas pristup ku generovaniu grafov a ako dosiahnut
nas ciel overenia Jaegerovej hypotézy. Zvolili sme si teda celkom novy postup generova-
nia. Generovanie tentokrat nebudeme zacinat s grafom K8, ale s obycajnou kruznicou
dlzky 7 ku ktorej postupne budeme pripéjat dalSie takéto kruznice. Dokonca méZzeme
zac¢inat rovno aj dvomi kruznicami, ktoré st spojené hranou, pretoze vdaka automor-
fizmom kruznic vieme, ze existuje len jeden neizomorfny graf takéhoto typu. Ako teda
moze vyzerat krok v nasom generovani, mézeme vidiet na obrazku 4.9 .

Vyzvou pri tomto postupe generovania bolo najst sposob ako efektivne zistif vsetky
mozné kombindcie, akym mozme zapojit novopridani kruznici k pdvodnému grafu.

Vyhodou pri tomto type generovania je to, ze zo zac¢iatku nam pocet grafov bude rast
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Obr. 4.9: Jedna z moznosti ako zapojit kruznicu k dvom kruzniciam

ovela pomalsie ako pri predchadzajicom postupe. Eventualne ale, ak by sme sa dostali
az na zapojenie o0smej kruznice a vygenerovali by sme vSetky neizomorfné grafy, dostali
by sme rovnaki mnozinu grafov, ako keby sme sa pri predchadzajicom postupe do-
stali po nahradenie vsSetkych vrcholov grafu K8. KedZze pri predchadzajicej verzii, nas
postup s vyuzitim generatorov grupy automorfizmov zafungoval a dosiahli sme vdaka
nemu vyrazné zrychlenie, rozhodli sme sa tento postup vyuzif znova. Na zaciatku si
pre graf na vstupe musime vytvorit novy pomocny graf velkosti 7, kde n = pocet uz
zapojenych kruznic, ktory reprezentuje usporiadané k-tice vrcholov jednotlivych kruz-
nic 1 az k, ku ktorym budeme pripajat vrcholy novej kruznice £+ 1. Pre jednoduchost,
tieto usporiadané k-tice reprezentujeme ako Cislo zapisanné v 7-ckovej stustave. Z tohto
pomocného grafu musime vylucit vrcholy, ktoré uz st pouzité pri spojeni kruznic 1 az

k. Ako také nieCo robime si ukédZzeme v nasledovnom kode.
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Graph pomocnyGraf (empty_graph(power (7, stupen)));
int vrchol;
int pomoc;
std::vector<int> pole;
std::vector<int> pomocnePole;
for (auto ii : G.list(RP::all(), IP::primary())) {
if (ii->n1().to_int() / 7 '= ii->n2().to_int () / 7) {
pomocnePole.push_back(ii->nl1().to_int ());
pomocnePole.push_back(ii->n2().to_int ());
}
}
for (auto &v : pomocnePole) {
pomoc = 1;
for (int i = 0; i < v / 7; i++) {
pomoc = pomoc * 7;
}
for (auto &r : pomocnyGraf) {
if ((r.n().to_int () / pomoc) \% 7 == v \% 7) {
pole.push_back(r.n().to_int ());

}

for (auto &i : pole) {
deleteV(pomocnyGraf, i);

}

pole.clear ();

Nasledujucim krokom je ocistenie vrcholov pomocného grafu o ich automorfné ob-
razy. Implementacia je analogicka k ¢isteniu automorfizmov uvedenému v predchadza-
jucej verzii. Rovnako ako v predchadzajicej verzii, po aplikacii vSetkych automorfizmov
si na nas pomocny graf zavolame funkciu ConnectedComponents. Tato funkcia nam
opat vrati zoznam vrcholov, ktoré budua reprezentovat nezavislé komponenty pomoc-
ného grafu. Tento isty algoritmus aplikujeme aj pre samostatni kruznicu, ktord budeme
do grafu pridavat. Nasledne ked uz budeme mat vypocitané komponenty pomocného
grafu pre graf G' a komponenty pomocného grafu pre kruznicu, vieme vyskusat vsetky
moznosti ako zapojit kruznicu do nasho grafu GG, bez toho aby ndm z rovnakého grafu
G vznikli 2 izomorfné grafy G'. Nésledne si pre kazdy graf vytvorime jeho kanonicki
formu a za pomoci globaleho zoznamu neizomorfnych grafov si overime, ¢i sme takyto
uz nahodou nevygenerovali. Poc¢as priebehu programu, ktory mal za tilohu vygenero-
vat vSetky grafy, ktoré vznikni zapojenim piatich kruznic sme si vsimli, ze generatory

grupy automorfizmov sa skoro nevyskytuju, preto sme usudili, ze ak by sme chceli gene-
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rovat grafy s va¢sim poctom zapojenych kruznic ako 5, tak tato ¢ast by nam uz ¢asovo
nijako nepoméha a preto by sme ju chceli vypnut. Vysledky generovania pomocou tejto

verzie si uvedené v nasledujucej tabulke 4.5:

Tabulka 4.5: Pocet vygenerovanych grafov s pouzitim generatorov grip automorfizmov

Pocet zapojenych kruznic | Pocet grafov Cas
2 1 0 sec
3 10 0,2 sec
4 2175 3,3 sec
5 6 485 412 | 2 hod 30 min

4.4 Stvrta verzia

Cielom tejto verzie bolo, zbavit sa globdlneho zoznamu, pretoze opéat by nastal rov-
naky problém ako vo verzii 2 a to teda, ze pri velkom pocte grafom by sa nam nas
globalny zoznam grafov nemusel zmestit do paméte. Preto sme sa rozhodli zakompo-
novat do tejto verzie postup s kanonickou redukciou, ktory je popisany dalej v tejto
podkapitole. Program bude sice pomalsi, ale umozni nam to sa dostat na zapojenie aj
viac ako 5 kruznic. Problém, ze program bude pomalsi sme sa pokusili vyriesit parale-
lizaciou. Spravili sme si teda dva nové programy a to konkrétne test_ BezK8v2.cpp
a test__bezKS8citanieZoSuborov.cpp. Prvy je rovnaky ako program vo verzii 3, s
tym rozdielom, ze neizomorfné grafy len hladanej velkosti zapisuje do textového stiboru.
Ukladame neizomorofné grafy v ich sparse forme, ktorid vieme jednoducho ulozit ako
string. Takto si vieme vygenerovat textové siibory so vsetkymi grafmi, ktoré obsahuju
menej ako 6 zapojenych kruznic. Druhy program pracuje nasledovne. Postupne naci-
tava grafy z intervalu definovanom parametrami from a to v kroku podla parametra
step z nami urc¢eného textového siboru parametrom vstupnySubor, kde je vygene-
rovany zoznam grafov. Tento program slizi na vygenerovanie vsetkych grafov, ktoré
budu mat o jednu kruznicu viac ako maji grafy v zadanom textovom stibore. Cize,
ak by sme tomuto programu podhodili textovy stubor, ktory by obsahol vsetkych 10
grafov s tromi zapojenymi kruznicami. Vysledkom programu bude stibor, ktory bude
obsahovat grafy so styrmi zapojenymi kruznicami. Po nacitani nejakého grafu z tex-
tového siboru skisime vsetky moznosti, ktorymi moézeme zapojit novi kruznicu do
nasho pévodného grafu. Dalej si za pomoci kanonickej redukcie overime, & tento nas
novovzniknuty graf je spravny alebo nie. Kanonickt redukciu v tomto pripade budeme
realizovat nasledovane. Z nasho novo vytvoreného grafu, ktory obsahoval k£ + 1 kruznic

si v cykle skiisime odstranit postupne kazdi kruznicu. Cize dostaneme k+ 1 grafov s k
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kruznicami. Nésledne si pre kazdy takyto graf za pomoci funkcie canonical__sparse6
vyrobime jeho kanonickt formu uloZend vo formate stringu. To ndam umoznuje lahké
porovnavanie danych kanonickych foriem. V nasledujicom kdde si ukazeme ako takito

operaciu vykonavame.

for(int i=0; i<stupen; i++){

Graph G2(copy_identical (G1));

pomoc = 0;

for(int j = 0; j < 7; j++ ){

deleteV(G2,i*7+j);

}
std::string retl = canonical_sparse6(G2);
if (retl < povodnyGraf){
pomoc++;

break;

3

Ak nés pévodny graf nebol lexikograficky najvacsi, tak tiito moznost neakceptujeme.
Téato vlastnost kanonickej redukcie nam zabezpeci, ze graf, ktory by mohol vzniknut z
iného grafu G’ neakceptujeme. Kanonicka redukcia ndm vsak negarantuje, ze z grafu
s k kruznicami nemdze vzniknit viacej vzajomne izomorfnych grafov s k + 1 kruzni-
cami a preto si musime pamétat lokalny zoznam neizomorfnych grafov pre aktualne
rozsirovany graf na vstupe. Lokéalne zoznamy v tomto pripade st malé a paméfovo
nepredstavuji vazny problém. Z doévodu toho, zZe tento program je paralelizovany ne-

udavam tu tabulku s vysledkami.
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Kapitola 5

Zafarbitelnost

V tejto kapitole si popiseme akym sposbom sme vyriesili problém s ofarbovanim grafov
aj ked sa nam nepodarilo vygenerovat mnozinu vsetkych grafov, ktoré by sme dosiahli
nahradenim vrcholov grafu K8 kruznicami dizky 7. Keby sa ndm to poradilo a do ne-
jakého textového suboru by sme si odlozili vSetky vygenerované grafy, tak jednoducho
by sme pouzili ofarbovac, ktory uz je implementovany v kniznici Ba-graph. Tento ofar-
bova¢ vie povedat o kubickom grafe, ¢i je zafarbitelny alebo nie. A ak by sa ukazalo,
ze nejaky graf nie je zafarbitelny, tym padom by sme nasli proti priklad na Jaegerovu
hypotézu. Sposob akym sme to riesili my je taky, ze zobrali sme si mnozinu vsetkych vy-
generovanych grafov s piatimi zapojenymi kruznicami. Tych, ako uz vieme, je 6 485 112.
A mnozinu vsetkych grafov s tromi zapojenymi kruznicami, tych je presne 10. Najprv
si najdeme vsetky mozné ofarbenia grafu. Tieto ofarbenia si ndjdeme vdaka malej tp-
rave funkcie is_ colorable z colorizeru. Upravenu funkciu si nazveme is__colored a
namiesto toho, aby nam funckia povedala, ¢i je graf zafarbitelny alebo nie, vratime si
ColoringBit Array, bitové pole vSetkych ofarbeni grafu. Kedze colorizer modifikuje pre
svoje potreby uspriadanie vrcholov pre ziskanie spravneho poradnia vrcholov v Colo-
ringBitArray pracujeme aj s polom order, ktory generuje colorizer. Toto bitové pole
bude velkosti 3 na velkost vektora order, ktory obsahuje vrcholy so stupnom 1 alebo
2. V nasom pripade aj grafy s piatimi zapojenymi kruznicami aj s tromi zapojenymi

kruznicami maju rovnaky pocet vrcholov stupna 2 a to konkrétne 15. 5.1 5.2

Nagou upravenou funkciou sme teda dostali bitové pole velkosti 3'°, ktoré repre-
zentuje vietky ofarbenia grafu. V tomto poli dizky 3% sa nachddza vela zbytocnych
kombinacii farbenia grafu. Tieto farbenia grafu je vhodné pre dalsi vypocet odstranit.
Pole si vieme skratit tym, ze odstranime také farbenia, pre ktoré neplati paritna lema.
Kedze mame neparny pocet vrcholol stupna 2, konkrétne 15, tak vieme povedat, ze
vsetky farby sa v jednom zafarbeni musia vyskytovat neparny pocet krat. Tymto skra-
time nase pole priblizne na stvrtinova velkost. Nasledne odstranime este vsetky per-

mutécie zafarbeni. CiZe ak mame zafarbenie napriklad 0 1 1 2 1. Tak m6Zeme odstrénit

39
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Obr. 5.1: Graf s 3 zapojenymi kruznicami, kde hrany zafarbené na modro reprezentuju

hrany ktorymi sa mézme napojit

Obr. 5.2: Graf s 5 zapojenymi kruznicami, kde hrany zafarbené na modro reprezentuju

hrany ktorymi sa mézme napojit

zafarbenia02212,10020,12201,20010a2110 1. Z doévodu optimalizacie pri
testovan{ naplnenia paritnej lemy si predpo¢itame mensiu mnoZinu vo velkosti 3°, ktori
nasledne pouzijeme vo vypocte plnej mnoziny indexov ColoringBitArray. Zadeklaru-
jeme si mapu std::map<int, std::vector<unsigned char» spravneTrojice, ktora
bude sluzit na uchovanie iba spravnych ofarbeni grafov. Pod mnozinou spravnych ofar-

beni budeme rozumiet mnozinu ofarbeni redukovani o permutacie farieb ofarbenia.
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Vytvorime si pomocné 2 rozmerné pole poleTrojic typu unsigned char. V nasleduju-

com kode si ukazeme ako toto pole budeme inicializovaf.

unsigned char poleTrojic [243]([8];
for(int i = 0; i < 243; i++) {
for (int j = 0; j < 3; j++) {
poleTrojic[il[jl = 0;

int pom = ij;

for (int j = 0; j < 5; j++) {
poleTrojic[i][7 - j]l = pom \% 3;
poleTrojic[i] [pom \% 3]++;
pom /= 3;

Tymto spoésobom mame v nasom 2 rozmernom poli poleTrojic ulozené vsetky ofar-
benia grafov, ktoré maji 5 vrcholov stupna 2 alebo 1. Kombinaciou troch takychto 2
rozmernych poli poleTrojic ziskame vSetky mozné kombinacie ofarbenia grafov, ktoré
maju 15 vrcholov stupna 2 alebo 1. Pri spajani poli robime parity check, ¢ize vyhodime
vsetky ofarbenia, ktoré nespiﬁajfl paritni lemu. V mape spravneTrojice ukladame vek-
tor ofarbenia jednotlivych vrcholov. Tieto vektory nasledne pouzijeme pri identifikacii

spravneho indexu do ColoringBitArray pre permutované poradie vrcholov.

std::vector<unsgined char> hodnota (15) ;
for(int 1i=0; i<243; i++){
for (int j=0; j<243; j++){
for(int k=0; k<243; k++)A

if (((poleTrojic[i] [0]+poleTrojic[j]l[0]+poleTrojic[k][0]) & 1) == 1 &&
((poleTrojic[i][1]+poleTrojic[jl[1]+poleTrojicl[k][1]) & 1) == 1 &&
((poleTrojic[i] [2]+poleTrojic[jl[2]+poleTrojic[k][2]) & 1) ==1){

for(int 1=0; 1<5; 1++){
hodnota[l] = poleTrojic([k][7-1];
hodnota[1+5] = poleTrojic[j][7-1];
hodnota[1+10] = poleTrojic[i][7-11];
}
spravneTrojice [((i*243 + j)*243 + k)] = hodnota; }}}}
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V mape spravneTrojice teraz mame na spravnych poziciach iba farbenia, ktoré
splnaja paritnt lemu. Dalej budeme chciet odstranit vsetky permutacie ofarbeni. Ako
sme to zabezpecili si ukazeme v nasledujicom kéde. Na zaciatku si vytvorime pomocné

pole typu unsigned char, ktoré si naplnime vsetkymi permutaciami farieb.

unsigned char pomocnePole [6][3] =
{{0,1,2},{0,2,1},{1,0,2},{1,2,0},{2,0,1},{2,1,0}};

for (auto const& i : spravneTrojice){
for(int j=1; j<6; j++){
int pom=0;
for (int k=0; k<15; k++){
pom = (pom << 1) + pom;
pom = pom + pomocnePole[j]l[i.second[14-k]];
}

spravneTrojice.erase (pom);

V mape spravneTrojice teraz mame namapované len spravne farbenia a nevysky-
tuju sa nam tam ziadne zbytocné kombinacie farbeni. Pocet tychto farbeni je 597871
¢o je zhruba 1/24 7 celkového poctu 3' farbeni. Z ohladom na skutocnost, Ze kazdé
farbenie grafu s patnastimi vrcholmi stupna 2 alebo 1 vracia rovnaké bitové pole re-
prezentujuce vSetky kombindcie farbenia vrcholov, je mozné redukciu reprezentovant
mapou spravneTrojice vypocitat len raz a uchovat pre opakované pouzitie.

Pri uvazovani o moznostiach overenia zafarbitelnosti spojenych grafov s piatimi
zapojenymi kruznicami a tromi zapojenymi kruznicami prichddzalo do tivahy niekolko
moznosti implementacia. Prva iivaha spocivala v pristupe najst vsetky kombinacie spo-
jeni vrcholov stupfia 2 na jednej a na druhej strane. Tychto kombin4cif je 3!° * 5!3 ¢o
predstavuje viac ako 13 miliard moznosti, akymi mozeme 2 grafy z tychto mnozin
spojit. Nakolko vypocet takéhoto objemu je nad hranicami nasich vypoctovych moz-
nosti, rozhodli sme sa pre overenie Specifického pripadu. Pévodne rieseny problém sme
transformovali na problém zistovania ZyxZs nikde-nulového toku pre graf K8 s piatimi

nahradenymi vrcholmi cyklami dlzky 7.
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5.1 Overenie Zyx7, nikde-nulového toku

V tejto casti nebudeme pokracovat v skimani hranovej 3-zafarbitelnosti, ale pozornost
venujeme ZoxZsy nikde-nulovému toku pre graf K8 s piatimi nahradenymi vrcholmi cy-
klami dlzky 7. Nakolko nas ofarbova& nefunguje na vrcholoch vyssieho stupiia rozhodli
sme sa problém transformovaf na problém, kde kazdy z vrcholy so stupnom 7 nahra-
dime kruznicou so siedmimi vrcholmi. Na zdklade tohto predpokladu, mozeme vyuzit
implementaciu vychadzajicu zo predvypocitaného zoznamu grafov s piatimi kruzni-
cami na jednej strane a zoznamom grafov s tromi zapojenymi kruznicami na druhej
strane. Pre overenie ZyxZs nikde-nulového toku nam postacuje vyskusat jeden vhodne
vybrany graf s tromi zapojenymi kruznicami. Pre nase overenie sme si vybrali ten z

grafov, ktory obsahuje 7 cyklus (v nasom sibore graf na riadku 2). 5.3

Obr. 5.3: Vybrany graf s tromi zapojenymi kruznicami, ktory obsahuje 7 cyklus

Toky sa zachovavaju vzhladom na kontrakciu, ¢ize ak mame tok a zkontrahujeme
cyklus do vrholu, tak budeme mat znova tok. Vysledkom nasho skimania moézu byt
dva vysledky, prvym vysledkom, v pripade, ze ak nenajdeme hranovi 3-zafarbitelnost
pre nejaki moznost spojenia grafov, tak sme nasli graf, ktory nie je 3-zafarbitelny a
tym padom sme vyriesili pévodny problém. Druhym vysledkom je, Ze v pripade, ak pre
kazdy graf s piatimi kruznicami ndjdeme hranovi 3-zafarbitelnost, tak sme dokazali, ze
povodny graf K8 s piatimi nahradenymi vrcholmi kruznicami dizky 7 mé nikde-nulovy
ZoxZ tok.

Pre identifikaciu spojeni pre grafy s piatimi zapojenymi kruznicami a tromi zapoje-
nymi kruznicamisme sme na oboch strandch zaviedli o¢islovanie vrcholov stupna 2 od
0 po 14. Zmysluplné kombinacie na jednotlivych strandch grafu spocivaji v prepojeni
kruznice s réznymi kruznicami na druhej strane. Tymto sme zistili, Ze optimalnejsie pre
najdenie vsetkych kombinacii bude permutovat pripojenia do kruznic s tromi vrcholmi
stuptia 2, ktorych je (3!)°. Skutocnost, Ze testujeme radovo 8 tisic moZnosti permu-

tacii ocislovania vrcholov 0 az 14 nam dava priestor predpocitat vsetky permutécie
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zafarbenia grafu s tromi zapojenymi kruznicami. Predpokladana paméatova naroc¢nost
je: pocet permutécii * 3% / 24 bitov pre jeden graf. Vzhladom na uloZenie bitového
pola do 64 bitovych slov, to predstavuje 7776 * 9432 * 8bytov. Predpocitanie tychto
vsetkych ofarbeni pre vsetky permutacie umozni nasledné sekvencéné alebo paralelné
overovanie grafov s piatimi zapojenymi kruznicami, pre ktoré uz ziadne permutdacie
nebudeme musiet pocitat.

Pre tspesnu aplikaciu vyssie uvedenych predpokladov aplikujeme pre graf pozosta-
vajuci z piatich kruznic oc¢islovanie vrcholov 0,1,2 pre vrcholy prvej kruznice grafu 3,4,5
pre vrcholy druhej kruznice grafu ... po vrcholy 12,13,14 pre vrcholy piatej kruznice
(realizuje to funkcia graphToOrder). Pre graf pozostavajuci z troch kruznic aplikujeme
oc¢islovanie vrcholov 0,3,6,9,12 pre vrcholy prvej kruznice, 1,4,7,10,13 pre vrcholy druhej
kruznice a 2,5,8,11,14 pre vrcholy tretej kruznice (realizuje graphToOrder2).

std::vector<std::pair<int, int>> graph_to_order (Graph &G){

std::vector<std::pair<int, int>> order;
std::map<int,int> prechodovaMapa;
int vrcholVkruznici = O0;
int pocet3 =15;
for (auto &v : G){
if (v.degree () == 2){
prechodovaMapalv.n() .to_int ()]

vrcholVkruznici;
vrcholVkruznici ++;

} else {
prechodovaMapal[v.n() .to_int ()]

pocet3;

pocet3++;

for (auto ii : G.list(RP::all(), IP::primary())) {

order.push_back(std::pair( prechodovaMapa[ii->nl1().to_int ()],
prechodovaMapa[ii->n2() .to_int ()]1));
}

return order;
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std::vector<std::pair<int, int>> graph_to_order2 (Graph &G){
std::vector<std::pair<int, int>> order;
std::map<int,int> prechodovaMapa;
int vrcholVkruznici = O0;
int pocet3 =15;
for (auto &v : G){

if(v.degree() == 2){
prechodovaMapal[v.n() .to_int ()]
vrcholVkruznici\%5) *3;
vrcholVkruznici ++;
} else {
prechodovaMapal[v.n() .to_int ()]

vrcholVkruznici/5 + (

pocet3;

pocet3++;

for (auto ii : G.list(RP::all(), IP::primary())) {

order .push_back(std::pair( prechodovaMapal[ii->n1().to_int ()],
prechodovaMapal[ii->n2() .to_int (0]1));
}

return order;

Zmysluplné permutécie vrcholov 0 az 14 pre napojenie grafov s piatimi a tromi
kruznicami je mozné predpocitat a uchovat v paméti na zaciatku procesu podobne
ako mapu spravneTrojice. Pre generovanie vyuzijeme uz vytvorené pomocnePole
z predchadzajucej casti programu. V nasledujicom kdéde mozeme vidiet ako také nieco

uskutocnujeme.

int pomocnePolePermutacie [7776][15];

for(unsigned char i1=0; i1<6; il++){
int jl1 = i1%6;
for (unsigned char i2=0; 1i2<6; i2++){
int j2 = (j1+i2)*6;
for(unsigned char i3=0; i3<6; i3++){
int j3 = (j2+i3)*6;
for (unsigned char i14=0; 14<6; id4++){
int j4 = (j3+i4)*6;
for(unsigned char i5=0; i5<6; ib5++){
pomocnePolePermutacie [j4+i5] [0] = pomocnePole[il1][0];

pomocnePolePermutacie [j4+i5] [1] = pomocnePole[il1][1];

pomocnePolePermutacie[j4+i5] [2] pomocnePole[i1] [2];
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pomocnePolePermutacie [j4+1i5] [3] pomocnePole [12] [0]+3;

pomocnePole [12] [1]+3;

pomocnePolePermutacie [j4+i5] [4]

pomocnePolePermutacie[j4+i5] [13] pomocnePole [i5] [1]+12;

pomocnePole [i5] [2]+12;

pomocnePolePermutacie[j4+i5] [14]

}

S vyuzitim takto predpripravenych datovych struktir pristupime k nacitaniu grafov
s tromi kruznicami. Mali sme moznost zvolit si 2 pristupy k rieSeniu. Prvy spocival v
permutovani grafu a naslednom vypocte farbenia. To predstavuje 7776 vypoctov Colo-
ringBitArray. Druhy pristup spociva vo vypocte ColoringBitArray pre graf na vstupe.
A nasledné permutovanie vektoru ColoringBitArray. V tomto pripade realizujeme 1 vy-
pocet ColoringBitArray. Vypocet ColoringBitArray vyzaduje vyssie zmienené precislo-
vanie vrcholov grafu na vstupe a nasledné premapovanie ColoringBitArray aplikovanim
navratového poradia vrcholov v poli Order na vystupe funkcie is_ Colored. Vypocet
permutacie ColoringBitArray v tomto pripade predstavuje len dalSie premapovanie
pola Order z vyuzitim pola permutovanych vrcholov pomocnePolePermutacie. V

nasledujicom koéde je mozné vidiet ako takéto nieco robime.

int pocet = 0;

std::map<int,int> mapOrder;

for (auto i : pokus2.second){
mapOrder [i.first] = pocet;
pocet++;
}

int poleOrder [15];

for(int i=0; i< power(6,5); i++){
for(int j =0; j<15; j++){
poleOrder [j] = mapOrder [pomocnePolePermutacie[i][j]];
3
finalneFarbenia.push_back(convertCBA (pokus2.first, spravneTrojice

, poleOrder ,spravnaMapa));
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Nasledne si za pomoci funckie convertCBA premapujeme vsetky ofarbenia grafu
do podoby 64 bitovych slov. Pre premapovanie vyuzijeme redukovani mapu farbeni
spravneTrojice. Proces premapovanie spociva vo vypocte indexu do ColoringBitArray.
Premapovanie indexu sa realizuje funkciou premapovanieOrderu, do ktorej ako pa-
rametre vstupuju: pole farbeni pri lexikograficky najmensom usporiadani vrcholov, t.j
v poradi 0 az 14 a mapovanie poradia vrcholov grafu na vrcholy 0 az 14. Ako vyzera

nasa funkcia premapovanieOrderu mozeme vidiet v nasledujtcej casti kédu.

int premapovanieOrderu( std::vector<unsigned char> pole, int
poleOrder []1 ){
int pom=0;
for (int i=0; i<15; i++){
pom = pom + pole[i] * polePower3[poleOrder[i]];
X

return pom,;

Takto ziskame pre kazdé farbenie rovnaky vysledny pocet 64 bitovych slov (9342),
ktoré reprezentuju farebenie permutovaného grafu, transformované do usporiadania
vrcholov 0 az 14, ktory ulozime do globalneho zoznamu finalnych farebeni. Po kom-
pletnom vygenerovani globalneho zoznamu finalnych farbeni mozeme zacat spracovavat
textovy stibor s grafmi s piatimi zapojenymi kruznicami. Pre kazdy nacitany graf, vy-
pocitame za pomoci funckie is__ Colored jeho ColoringBitArray, ktory skonvertujeme
rovnakym postupom funkciou ConvertCBA na 64 bitovych slov farbeni. Takto ziskané
pole 64 bitovych slov porovname so vSetkymi poliami 64 bitovych slov vo vektore fi-
nalnych farbeni finalneFarbenie. Za zafarbitelné grafy povazujeme tie dvojice poli
64 bitovych slov, kde existuje aspon na jednom bite sicasne hodnota 1, ¢o znamen4,
ze existuje rovnaké zafarbenie vrcholov grafu s piatimi kruznicami a grafu s tromi
kruznicami. Tuto funkcionalitu ndm zabezpecuju dve funkcie a to konkrétne jeZafar-
bitelny a suZafarbitelne. Ako vyzerd implementacia tychto 2 funkcii mézeme vidiet

v nasledujicih kédoch.



48 KAPITOLA 5. ZAFARBITELNOST

bool suZafarbitelne (unsigned long long int grafi[], wunsigned long
long int graf2 [1){
unsigned long long int pom;
for (int i1=0; i<velkostSpravnychTrojic;i++) {

pom = grafil[i] & graf2[il;

if (pom '= 0) {
break;
}
}
return (pom != 0);

std::vector<bool> jeZafarbitelny (unsigned long long int grafil [], std
::vector<unsigned long long int*> &zoznamGrafov2){
std::vector<bool> vysledok;
for (auto graf2: zoznamGrafov2){
vysledok.push_back(suZafarbitelne (grafl,graf2));
}

return vysledok;

Ak by sa v porovnavanych poliach nenaslo ziadne zhodné farbenie, znamenalo by
to, ze graf vytvoreny spojenim danych grafov s piatimi a tromi kruznicami by bol
nezafaritelny a tym padom by sme nasli kontrapriklad na Jaegerovu hypotézu.

Navrhovany a implementovany algoritmus spracovania vyzaduje pre svoju ¢innost
podla spustenych testov okolo 1 GB RAM. Vytvorenie pomocnych struktar algoritmu
predstavuje priblizne 10s. Napocitanie 7776 redukovanych vektorov farbeni pre jeden
graf osciluje okolo 250s pre jeden graf s tromi kruznicami na vstupe. Nasledujice sek-
venéné spracovanie grafov s piatimi kruznicami na vzorke 10000 grafov dosahovalo
priemernt rychlost 31s/100 grafov. Pri ziadnom z testov program nebezal ako jediny
na testovacom PC. Pri orienta¢nom prepocte na mnozinu by spracovanie za predpo-
kladu trvalo 6500000/100 * 31 (¢o predstavuje okolo 24 dni). S prihliadnutim na tieto
vysledky bolo nevyhnutné do algoritmu zaviest paralelizmus. Paralelizmus je imple-
mentovany z dvoch uhlov pohladu. Prvy je na principe hrubej sily, kedy rozdelime
spracovanie na viacero pocitacov prostrednictvom parametrov spustenia. Tento pri-
stup méa jednu podstatni nevyhodu a to opakovany vypocet pripravnej fazy a mnoziny

* pocet paralelnych

farbeni pre 7776 grafov, ¢o predstavuje odhadovanui stratu 250s
spusteni. Druhy sposob je na principe multithreadingu v ramci jedného pocitaca. V
tomto pripade jednotlivé thready procesu vyuzivaju predpocitané data z pripravnej

fazy.
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Pre implementaciu multithreadingu bola vyuzita konstrukcia
std::for__each( std::execution::par, aplikovani na zoznam grafov na vstupe).
Do tohto procesu bola implementovana parametrizacia Specifikujica maximélnu velkost
fragmentu zoznamu grafov vstupujicich do multithread vypoctu.

Parametre spustenia v poradi:

e from3: Zaciatok intervalu spracovavanych grafov s tromi kruznicami

e to03: Koniec intervalu spracovavanych grafov s tromi kruznicami

e step3: Krok spracovania grafov s tromi kruznicami

e vstupnySubor3: Nazov vstupného stboru s grafmi s tromi kruznicami
e fromb5: Zaciatok intervalu spracovavanych grafov s piatimi kruznicami

e to5: Koniec intervalu spracovavanych grafov s piatimi kruznicami

e stepb : Krok spracovania grafov s piatimi kruznicami

e vstupnySubor5: Nazov vstupného stiboru s grafmi s piatimi kruznicam

e paralelyzedFragment5: Maximalna velkost fragmentu zoznamu grafov s pia-

timi kruznicami
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Zaver

V 1tvode sme si stanovili ciel, vytvorit algoritmus, ktory by bol schopny generovat
vhodnt podskupinu kubickych grafov. A aby sme vedeli o kazdom nami vygenerovanom
grafe povedat, ¢i ndhodou nie je kontraprikladom na Jaegerovu hypotézu.

V diplomovej praci sa nam podarilo vyrobif 2 algoritmy, ktoré by boli schopné
vygenerovat hladani podmnozinu grafov. Nanestastie, tych grafov je az prilis vela a
vygenerovanie vsetkych takych grafov, by bolo ¢asovo a taktiez paméatovo nerealizova-
telné. Uspesne sa ndm vak podarilo upravit program na ofarbovanie grafov, ktory ndm
zabezpecuje, teoreticki moznost vygenerovat vsetky mozné farbenia hladanej mnoziny
grafov, a tym padom overif Jaegerovu hypotézu. Nasledne sme sa rozhodli doplnit ove-
renie Specifického pripadu suvisiaceho s rieSenym problémom. Povodne rieseny problém
sme transformovali na problém zistovania Z,xZ, nikde-nulového toku pre graf K8 s

piatimi nahradenymi vrcholmi cyklami dizky 7.

o1
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