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Bezkontextové gramatiky s generovaním reverzov
Bezkotextová gramatika s generovaním reverzov (RGCFG) je pätica
G = (N,T ,P, σ, R©), kde
• N je abeceda neterminálov,
• T je abeceda terminálov,
• P je množina pravidiel tvaru N × (N ∪ T )∗,
• σ je počiatočný neterminál, σ ∈ N,
• R© ∈ T je špeciálny terminálny symbol.

Špeciálne terminály R© sa vyhodnotia funkciou %:

%(w) =

{
w w ∈ (T − { R©})∗,
u%(vR) w = u R©v , kde u ∈ (T − { R©})∗ a v ∈ T ∗.
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Trieda jazykov generovaná RGCFG

• Táto trieda jazykov je ostro väčšia ako LCF .
• Patrí sem napríklad jazyk L(G ) = {ww | w R©wR ∈ LCF (G )}

pre nejakú RGCFG G .

Príklad
Gramatika štandardným spôsobom vygeneruje slovo w = x R©y R©z .
Vyhodnotenie prebieha nasledovne:

%(w) = %(x R©y R©z) (1)

= x%(zR R©yR) (2)

= xzR%(y) (3)

= xzRy . (4)
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Stredný reverz

• Normálny tvar so znalosťou generovaných reverzov: pre každý
neterminál „vieme povedať, ktoré reverzy generuje“ .
• Pre počet n reverzov v slove, stredný reverz je ten v poradí

s-tý, kde s = dn+1
2 e.

• Vďaka normálnemu tvaru vieme identifikovať neterminály
generujúce stredný reverz.

Príklad

%(u R©v R©x R©y R©z) = uzRvyRx
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Zásobníkové automaty s otáčacím zásobníkom (NFPDA)

• Nedeterministický zásobníkový automat:
• konečný počet stavov,
• jedna vstupná páska,
• jeden zásobník.

• Možnosť otočiť zásobník počas výpočtu.
• Krok výpočtu je použitie jednej z dvoch prechodových funkcií
δ,∆ (otočenie zásobníka).
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Sila automatov s otáčacím zásobníkom

• L (NFPDA) je trieda jazykov akceptovaných pomocou
NFPDA s neobmedzeným počtom prevrátení.
• L (NFPDAk) je trieda všetkých jazykov L takých, že L = L(A)

pre nejaký nedeterministický automat s otáčacím zásobníkom
A, pracujúci s najviac k otočeniami zásobníka.

Veta (Holzer, Kutrib 2003)
Triedy jazykov L (NFPDAk) tvoria nekonečnú hierarchiu:

L (CF ) = L (NFPDA0) ( L (NFPDA1) ( L (NFPDA2) ( . . .
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Ekvivalencia gramatík a automatov

Veta (Sarkar 2001)
L (NFPDA) = L (RE ).

• L (RGCFGk) je trieda všetkých jazykov L takých, že L = L(G )
pre nejakú RGCFG G generujúcu najviac k reverzov.

Veta (Kostolányi 2015)
L (NFPDAk) = L (RGCFGk) pre ľubovolné k ∈ N.
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Nedeterministický algoritmus „posuň, redukuj“

• Známy algoritmus „posuň, redukuj“ pre syntaktickú analýzu
bezkontextových gramatík zdola nahor.
• Operácie:

• posuň,
• redukuj(ξ → x) pre pravidlo ξ → x ∈ P.

• Možno ho implementovať na zásobníkovom automate.
• Pravé krajné odvodenie.
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Príklad „posuň, redukuj“

• {σ → αβ, α→ a, β → bc} ⊆ P

• σ ⇒ αβ ⇒ αbc ⇒ abc

zásobník vstup operácia

` abc posuň
` a bc redukuj
` α bc posuň
` αb c posuň
` αbc redukuj
` αβ redukuj
` σ akceptuj
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Nedeterministický algoritmus „posuň, redukuj, otoč“

• Pridáme otočenie zásobníka do štandardného algoritmu
„posuň, redukuj“ :
• posuň,
• otoč,
• redukuj(ξ → x) pre pravidlo ξ → x ∈ P.

• Možno ho implementovať na zásobníkovom automate
s otáčacím zásobníkom.

• Vstup: Slovo w a gramatika G = (N,T ,P, σ, R©) v
normálnom tvare so znalosťou generovaných reverzov.
• Výstup: ÁNO práve vtedy, keď w ∈ L(G ).
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Algoritmus „posuň, redukuj, otoč“

1. Na dno zásobníka vlož symbol ||.
2. Nedeterministicky vyber a vykonaj jednu z operácií:

• posuň,
• otoč,
• redukuj(ξ → x), kde ξ negeneruje stredný R©.

3. Akceptuj alebo nedeterministicky pokračuj krokom 2 alebo 4.

4. Nedeterministicky vyber pravidlo ξ → x1 R©x2, kde toto R© je
stredné. Vykonaj operáciu redukuj(ξ → x1 R©x2).

5. Akceptuj, alebo pokračuj krokom 6.
6. redukuj(ξ → x) pre nejaké pravidlo ξ → x , kde toto pravidlo

generuje stredné R©. Pokračuj krokom 5.
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Príklad „posuň, redukuj, otoč“

• Gramatika G = (N,T ,P, σ, R©) v normálnom tvare so
znalosťou generovaných reverzov, kde
P = {σ → αβ, α→ a R©, β → b R©c}.
• Odvodenie slova v gramatike G :

σ ⇒ αβ ⇒ αb R©c ⇒ a R©b R©c.

• Neterminály generujúce stredný R© sú σ a β.
• Interpretácia symbolov R©:

%(a R©b R©c) = a%(cR R©bR) = acR%(b) = acRb.
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Príklad „posuň, redukuj, otoč“ (pokračovanie)

zásobník vstup operácia

` || acRb posuň (1)
` ||a cRb otoč (2)
` R©aR || cRb posuň (3)
` R©aR ||cR b otoč (4)
` R©c ||a R© b redukuj α→ a R© (5)
` R©c ||α b posuň (6)

` R©c ||αb redukuj β → b R©c (7)
(vyber b, otoč, vyber R©c)

` α||β redukuj σ → αβ (8)
(vyber β, otoč, vyber α)

` ||σ akceptuj (9)
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Dôkaz správnosti algoritmu

Existencia odvodenia k výpočtu

• Každá operácia redukuj zodpovedá jednému kroku odvodenia.
• Invarianty pre algoritmus:

• „Správne“ zreťazený vrch a spodok zásobníka tvoria časť
nejakej vetnej formy, z ktorej možno odvodením v gramatike
dostať prečítaný prefix vstupného slova.

• V prípade akceptačného výpočtu je na jeho konci na zásobníku
iba počiatočný symbol σ a vstupné slovo možno odvodiť v
tejto gramatike.
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Odvodenie k akceptačnému výpočtu

zásobník vstup operácia

` || acRb posuň, otoč, posuň, otoč
` R©c ||a R© b redukuj α→ a R©
` R©c ||α b posuň

` R©c ||αb redukuj β → b R©c
(vyber b, otoč, vyber R©c)

` α||β redukuj σ → αβ
(vyber β, otoč, vyber α)

` ||σ akceptuj

σ ⇒ αβ ⇒ αb R©c ⇒ a R©b R©c
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Dôkaz správnosti algoritmu

Zostrojenie výpočtu k normálnemu odvodeniu

• Normálne odvodenie:
• neterminály generujúce stredný reverz,
• pravé krajné odvodenie naľavo a ľavé krajné odvodenie

napravo od stredného reverzu.

• Prechádzame odvodenie od konca, kde každému kroku
odvodenia zodpovedá niekoľko operácií posuň, niekoľko
operácií otoč a práve jedna operácia redukuj.
• Pojmy handle a životaschopný prefix pre normálne odvodenie.

19 / 24



Definície Syntaktická analýza zdola nahor Správnosť algoritmu „posuň, redukuj, otoč“ Záver

Výpočet k normálnemu odvodeniu

σ ⇒ αβ ⇒ αb R©c ⇒ a R©b R©c

zásobník vstup operácia

` || acRb posuň, otoč, posuň, otoč
` R©c ||a R© b redukuj α→ a R©
` R©c ||α b posuň

` R©c ||αb redukuj β → b R©c
(vyber b, otoč, vyber R©c)

` α||β redukuj σ → αβ
(vyber β, otoč, vyber α)

` ||σ akceptuj
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Záver

• V práci sme popísali nedeterministický algoritmus „posuň,
redukuj, otoč“ ako nástroj na syntaktickú analýzu zdola nahor
pre bezkontextové gramatiky s generovaním reverzov.
• Dokázali sme správnosť tohto nedeterministického algoritmu.
• Otvorené problémy:

• Deterministický algoritmus „posuň, redukuj, otoč“
• Deterministický algoritmus pre syntaktickú analýzu zhora nadol
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Ďakujem za pozornosť
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Počet otočení zásobníka

• Gramatiky s generovaním k reverzov sú rovnako silné ako
automaty s otáčacím zásobníkom pre k otočení zásobníka.
• Počet operácií otoč práve k .
• Počet otočení zásobníka v druhej časti najviac lineárny od

dĺžky odvodenia.
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Príklad

zásobník vstup operácia

` || acRb posuň
` ||a cRb otoč
` R©aR || cRb posuň
` R©aR ||cR b otoč
` R©c ||a R© b redukuj α→ a R©
` R©c ||α b posuň

` R©c ||αb redukuj β → b R©c
(vyber b, otoč, vyber R©c)

` α||β redukuj σ → αβ
(vyber β, otoč, vyber α)

` ||σ akceptuj
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Kľúčové body konštrukcie výpočtu k odvodeniu

• Handle – výskyt pravej strany nejakého pravidla vo vetnej
forme.
• (Úplný) životaschopný prefix – „dobrý“ obsah zásobníka.
• Pre každý krok odvodenia:

• Buď je na zásobníku nejaký úplný životaschopný prefix a
možno redukovať,

• alebo robíme operácie posuň a redukuj tak, aby na zásobníku
vznikol úplný životaschopný prefix.

• Po každom ďalšom kroku v algoritme obsah zásobníka
predstavuje nejaký životaschopný prefix pre toto odvodenie.

• Po spracovaní prvého kroku odvodenia sa na zásobníku nutne
nachádza iba počiatočný neterminál σ, teda je to akceptačný
výpočet.
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