Uvod do teorie
kodovania

Daniel Olejar

Martin Stanek
Jaroslav Janacek
Richard Ostertag

20. maja 2002



Obsah

1

2

3

Uvod

Zakladné pojmy a oznacenia
2.1 Abecedy,slovaajazyky . . . . . . . . . . . . . ...
2.2 Model prenosovéhokanala . . . ... ... ... ................

2.3 Kodovanie . . . . . . . . ...,

Nerovnomerné kody
3.1 Rozdelitelnékody . . . . . ... . .. .. . .. ..
3.1.1 Prefixovékody . . . . .. .. ... e
3.1.2 Kraftova - McMillanova nerovnost’ . . . . . ... ... ........
3.1.3 Uplné KOy . . . o o o v et
3.14 Koédovéstromy . . ... ... ... . .. ...
3.1.5 Automatové dekédovanie. . . . .. ... ...,
3.2 Cenakodu . . ... ... . . e
3.3 Kvazioptimalne kédy a optimalny kéd . . . . . ... ... L.
3.3.1 Fanovkdéd . ...... .. .. ...
3.3.2 Huffmanov optimalnykéd . . .. ... ... ... ...........
3.3.3 Rozsireniekédu . . ... ... ... ..
3.3.4 Chyby v pravdepodobnostiach zdrojovych symbolov . . .. ... ..
3.4 Koédovanie Markovovskéhozdroja . . . . . .. ... ... ... ... ... .
3.5 Koédovanie pomocouordkula . . . ... ... ... ... ... ...
3.6 Slovnikové metédy kompresie udajov . . . . . ... ... ... ... ...

3.7 Kolmogorovska zlozitost . . . . . ... ... ... ... . ... ... ... ..

Samoopravné kody

4.1 Princip samoopravnych kédov . . . . . ... ... ... ... ... ... ...
4.1.1 Binarny symetricky kanal bez paméte . . . . . ... ... ... ...
4.1.2 Geometricka interpretacia samoopravnéhokédu . . . . . . ... ..
4.1.3 Jednoduché kédy odhalujiuce/opravujice chyby . . . . ... ... ..
414 Hammingovkéd . . . . . . ... .. ...

S A~ W W

©

10
14
16
17
19
20
22
23
25
27
29
34
36
36



42 Linearnekody . . . . . . . ...

4.2.1 Reed-Mullerovekédy . . . . ... .. ... ...
4.3 Cyklickékody . ... ... . . e
4.4 Bose-Chandhury-Hocquenghovekody . . ... ... ... ..........

Shannonova teoréma

Hranice kédov

Algebraické zaklady samoopravnych kédov

Prehlad najdolezitejsich pojmov

48

50

50

50



1 Uvod

Uvod do teérie kédovania je prvou zo série knih Vybrané kapitoly z informatiky a ap-
likovanej matematiky, ktoru planuje vydavat DevinLab, spolo¢né pracovisko Katedry
informatiky FMFI UK a firmy ArtInApples, s.r.o. Séria je urcend predovsetkym poslu-
chafom univerzitného Studia informatiky a informatikom z praxe. Jej cielom je aspon
ciastocne zaplnit medzeru v ponuke odbornej literatiry a pristupnym spésobom obozna-
mit’ Citatelov so zdkladmi dolezitych a zaujimavych informatickych a matematickych
disciplin a moZnost’ami ich pouZitia.

Samotna tedria kédovania je peknym prikladom vyuzitia abstraktnej matematiky
na rieSenie praktickych problémov vznikajucich pri spracovani informécie. Pri prenose
udajov pomocou komunikacného kanéla a pri uchovavani udajov na paméatovych mé-
diach vznikaju chyby, ktoré moézu zostat’ neodhalené a pri automatickom spracovavani
udajov sposobovat’ vazne problémy. Teéria kédovania poniika rieSenie v podobe samoop-
ravnych kédov, schopnych odhalovat’ a opravovat chyby spoésobené nahodnymi vplyvmi.
Druhym aktualnym problémom je efektivnost’ zapisu informacie. Casto je potrebné pre-
nasat’ alebo uchovavat také mnozstva udajov, ktoré presahuju existujuce komunikacné
alebo archivacné kapacity. St zname metédy kédovania, ktoré vyuzivaju napr. Statistic-
ké zakonitosti v iidajoch na ich transformaciu do ,,stru¢nejsej“ podoby.

Kniha ,,Uvod do tedrie kédovania“ je venovana zakladom klasickej tedrie kédovania:
efektivnym a samoopravnym kédom.

2 Zakladné pojmy a oznacenia

Pojmy ako ,kéd“, ,kédovanie“, ,informacia“, ,,idaje“, ,prenos®, ,prenosovy kanal“ a d’al-
Sie sa v informatike povazuja za vSeobecne znadme a mozno aj preto sa ¢asto pouzivaju v
rozlicnych vyznamoch. Aby sme sa vyhli nedorozumeniam spdsobenym rozli¢nou inter-
pretaciou zakladnych pojmov, vybudujeme si potrebny pojmovy aparat exaktne. Zacne-
me uvedenim potrebnych pojmov teérie formalnych jazykov.

2.1 Abecedy, slova a jazyky

Abeceda je Tubovolnd konetna neprazdna mnozina. Prvky abecedy budeme nazyvat
znakmi alebo symbolami. Abecedu budeme oznacovat symbolom X; ak bude potrebné
rozliSovat’ rozlicné abecedy, budeme symbol X indexovat. Lubovolna kone¢na postup-
nost’ znakov z abecedy X sa nazyva slovom nad abecedou L. Ak nebude podstatné o aku
abecedu ide alebo z kontextu bude zname, o ktoru abecedu sa jedna, budeme kvoli struc-
nosti slova ,nad abecedou I“ vynechavat. Zjednodusime aj zapisovanie slov; symboly
v postupnosti nebudeme oddelovat ¢iarkami a slovo (napr.) a,b,e,c,e, d, a budeme za-
pisovat v Standardnom tvare: abeceda. Nech je w slovo nad abecedou L, potom pocet
znakov slova w nazveme ,,diikou slova w*“ a budeme ju oznacovat’ symbolom 1(w). Tak
napriklad 1(slovo) =5, l(abeceda) = 7, 1(a) = 1. Postupnost’ znakov nad abecedou X mé-
Ze byt aj prazdna. Takato postupnost’ sa nazyva prdzdnym slovom a oznacuje symbolom



A. Pre dizku prazdneho slova plati 1(A) = 0. Teraz definujeme operacie nad slovami, po-
mocou ktorych bude mozné vytvarat nové slova. Nech s u,v dve slova nad abecedou X;
u=aj...ay;, Vv=D>bi...bm. Zretfazenim slovu,vjeslovow =uv=aj...a,b;...bynad
abecedou X. (Je zrejmé, Ze operacia zretazovania slov je asociativna, ale vo vSeobecnosti
nie je komutativna; prazdne slovo A je obojstrannym neutralnym prvkom vzhladom na
operaciu zretazenia slov: pre 'ubovolné slovo w plati wA = Aw = w). Slovo mozno zreta-
zit aj so sebou samym, napr. uu = aj...danqj ... d,. Pre l'ubovolné slovo w a I'ubovolné
¢islo k € NV definujeme:

1. Wl =,

2. Wt = wkw,

Nech u = ay ... ay je 'ubovol'né slovo, suvisla podpostupnost z = a;ai ... a0 1; 1<
1,14 k < n nazveme podslovom slova u. Ak 0 < k < n slovo z nazveme vlastnym podslo-
vom slova u. Slova u a A su trividlnymi podslovami slova u a v kédovani sa nimi zvlast
zaoberat’ nebudeme. Zato vSak v teérii kédovania zohravaju doélezita dlohu podslova,
ktoré su zaciatkom alebo koncom nejakého slova. Zavedieme pre ne $pecidalne pomeno-
vania. Nech u = a;...a, je 'ubovolné slovo, slovo z = a;...ax, 0 < k < n nazveme
pociatocnym podslovom (prefixom) slova u a slovo x = a;ai.1...an; 1 <1i=mnnazveme
koncovym podslovom (sufixom) slova u. Znaky v slove mozno aj preusporiadat. Dole-
Zitym pripadom preusporiadania znakov je otocCenie slova: zrkadlovym obrazom slova
u=aj...a, nazveme slovo a, ...qa;

Slova mézu byt prvkami mnozin. Lubovolni mnozinu slov nad abecedou X nazveme
Jjazykom nad abecedou ~. Okrem beZnych mnoZinovych operacii s jazykmi zavedieme aj
operacie odvodené od zretazovania slov. Nech su £, £, jazyky nad abecedou X, potom
L = L1L5 je jazyk nad abecedou X definovany nasledovne: £L ={uv | u € Ly,v € Ly}
Jazyk mozno zret'azovat’ so sebou samym; pre Iubovolny jazyk £ a Fubovolné ¢islo k € N/
definujeme:

1. L0 ={A},
2. L = kL,
Na zaver uvedieme este dve operacie nad jazykmi, ktoré nam umoznia popisat mnozinu

vSetkych moznych slov, ktoré sa daju vytvorit’ pomocou operacie zret'azovania jazyka.
Nech £ je lubovolny jazyk, potom jazyky LT = (2, L" a L* = [JZ, L' sa nazyvaji

i>0
kladn4, resp. nezdporni iteracia jazyka L' _Vsimnite si, Ze abecedu X mozno chapat
aj ako jazyk pozostavajuci zo vSetkych slov dlzky 1 nad abecedou ~. Potom I* oznacuje

mnozinu vS§etkych slov nad abecedou .
Ilustrujeme teraz zavedené pojmy na prikladoch.
2.2 Model prenosového kanala

Vyuzijeme pojmovy aparat, ktory sme vybudovali v predchadzajicej casti a zavedieme
zakladné pojmy z tedrie informacie a tedrie kodovania. Budeme predpokladat), Ze pre-
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zdroj |~ kéder (+ kanal [~ dekéder — prijemca

Obrazok 1: Model prenosového kanadla

nasané alebo uchovavané informacie maju podobu slova alebo slov nad nejakou abece-
dou. Transformacie, ktorymi prechddza informécia pri prenose, resp. pri uchovavani
na pamitovom médiu a ¢itani z neho popiSeme pomocou modelu prenosového kanala
uvedeného na obr. 1 Aby sme sa nemuseli zaoberat’ tym, odkial informéacia pochadza
a ani zvlastnostami jednotlivych zdrojov informécie, predpokladame, Ze informacia je
zapisana v tvare postupnosti symbolov z abecedy Xg a vytvara ju nejaky generdtor—zdroj
informdcie. Abecedu Xg = {sj,...,sq} budeme nazyvat’ abecedou zdroja, alebo zdrojo-
vou abecedou; informaciu, ktora sa prendsa z jedného miesta na druhé budeme nazyvat
sprdvou a informaciu, ktora sa uchovava na paméatovom médiu, idajmi. Existuje via-
cero matematickych modelov zdroja informacie (generatora), ktorymi sa podrobnejsie
budeme zaoberat v kapitole 3. Sprava, ktord vytvoril zdroj informaécii je urcena pre
vzdialeného prijemcu. Na prenos spravy od zdroja informacie k prijemcovi/adresatovi
slazi prenosovy kandl. Prenosovy kanal ma vlastni abecedu, kanalova abecedu X, kto-
ra je vo vSeobecnosti rozna od abecedy zdroja Xs. Prenosovy kanal z matematického
hfadiska predstavuje transformaéciu, ktora vstupna hodnotu (spravu m) zobrazi na vy-
stupni hodnotu (spravu m’). V idedalnom pripade je transformaécia realizovan4 prenoso-
vym kandlom identick4, t.j. m = m/, v redlnom Zivote v8ak ¢innost’ prenosového kanalu
komplikuje $um. Sum spésobuje v spravach prenasanych prenosovym kandlom zmeny
(chyby) dvojakého typu:

1. nahradenie jedného symbolu prendsanej spravy inym symbolom (z abecedy Z¢),

2. vypadok symbolu, doplnenie nového symbolu (z abecedy X) do prendsanej spravy
(poruchy synchronizacie).

V tejto knihe sa budeme zaoberat’ kédmi, odhal'ujicimi, resp. opravujicimi chyby prvého
typu. Poruchy synchronizécie ??? Vyskyt chyb v prenesenej sprave zavisi od Sumu. Sum
je vsak vysledkom celého radu rozlicnych vplyvov, ktoré nie je mozné deterministicky
popisat. Budeme preto predpokladat’, Ze chyby v jednotlivych symboloch prenasane;j
spravy vznikaju nezavisle na sebe s rovnakymi pravdepodobnost’ ami.

Ak neplati vztah g C X, spravu zapisanu v zdrojovej abecede bude pred vstupom
do prenosového kanalu potrebné zapisat’ pomocou symbolov z abecedy X . Tato transfor-



maécia je ¢iastoénym zobrazenim!, ktoré sa nazyva kédovanie spravy (ENC : Ig—2Xif)a
realizuje ju kdder. Vysledkom kédovania spravy je kédovand alebo zakédovand sprdva.
Zakodovana sprava vstupuje do prenosového kandla a po preneseni sa spitne transfor-
muje v dekdderi na pévodnu spravu nad abecedou Ls. Transformacia, ktord realizuje
dekéder je ciastocné zobrazenie (DEC : L. — XY), ktoré sa nazyva dekédovanie (sprav)
a je inverznou transformaciou ku kédovaniu. Transformacie ENC, DEC by mali spiﬁat’
poziadavku jednoznacnosti dekodovania:

Ym e X5 : DEC(ENC(m)) = m.

Vsimneme si, Ze hoci sme v modeli prenosového kanala hovorili o prenose sprav,
mozno tento model priamo pouZit’ aj na popis uchovavania a opatovného ¢itania udajov.
Zaznamenavanie tudajov a ich opédtovné ¢itanie mozno chapat’ ako prenos informécie v
Case, zatial ¢o pri prenose sprav sa jedna o prenos informacie v priestore. Vzhladom
na tuto podobnost’ sa v dalSom budeme zaoberat’ problémami vznikajicimi pri prenose
informacie v priestore.

Poznamka. V modeli prenosového kandla sme abstrahovali od technickej realizacie
jednotlivych casti systému. V redlnych systémoch sa vSak kanalom neprenasaja nejaké
abstraktné symboly

2.3 Koédovanie

Vratme sa k modelu prenosového kanala z predchadzajicej casti. Predpokladajme,
Ze prenosovy kanal je odolny voci Sumu; t.j. ze realizuje identickd transformaciu a
prenasa spravy bez zmeny. Aj v tomto pripade vSak zostava vyrieSit, ako zapisovat
spravy nad abecedou X5 pomocou kandlovej abecedy X . Existuje viacero rieseni tohto
problému. Zac¢neme tym najjednoduchsim; kédovanim znakov zdrojovej abecedy. Nech

Ys ={so,...,Sm_1}je zdrojova abeceda a - = {by, ..., b;}je abeceda prenosového kanalu
(v dalsom ju budeme nazyvat kédovou abecedou) a nech si vy, ..., v;,_1 navzajom rozne

slova nad kédovou abecedou L. Potom zobrazenie

So0 — Vo
S1 — Vi
Sm—1 — Vm-1

budeme nazyvat kédovanim symbolov zdrojovej abecedy slovami nad abecedou X. Mno-
zina 'V ={vgp,...,vin_1} sa nazyva kod a prvky mnoziny V sa nazyvaju kédovymi slovami.
Vsimneme si, ze na rozdiel od kédovacej transformacie z predchadzajicej kapitoly, je

kédovanie mébze byt definované na mnozine sprav, ktora sa nemusi zhodovat' s mnozinou I%. Na druhej
strane, ked'’ze ENC nemusi byt surjekcia, DEC nemusi byt vSade definované zobrazenie.

6



kédovanie po pismenach totalnym (vSade definovanym) zobrazenim a ked'ze zdroj S ge-
neruje len postupnosti znakov nad abecedou Lg, kazda sprav vytvorena zdrojom S sa da
vyjadrit pomocou postupnosti kédovych slov kédu V. problém vSak vznika pri dekédo-
vani kédovanych sprav. Predpokladajme, Ze je dana nejaka sprava s, ,...,s;, nad zdro-
jovou abecedou a jej prislichajica kédovana sprava vyjadrena ako postupnost kédovych
slovvi,,...,vi,. Postupnost v;,,...,v;, savsSak prenasa po znakoch a pred dekédovaném
je potrebné ju rozdelit’ na kédové slova. Ak sa to podari, nie je problém dekédovat jed-
notlivé kédové slova a ziskat povodnu spravu s, ,...,s;, . Nasledujuci priklad ukazuje,
ze existuju kody, pre ktoré sa nie kazda postupnost’ kédovych symbolov da rozdelit’ na
kédové slova jednoznacne.

Priklad 2.1 Abeceda zdroja Xs = {0,1,2,3} pozostdva zo $tyroch symbolov (prvych $ty-
roch desiatkovych ¢islic) a kédovd abeceda je bindrna; Lo = {0,1}. Kédovanie priraduje
desiatkovej ¢islici jej bindrny zdpis:

0O — 0

1 1
2 — 10 3

H
— 11

Bindrna postupnost’ 001011 sa dd interpretovat’ viacerymi spésobmi, ako bindrny zdpis
desiatkovych postupnosti 001011,00103,00211,0023.

Jednoznacnost’ dekédovania je zakladnou poziadavkou, ktora sa kladie na kédovanie.
Nutnym predpokladom jednoznacnosti dekédovania je rozdelitelnost’ kodu.

Definicia 2.1 Kod V = {vy,...,vin_1} nad abecedou Lc sa nazyva rozdelitelnym, ak pre
Pubovolnii rovnost’ postupnosti kédovych slov
Vip - Vi =V -Vj

10 l

platil=k, i]:j—l_])"')ik:jk‘

Co vlastne vyjadruje rozdelitelnost kédu? Ak je kéd V rozdelitelny, znamena to, Ze
T'ubovolni postupnost nad L bud’ méZeme rozdelit' na postupnost’ kédovych slov jedno-
znatnym sposobom, alebo ju nemoézeme rozdelit’ vobec. Jednoduchym riesenim problé-
mu rozdelitelnosti su blokové alebo rovnomerné kédy. Blokovy kéd sa vyznacuje tym, Ze
vSetky jeho kédové slova maja rovnaka dizku.

Priklad 2.2 Rozsirime predchddzajiici priklad a uvedieme dva spdsoby kédovania de-



statkovych cislic.
desiatkovy binarny blokovy

zapis zapis koéd
0 0 0000
1 1 0001
2 10 0010
3 1 0011
4 100 0100
5 101 0101
6 110 0110
7 111 0111
8 1000 1000
9 1001 1001

Dekédovanie postupnosti znakov kédovej abecedy bude v pripade blokového kédu
relativne jednoduché: postupnost’ sa najprv rozdeli na slova diiky rovnej dizke bloku a
potom sa (napriklad na zaklade tabulky) jednotlivym kédovym slovam priradia symboly
zdrojovej abecedy.

Priklad 2.3 Postupnost’ 100001001100100100110010 rozdelime na kédové slovd.:
1000 0100 1100 1001 0011 0010 a dekédujeme pomocou tabulky z predchddzjiiceho prikla-

du: 843932. Viimneme si, Ze existuju aj bindrne postupnosti, ktoré sa nedaju dekédovat),
nakolko slovd 1111,1110,1101,1100, 1011, 1010 nie su kédové slovd.

S rozdelitelnostou maju problémy kédy pozostavajice zo slov nerovnake;j diiky; tzv.
nerovnomerné kédy. Aj medzi nerovnomernymi kédmi existuju rozdelitelné kody. Tieto
kédy umoznuju zapisovat informaciu castokrat uspornejsie ako blokové kédy a pouzi-
vajd sa najmi na kompresiu udajov. Skor, ako sa nimi budeme zaoberat podrobnejsie,
zovSeobecnime pojem kédovania znakovo zdrojovej abecedy.

Nech je Xs zdrojova abeceda, nech je mnoZina U = {up,...,upm} nejakych slov nad
zdrojovou abecedou a nech su vy, ..., vz slova nad kédovou abecedou L. Zobrazenie
Uy — Vo
uy — Vi

um — VM
budeme nazyvat kédovanim mnoziny U kédom V. VSimneme si, Ze tato definicia
kédovania pokryva aj kédovanie znakov zdrojovej abecedy; staci polozit U = Xg.

Priklad 2.4 Nech je U rovnd mnozine vsetkych podmnozin mnoZiny prirodzenych cisel
{0,....99}, V ={0,1/'%° je mnozina bindrnych vektorov dizky 100. PodmnoZine {i, ..., ik}
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z U je priradené slovo v;, ktoré md jednotkové hodnoty na pozicidch iy, ..., a nuly na
ostatnych pozicidch. Je zrejmé, Ze V kéduje mnoZinu U a Ze toto kédovanie je bijekciou.
Poznajiic mohutnost kédu V vieme uréit aj mohutnost mnoziny U: [U| = 21,

3 Nerovnomerné kody

Zakladna motivacia pre pouzivanie nerovnomernych kédov spociva v tom, Ze sa prvky
mnoziny ktord kédujeme, v spravach nevyskytuju rovnako ¢asto. To umoznuje priradit’
casto sa vyskytujicim prvkom kratsie kédové slova a tak dosiahnut, ze kédovana sprava
je v priemernom pripade kratsia, ako keby sa na kédovanie pouzivali napriklad blokové
kody.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ roznymi rozdelitelnymi nerovnomernymi kéda-
mi. Najprv zavedieme prefixové kody, potom dokazeme Kraftovu-McMillanovu nerov-
nost’, ktora poskytuje kritérium na rozdelenie dizok kédovych slov rozdelitelného kédu.
Nakoniec zavedieme pojem ceny kédu, skonstruujeme dolny odhad na cenu kédu a bu-
deme sa zaoberat konstrukciami optimalnych a kvazioptimalnych kédov. Kvdli zjedno-
duseniu budeme v priebehu tejto kapitoly predpokladat, Ze kédova abeceda je binarna.

3.1 Rozdelitelné kody
3.1.1 Prefixové kody

Prefixové kédy predstavuju rozsiahlu triedu nerovnomernych kédov s dobrymi vlastos-
tami, ktoré budeme ¢éasto vyuzivat v d’alsich konstrukciach.?

Definicia 3.1 Kéd V = vy,...,vin_1 Sa nazyva prefixovym kédom, ak pre lubovolné
Vi, Vj € V, i # j; Vi nie je prefixom slova vj.

Kéd z prikladu 2.1 nebol prefixovy; kédové slovo 1 bolo prefixom kédového slova 10.
Dokéazeme, zZe prefixové kédy su rozdelitelné.

Veta 3.1 Ak je k6d V = vy, ..., v 1 prefixovy, potom je rozdelitel'ny kod.

Dokaz. Predpokladajme, Ze V je prefixovy, ale nie je rozdelitelny kéd. Potom existuje
aspon jedna binarna postupnost’, ktora je rozdeliteIna na postupnost’ kédovych slov as-
pon dvoma rozlicnymi spésobmi. Vyberieme zo vSetkych takych binarnych postupnosti
postupnost’ B s minimalnou dizkou. Pre postupnost B teda plati :

1 ..VjL.

%z hladiska praktického pouZitia je zaujimavé aj to, Ze pre prefixové kédy existuji efektivne metédy
dekédovania.



7 toho, Ze postupnost  ma minimalnu dizku vyplyva, Ze vi, # vj,. V opacnom
pripade by bolo totiz mozné slovo vi, z postupnosti 3 vynechat a dostali by sme kratsiu
binarnu postupnost, pre ktoru by platilo:

Viz .. -Vik = ij .. 'VjL'

To je vSak v spore s predpokladom o minimalnej dizke postupnosti 3. Ak vSak v, #
Vvj,, potom bud’ slovo v;, je prefixom slova vj, alebo slovo v;, je prefixom slova v;,. To je
zasa v spore s predpokladom o tom, Ze kéd V je prefixovy. To znamena, Ze postupnost’

spiﬁajl’lca podmienku nemoze existovat a kod V je rozdelitelny. W
Prirodzenou otazkou je, ¢i existuju aj iné rozdelitelné kody okrem prefixovych. Uve-
dieme priklad rozdeliteIného kédu, ktory nie je prefixovy.

Priklad 3.1 Kéd V ={0,01, 11} nie je prefixovy, ale napriek tomu to je rozdelitelny kod.

Kod z predchadzajiuceho prikladu je tzv. sufixovy kéd, ktory je charakteristicky tym,
Ze Ziadne kédové slovo nie je sufixom iného kédového slova. Vytvorili sme ho tak, zZe
sme ,,otoCili“ slova prefixového kédu {0, 10, 11}. Postupnost’ kédovych symbolov budeme
rozdelovat na kédové slova ,odzadu“. Prikladom takejto postupnosti, ktora sa neda
rozdelit’ na postupnost’ kédovych slov, kym sa nedocita do konca, je postupnost’

0111...1

Ak tato postupnost obsahuje parny pocet jednotiek (napr. 2k), da sa rozdelit nasledovne:
0(11)%; ak obsahuje neparny pocet jednotiek (2k + 1), tak sa rozdeli na kédové slova
nasledovne: 01(11)k.

e kédové stromy

e silne rozdelitelné kody

e automatové dekédovanie

3.1.2 Kraftova - McMillanova nerovnost’

Kvo6li zjednoduseniu vykladu prijmeme niektoré predpoklady: budeme predpokladat),
Ze zdrojova abeceda Xg obsahuje aspon dva symboly, t.j. m > 2, Ze kédova abeceda je
binarna a Ze sa v rozdeleni pravdepodobnosti P nevyskytuju nulové pravdepodobnosti.

Veta 3.2 (Kraftova-McMillanova nerovnost’) Nech si lp, ..., .1 lubovolné nenulo-
vé prirodzené ¢isla. Potom rozdelitelny kéd V = {vgy,...,Vin_1} S dlzkami kédovych slov
L =1vi); i=0,...,m— 1 existuje prdve vtedy, ak plati nasledujiica nerovnost’

m—1

d <. (1)

1=0
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Dokaz. Najprv dokazeme, Ze podmienka je nutna. Nec}} jeV ={vy,...,vimn_1} Tubovol-
ny kéd. Priradime mu generujicu funkciu (enumerator dlzok kédovych slov):

hy(x) = x Hvil, (2)
Zavedieme teraz n-nasobné zret'azenie (rozsirenie) kédu V;
VTt ={wy wi=vi, ...vy,, v—4 €V j=1,...,n}

Priklad 3.2 Uvazujme kéd V = {0,10,11). Jeho vytvdrajiica funkcia je hy(x) = x 1 +
x 24+ x 2 =x" + 2x 2. Dvojndsobnym zretazanim kédu V dostdvame kod

V2 =1{00,010,011,100,1010,1011,110,1110, 1111}

s enumerdtorom
hy2(x) = x 2 +4x 3 Fax Tt = (x T+ 2x2)%

Pokracovanie dokazu. Matematickou indukciou mozno dokazat, ze

m—1 n
oy (x) = (Z x“vﬂ> : (3)

i=0
Predpokladajme teraz, Zze V = {vg,...,Vim_1} je rozdelitelny kéd a ze 1; = 1(v;), i =
0,...,m— 1. Symbolom M,; oznac¢ime pocet slov dlzky i v kéde V" a namiesto toho, aby

sme v sume ???? stitavali cez jednotlivé slova, budeme stitavat’ cez diiky slov (pozri
priklad 3.2). Maximdlnu dlzku slova v kéde V oznac¢ime symbolom l,,x. Dosadime
namiesto premennej x hodnotu 2 a dostavame:

M- lmax

hyn(2) = Z 27 M. 4)
i=1

Je zrejmé, Ze ak V neobsahuje slovo A, tak kazdé slovo v kéde V™ bude mat’ dizku
minimalne n - 1;,, kde 1, je minimalna dizka kédového slova kédu V. Potom M; =
M; =--- =My 1 = 0. Teraz vyuZijeme skutocnost, Ze kéd V je rozdelitelny. Z toho
vyplyva, Ze vSetky slova kédu V™ su rozne, a kedZze V™ je binarny kéd, znamena to,
Ze M; < 2. V opaénom pripade by sa aspon jedna bindrna postupnost diiky 1 musela
dat’ poskladat’ zo slov kédu V réznymi spésobmi. Ale to je v spore s predpokladom o
rozdelitelnosti kédu V. Na druhej strane, niektoré binarne postupnosti sa nemusia dat’
poskladat zo slov kédu V a v tomto pripade M; < 2!. Dosadime horny odhad hodnoty M;
do vztahu ???? a po jednoduchych upravach dostavame:

M- lmax N-lmax

hn(2)= > 27'Mi< Y 2728 =n- I (5)
i=1 i=1

11



Na druhej strane, zo vztahov xxx xxx vyplyva

m—1 n
hyn(2) = <Z qu)) <1 - lpax. (6)
i=0

Posledna nerovnost’ plati pre 'ubovolné n. Ak by teda

7

—1{vi)

X =a>1,

I
[

i
tak by existovalo také ng, Ze pre vSetky n > ng by
Cln > n- Lmax,

o je v spore so vztahom xxx . To znamena, Ze

3

¥ Uvi) <1.

H
Il
=)

Dostatocénost’. Predpokladajme, ze 1o < 1;--- < L—1; diiky kédovych slov st uspo-
riadané vzostupne, a Ze plati Kraftova-McMillanova nerovnost. Ukazeme, Ze je mozné
zostrojit’ rozdelitelny kéd s dizkami kédovych slov 1y, ..., Lin_1.

1. konstrukcia [1]. Pouzijeme matematickd indukeciu.

1. Vyberieme I'ubovolné binarne slovo diéky 1o ako kédové slovo vy.

2. Predpokladame, Ze sme uz vybrali slova vp,...,vi_7, k < m—1, dizok Lo,y Leq
ktoré tvoria rozdelitelny (prefixovy) kéd.

3. Najdeme také slovo vy diiky 1y, pre ktoré Ziadne zo slov vy, ...,V 1 nie je prefixom.
UkazZeme, ze také slovo existuje. VsSetkych binarnych slov diiky 1y, ktoré maja
prefix vg diiky lp je 24l (Prvych 1, bitov sa zhoduje so slovom v, ostatnych
I — 1o bitov mozZno vybrat 'ubovolnym spoésobom.)Vsetkych binarnych slov diiky
i, ktorych prefixom je niektoré zo slov 1y, ..., 1 1 je

k—1

Z 2l (7)

i=0
Z Kraftovej-McMillanovej nerovnosti vSak vyplyva, Ze

m—1 k

|
-

Z 2~ — 2742 e g g 27 < ) (8)
i= i=0
resp.
k—1
PEP SRV 9)
i=0
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Vynésobime rovnost’ 9 hodnotou 2% a upravime

k—1
Z 2t < ol 1, (10)
i=0

Zo vztahu 10 vyplyva, Ze, existuje aspon jeden binarny vektor diiky i, ktorého
prefixom nie je Ziadne zo slov vy, ..., v 1. Vyberieme tento vektor ako kédové slovo
V.

Predchadzajuici dokaz mal skor existenény ako konstruktivny charakter. Dokazeme este
raz dostatoénost’ Kraftovej-McMillanovej nerovnosti pomocou Shannonovskej konstruk-
cie.

2. konstrukcia [4]. Rovnako ako v predchadzajicom dokaze budeme predpokladat, ze

b <l < Lin_g; diiky kédovych slov sd usporiadané vzostupne, a Ze plati Kraftova-
McMillanova nerovnost’. Zavedieme ¢isla q;, i =0,..., m — 1 nasledovne:
k1
Q=0 q=) 2% k=1..m-1.
i=0

7Z Kraftovaej-McMillanovej nerovnosti vyplyva, ze 0 < gy < 1. ZapiSeme gy v bindrnom
tvare. Zo spoésobu vytvarania q; a skutocnosti, ze lo <1y --- < 1,1, vyplyva, Ze qy sa da
zapisat’ ako qx = (0.by ... by, )2, kde by; € {0,1}. Kéd V = {vy,...,vim_1} vytvorime z
binarne zapisanych cisel g nasledujicim spésobom:

Vi = bi,] .. .bﬂHO. . .0;

L

t.j. slovo v; pozostava z prvych 1; binarnych cislic nasledujicich po radovej ciarke v
rozvoji ¢isla q;. Tvrdime, Ze takto zostrojeny kod je prefixovy, a teda aj rozdelitelny.
Predpokladajme opak, t.j. Ze kéd V nie je prefixovy. Potom obsahuje kédové slova,
z ktorych jedno je prefixom druhého. Nech h je najmensie také cCislo, Zze pre slovo vy,
existuje kédové slovo (oznacme ho symbolom v;), ktoré je jeho prefixom. KedZe v; je
prefixom vy, l; < 1;;, a teda aj i < h. Z toho Ze v; je prefixom vy, a zo spdsobu konstrukcie
kédovych slov vyplyva, Ze v; je prefixom slov v 1,...,v 1,vn. KedZe vy, je prvé kédové
slovo, ktoré ma prefix vi, h = i + 1. Pozrieme sa teraz na slova v;, vi,1 podrobnejsie,
preskimame cisla qi, qiy.

L
qi = O.bm...biylHO...O
—_——
li
dir1 = q1+2*1i = 0.by; ...bi,1i710...10...0

Lit

Mo6zZu nastat dve moznosti:
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1. 1; < liyq; v tomto pripade ma slovo v; na mieste 1; znak 0 a slovo vi; znak 1;

2. 1; = liyq. Pripoéitanim hodnoty 27% ku q; sa zmeni niektora z 1; &slic éisla qi, a
teda slova v; a v sa odliSuju aspon v jednom z prvych 1; znakov.

To znamena, Ze v; nemoze byt prefixom slova v, 1, a teda kéd V je prefixovy. B

Déosledok 1 Pre l'ubovolny rozdelitelny kod V = {vg,...,vim_1} existuje prefixovy kod
W ={wg,...,wmn_1}, taky, Ze l(vi) =1(vi), i=0,...,m—1.

7 uvedeného dosledku vyplyva, Ze ak nam nezalezi na konkrétnej podobe kédovych
slov, m6Zeme rozdelitelny kéd nahradit’ prefixovym kédom s rovnakymi dizkami kédo-
vych slov. Tuto moznost budeme v d’al§ich ivahach vyuzivat. Skér ako budeme pokraco-
vat v skimani vlastnosti nerovnomernych kédov, uvedieme priklad Shannonovho kédu,
ktory sme pouzili v dokaze Kraftovej-McMillanovej nerovnosti.

Priklad 3.3 UvaZujme nasledujtice dl’zvky kédovych slov: 2,3,3,4,5,5,6,6. Ked’ze 272 +
23423 42704270 4277 42704 27% < 1, z vety 3.2 vyplyva, Ze existuje prefixovy kéd
s tymito dizkami kédovych slov. Vypocitame hodnoty q; a vyjadrime prislusné kédové
slovd.

Jo = 0.00 lb=2 vo=00
[e}] =0.01 l] =3 V1 =010
qZZO.O]1 12:3 V22011
q3:0.1 13:4 V3:1000

qqs =0.1001  1;=5 w4 =100010
qs =0.10011 15 =5 vs=100011
qe = 0.101 le=6 vg=101000
q; =0.101001 1, =6 vs = 101001

3.1.3 ijlné kody

Kéd z prikladu 3.3 je prefixovy, ale ma jeden nedostatok. Existuju binarne postupnosti,
ktoré sa nedaju rozbit’ na kédové slova. Okrem trividalnych postupnosti diiky 1 st to na-
priklad postupnosti za¢inajice dvojicou symbolov 11. Nema vSak zmysel pozadovat, aby
platilo V* = B*, pretoze to je mozné len v pripade, ak B C V. Intuitivnej poziadavke, aby
kazd4 binarna postupnost’ predstavovala alebo sa dala doplnit’ na postupnost’ kédovych
slov, vyhovuju tzv. iiplné kody.

Definicia 3.2 Bindrny rozdelitelny kéd V sa nazyva uplnym kédom prdve vtedy, ak pre
lubovolnu bindrnu postupnost 3 € B* existuje také kédové slovo v; € V, Ze bud’ postup-
nost’ B je prefixom slova v;, alebo slovo v; je prefixom postupnosti f3.

Priklad 3.4 Uvaéujmg blokovy kéd V = {00,01,10,11}. Ked’Ze kéd V obsahuje vsetky bi-
ndrne slo}vd diZky 2, splria podmienky definicie 3.2 a je tiplny. KaZdu bindrnu postupnost’
pdrnej dlZky mozno jednoznacne rozdelit’ na postupnost’ kédouvych slov.
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Overovat, & nejaky kéd s velkym poétom kédovych slov splfia podmienky defini-
cie 3.2, by nemuselo byt jednoduché. Nast’astie tplnost’ kédu tzko suvisi s Kraftovou-
McMillanovou nerovnostou a prefixovymi kédmi.

Veta 3.3 Bindrny rozdelitelny kéd V = {vy, ..., v _1}Je Uplny prdve vtedy, ak je prefixovy
a plati

27k =1, (11)

Dokaz. Predpokladajme, ze V = {vy,..., v _1}je prefixovy kéd, pre ktory plati rovnost’
(11), ale V nie je uplny. To znamen4, Ze existuje bindarna postupnost’ B € B* tak4, Ze
ziadne kédové slovo v; € V nie je prefixom postupnosti f a postupnost’ 3 nie je prefixom
ziadneho kédového slova kédu V. Potom vSak moézeme zostrojit’ novy prefixovy kéd V' =
V U{B}, pre ktory plati

m—1
PEPAREALIES E AL (12)
i=0

Ale nerovnost’ (12) je v rozpore s Kraftovou-McMillanovou nerovnostou (9). To znamena,
Ze postupnost’ p poZzadovanych vlastnosti nemoéze existovat, a teda kéd V je uplny.

Dokazeme druhu cast’ tvrdenia sporom. Nech je V uplny rozdelitelny kod. Predpo-
kladajme, Ze V nie je prefixovy, alebo pren neplati rovnost’ (11). Ked'Ze z rozdelitelnosti
kédu V vyplyva platnost’ Kraftovej-McMillanovej nerovnosti (9), znamena to, Ze pre kod
V plati

—

mi 27k <1, (13)

1=

Zhrnieme nasSe predpoklady: kéd V je uplny a plati Z?;E] 24 < 1. Z uplnosti kédu V
vyplyva, Ze kazd4 binarna postupnost’ dlzky n > lynax, kde

lmax = max{l(vi)}
vieV

musi mat’ ako prefix nejaké kodové slovo. Spocitame pocet takychto postupnosti:
m—1
> o (14)
=0

Ak je kéd V prefixovy, potom je kédové slovo, ktoré je prefixom nejakej bindrnej postup-
nosti dlzky n dané jednoznacne. Potom vSak plati

m—1
Z vl = (15)
i=0
a
m—1
27N =1, (16)
i=0
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m—

o je v spore s predpokladom (13) To znamena, Ze plati Zi:O] 2% < 1,kéd V je uplny ale
nie je prefixovy. Potom vSak existuju kédové slova v; # v; také, Ze (napr.) v; je prefixom
v;. Z tplnosti kédu V vyplyva, Ze kazda bindrna postupnost’ dizky n > lmax musi zaéinat
nejakym kédovym slovom kédu V. Potom

m—1

PEPASLAS (17)

i=0

lebo postupnosti za¢inajice slovom v; si uz zaratané v sume (17) ako postupnosti zaci-
najuce slovom v;. Na druhej strane nemoéze platit’ nerovnost’

m—1
PEPAREVLCR YA (18)
k=0

pretoZe to by znamenalo, Ze odstranenim slova v; z kédu V sa strati dplnost’ kédu; t.j.
potom bude existovat binarna postupnost’ 3 diéky n > lmax, Ktorej prefixom nie je zZiadne
kédové slovo kédu V. Ale to znamena, Ze jej prefixom nemohlo byt’ odstranené slovo vj,
pretoze v tom pripade by prefixom postupnosti 3 bolo slovo v;, a teda kéd V by nebol
uplny. To znamena, Ze plati nerovnost’ (17). Platnost nerovnosti (17) je vSak v rozpore s
tvrdenim vety 3.2. Dostavame spor, ktory dokazuje platnost nasho tvrdenia. W

3.1.4 Koédové stromy

Na sktiimanie vlastnosti nie prili§ rozsiahlych nerovnomernych kédov je mozné vyhodne
pouzivat orientovany ohodnoteny graf, nazyvany kédovym stromom. Uvazujme oriento-
vany bindrny strom 7 hlbky n s hranami a vrcholmi ohodnotenymi nasledujicim spo-
sobom: najprv ohodnotime jeho hrany, pricom budeme postupovat’ od korena k listom;
ak z vrcholu vychadzaju dve (neohodnotené) hrany tak jednej z nich priradime hodnotu
0 a druhej hodnotu 1. Ak z vrcholu vychadza jedina (neohodnotend) hrana, priradime
jej jednu z hodnét {0, 1}. Po ohodnoteni hran ohodnotime vrcholy binarneho stromu 7:
korenu priradime prazdne slovo A a vrcholu v priradime postupnost’ binarnych hodnét,
ktoré boli priradené hranam leZiacim na ceste, spajajticej koren s vrcholom v.2 KedZe 7
je suvisly acyklicky graf, medzi 'ubovolnymi dvoma vrcholmi v nom existuje jedina ces-
ta, a teda bindarna postupnost’ priradena vrcholu je uréena jednoznacne. Binarny kédovy
strom binarneho kédu V; 7 (V) dostaneme tak, Ze z binarneho stromu 7 hibky n > lmax,
kde lpax = max,, cv{l(vi)} a bindrny strom 7 je ohodnoteny spésobom uvedenym vyssie,
odstranime vsetky podstromy, ktoré neobsahuji vrchol s ododnotenim zodpovedajicim
niektorému kédovému slovu kédu V. Na obr. 2 je zobrazeny binarny (ochodnoteny) strom
hlbky 2.

Binarny kédovy strom kédu V z prikladu 3.3 je zobrazeny na obr. VSimneme si, Ze
vSetky vrcholy zodpovedajice kédovym slovam, su listy (vrcholy, z ktorych nevychadzaja
Ziadne hrany). To nie je ndhoda. Ak by nejaké slovo v; bolo prefixom iného slova vj,
vrchol v; by musel leZat’ na ceste spéjajucej koren s vrcholom vj, a teda by musel byt
vnutornym vrcholom kédového stromu.

3V dalsom budeme vrchol v oznaéovat binarnym slovom, ktoré mu je priradené.
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Obrazok 2: Ohodnoteny binarny strom

Veta 3.4 Nech je V prefixovy kéd. Potom v kédovom strome T (V) zodpovedajii kédovym
slovdm listy.

Dokaz. Prenechavame ¢itatelovi.

Pomocou kédového stromu je mozné Tahsie formulovat aj podmienku dplnosti kédu.
Ako sme uz ukazali, kéd V z prikladu 3.3 nie je uplny; problémy sposobuji postupnosti
zacinajuce dvojicou 11. Pri skumani kédového stromu kédu V zistime, ze z vrcholu 1
vychadza len jedna hrana, ktorej je priradena hodnota 0. Ak tato hranu odstranime a
vrchol 1 stotoznime s pévodnym vrcholom 10, dostaneme kédovy strom 7 (V') prefixového
kédu V/ ={00,010,011,100,1010,1011, 11000, 11001}.

Kédovy strom 7 (V') obsahuje este dva vnutorné vrcholy (11,110) stupna 1. Odstréane-
nim hran vychadzajucich z tychto vrcholov, vrcholu 110 a stotoznenim vrcholov 11 a 1100
stromu 7 (V') dostdavame kédovy strom 7 (V") prefixového kédu V” = {00,010,011,100,
1010,1011,110,111}. Pre kéd V" plati 3 |, -\ 21vi) = 1. Kéd V” je tplny. Kazdy binarny*
prefixovy kod, ktory nie je iplny, mozno tymto sposobom transformovat na dplny kod.

3.1.5 Automatové dekodovanie.

Vel'kou prednost’ou prefixovych kédov je to, Ze okamzite po do¢itani posledného symbolu
kédového slova dokazeme urcit, o aké kédové slovo ide. (Pre porovnanie pripominame
sufixovy rozdelitelny kod z prikladu 3.1, pre ktory existovali spravy, ktoré bolo mozné

4Ako uvidime neskér, mnohé z vlastnosti nerovnomernych kédov nezavisia od poétu znakov kédovej
abecedy. Transformaécia prefixového kédu na tplny prefixovy kéd, ktord sme popisali vyssie, podstatne
vyuziva to, Ze kédova abeceda je bindrna; a neda sa priamo zovSeobecnit’ na pripad kédovej abecedy s
vac¢sim poctom kédovych symbolov.
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dekédovat’ az po prijati posledného symbolu spravy.) Prefixové kody sa vd’aka moznos-
ti priebezného dekédovania spravy nazyvaju aj okamzitymi kédmi alebo automatovymi
kédmi. Ten druhy nazov ziskali vdaka tomu, Ze na ich dekédovanie mozno pouzit ko-
necny automat.

Definicia 3.3 Konecny automat je usporiadand Sestica A = (¥£;,%,,Q,D,V¥, q), kde L;
Jje vstupnd, X, vystupnd abeceda, Q, je konecénd mnoZina stavov, ® : L; x Q — Q je
prechodovd funkcia, ¥ : X; x Q — L, je vystupnd funkcia a q je pociatoény stav koneéného
automatu A.

Konecny automat si moézeme predstavit’ ako zariadenie so vstupnou a vystupnou pas-
kou, riadiacou jednotkou, ¢itacou a zapisovacou hlavou, obr. 3. Vstupna paska je roz-
delena na policka, v katdom policku je zapisany symbol vstupnej abecedy. Podobne je
vystupna paska rozdelena na policka a v policku je zapisany jeden zo symbolov vystup-
nej abecedy, alebo je policko prazdne. Citacia hlava sa pohybuje po vstupnej paske zl'ava
doprava, v kazdom kruku ¢ita jeden symbol z policka vstupnej pasky a po precitani sa
presunie o jedno poli¢ko doprava. Zapisovacia hlava v kazdom kroku zapisuje na policko
vystupnej pasky jeden symbol vystupnej abecedy a posunie sa o jedno policko doprava,
alebo nezapiSe ni¢ a zostava na tom istom policku aj v nasledujicom kroku. Automat za-
¢ina pracovat v pociato¢nom stave q a skon¢i, ked’ precita cely vstup zo vstupnej pasky.

Pri dekédovani binarnych prefixovych kédov pomocou konecného automatu bude
vstupna abeceda X; = {0, 1}, vystupna abeceda sa bude zhodovat’ so zdrojovou abecedou;
Y, = Xs a prechodovi a vystupnu funkciu definujeme pomocou tabulky. Ilustrujeme
dekddovanie binarnarneho prefixového kédu na priklade.

Priklad 3.5 Uvazujme kéd V" z predchddzajiiceho prikladu. Predpokladdme, Ze kédové
slovd sluzia na zdpis prvych pismen anglickej abecedy:

al| 00 || e | 1010
b|010 | f| 1011
c| 011 | g | 110
d| 100 | h| 111

Vstupnd abeceda konecéného (dekédovacieho) automatu Aje bindrna: L; = {0, 1}, vystupnd
abeceda ZO = {a) b) C, d) €, f) g»h’) }\}) mnoZina stavov Q = {Q> do, d1, dot, d10, 911, QIOI} a
prechodovd a vystupnd funkcia st uvedené v tabulke. Poéiatoénym stavom je q.

stav vstup
0 1

q do,A | d1,A
do d,a | do1,A
dor | 4,b | a,c
i dio,A | 411, A
dio | 49,d | gio1,A
dio1 | d,e | q,f
an | 49,9 q,h
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Obrazok 3: Kone¢ny automat

Je dand bindrne kédovand sprdava 010011111, UkdZeme, ako ju automat A dekodugje.
Kuvéli jednoduchosti budeme poziciu ¢itacej hlavy na vstupnej pdske a stav automatu A
zapisovat’ tak, Ze stav automatu zapiseme pred symbol, ktory v danom kroku automat A
éita. Symboly, ktoré by sa zapisovali na vystupnej pdske budeme zapisovat’ pod dekédo-
vané slovd bindrnej sprduvy.

qO010011111 —  0qgpl0011111 — 01gp;0011111 +— Q],(_)/qOHH] —
b

010 0qp11111 —  01001gp; 1111 — 010 011 q111 +— 010011 1q411 —

~— ~—~ T~ T~

b b b [¢ b [¢

010 011 11gy;1 — 010 011 111 ¢q

T~ N~~~

b c b ¢ h

3.2 Cena kodu

Nerovnomerné rozdelitelné kédy sa daju vyhodne pouzit’ v takych pripadoch, ked sa
slova (alebo znaky), ktoré sa kéduju, vyskytuju nerovnako c¢asto. Vtedy je mozné casto
sa vyskytujucim slovam (znakom) priradit’ kratsie kédové slova a tak dosiahnut’, zZe ké-
dovana sprava bude v priemernom pripade kratsia, ako keby sa na kédovanie pouzivali
blokové napriklad kédy. V dalSom tuto intuitivnu predstavu upresnime. Kvoli jednodu-
chosti budeme kédovat znaky zdrojovej abecedy s = {ag,...,amn 1}. Zavedieme prvy,
znacne zjednodus$eny matematicky model zdroja S. Budeme predpokladat’, ze zdroj S je
nahodny generator, ktory generuje znaky zdrojovej abecedy nahodne a nezavisle na sebe.
Zdroj S je charakterizovany rozdelenim pravdepodobnosti P = {pg,...,pm—1}; p1 >0, i =
0,...,m— 1;2?;6] p: = 1 vyskytu jednotlivych symbolov zdrojovej abecedy. (Z matema-
tického hladiska je sdroj S nahodna premenna, nadobidajica hodnotu a; s pravdepodob-
nostou p;, 1 =0,...,m—1.) Je zrejmé, Ze existuje viacero sposobov kédovania znakov
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zdrojovej abecedy. Aby sme mohli porovnat’ efektivnost jednotlivych kédov, zavedieme
pojem ceny kédu.

Definicia 3.4 Nech je P = {po,...,pm_1} rozdelenie pravdepodobnosti znakov zdrojovej
abecedy X5 ={ap,...,am_1}; nech V ={vg,...,vim_1}je k6d kédujiici znaky kédovej abece-
dy, a; - vi, 1=0,..., m—1anechl, =1(v;) su dl,zvky kédouvych slov kédu V. Potom cenou
kédu V pri rozdeleni pravdepodobnosti nazveme

m—1
LPV) =) Lp:.
i=0

Cena kédu V pri rozdeleni pravdepodobnosti P nie je z matematického hladiska nic¢
iné, nez stredna hodnota diiky kédového slova, t.j. pocet symbolov kédovej abecedy
pripadajucich na zakoédovanie jedného znaku zdrojovej abecedy. (V pripade kédovania
slov z nejakej mnoziny M by to bol pocet symbolov kédovej abecedy pripadajicich na
zakoédovanie jedného slova z mnoziny M.)

AKka je minimalna hodnota £(P, V) pri danom rozdeleni pravdepodobnosti? Existuju
kédy dosahujice tito minimalnu hodnotu a ak ano, si znadme metédy ich zostrojovania?
Na tieto i d'alSie otazky dame odpoved v nasledujuicich castiach tejto kapitoly.

3.3 Kvazioptimalne kédy a optimalny kod

KodV ={vy,...,vin_1}s dizkami kédovych slov 1(v;) =1;, 1=0,...,m— 1 nazveme opti-
malnym kédom pre rozdelenie pravdepodobnosti P = {pg,...,pm—1}, ak pre I'ubovolny
kéd W ={wy, ..., w1} plati

L(P,V) < L(P,W).

Cenu optimalneho kédu pri rozdeleni pravdepodobnosti P oznaé¢ime L(P). Prirodzena
otazka je, aka je cena optimalneho kédu.

Veta 3.5 Nech je P = {po,...,pm 1} lubovolné rozdelenie pravdepodobnosti, py > p1 >
-+ >pm_1 > 0. Potom plati

m—1 1 m—1 1
> pi-log, — < L(P)< > pi-log, —+1.
Py Pi ‘o Pi

Rovnost

m—1

1
> pi-log; — = L(P) (19)
im0 Pi

plati prave vtedy, ak p; =274, LN, i=0,...,m—1.
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D6kaz./ Dolny odhad. Predpokladajme, ze V = {vg,...,vin_1} je [ubovolny prefixovy
kéd s dlzkami kédovych slov 1(v;) = 1, i = 0,...,m — 1. Porovname cenu kédu V s
entropiou zdroja H,(P) = Z?;E] pi - log, pii:

m—1

m—1
Z pi - long — Z Lip; = Z pi - [logz —long} => pi-
i i=0

Teraz prevedieme binarny logaritmus na prirodzeny, vyuZijeme nerovnost Inx <x—1a
upravime:

m—1 2,11 1 m—1 2,11 1 m—1 2,11
J_pilogy =g ) pelmT—<gs ) w [m 1} (20)
i=0 i=0 i=0
1 m—1 m—1 1 m—1
_ -l _ I b _
g |22 ] [
i=0 i=0 i=0
Kéd V je prefixovy a teda z Kraftovej-McMillanovej nerovnosti vyplyva, ze } ;" 12k

1. Kedze 2 > 1, In2 > 0 plati

L [mZ] 271 <0
In2 e -
To v8ak znamena, Ze pre 'ubovolny prefixovy kéd V = {v, ..., vi_1} plati
H,(P) < L(P,V).

Horny odhad.Dokazeme, Ze existuje (prefixovy) kéd, ktory dosahuje cenu H;(P) + 1.
Polozime 1; = [log, pij Potom plati:

27 =) 2wl <y 27 =) pi=1
i=0 i=0 i=0 i=0
a teda existuje prefixovy kod s dizkami kédovych slov 1; = [log, é}, 1i=0,....,m—1.
Cena tohto kédu je
m—1 m—1 1 m—1 1 1
L(PV) =) pili=) piflog, 171 <> pi [logz - + 1] Z Pllogz — + 1.
i=0 i=0 ' i=0 t i=0

Vratme sa este k dokazu rovnosti (19). Ak P = {p; =24, 1, € N, i = 0,...,m—1}
je rozdelenie pravdepodobnosti, potom podla vety 3.2 existuje prefixovy kod s dlzkami
kédovych slov

] ] |
[log, ;1 = [log; 5= 1 = [log, 24 =4l =1,

ktory ma cenu

m—1 m—1 1
Z pili = Z pilog, —.
i=0 i=0 bi
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Na druhej strane, ak
m—1 m—1 1
> pili=) pilog, —
- - Pi
i=0 i=0

P . " oy 2L
to znamenad, Ze v odvodeni 20 nastala rovnost. To vSak znamena, Ze 2

i' —
o 1, resp.

pi=2t(nx=x—Tprex=1). H

Jeden kéd, ktorého cena sa velmi neliSi od ceny optimalneho kédu uz pozname. Je
to Shannonov kéd. Skor, ako ukazeme, ako sa konstruuje optimalny kéd, uvedieme este
jednu jednoduchi metédu konstrukcie kédu, ktorého cena je blizka k cene optimalneho
kédu, Fanov kéd. (Shannonov a Fanov kéd sa nazyvaju kvdzioptimdlne kédy.)

3.3.1 Fanov kod

Fanova konstrukcia kvazioptimalneho kédu. Predpokladame, Ze je dané rozdele-
nie prevdepodobnosti P = {py,...,pm 1}

1. us/poriadame pravdepodobnosti zostupne pg > pj > -+ > pm—1 > 0 a zapiSeme do 1.
stlpca tabulky. Jednotlivim pravdepodobnostiam (zastupujicim symboly zdrojove;j
abecedy) priradime prazdne slova A.

2. Ak tabul'ka obsahuje aspon dva riadky, rozdelime ju na 2 casti tak, aby sa sucet
pravdepodobnosti v hornej ¢asti tabul'ky lisil co najmenej od suctu pravdepodob-
nosti v dolnej casti tabul'ky a pokracujeme krokom 3. Ak tabulka obsahuje jediny
riadok, jej spracovanie ukoné¢ime.

3. Slova v; priradené pravdepodobnostiam v hornej polovici tabulky zret'azime spra-
va so znakom 0, a slova z dolnej polovice tabulky zret'azime sprava so znakom 1.
Pokracujeme v spracovani hornej a dolnej ¢asti tabulky podl'a kroku 2.

Ked'ze tabulka obsahuje m riadkov, krok 2 sa uplatni najviac m — 1-krat. Ilustrujeme
konstrukeciu Fanovho a Shannonovho kédu na nasledujicom priklade.

Priklad 3.6

po 025 0 00

p; 020 0 01

pp 0.13 1T 10 100

ps 012 1 10 101

ps 0.10 T 11 110 1100

ps 0.08 1 11 110 1101

pe 0.07 1 11 111 1110

py 0.05 1 11 111 1111
Fanov kéd
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0.07 0.1110
0.05 0.11110

1110
11110

Pi di Lov
0.25 0.0 2 00
0.20 0.010 3 010
0.13 0.011 3 011
0.12 0.1001 4 1001
0.10 0.1011 4 1011
0.08 0.1100 4 1100

4

5

Shannonov kéd

Fanov kéd md cenu 2.85 a Sahnnonov 3.22 a entropia je 2.822. Shannonov kéd este mozZno
upravit’ (skrdtit). Ked’ze slovo 100 je prefixom jediného kédového slova, mozZno toto slovo
1001 nahradit’ slovom 100; podobne mozno skrdtit’ kédové slovo 1011 na 101; kédové slovo
1100 na 110 a napokon kédové slovo 11110 na 1111. Takto upraveny (skrdteny) Shannonov
kéd md cenu 2.87.

3.3.2 Huffmanov optimalny kéd

Uvedieme teraz metédu konstrukcie optiméalneho kédu. Podstata Huffmanovej metédy
spociva v tom, Ze sa zostrojenie optimalneho kédu pre m znakov redukuje na konstrukciu
optimalneho kédu pre m — 1 znakov. Pri dokaze budem potrebovat’ nasledujicu lemu.

Veta 3.6 Nech je P = {pg,...,Pm—1) Lubovolné rozdelenie pravdepodobnosti, pog > p; >

- 2 Pm-1 > 0. Potom existuje prefixovy kéd V = {vg,...,vin_1} 8 dlzkami kédovych
slov l; = 1(vy), 1 =0,. — 1 optimdlny pre rozdelenie pravdepodobnosti P, taky, Ze
mmzmalnym pravdepodobnostzam Pm—2, Pm—1 zodpovedaji slovd v, 2, v 1 maximdlnej
dizky 1,1, ktoré maju spoloény prefix dizky 1y 1 — 1.

Dokaz. Ak by v kéde V neboli priradené slova maximalnej dfiky minimalnym pravde-
podobnostiam, kéd by nebol optimalny. To znamenad, Ze minimalnym pravdepodobnos-
tiam p,,_2, pm—1 musia byt priradené slova maximalnej diiky. Predpokladajme, Ze slova
Vm_2,Vm_1 nemaju spolo¢ny prefix diZky lw—1 — 1. To znamen4, Ze existuje slovo v; ma-
ximalnej diiky lin—_1, ktoré ma spolo¢ny prefix diiky lin—1 —1 so slovom v,,,_;. V opatnom
pripade by slovo v,,, 7 bolo mozZné nahradit jeho prefixom dfiky ln—1 — 1, €o je v spore s
optimalnost’ou kédu V. (Z podobnych dévodov musi existovat’ slovo v maximalnej diiky
lin—1, ktoré ma spolo¢ny prefix diiky 1 — 1 so slovom v, 5.) ,Zdmenou® slov v,y > a v;
dostavame kéd s rovnakou cenou, ako bola cena poévodného kédu, spliiajici podmienky
Lemy H

Teraz uz moézeme vyslovit' a dokazat’ vetu, ktora je teoretickym zd6vodnenim Huff-
manovej konstrukcie optiméalneho kédu.
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Veta 3.7 Huffmanov kéd. Nech V = {vy,...,viq_1}, m > 1 je optimdlny prefixovy kéd pre
rozdelenie pravdepodobnosti P = {po,...,pm_1}, pricom p; = o +q1apo > p1 > -+ >
Pm—1 = do > d1 > 0. Potom k6d V = {vo ..., Vj_1,Vj41,...,Vim—1,V;0,Vv;1} je optimdlny kéd
pre rozdelenie pravdepodobnostiP’ = {po ..., Pj—1,Pj+1,---,Pm—1, 40, d1}.

Dokaz Kod V' je tiez prefixovy a jeho cena je L(P', V') = L(P, V) + p;. Aby sme ukézali,
Ze V' je optimalny kéd, musime dokazat’, ze pre 'ubovolny kéd W’ = {wy,...,w,} pre
rozdelenie pravdepodobnosti P’ plati L(P', W’) > L(P', V') = L(P,V) + p;. Predpokladaj-
me, ze W’ je optiméalny kéd pre rozdelenie pravdepodobnosti P/, ktory naviac spiﬁa pod-
mienky vety 3.6. To znamen4, Zze minimalnym pravdepodobnostiam qg, q; zodpovedaju
slova maximalne;j diiky w1,w0. Uvazujme teraz k6d W = {wy, ..., Wj_1, W, Wjq1,..., Wi }I
pre rozdelenie pravdepodobnosti P. Ked'Ze pre rozdelenie pravdepodobnosti P je optimal-
ny kod V, plati L(P,V) < L(P,W). Ale potom

L(Plvv/) = ﬁ(P)V) +p] < [’(P) W) +p] = E(Plawl)v

a teda kéd V' je optimélny pre rozdelenie pravdepodobnosti P’. MW

Popiseme metédu konstrukcie Huffmanovho kédu pre rozdelenie pravdepodobnosti
P={po,..,Pm-1}

Konstrukcia optimalneho kédu.

1. usporiadaj pravdepodobnosti pg,...,pm_1 do zoznamu zostupne. Ak m > 1 pokra-
¢uj krokom 2, ina¢ chod’ na krok 3.

2. Opakuj m — 2 krat nasledujicu ¢innost’

e scitaj posledné dve (minimalne) pravdepodobnosti usporiadaného zoznamu;

e odstran tieto dve pravdepodobnosti zo zoznamu a zarad’ do zoznamu ich sucet
tak, aby bol novy zoznam usporiadany zostupne;

e zapamaitaj si miesto v zozname, na ktoré bola zaradena nova hodnota.

3. Zoznam obsahuje dve pravdepodobnosti; prirad’ (napriklad) vicsej z nich slovo 0 a
mensej slovo 1; ak m = 1 skonci, ina¢ pokracuj krokom 4.

4. Opakuj m — 2 krat nasledujicu ¢innost’ a potom skon¢i:

e urci tu pravdepodobnost’ p; v aktudlnom usporiadanom zozname, ktora bola
vytvorena ako posledna siuctom nejakych dvoch miniméalnych pravdepodob-
nosti qo, q1;

e odstran pravdepodobnost’ p; zo zoznamu, doplni doni pravdepodobnosti qo, q1 a
usporiadaj ho;

e ak bolo pravdepodobnosti p; priradené slovo v, prirad pravdepodobnostiam
do, d7 slova v0,v1.

Tustrujeme Huffmanovu konstrukciu na priklade.
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Priklad 3.7

025 025 025 025 0.31x 044 0.56« O0x 1% 00x O] 01 01 01
020 020 020 0.24x 0.25 031 044 1 00 01 10« 11 11 11

0.13 0.13  0.18 020 024 0.25 01 10 11 000« 001 001

0.12 0.12 0.13 0.18 0.20 11 000 001 100 100

0.10 0.12« 0.12 0.13 001 100 101« 0000

0.08 0.10 0.12 101 0000 0001

0.07  0.08 0001 1010

0.05 1011
Huffmanov kod

Pravdepodobnosti, ktoré vznikli s¢itanim minimdlnych pravdepodobnosti v predchddza-
Jiicom kroku, si uznadené hviezdickou. Kvéli jednoduchosti st hviezdi¢kou oznacené aj
slovd prislichajiice tymto pravdepodobnostiam.

Huffmanov kéd ma cenu 2.85. Je zaujimavé, Ze aj ked sd Fanov a Huffmanov kéd rozne,
maja rovnakud cenu. Vo vSeobecnosti v§ak Huffmanova metéda umoznuje ziskat’ lepsie
kédy ako Fanova metéda vd’aka tomu, Ze ,preusporiadavanim“ pravdepodobnosti lepsie
,vyvazuje* tabulku pravdepodobnosti. Co viak v tom pripade, ked’ je tabul'ka pravdepo-
dobnosti nevyvazena uz na samom zaciatku; ak sa jeden symbol vyskutuje vel'mi casto
a ostatné zriedkavo? Uvedieme extrémny pripad a ukazeme, ako sa da riesit.

3.3.3 Rozsirenie kodu

Priklad 3.8 Zdrojovd abeceda pozostdva zo symbolov {a,b} a rozdelenie pravdepodob-
nosti je P = {0.9,0.1}. Optimdiny kéd V = {0,1} md cenu £ = 1.0 a entropia zdroja je
0.4689955936. Rozdiel medzi entropiou a cenou optimdlneho kédu je prilis velky. Pod-
stata problému je v tom, Ze zdrojovd abeceda je prili§ mald a nemdme moZnost rozlisit
casto (a) a zriedkavo (b) sa vyskytujiice symboly, ale obom sme priradili slovd rovnakej
dizky. Pri kédovani zdrojovej abecedy s takym extrémnym rozdelenim pravdepodobnosti
uplatnime nasledujiici postup. Namiesto jednotlivych znakov kédovej abecedy budeme
kédovat’ n-tice znakov zdrojovej abecedy. VyuZijeme pritom predpoklady o charaktere
zdroja: znaky generuje nezdvisle na sebe a s nemennymi pravdepodobnostami. ,Abe-
ceda“ 12, jej rozdelenie pravdepodobnosti a prislusny Huffmanov kéd V; st uvedené v
nasledujiicej tabulke.

aa 081 0
ab 0.09 11
ba 0.09 100
bb 0.01 101

Cena kédu V; je 1.29. Treba si vSak uvedomit, Ze to je pocet bindrnych symbolov pri-
padajicich na jedno zdrojové slovo, ktoré md dizku 2, a preto cena kédu, merand po-
étom kédovych symbolov potrebnych na zakédovanie jedného symbolu zdrojovej abecedy
Jje L(P',Ve) =1.29/2 = 0.645. Tdto hodnota je uz podstatne bliZsia k entropii zdroja, ako
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cena pévodného kédu. Dalsie rozsirenie zdrojovej abecedy (kédovanie trojznakovych slov
nad zdrojovou abecedou) uz neprinesie taki podstatni redukciu ceny kédu:

aaa 0.729 0
aab 0.081 100
aba 0.081 101
baa 0.081 110
abb 0.009 11100
bab 0.009 11101
bba 0.009 11110
bbb 0.001 11111

L(P" Vs5) = 1.599/3 = 0.533. Aby sme si spravili predstavu o to, ako rychlo sa pribliZuje
cena kédu pre narastajicu hodnotu n k entropii, vypocéitame cenu neskrdteného Shanno-
novho kédu pre rozliéné hodnoty n.:

n| 3 4 5 10 20 30 50 100 200 1000 2000
L ‘ 0.6333 0.5509 0.5163 0.5070 0.5006 0.4863 0.4789 0.4741 0.4713 0.4695 0.4692

Upozorriujeme, Ze n-ndsobnym rozsirenim (dvojprvkovej) zdrojovej abecedy dostaneme
mnoZinu slov mohutnosti 2", a tak je pouZitie tejto metddy pre konstrukciu kédov s ce-
nou blizkou k dolnej hranici danej entropiou pre vdacésie hodnoty n a/alebo rozsiahlejsie
abecedy zdroja prakticky nepouZitelné.

Metéda konstrukcie Huffmanovho kédu nie je jednoznac¢na. Ak v zozname pravde-
podobnosti uz existuje hodnota rovna tej, ktora sme dostali v niektorom kroku stuc¢tom
minimalnych pravdepodobnosti, mame moznost zaradit’ vypoz¢itani pravdepodobnost’
za alebo pred pravdepodobnost’ v p6vodnom usporiadanom zozname. Uplatnenim rozlic-
nych stratégii zarad'ovania rovnakych pravdepodobnosti do zoznamu, dostaneme kaédy,
ktoré maju rovnaku cenu, ale mézu mat’ rozlicné diiky kédovych slov.

Priklad 3.9

0375 0.375 0375 0375 0.625¢« 0 1 1 1 1
0.250 0.250 0.250 0375+« 0.375 1 00 01 01 01

0.125 0.125  0.250% 0.25 01 000 001 001
0.125 0.125 0.125 001 0000 0000
0.625 0.125x 0001 00010
0.625 00011

Huffmanov kod V

0375 0.375 0375 0375« 0.625«+ O 1 00 00 00
0.250 0.250  0.250« 0.375 0375 1 00 O1 10 10

0.125 0.125% 0.250  0.25 01 10 11 010
0.125 0.125 0.125 11 010 011
0.625 0.125 011 110
0.625 111

26



Huffmanov kéd V'.
Pahko sa presvedéime o tom, Ze L(V,P) = L(V',P) = 2.375.

Ktory zo zostrojenych kédov je lepsi? Ak sa v nejakom texte vyskytuja zdrojové symboly
s pravdepodobnost’ami zodpovedajicimi pravdepodobnostiam z rozdelenia pravdepodob-
nosti P, oba kédy zakéduju dany text rovnako efektivne. Ak vSak kéd zostrojujeme na
zaklade predpokladaného rozdelenia pravdepodobnosti, ktoré sa od skuto¢ného 1isi, moé-
Ze sa cena skonstruovaného kédu viac alebo menej odlisSovat’ od ceny optimalneho kédu
a rozdiel medzi skuto¢nou a minimalnou cenou bude zavisiet’ aj od sposobu konstrukcie
kédu.

3.3.4 Chyby v pravdepodobnostiach zdrojovych symbolov

Predpokladajme, Ze je dané rozdelenie pravdepodobnosti P = {po,...,pm_1}, na zakla-
de ktorého sme zostrojili Huffmanov kéd V = {vp,...,vin_1} s dlzkami kédovych slov
{lo,...,ln_1}. Nech je P’ = {p{,...,p],_;}, skutocné rozdelenie pravdepodobnosti zdro-
jovych symbolov; p{ = p;i + e, i =0,...,m — 1, kde e; je chyba v odhade pravdepo-
dobnosti vyskytu i-teho symbolu. Kedze P’,P su rozdelema pravdepodobnosti, plati:
Z?;E] pl = Z?;B] pite =1+ Z?;g‘ ei; ateda Y M5 0 e; = 0. Zistime, aky bude rozdiel
cien kédu V pri rozdeleni pravdepodobnosti P’ a P:

m— m—1 m—1 m—1 m—1
Z =Y (pitelli=) pilit ) Le=LV,P)+ ) Le
i—o =0 i-0 i=0 i=0

Zistime, kedy nadobuda } i, ie; extrémne hodnoty. PouZijeme na to metédu Lagran-
geovych neurcitych koeﬁc1entov [6]. Vyjadrime najprv podmienky, za ktorych budeme
hladat extrémy funkcie Z‘f;g] lie;. Odchylky e; od pravdepodobnosti vyskytu symbo-
lov budeme chapat ako vysledky niahodnej premennej e; pricom P(e = ¢;) = -, m =

m)
0,...,m— 1. Potom stredna hodnota chyby je
m—1 1 1 m—1
E(e):&:ZeiE:aZeizo. (21)
i=0 i=0
Vyjadrime disperziu chyb:
m—1 1 1 m—1
Var(e) = el — = — el (22)
: m m “
i=0 i=0

Vyuzijeme 21 a 22 a zostrojime Lagrangeovu funkciu pre veli¢inu Z{';gl Lie; A\, u st
Lagrangeove neurcité koeficienty):

1 m—1 1 m—1 1 m—1
:mZL-Lei—i—A(mZei)+u<mZe%—Gz>. (23)
i=0 i=0

i=0
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Vypocitame parcialne derivacie funkcie F podla e;, i = 0,..., m — 1 a poloZime ich rov-
nymi nule:

0 1
iz—(h—?\—zuei)zo; i:O,...,m—1. (24)
aei
Scitame rovnice 24 a vyjadrime koeficient A.
m—1 m—1 m—1
1 1 2
> i-A-2ue)=— Y A=Y &=
‘— m m 4 m 4
i=0 i=0 i=0
a teda
1 m—1
A=— ZO L. (25)
1=

Vratime sa k stustave rovnic 24. Jednotlivé rovnice vynasobime zodpovedajicimi hodno-
tami e; a vysledok spocitame cez vSetky hodnoty i. Dostavame

]a <1iei—7\ei—2ueiz): Zlel——Zel % el =0.

i i

3
3

I
)
Il
=)

Upravime
m—

1 m—1 li
2 ke=- Z
i=0 i=0
a urc¢ime koeficient p:

1
H= o Z lie;. (26)
i=0

Napokon vynasobime jednotlivé rovnice sustavy 24 prislusnymi hodnotami 1; a vysledky
nasobenia sc¢itame cez vSetky i:

3

l liei = 0. (27)
m

2

m—1 m—1 2
% Z 12 (1:1 11> .02 = Var(1)Var(e < Z L el>

i=0

To znamend, Ze pre fixovani hodnotu disperzie chyb, o2, sa extrémne odchylky ceny
kédu (v kladnom alebo zapornom smere) dosahuju pre kédy, ktoré maja velku disper-
ziu dlZzok kédovych slov. Ina¢ povedané, ¢im vicsie su rozdiely v dlzkach kédovych slov,
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tym vacsiu ochylku (zlepSenie alebo zhorsenie) ceny kédu moézu sposobit chyby v prav-
depodobnostiach jednotlivych zdrojovych symbolov. Prikladom kédu so stabilnou cenou
je blokovy koéd, pre ktory sa Ziadne odchylky v pravdepodobnostiach neprejavia zmenou
ceny kodu. (Otazne vsak je, ¢i pre skutocné rozdelenie pravdepodobnosti bude povodny
kéd optimalny. Tento problém nase odvodenie neriesi.)

Priklad 3.10 Ilustrujeme predchddzajiice rivahy na Huffmanovych kédoch z prikladu
3.9. Pripominame, Ze sme zostrojili dva optimdlne Huffmanove kédy pre rozdelenie
pravdepodobnosti P, pricom kéd V mal kédové slovd dlzok {1,2,3,4,5,5} a kéd V' mal
kédové slovd dizok {2,2,3,3,3,31. V prvom pripade bola disperzia dlzok kédovych slov
Var(l) = %, v druhom Var(l') = %. V nasledujiicej tabulke uvddzame priklad chyb v
pravdepodobnostiach Zdrojovych symbolov, ktoré viedli k rozlicnym odchylkam cien ko-
dov.

Pi li 11/ e Ai A{
0375 |1 2| —0.1250 —0.1250  —0.250
0250 |2 2 0 0 0
0125 | 3 3 0 0 0
0125 |4 3 0 0 0
0.0625 | 5 3 | +0.0625 +0.3125 +0.1875
0.0625 | 5 3 | +0.0625 +0.3125 +0.1875
0 +0.500 +40.125

Vplyv chyb v pravdepodobnostiach symbolov na cenu Huffmanovho kédu.

Huffmanov kéd je pomerne odolny vo¢i malym odchylkam v pravdepodobnostiach zdro-
jovych symbolov. Ak chceme minimalizovat vplyv tychto odchylok na cenu kédu, pri
konstrukeii Huffmanovho kédu budeme zaradovat vypocitanu pravdepodobnost’ do zo-
znamu tak vysoko, ako sa len bude dat’.

3.4 Kodovanie Markovovského zdroja

Matematicky model, ktory sma pouzivali az doteraz na popis zdroja informaécie, bol znaé-
ne zjednoduseny. V textoch zapisanych v prirodzenom jazyku su medzi jednotlivymi
znakmi zavislosti, ktoré sme doteraz zanedbavali. Napriklad v slovencine sa po mak-
kych spoluhldaskach takmer nikdy nepise ypsilon, po tvrdych spoluhlaskach zasa mikké
i, v textoch sa nevyskytujua viac ako tri za sebou idice samohlasky ani dlhé postupnosti
zloZené zo samotnych spoluhlasok a pod. Popisat vSak dostatocne presne takéto zako-
nitosti prirodzeného jazyka by bolo dost’ naro¢né. Pre nase potreby vystacime s omnoho
jednoduchs$im matematickym modelom a zdroj budeme popisovat pomocou Markovov-
skych retazcov. Budeme predpokladat, Zze zdroj S v diskrétnych ¢asovycho okamihoch
(taktoch, krokoch) generuje symboly zo zdrojovej abecedy Ls = {so,...,sq—1}; ¢innost’
zdroja budeme popisovat’ pomocou postupnosti nahodnych premennych S, t = 0,...,°

®rozdelenie pravdepodobnosti symbolov so,...,s4_1 vV t-tom kroku budeme oznaéovat nasledovne:
t) t
o),

29



ktora spiﬁa nasledujicu podmienku: pre 'ubovolné prirodzené ¢islo n a 'ubovolné ¢isla
10y +.-yinet €1{0,...,q9 — 1} plati

P(Sn1 =51, IS0 = Siyy- -+, Sn = 81,) = P(Snq1 = 81, [Sn = 81, ). (28)

Podmienka 28 vyjadruje skutocnost’, Ze pravdepodobnost’ vyskytu symbolu v (n+1)-vom
kroku zavisi len od toho, aky symbol bol na vystupe zdroja v predchadzajicom kroku n.
Postupnost’ nahodnych premennych ktora spiﬁa podmienku 28 sa nazyva Markovouvsky
refazec. Analogicky, zdroj S ktory spiﬁa podmienku 28, budeme nazyvat Markovovskym
zdrojom. Podmienené pravdepodobnosti P(S, 1 = si_,,|Sw = sy, ) sa nazyvaju pravdepo-
dobnost'ami prechodu. Pravdepodobnosti prechodu vo v§eobecnosti zavisia od parametra
n (znaky sa vyskytuju s inymi pravdepodobnostami napriklad v hlavickych ako v textoch
programov). Budeme vSak predpokladat’, Ze pravdepodobnosti prechodu nezavisia od ¢a-
sového parametra n. Takyto Markovovsky zdroj sa nazyva homogénny. Zdroj S popiSeme
pomocou matice pravdepodobnosti prechodu. Kvoli zjednoduseniu zapisu budeme prav-
depodobnost’ P(S,,11 = s;/S;, = sx) oznafovat’ symbolom p; . Matica pravdepodobnosti
prechodu zdroja S bude mat’ nasledujuci tvar:

Poo  P1o .-+ Pg-10
M= | Por P11 cor Pgo11
Po,g-1 Plg-1 --- Pg-1,9-1

Matica M ma vsetky prvky nezaporné a sucet prvkov v l'ubovolnom riadku je rovny 1.
(Takato matica sa nazyva stochasticka.) Ak pozname symbol, ktory sa objavil na vystupe
zdroja, pomocou matice pravdepodobnosti prechodu M vieme urcit pravdepodobnosti vy-
skytu symbolov na vystupe zdroja v nasledujicom i v dalsich ¢asovych okamihoch. Nech
sa v 0-tom kroku objavil na vystupe zdroja symbol s;. Potom sa v nasledujicom kroku
budu na vystupe zdroja objavovat symboly zo zdrojovej abecedy s pravdepodobnost’ami

(1)03"' ,O) XM = (p0,0ap],Oa"' ,qu]‘o).

Rozdelenie pravdepodobnosti symbolov na vystupe zdroja v dalSom kroku by sme vypo-
c¢itali ako stiéin rozdelenia pravdepodobnosti v 1. kroku a matice M:

(pO‘O)p],Ow“ )qul,()) XM = (1)0»" )O) X MZ'

(Namiesto toho, aby sme v kazdom kroku pracne pocitali stucin vektora a matice M,
vyuzijeme poznatok, Ze matica pravdepodobnosti prechodu po m krokoch sa rovna m-
tej mocnine matice pravdepodobnosti prechodu po jednom kroku; M. [7].) Ilustrujeme
uvedené pojmy na priklade.

Priklad 3.11 UvaZujeme Markovouvsky zdroj S so stvorprvkovou abecedou s ={a,b,c,d}|
Vztahy medzi symbolami su popisané pomocou nasledujiicej matice pravdepodobnosti

prechodov:
0.1 04 02 03

0.5 0.1 0.2 0.2
05 0.2 0.2 0.1
0.6 0.1 0.2 0.1
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Nech p = (1,0,0,0) je rozdelenie pravdepodobnosti symbolov v kroku 0. Potom rozde-
lenie pravdepodobnosti symbolov v kroku 1 bude (0.1,0.4,0.2,0.3). Vypocitame niekolko

mocnin matice M :
0.49

0.32
0.31
0.27

0.15
0.27
0.27
0.30

0.20 0.16
0.20 0.21
0.20 0.22
0.20 0.23

M? =

0.3933
0.3619
0.3597
0.3524

0.2160
0.2379
0.2394
0.2445

0.2000
0.2000
0.2000
0.2000

0.1907
0.2002
0.2009
0.2031

M4 =

0.37199797 0.23084535
0.37092176 0.23159571
0.37084603 0.23164851
0.37059591 0.23182290

0.20000000
0.20000000
0.20000000
0.20000000

0.19715668
0.19748253
0.19750546
0.19758119

M?® =

0.3712427184
0.3712414540
0.3712413650
0.3712410712

0.2313719296
0.2313728112
0.2313728732
0.2313730782

0.2000000000
0.2000000000
0.2000000000
0.2000000000

0.1973853520
0.1973857348
0.1973857617
0.1973858506

M]G —

V postupnosti matic je vidiet’ istd zakonitost—ako keby matice konvergovali k ne-
jakej limitnej matici. Pozrieme sa na tito skutocnost’ z iného hl'adiska. Ako ovplyvni
vyskyt konkrétneho symbolu v 0-tom kroku rozdelenie pravdepodobnosti vyskytu sym-
bolu v n-tom kroku? V nasledujicej tabulke je uvedené rozdelenie pravdepodobnosti
(nahodnej premennej) Sq¢ za predpokladu, ze So = a (b, ¢, d).

‘ Pa Pb Pc Pa
So=a|0.3712427184 0.2313719296 0.2000000000 0.1973853520
So =b | 0.3712414540 0.2313728112 0.2000000000 0.1973857348
So =c | 0.3712413650 0.2313728732 0.2000000000 0.1973857617
So=d|0.3712410712 0.2313730782 0.2000000000 0.1973858506

Vidime, Ze Ze rozdelenie pravdepodobnosti symbolov v 16-tom kroku nezavisi od toho,
aky symbol bol na vystupe zdroja v nultom kroku. Markovovsky zdroj popisany v pri-
klade 3.11 je zvlastnym pripadom tzv. ergodického Markovovského zdroja. Definujeme
ergodicky Markovovsky zdroj formalne.

Definicia 3.5 Nech rozdelenie pravdepodobnosti ndhodnej premennej S,, konverguje k
limitnému rozdeleniu pravdepodobnosti; t.j.

lim p](?) =pr; k=0,...,9—1

n—oo

a limitné rozdelenie pravdepodobnosti {py, ..., pq—1} nezdvisi od pociatocného rozdelenia
pravdepodobnosti symbolov, potom sa Markovouvsky zdroj nazyva ergodickym Markovov-

skym zdrojom.
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7 hladiska kédovania nas zaujima predovSetkym spominané limitné rozdelenie prav-
depodobnosti. Ak je zdroj S ergodicky, tak takéto limitné rozdelenie pravdepodobnosti
existuje a musi splnat’ nasledujuci vzt'ah:

(Poy -+, Pq-1) X M= (po,...,Pq-1)- (29)

Podmienku, ktori musi spiflat’ zdroj na to, aby bol ergodicky, stanovuje nasledujica
veta.

Veta 3.8 (Markovova, [7]) Nech je S Markovouvsky zdroj s abecedou Ls = {sp,...,sq_1} @
(

pj? Je pravdepodobnost’ prechodu s; — sy po m krokoch. Ak existuji také prirodzené
éisla s >0, kg >0,2eVj, j=0,...,9—1plati p]gslzo; t.j. v matici M® existuje aspori jeden
stl})ec, ktory md vSetky prvky kladné, tak potom je Markovovsky zdroj S ergodicky, t.j.
existuju limitné pravdepodobnosti

lim piY) =py, k=0,...,q—1,

n—oo

nezdvislé na indexe j. Postupnost’ py,...,pq-1.Je jediné nezdporné riesenie sustavy rovnic

q—1
pk:ijpj,k, k:Ow--)q_])
j=0

ktoré vyhovuje podmienke

Z‘pj =1

=0
Tj. limitné rozdelenie py, ..., pq—1je staciondrnym rozdelenim pravdepodobnosti Marko-
vovského zdroja.

Poznamka. Stacionarne rozdelenie pravdepodobnosti je pociato¢né rozdelenie pravde-
podobnosti, pri ktorom maja vSetky (nahodné premenné) S,,, n =0, ... rovnaké rozdele-
nie pravdepodobnosti.

Ak teda v matici M alebo jej niektorej nenulovej mocnine existuje stipec, v ktorom
su vsetky prvky nenulové, potom je zdroj S ergodicky a rieSenim sustavy (29) najde-
me stacionarne limitné rozdelenie pravdepodobnosti. Pripominame, Ze matica M nie je
regularna, a preto sustavu (29) treba riesit’ za predpokladu

pot--+pg1 =1

Priklad 3.12 Ndjdeme staciondrne limitné rozdelenie pravdepodobnosti ergodického Mar-}
kovouvského zdroja S z prikladu 3.11. (Ergodickost’ Markovovského zdroja S vyplyva z
toho, Ze uz v samotnej matici M su vsetky proky kladné.) Riesime stistavu rovnic
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Pa = 0.1xpa+05%py, +05%xp.+0.6*py

Po = 04%xpy+0.Txpy,+02%xp.+0.1%xpg
Pe = 02%pa+02%pp,+02xp:.+0.2%pg

Pa = 03%xpa+02%xpp,+0.Txp:.+0.1%xpg
T = pat+po+pctpa

Riesenim tejto sustavy je vektor

P = (pg = 0.3712418301, py, = 0.2313725490, p. = 0.2000000000, p4 = 0.1973856209).

Poznanie limitného rozdelenia pravdepodobnosti mozno vyuzit’ na zostrojenie Huff-
manovho kédu Markovovského zdroja S. V nasom pripade by Huffmanov kéd bol blokovy
kod diiky 2 s cenou L(V,P) = 2. Huffmanov kod Markovovského zdroja S vSak nevyuzi-
val vztahy medzi jednotlivymi symbolmi. Navrhneme efektivnejSie kédovanie Marko-
vovského zdroja S . Najprv zostrojime Huffmanove kédy V., Vy, Ve, V4 pre rozdelenia
pravdepodobnosti P( |a), P( |b), P( |c), P(|d). Jednotlivé kédy a ich ceny si uvedené v
tabulke.

la b ¢ d [L(VyP)]
Vo001 1T 000 01 1.9
Vo |1 001 01 000 1.8
V. |1 01 000 001 1.8
Vg |0 100 11 101 1.6

Postupnost’ symbolov s; s, ...s;i, vytvoreni Markovovskym zdrojom S budeme ké-
dovat’ nasledovne:

1. prvy symbol, s;, zakédujeme pomocou pevne stanoveného kédu, napriklad Vi ;

2. i-ty symbol postupnosti zakédujeme pomocou kédu V., ;i=1,...m.

Pri dekédovani najprv dekédujeme prvy symbol,s;,, zakédovany pomocou kédu Vi ; na
jeho zaklade uréime kod Vsio, ktorym je kédovany druhy symbol, s;,, atd. Kéd Marko-
vovského zdroja budeme kvoli jednoduchosti nazyvat Markovovskym kédom.

Priklad 3.13 Nech postupnost’ ababcadadca vytvoril Markovouvsky zdroj z prikladu 3.11.|}
Jeho kodovanie je popisané v nasledujiicej tabulke.

znak ‘ a b a b ¢ a d a d ¢ a
pouzitykéd | Vo Vo Vo Va Vp Ve Vo Va Vo Vg V¢
kédové slovo | 001 1 1 1 01 1 01 0 01 M 1

Na zakédovanie postupnosti dizky 11 sme potrebovali 17-bitovy retazec.
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Cena kédu Markovovského zdroja zavisi od cien ¢iastkovych kédov V. a limitného roz-
delenia pravdepodobnosti a da sa vypocitat na zaklade nasledujiceho vztahu:

q—1
LM, V) =) piL(P(lsi), Vs,).
i=0

Porovname na zaver cenu Hufmannovho kédu (pre limitné rozdelenie pravdepodob-
nosti), entropiu limitného rozdelenia pravdepodobnosti a cenu kédu Markovovského
zdroja z predchadzajiceho prikladu.

entropia limitného rozdelenia | 1.945755388
cena Huffmanovho kédu 2.000000000
cena Markovovského kédu 1.797647058

Vyuzitim zavislosti medzi jednotlivymi symbolmi sme dostali cenu kédu, ktora je vyraz-
ne niz$ia ako entropia limitného rozdelenia pravdepodobonosti.®

3.5 Koédovanie pomocou orakula

Huffmanov kéd vyuzival to, Ze sme poznali rozdelenie pravdepodobnosti symbolov v
zdrojovom texte; Markovovsky kod zasa vychadzal z poznania Statistickych zakonitosti
medzi symbolmi, ktoré nasledovali bezprostredne za sebou. Bolo by mozné zostrojit’ aj
iné kédy, ktoré by vyuzivali iné zakonitosti v zdrojovych textoch. Uvedieme jednu vse-
obecnu metédu kédovania, tzv. kédovanie s predpovedou, ktora zahina viacero $pecial-
nych pripadov. Podstata tejto metody spociva v nasledujicom (Obr. 4): Zdroj S generuje
binarnu postupnost « = apa;j ..., ordakulum O; sa pokusa ,uhadnut* vystup zdroja S a
generuje bindrnu postupnost 3 = bpb;.... Obe postupnosti sa nasledne s¢itavaju bit
po bite modulo 2 a vyslednd postupnost’ {a; @ bi}i>o vstupuje do kédera. Ak sa ordkulu
podari ,uhadnut® spravne hodnotu symbolu a; generovaného zdrojom, a; & b; = 0. Po-
stupnost a® 3 vstupujica do kédera pozostava zo suvislych postupnosti pozostavajucich
zo samych nul, ktoré su oddelené jednotkami. Kéder zakdduje pozicie jednotiek a posle
ich po prenosovom kanali prijemcovi. Dekéder prijemcu transformuje kédovanu spravu
opat do tvaru postupnosti nil oddelenych jednotkami;{a; ©b;}i>o. Tato postupnost’ vstu-
puje do ¢lena realizujiceho sc¢itanie modulo 2, v ktorom sa scitava s vystupom orakula
0O, generujuceho ta istt bindrnu postupnost’ § = bpby ... ako ordkulum O;. Vysledkom
je postupnost’ {a; ® b;) ® bi}i>o = {ai}i>o0; t.j postupnost generovana zdrojom S. Doplnime
niektoré predpoklady a ukazeme, aké vysledky sa daju dosiahnut omocou kédovania s
predpoved’'ou. Predpokladame, Ze orakulump O; ,,uhadne” spravny vysledok (jeden bit
generovany zdrojom S ) s pravdepodobnostou p a generuje opaénu hodnotu s pravdepo-
dobnostou q = 1 — p. Dalej predpokladdme, e vysledok hadania symbolu v i-tom kroku
neovplyvni vysledok hadania v d’alSich krokoch.

Pozrime sa teraz na kédovanie postupnosti {a;®b;}i>o. V zavislosti od kvality ordakula
(vyjadrenej pravdepodobnostou p) budd sa v bindrnej postupnosti vyskytovat kratsie

ktora zavislosti medzi jednotlivymi symbolmi nezohlPadriuje.
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e G koder dekodder °
(o) (0

Obrazok 4: Kédovanie s predpovedou

alebo dlhsie postupnosti nil ukoncené jednotkami:
o @ B =000001001100000000000010000100000010010010100011...

Takuto postupnost mozno jednoznaéne urcit’ postupnostou prirodzenych éisel, no, ny, . ..
vyjadrujucich dlzky nulovych podpostupnosti. Pre vyssie uvedenu bindrnu postupnost
« @ (3 bude postupnost’ prirodzenych Cisel vyzerat nasledovne:

5,2,0,12,4,6,2,2,1,3,0,. ...

Existuje viacero moznosti kédovania postupnosti ng, ng,.... Kvoli jednoduchosti pouzi-

jeme na zaciatok blokovy kod dfiky k. KedZe binarne slovo diiky k dokaze rozlisit 2*

hodnoét, postupnosti 0"1 kde n > 2¥ sa uz pomocou jedného kédového slova nedajui za-

kédovat. Oznaéime symbolom C kédovi transformaciu realizovand kéderom, potom C
mozno definovat nasledovne:

k

c(om™) ={ T 1c(ont akn<2" -1,

—1C(0 ) akn>2F—1.

Binarna postupnost’

0...00...00...01

N~

2k—1 2k—1 2k_2
bude kédovana bindrne zapisanou trojicou &isel 2% — 1,2% — 1, 2% — 2 dizky 3k. U% z tohto
jednoduchého prikladu je zrejmé, ze efektivnost’ kédovania s predpovedou bude zavisiet’
od vyberu parametra k. Ukazeme, ako na zaklade p vybrat optimalnu hodnotu para-
metra k. Postupnosti 0’1 sa vyskytuji s pravdepodobnostami p'qj =0,1,.... KedZe

Zp]q ZqZp’ =7 5=

j=0 j=0
mnozina postupnosti {01 }j>o0 s pravdepodobnost’ami P(0'1) = p)q tvori pravdepodobnost-
ny priestor. Vypocitame diZky kédov jednotlivych postupnosti a potom urc¢ime strednu
hodnotu dizky kédovej postupnosti potrebnej na zakédovanie jednej postupnosti 0/1. V
nasledujuicej tabulke st uvedené diiky kédov postupnosti 0'1 pre jednotlivé hodnoty j
(oznaéme kvoéli zjednoduseniu zapisu symbolom m hodnotu 2% — 1):

dizka postupnosti dizka kédu

0..m—1 k
m...2m—1 2k
2m...3m—1 3k
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Stredna hodnotu diéky kédovej postupnosti potrebnej na zakédovanie jednej postup-
nosti 0’1 je
k |a+pq +---+p‘“*‘q} + 2k [pmq +p™tq +---+p2mf‘q] +
T—p™

13k pqu+pzm+1q+m+p3m4q} t...=kq []+2pm+32m+‘”} _

ok
g

Na zaklade vyrazu ﬁ néjdeme optimalnu hodnotu dizky bloku k. Ked’ze analyticky
vypotet minima vyrazu ;= by mohol byt prilis zlozity,

=0

(1 _pqu)*] L kp? 12¥In(2) In(p)
(1=p1)°

k__ pre rozliéné p a k a uréime optimalne k:

vypocitame hodnoty vyrazu T

P 0.5 0.6 0.7 0.8 0.2 095 0.99 0.999
k=11] 2.0 2.5 3.3 5.0 10 20 100 1000
k=2 1] 229 255 3.04 409 738 14.02 67.33 667.33
k=31 302 3.09 327 380 575 994 4416 429.86
k=4 | 400 400 4.02 415 5.04 745 2858 268.54
k=51]500 500 500 500 520 6.28 18.68 163.72
k=6 | 6.00 6.00 6.00 6.00 6.00 624 1279 98.22
k=71]700 700 700 700 7.00 7.01 971 58.66
k=8 | 800 8.00 800 8.00 8.00 8.00 866 3552
k=9 | 9200 900 900 900 9.00 9.00 905 2248

k=10(10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 10.00 15.61
k=11 12.63

3.6 Slovnikové metédy kompresie idajov

3.7 Kolmogorovska zlozitost’
4 Samoopravné kody

Pri konstrukcii nerovnomernych kédov v predchadzajuicej kapitole sme predpokladali, Ze
prenosovy kanal realizuje identicku transformaciu; t.j. Ze sa sprava pri prenose nemeni.
Tento optimisticky predpoklad nebyva v realnom zZivote naplneny. Preto sa budeme za-
oberat’ takym zapisom informacie, ktory umozni kontrolovat zmeny, ku ktorym doslo v
priebehu prenosu informécie. * Budeme konstruovat’ rovnomerné (blokové) kédy, ktoré

"Pripominame, Ze z hPadiska kédovania nie je principidlny rozdiel, ¢ ide o prenos informacie v ¢ase alebo
v priestore. Aj preto sa v tejto kapitole budeme zaoberat kédovanim informaécie pre prenasanie v priestore,
ale rieSenia, ktoré navrhneme budi rovnako dobré aj pre ochranu informaécie prenasana v ¢ase.
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Obrazok 5: Binarny symetricky kanal bez paméte

budu schopné odhalovat chyby (t.j. prijemca bude schopny zistit, ¢i v prijatom slove
vznikli urcité chyby alebo nie) alebo ich dokonca opravovat (prijemca bude pri dekoé-
dovani schopny rekonstruovat pévodne odvysielané kédové slovo) a popiSeme efektivne
metody kédovania a dekédovanie informacie pomocou takychto kédov.

4.1 Princip samoopravnych kéodov
4.1.1 Binarny symetricky kanal bez pamiite

Najprv upresnime predstavu o tom, aké chyby mozu vznikat pri prenose sprav. Budeme
predpokladat’, Ze pri prenose sprav

e dochadza k zamene jedného prenasaného symbolu kédovej abecedy na iny symbol
kédovej abecedy,

e Ziaden symbol nie je odolnejsi voci chybe ako iny symbol; symbol sa prenasa sprav-
ne s pravdepodobnostou p a transformuje sa pri prenose na ktorykol'vak iny symbol
s pravdepodobnostou 2]%";

e vysledok prenosu jedného symbolu neovplyvnuje to, ¢i bude nasledujici symbol
preneseny spravne alebo nie.

Na popis prenosového kanala zavedieme model, ktory budeme nazyvat g-adickym sy-
metrickym prenosovym kandlom bez pamite. Specidlnym a najéastejsie pouZivanym
g-adickym symetrickym prenosovym kanalom bez pamaéte je binarny (q = 2) symetricky
kanal bez pamite, ktory je zobrazeny na obrazku 5.

Kody opravujice chyby predstavuju rozliéné algebraické struktiry ako vektorové
priestory, okruhy polynémov, idealy a podobne. Aby mohli kédové slova bez problémov
tvorit’ takéto algebraické Struktiry, budeme predpokladat, Ze kédova abeceda je pod-
mnozinou prirodzenych ¢isel; L = {0,...,q — 1}. Aj ked’ teoretické konstrukcie budeme
robit’ pre vSeobecny pripad, v dalsom vyklade sa budeme najcastejsie zaoberat’ binarny-
mi kédmi, ktoré sa v sicasnosti najcastejSie pouzivaju.

V ¢om je podstata kédov odhal'ujicich, resp. opravujicich chyby? Ak by sme na ké-
dovanie sprav pouzivali tplné kédy, pri prenose sprav by sa jedno kédové slovo mohlo
v dosledku Sumu nahradit’ inym kédovym slovom a prijemca by mal problém urcit, ¢i
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prijal odvysielané kédové slovo, alebo doslo k chybe pri prenose. Preto nie je mozné pri
komunikacii prostrednictvom kanala so Sumom pouzivat uplné kédy. Podstata kédov
odhalujucich a opravujucich chyby je v tom, Ze mnozina kédovych slov tvori len pod-
mnozinu vSetkych moznych slov a tak, ked’ d6jde pocas prenosu spravy ku chybe, prijaté
slovo s velkou pravdepodobnostou nie je kédovym slovom. Zdoraznujeme slova s velkou
pravdepodobnostou, pretoze nie je vylucené, Ze pocas prenosu vznikne chyba, ktora pre-
nasané kodové slovo transformuje na iné kédové slovo. Pri kostrukeii samoopravnych
kédov sa snazime minimalizovat pravdepodobnost’ takejto moznosti. Vychadzame z to-
ho, Ze pre (binarny) prenosovy kanal plati p >> 1 — p8; t.j. je pravdepodobnejsie, Ze pri
prenose kédového slova vznikne menej chyb. Ilustrujeme to na priklade.

Priklad 4.1 UvaZujme bindrny symetricky kandl bez pamdite s parametrami p = 0.99,
1 —p = 0.01, bindrny blokovy kéd diZky 15 opravujiici tri chyby. V nasledujiicej tabulke
st uvedené pravdepodobnosti chyb

pocet chyb pravdepodobnost’
0 (0.99)P 0.860058354641289
1 15-(0.99)™ . (0.01 0.130311871915347

)
2 (]2) (0.99)13 . (0.01)2 0.009213970741489
3 (5) (0.99)12. (0.01)3 0.000403305116631
>3 Y03 (1) (0.99)157 - (0.01)1 0.000012497585244

Pravdepodobnost toho, Ze v prendsanom slove vznikniu 4 a viac chyb je sice nenulovd
0.000012497585244 ale podstatne mensia ako to, Ze v slove budu najviac 3 chyby, ktoré sa
pri dekédovani daji opravit.

4.1.2 Geometricka interpretacia samoopravného kédu

Skor ako pristipime ku popisu a konstrukcii samoopravnych kédov, vyuzijeme geomet-
ricku interpretaciu kédu a vysvetlime princip kédov opravujicich a odhalujicich chyby.
Predpokladame, Ze mame zostrojit kod diiky n opravujuci t chyb. (Na zacéiatku kvo-
li zjednoduseniu popiseme konstrukciu bindrneho kédu opravujiceho 1 chybu a potom
konstrukciu zovseobecnime.) Zavedieme najprv dva dolezité pojmy, ktoré budeme pri
kostrukeii samoopravného kédu potrebovat’.

Definicia 4.1 Nech si u,v dva vektory vektorového priestoru V; nech uw = (ay,...an); v=
(b1,...bn). Hommingovou vdhou vektora u nazveme prirodzené ¢islo wt(u), deﬁnovane
nasledovne:

wt(u) =.

Hammingovou vzdialenostou vektorov u,v nazveme prirodzené éislo d(u,v);

du,v) =wt(u—v) Z aj # bj).
j=1

8V podstate viak staéi, aby p £ 1 —p.
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Hammingova vaha vektora je pocet jeho nenulovych zloZiek a Hamminhova vzdialenost
dvoch vektorov udava, v kol'kych zlozkach sa tieto dva vektory odlisuju. Vratme sa te-
raz ku konstrukcii binarneho samoopravného kédu opravujiceho 1 chybu. Zostrojime
ho tak, Ze budeme postupne vyberat kédové slova. Ako prvé kédové slovo vo modzeme
vybrat Tubovolny binarny vektor z mnoziny {0, 1}*. Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme
vybrat vo = (0,...,0); t.j. nulovy vektor. Vyberieme teraz druhé kédové slovo v;. Predpo-
kladajme, ze d(vy,vy) = 1 a polozme v; = (1,0,...,0). Potom vSak existuje chyba (ktora
budeme reprezentovat’ binarnym vektorom) vahy 1 ktora transformuje kédové slovo v,
na kédové slovo vg:

Vo 000...0
Vi 100...0
el 100...0

vider 000...0 =

To znamena, ze d(vp,v;) > 1. Nech d(vy,v1) = 2 a vyberme naprlklad vy =(1,1,0,...,0).

Ziadna chyba vahy 1 neméze transformovat’ slovo v; na slovo vo. Co sa viak stane ak
sme prijali slovo 0100...0? Existuju dve rovnako pravdepodobné moznosti (a mnozstvo
menej pravdepodobnych inych):

Vo 000...0
] 110...0
el 100...0
e 010...0

vober = 100...0 =vi®ep
vi@ej: 100...0 €j:\)i@]00...0

Ak sme teda prijali slovo 0100...0, je zrejmé, Ze to nie je kédové slovo a odhalili sme chy-
bu, ale nevieme ju opravit’ a urcit’ odvysielané kédové slovo. Ak staci, aby kéd odhal'oval
chyby vahy 1, vektor vi = (110...0) m6ze byt kédovym slovom. Ak pozadujeme, aby kéd
opravoval chyby vahy t > 1, vektor vi = (110...0) a zZiaden vektor vahy 2 neméze byt
kédovym slovom. Nech teda d(vp,vi) =3 avy = (1,1,1,0,...,0). Chybou vahy 1 sa slovo
v; transformuje v najhorSom pripade na slovo vahy 2, ale chybou vahy 1 sa zo slova v,
stane vektor vahy 1:

Vo 0000...0
Vi 1110...0
e 1000...0
e 0100...0
e3 0110...0
vo®er = 1000...0 wt(vop®e)=1
vide3= 1000...0
vide= 1010...0 wt(vi®epy)=2

Ak sme prijali slovo 1000...0, dekédujeme ho na zaklade toho, Ze

P(1000...0kvg) > P(1000...0v;),
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ako vy. (Ak pouzijeme hodnoty n = 15,p = 0.99 z predchadzajiceho prikladu, tak
P(1000...0lvp) = 0.00868745812768978 > 0.0000877521022998968 = P(1000...0v),

a teda pravdepodobnost’ toho, Ze bolo odvysielané slovo v, je podstatne vacsia.) Zovse-
obecnime teraz nasu kons$trukciu na pripad, ked ma kéd opravovat chyby vahy t > 1.
Ukazalo sa, ze rozhodujicim parametrom, od ktorého zavisi opravna schopnost’ kédu je
minimalna vzdialenost’ kédovych slov. Zavedieme pre tento pojem Specidlne oznacenie:
minimalnou vzdialenostou kédu C nazveme prirodzené ¢islo

d = min d(u,v).
u,veC

Ak by bola miniméalna vzdialenost kédu C d < t tak potom chybou vahy mensej alebo
rovnej t by sa mohlo transformovat jedno kédové slovo na iné kédové slovo. Ak d = t+1,
kéd C dokaze odhalovat chyby vahy t. Na to, aby kéd C opravoval chyby vahy t musi byt
d>2t+1.

Popri samoopravnej schopnosti (danej minimalnou vzdialenostou kédu) je zaujima-
vou kvantitativnou charakteristikou kédu, ktora vyjadruje jeho efektivnost’, pocet kédo-
vych slov. Extrémnym pripadom je kéd diiky 2n + 1 ktory ma dve kédové slova (napr.
0...0a1...1). Tento kéd ma sice maximalnu opravnu schopnost’ n, ale na prenos jed-
ného bitu spravy potrebuje 2n + 1 kédovych symbolov. Pri konstrukcii samoopravnych
kédov sa snazime o kompromis medzi opravnou schopnost’ou a mohutnost'ou kédu. Kol-
ko kédovych slov moze vlastne obsahovat samoopravny kéd dfiky n opravujuci t chyb?
Pozrieme sa najprv na binarny pripad. Mnozina binarnych vektorov (neskor ukazeme,
Ze sa jedna o vektorovy priestor), z ktorej vyberame kédové slova, ma 2" prvkov. Ozna-
¢ime symbolom S(v, r) mnoZinu vektorov;

S(v,r) ={ufu e {0, 11" &d(u,v) <7},
ktord budeme nazyvat’ sférou s polomerom r a stredom v. Je zrejmé, Ze plati

Vu,veC; (W#v) = S(u,t)ﬂS(v,t) =0

S(v, )| = (“)
=0 )

Ak by kéd € mal maximalny pocet kédovych slov (pre dizku kédu n a opravnu schop-
nost’ t), potom by mnozina vektorov {0, 1}™ musela byt pokryta disjunktnymi sférami
polomeru t so stredami v kédovych slovach. Mohutnost kédu C by v takomto pripade
bola

a mohutnost’ S(v, r) je

21’1
=
Yo (5)
Je zrejmé, Ze je len malo takych hodnét n,t pre ktoré by bol podiel ﬁ celociselny.
Ak by sme sa vsak aj uspokojili s kédom mensej mohutnosti, zostava otazkou, ako ho

Cl =
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zostrojit. Uplné preberanie neprichadza do uvahy, nakolko jeho zloZitost je odvodena od

cisla
< » >
2n )
SN

j
ktoré je pre relativne malé hodnoty n, t vel'ké (pozri nasledujicu tabul'ku). V tejto kapi-
tole sa budeme zaoberat’ metédami systematického vytvarania samoopravnych kédov.

n t mohutnost pocet
kédu moznych kédov
7 1 16 93343021201262177400
7 2 4 10668000
7 3 2 8128
15 5 6 1718574240691455027134464
15 4 16 84137321239748052363790529051765801371652428817494731388928
15 3 56 0.9837970552 x 10178
15 2 270 0.7332302377 x 10678
15 1 2048 0.1094851418 x 103326

Poznamka. Aka bude mohutnost samoopravnych kédov nad inou ako binarnou abe-
cedou? Mohutnost’ sféry s polomerom t vo vektorovom priestore {0,...,q — 1} je

t
Z(‘.‘)(q—ni.
=0 )

Ak q > 2 nestaci len vybrat’ j zloZiek vektora, ktoré treba zmenit, ale je potrebné aj
urc¢it’ akym symbolom sa ma poévodny symbol nahradit. Pre mohutnost’ g-kédu V dlzky
n, opravujuceho t chyb plati

qT'L
V| < -
M N EIFET

Skor ako sa budeme zaoberat’ systematicky metédami konstrukcie rozlicnych samo-
opravnych kédov, uvedieme niekol'ko jednoduchsich prikladov kédov opravujucich alebo
odhalujucich chyby a ilustrujeme na nich uz zavedené, resp. zavedieme niektoré nové
pojmy. Odteraz sa az do odvolania budeme opét’ zaoberat’ binarnymi kédmi.

4.1.3 Jednoduché kédy odhalujuce/opravujice chyby

Testovanie parity. Nech je dana mnozina binarnych vektorov diéky n. Priddme ku
kazdému vektoru n + 1-bit tak aby pocet jednotkovych bitov vo vektore (dlzky n + 1) bol
parny. Kédové slova budi potom vyzerat nasledovne (doplneny bit je oddeleny medze-
rou):

01000011100001010 0

01011010010101011 1
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Doplneny bit sa nazyva paritnym bitom. Ak v kédovom slove vznikne pri prenose chyba
neparnej vahy (1, 3,5, ...) pocet jednotkovych bitov v prijatom slove bude neparny a pri-
jemca bude vediet’, Ze nastala chyba (aj ked’ nedokaze urcit, kde.) Ak by vsak pri prenose
nastala chyba neparnej vahy (2,4, ...), v prijatom slove bude parny pocet jednotkovych
bitov a prijemca bude prijaté slovo povazovat za kédové slovo. Ak sa vratime k pred-
chadzajiucemu prikladu (p = 0.99, n = 15), tak pravdepodobnost’ neodhalenej chyby je
0.009226196681.

Obdiznikové kody. Uvazujme opat binarne zapisanu informaciu, ktori chceme upra-
vit' do formy umoznujicej opravit’ aspon jednu chybu (chybu vahy 1). ZapiSeme informa-
ciu do obdiinikovej matice typu m x n a pridame k nej jeden kontrolny riadok a jeden
kontrolny stipec.

0110101010 | 1
1110000111 | 0
1010101010 | 1
0010000111 ‘O

Na i-tom mieste kontrolného stipca sa bude nachadzat paritny bit i-teho riadku (a; 10 =
aip®---Dajo), naj-tom mieste kontrolného riadku sa bude nachadzat’ paritny bit j-teho
stipca (a3j = ap; @ --- @ az;). Predpokladajme, Ze nastala chyba vdhy 1 napriklad na
mieste (0,4). Prijemca vy¢isli kontrolné sumy pre riadky aj stipce prijatej matice a zisti
poziciu chyby:

0110001010 | 1| 1
1110000111 | 0 || 0
1010101010 | 1]/ 0
0010000111 [0 [ 0
0000100000 | 0 |

Vsimneme si, Ze ak vznikne chyba vahy 1 v kontrolnom riadku alebo v kontrolnom stipci,
pozicia chyby sa urci iplne rovnako, ako v pripade chyby v "informa¢nom" symbole:

0110101010 | 1 | 0
1110000111 | 0 | 0
1010101010 | 1 || 0
0010000170 | 0 | 1
0000000001 | 0 |

Obdiénikovy kéd je schopny opravovat’ chyby vahy 1. Co sa stane, ak v kédovom slove
vznikne chyba vassj vahy? Predpokladajme, ze vznikla chyba vahy 2:

0110101010 | 1 1
1110000111 | 0 | 0
1010101010 | 1 || 0
0010000170 | 0 | 1
1000000001 | 0 |
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Vy¢islenim kontrolnych sim prijemca zisti, ze vznikla chyba vicsej vahy. Ak by aj uha-
dol, Ze ide o chybu vdhy 2, nevie ¢i chyby vznikli v symboloch ag, a3 ¢ alebo a3, aps.
Ak by chyba vahy 2 vznikla v tom istom riadku (stlpci), na kotrolnej sume prislugného
riadku (stipca) by sa to neprejavilo, a prijemca by vedel akurat povedat, Ze v niektorych
sticoch (riadkoch) vznikla chyba vaésej vahy.

1110101011 1 0
1110000111 | 0 || 0
1010101010 [ 1] 0
0010000111 | 0 [ 0
1000000001 [ O |

Samoopravné kody sa zakladaji na tom, ze

¢ nie kazdé mozné slovo je kédovym slovom;

e kédové slova su ,,dost’ daleko od seba“.

Minimalna vzdialenost’ kédu vyjadrenda pomocou Hammingovej vzdialenosti kédovych
slov nam umoznila precizovat vyznam slov ,dost’ daleko od seba“. Pomocou obdi#ni-
kovych kédov ilustrujeme pojem ,redundancie (nadbytoc¢nosti)“, ktory upresnuje prva
poziadavku kladend na samoopravné kédy. V kédovom slove obdlznikového kédu roz-
lisujeme dva druhy symbolov: informacné (pomocou nich sa zapisuje informécia, ktora
ma kédové slovo preniest’) a kontrolné symboly (zaznamenavajuce Strukturu kédového
slova.) Dizka kédového slova sa zvykne oznacovat symbolom n, pocet informacnych sym-
bolov k a pocet kontrolnych symbolov je potom n — k. Samoopravny kéd, ktory ma dizku
n a pocet informacnych symbolov k sa oznacuje aj ako (n,k)-kéd. Pocet kontrolnych
symbolov sa nazyva absolitnou redundanciou kédu. Kédy s rozliénymi dizkami mézu
mat rozlicné pocty kontrolnych symbolov. Aby ich bolo mozné porovnavat’ z hladiska re-
dundancie, zavadzame pojem relativnej redundancie kédu, definovanej ako podiel poctu
kontrolnych symbolov k celkovej dizke kédového slova; “;k =1- % Uréime absolutnu
a relativnu nadbytoc¢nost’ obdfinikovych kédov. Predpokladajme kvoli jednoduchosti, Ze
kédové slovo obdiznikového kédu m4 tvar Stvorcovej matice typu m x m®. Tato matica
obsahuje stvorcova podmaticu (m—1) x (m—1) informaénych symbolov a 2m—1 kontrol-
nych symbolov. Relativna nadbyto¢nost’ §tvorcového kédu je 2?111;] = % — # Pre velké
m je relativna nadbytoénost’ stvorcového kédu zanedbatelna.

V pripade obdiznikového kédu bolo mozné rozlisit informaéné a kontrolné symboly.
Existuju samoopravné kédy, pre ktoré takéto rozdelenie symbolov kédového slova ne-
existuje. Aby bolo mozné vyjadrit’ redundanciu aj pre tieto kédy, zovSeobecnime pojem
redundancie nasledujicim spdsobom.

Definicia 4.2 Nech V je kod dl/zvky n nad abecedou {0, ...,q—1}. (Relativnou) redundan-
ciou kodu 'V je
_ log |V

n

V)

9y takomto pripade hovorime o §tvorcovom kéde
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Redundancia kédu tuzko suvisi s d’alsim délezitym pojmom, pomocou ktorého sa vy-
jadruje efektivnost’ kédu; s prenosovou rychlostou. Prenosova rychlost’ kédu je cislo z
intervalu < 0,1 >, ktoré je definované ako

pocet prenesenych informacnych symbolov 1-R
celkovy poéet prenesenych symbolov '

V dalSom sa budem zaoberat’ kédmi, ktoré maji vysoké prenosové rychlosti a zaroven
dobré opravné schopnosti. Zaéneme zaujimavym kédom opravujicim jednu chybu.

4.1.4 Hammingov kéd

Hammingove kody sa binarne (n,k)-kédy, kden =2 —1, m >3, m € N, k = 2™ —
1 — m opravujice chyby vahy 1. Princip vytvarania Hammingovych kédov, kédovanie a
dekddovanie ilustrujeme na Hammingovom (15, 11)-kéde.

Predpokladajme, Ze sme uz vytvorili kédové slovo v = (vq,...,vi5). Z jednotlivych
komponentov kédového slova vytvorime 4 kontrolné sumy sy, s1, s2, s3, pomocou ktorych
budeme schopni rozlisovat’ 16 rozli¢cnych udalosti: pri prenose nenastala ziadna chyba,
nastala chyba vahy 1 v 1.,...,15. komponente kédového slova. Zavedieme dva potrebné
pojmy a potom vytvorime kontrolné sumy. Symbolom o(i,n) budeme oznacovat n-bitovy
vektor, ktory je binarnou reprezentaciou ¢isla i. Nech st u = (ug,...,u,),v=(v1,...,vn)
dva binarne vektory, symbolom u&v budeme oznacovat’ vektor u&v = (ujvi,..., Unvn).

Prej =0,1,2,3 plati:
8 = D Vo

o(1,4)&c (2 4)=0(2 4)

t.j.
So = Vi®Vv3BVv5 BV BveBvy DVviz DV
S1 = V28Vv3BVvgBVrBVioDP V1 BViaD Vs
2 = VadVs BVvgD Vs DV BViz D Via D Vs
$3 = vgDveo Dvig DVt DVvi2 Dviz D Vvig D vs.

Vsimnime si, Ze komponent v; sa vyskytuje prave vo wt(o(i,4)) kontrolnych sumach.
Kedze existuju prave styri binarne vektory diéky 4 s Hammingovou vdahou 1 reprezentu-
juce cisla 1,2,4, 8, kazdy z komponentov vq, vz, V4, vg Vystupuje v jednej kontrolnej sume.
To znamena, ze ak zvolime hodnoty komponentov v3, vs, vg, v7, Vo, V10, Vi1, V12, V13, Vi4, V15
kédového slova Tubovolne, vhodnou volbou komponentov vi,v,,v4,vg dosiahneme, zZe
kontrolné sumy budu pre kédové slovo nulové: sy = s7 = s, = s3 = 0. Staci polozit’:

Vi = V3OVvs DV BV DV Vi3 DVis
V2 = V3DVvgDV7DBVvip DVt DViga DVis
Vi = V5 DVvgDVv7 DV DVi3 DVia DVis
vg = Vo DVioDVvi1 Dvi2 DVviz Dviga O vis.
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Koédovanie sprav pomocou Hammingovho (15,11)-kédu prebieha tak, Ze sa spra-
va najprv rozdeli na bloky dlzky 11 a tie sa doplnia 4 kontrolnymi symbolmi na kédové

slovo:

o1 11 informaény vektor
0 0 0 0 1 1 1 informacny vektor
kontrolny vektor

1 000 0 1 1 1 kédové slovo

11T 1T 1000

1 111
0 1
o1 11
Dekédovanie Hammingovho (15,11)-kédu. Predpokladajme, Ze pri prenose kédo-
vého slova vznikla chyba vahy 1 v i-tom komponente kédového slova; t.j. bolo prijaté
slovo

Vo, -y Vi1, Vi @ 1,Vieg, ..., V5.

Chyba spo6sobi, Ze vSetky kontrolné sumy, ktoré obsahuji komponent v; nadobudni hod-
notu 1. To su vSak prave tie sumy s;, pre ktoré o(i,4)&0(2,4) = o(2,4); t.j. bindrny
vektor s = (s3, 57, 1, So) predstavuje ¢islo o(i,4). Vektor hodnoét jednotlivych kontrolnych
sum sa nazyva syndrém chyby. V naSom pripade syndréom chyby predstavuje poziciu,
na ktorej chyba vahy 1 v kédovom slove vznikla, resp. nulovd hodnota syndrému chyby
znamena, Ze bolo prijaté kédové slovo.

Priklad 4.2 Predpokladajme, Ze chyba vznikla v 13. komponente kédového slova. Potom
bolo prijaté slovo:
V1,0, V12, V13 D 1, V14, V15,

Kontrolné sumy nadobtidaji hodnoty:

So= VIOVIDVsDBV, BV DV D (viz@ ) Bvis= 1
$1 = V2V3 B Ve B V7 B V10 DV B Vig B Vis = 0
$2= ViBVsDVg DV BV D (VizB1) DV Dvis= 1
3= VgDVe®Vip® V1 V2D (vizD 1) BVvia Dvis = 1

Hammingov kéd nie je schopny opravovat chyby vahy > 2. Pri dekédovani sa takéto
chyby bud’ vobec neodhalia alebo sa interpretuju ako chyby vahy 1:

11101 1T 1T 100001 1 1 koédovéslovo

11T 100000O0O0O0O0O0 0 O chybovyvektor
0000111 1T0O0O0O0 1 1 1 prijatéslovo

00 00 syndrom chyby
000 0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0 0 predpokladana chyba
00001 1T 1T 1T0O0O0O0T1 1 1 dekédované slovo
11T 10111100001 1 1 kédovéslovo
11000000 O0O0O0O0O0O0 O chybovyvektor
00101 1110000 1 1 1 prijatéslovo

00 11 syndrém chyby
001 00 000000 0 0 predpokladana chyba
0 0001T 1T 1T 1T0O0O0O0T1T 1 1 dekédované slovo
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Porovname este redundanciu Hammingovych Ry a obdiinikovych kédov Rp.

n axb (n—k)H (Tl—k)o Ry RO
700 2x4 3 5 0.4285 0.6250
15 3x5 4 7 0.2666 0.4666
319 4% 8 5 10 0.1612 0.3125
63 7x9 6 15 0.0952 0.2380
1270 8 x 16 7 23 0.0551 0.1796
255 15x 17 8 31 0.0313 0.1215
511 16 x 32 9 72 0.0176 0.1409
1023 31 x 33 10 63 0.0097 0.0615

V pripadoch oznacenych hviezdickou neexistuja obdiznikové kédy potrebne;j diiky (n je
prvocislo), a preto sme Hammingove kédy diiky n porovnavali s obdiinikovymi kédmi
diiky n+1. Ajpre n = 511 ma obdiinikovy kod diZky 512 rozmerov 16 x 32 menS$iu
redundanciu (0.0917) ako obdiinikovy kéd dizky 511 rozmerov 7 x 73.

Poznamka. Pre Hammingove kédy plati (n =2™ —1, m > 3)

@) (O

Hammingove kédy vSak nie su jedinymi kédmi, pre ktoré je mohutnost’ sféry mocninou
dvojky. Pre n =23 a t = 3 plati:

23 N 23 n 23 n 23\ S,
0 1 2 3) 7
¢im je splnend nutna podmienka pre existenciu binarneho samoopravného kédu diiky

23 opravujuceho chyby vahy 3. Taky kéd skutoéne existuje, je to Golayov (23,12)-kéd,
ktorym sa budeme zaoberat’ v ¢asti xxx.

4.2 Linearne koédy
4.2.1 Reed-Mullerove kody

V tejto casti uvedieme podrobnejsie jeden Specidlny pripad linearnych kédov, Reed-Mullerovel]
kaédy, ktoré maju jednoduchy popis a jednoduché dekédovanie. Reed-Mullerove kédy sa
charakterizované dvoma zakladnymi parametrami - rddom r a hodnotou m;0 < r <m
uréujicou dizku kédového slova. Existuju Reed-Mullerove kédy s rozliénymi dizkami
kédovych slov a roznymi opravnymi schopnostmi. Reed-Mullerov kéd s parametrami

r, m budeme oznacovat symbolom R(m,r). V nasledujicej tabul'ke st uvedené zakladné
parametre kédu R(m,r).
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n=2m dizka kédu (kédového slova)

k=3 ocicr (T) poéet informaénych symbolov
n—k=3 i (TJ“) poéet kontrolnych symbolov
d=2mT" minimalna vaha/vzdialenost’ kédu

Tabulka xxx Zakladné parametre Reed-Mullerovych kédov

Ked'ze Reed-Mullerove kédy st linearne kédy, mozno ich zadat’ pomocou generujticej
matice. Generujica matica pre Reed-Mullerov kéd R(m, ) ma zvlastny tvar:

Go
Gy
G= .
Gy
Aby sme mohli popisat’ konstrukciu generujicej matice G kédu R(m, r), zavedieme
operaciu sucinu vektorov. Nech sa u = (as,...,a,) av = (by,...,bs) dva vektory vek-
torového priestoru V. Sucéinom (pozor, nejedna sa ani o vektorovy ani o skalarny sucin
vektorov) vektorov u,v nazveme vektor uv = (a;bs,...,axb,). (Ide o siucin vektorov po
zlozkach; v binarnom pripade mo6Zeme pomocou konvencie jazyka C zapisat’ sac¢in vekto-

rov u, v nasledovne uv = u&v.) Podmatice Gy, ..., G, generujicej matice G su definované
nasledovne:

1. Gg je jednotkovy vektor diiky 2m,

2. G je matica typu m x 2™, ktorej stipcami su vSetky mozné binarne vektory diiky
m;

3. Gi, 1 > 1 > r je binarna matica typu () x 2™; riadkami podmatice G; su vSetky

vektory, ktoré su vysledkom sicinu 1 vektorov z matice Gj.

Ilustrujeme konstrukcie generujucej matice Reed-Mullerovych kédov na priklade R (4,2).J]

Priklad 4.3
Go= [ 1111111111111 |

[ 0000000011111111 7
0000111100001111
0011001100110011

| 0101010101010101

G= [ 0000000000001111
0000000000110011
0000000001010101
0000001100000011
0000010100000101

| 0001000100010001
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Kodovanie a dekédovanie Reed-Mullerovych kédov. Nech je dany vektor infor-
macnych symbolov i diiky k. Kédové slovo vytvorime tak, Ze vynasobime informacny
vektor generujicou maticou. Pri dekédovani prijatého slova by sme mohli pouzit meto-
du dekédovania linearnych kédov, vynasobit prijaté slovo kontrolnou maticou, vypocitat
syndrém chyby, na jeho zaklade urcit’ najpravdepodobnejsiu chybu a odéitat’ tento chy-
bovy vektor od prijatého slova. UkazZeme int metédu dekédovania Reed-Mullerovych
kodov

4.3 Cyklické kédy

4.4 Bose-Chandhury-Hocquenghove kody
5 Shannonova teoréma

Aby sme pri prenose sprav pomocou kanala so Sumom zaistili mozZnost’ spravneho deké-
dovania prenesenej (a mozno modifikovanej spravy), musime k informaé¢nym symbolom
pridat’ nejaké kontrolné symboly (a zvysit tak redundanciu spravy). Na prvy pohlad
sa zda, Ze ¢im vacSiu samoopravnu schopnost’ pozadujeme, tym viac symbolov kédového
slova tvoria kontrolné symboly, tym vicsia je redundancia prenasanej informacie a tym
mensia je prenosovova rychlost. V tejto kapitole dokazeme prekvapujici Shannonov
vysledok, ktory hovori, Ze existuju kédy, pre ktoré sa pravdepodobnost’ nespravneho de-
kédovania blizi k 0 a prenosova rychlost k 1. Uvedieme Hammingov dokaz Shannonovej
teorémy [2], formalnejsi dokaz mozno najst’ vo van Lintovej praci [5].

Shannonovu teorému budeme dokazovat pre pripad bindrneho symetrického kanalu
z viacerych dévodov. Binarny symetricky kanal je dobrym modelom pre najcastejSie pou-
Zivané komunikac¢né kanaly; dokaz je v tomto pripade jednoduchsi a pouzitie zovSeobec-
ného modelu prenosového kanala dokaz skomplikuje, ale neprinesie nejaké podstatné
zovSeobecnenie vysledku.

Predpokladajme, Ze odosielatel’ A posiela prijemcovi B binarne kédované spravy pro-
strednictvom binarneho symetrického kanala, ktory prenasa binarny symbol spravne s
pravdepodobnostou p a nespravne s pravdepodobnostou q = 1 —p; p > 1 — p. Dalej
budeme predpokladat’, Ze na kédovanie pouziva blokové kédy s dizkou kédového slova
n. Nech je u odvysielané kédové slovo kédu C a v prijaté slovo. Prijemca B bude pouZi-
vat metéodu dekédovania na zédklade maximalnej pravdepodobnosti; t.j. prijaté slovo v
dekéduje ako kédové slovo u* také, ze

Pvlu*) > P(viuy); w #u’; u*,u;ecC.

Aka bude pravdepodobnost’ nespravneho dekédovania? Aby sme dosiahli maximéalnu
opravnu schopnost’ kédu a minimalizovali pravdepodobnost nespravneho dekédovania,
musime vybrat kédové slova tak, aby miminalna vzdialenost’ vysledného kédu bola ma-
ximdlna. Ked'Ze zatial to nevieme spravit,, vyberieme kédové slova kédu C nahodne. Ak
C| = M, tak kéd C mozno vybrat (3,) sposobmi. Aby sme zjednodusili vypoéty, budeme
predpokladat’, Ze sa slova pri vybere moézu opakovat. Pravdepodobnost toho, Ze nahod-
nym vyberom M slov vytvorime prave kéd C, je 27™M. Vyuzijeme teraz matematicky
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model prenosového kanala a odhadneme pocet chyb, ktoré moézu vznikniut pri preno-
se kédového slova diiky n. Zavedieme nahodnui premennd ¢ (= pocet chyb pri prenose
kédového slova dfiky n.) KedZe chyby vznikaju nezavisle na sebe s pravdepodobnos-
tou 1 — p, pravdepodobnost’ vzniku t chyb t = 0,...nje P({ =t) = (})p™ (1 —p)t a
nahodna premenna & ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti so strednou hodnotou
E(&) = n(1—p) a disperziou Var(¢) = np(1—p). PouZijeme teraz éebyéevovu nerovnost’ a
odhadneme pravdepodobnost’ toho, Ze pri prenose kédového slova diiky n vznikne aspon

t=|n(1—p)+ /np(1—p)/(e/2)] chyb:

P(E>1) <¢g/2.

Kedze p > 1/2, t < n/2 pre dostatotne vel'ké n. Pre I'ubovolni konstantu A < 1/2 plati
nasledujuci asymptoticky odhad

)\Zn ny (n)I1-A

4 i) \an/1 =2\

i=0

Polozime A =1 —p < 1/2 a odhadneme mohutnost sféry s polomerom t:

(1-pn n n P
2 (1) - ((1—p)n)zp—1'

i=0

Teraz pouzijeme Stirlingovu formulu

n! =+v2m (%)n (1T+0(Mm™M)

a upravime:

n P _ P 1 1 A 1)) < gH)
<(1—p)n)2p—1_2p—lx 27rnp(1—p)X<Dp(1—P)]p) x(1+40n")) <2 )

kde H(p) =plgp + (1 —p)lg(1 — p) je entropia.l® Prijemca dekéduje prijaté slovo v ne-
pravne vtedy, ak sa odvysielané kédové slovo u nenachadza vo sfére S(v, t), resp. ak sféra
S(v,t) obsahuje viacero kédovych slov. Pravdepodobnost’ chyby pri dekédovani bude:

Pr = P(u ¢ S(v, 1)) + P(u € S(v, 1)) x P(Ju/ (1 £ w)&(u’ € C)&(u’ € S(v,1)).
Kede P(u € S(v, 1)) < 1
Pe <P(ugS(v,t)) +P(u' (1 #W&(u' € C)&(u’ € S(v,t)).
Odhadneme zhora pravdepodobnost

P/ (1 £ W&(u' € )& € S(vt)) < > P €S(v,1)
uw’eC—{u}

1°Bolo by mozné zostrojit’ aj presnej$i odhad mohutnosti sféry ale na dékaz Shannonovej teorémy dosia-
hnuty odhad plne postacuje.
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Pre pravdepodobnost nespravneho dekédovania dostavame nasledujici odhad

PE<e/2+ > P eSi).

u’eC—{u}

Teraz vypociteme stredni hodnotu chyby dekédovania. Predpokladame, ze vSetky moz-
né binarne blokové kédy st rovnako pravdepodobné a teda ze kazdy z nich mozno vybrat’
s pravdepodobnostou 2-™M. Stredni hodnotu chyby dekédovania budeme oznaéovat
symbolom Pg. Ked'Ze ¢ je konstanta, dostdvame:

PE<e/24+(M—=1)-Plu’ € S(v,t)) <e/2+M-P(u’ € S(v,t)) (uw£u').

Kazdé kédové slovo sme vybrali ndhodne z mnoziny vsetkych n-bitovych vektorov, a
preto
1S(v, t) < 2 n(1-H(p)

P(u" € S(v,t)) = o ;

(u#u)

Dokonéenie neskor.

6 Hranice kddov
7 Algebraické zaklady samoopravnych kédov
8 Prehlad najdolezitejSich pojmov
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