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Uvod

Tato kniha je koncipovand ako vysokoskolska ucebnica venovand vybranym castiam
diskrétnej matematiky. Vyber problematiky bol dany predpokladanym citatelom, kto-
rym je predovsetkym Student! prvého roénika univerzitného stidia informatiky. Pre
studenta informatiky su poznatky o diskrétnych Struktirach a metédach diskrétnej
matematiky nevyhnutnym predpokladom pre jeho d’alSie uspesné Studium a to nielen
matematiky, ale aj informatiky a jej aplikacii. Mnohé z toho o ¢om sa hovori v tejto
knihe, mozno najst’ uz v studijnych planoch strednych §kol a d’alsie délezité poznatky
z diskrétnej matematiky ziskaja Studenti na prednaskach z matematickej analyzy, al-
gebry, matematickej logiky, teérii formalnych jazykov a d’alSich prednaskach. Preto
je namieste otazka, ¢i je takato kniha vobec potrebna. Nase pedagogické skusenosti
ukazujui, ze sa neda spoliehat’ na vedomosti, ktoré by studenti mali mat’ zo stredne;j
Skoly a Ze na prednaskach zvycajne nebyva dostatok ¢asu na detailnejSie opakovanie
stredoskolského uciva. Na prednaskach sa neda s vykladom cakat dovtedy, kym sa na
inych predmetoch student (popri inom) naué¢i narabat’ aj s mnozinami, relaciami a funk-
ciami, dozvie sa o matematickych dokazoch a ziska predstavu o matematickej logike. Na
druhej strane na to, aby dokazal sledovat (napriklad) prednasku z algebry, musi mat’
istu predstavu o vystavbe matematickych teérii, o tom, ako vyzeraju matematické tvr-
denia a ako sa dokazuju. Casom by si pravdepodobne tieto predstavy vytvoril aj sam,
ale stalo by ho to nemalo ¢asu a tusilia. Aby sa uvodna faza jeho matematickej pripravy
skratila na minimum, bol do univerzitného studijného programu informatiky zaradeny
predmet Uvod do diskrétnych struktur, ktory predstavuje akusi matematickd propedeu-
tiku; prehlad zakladnych pojmov a metéd diskrétnej matematiky, s ktorymi sa Studenti
budu pocas stadia informatiky stretavat’ nielen na matematickych ale vel'mi casto aj na
informatickych predmetoch.

Nasa kniha je teda pokusom o (diskrétno-) matematicka propedeutiku pre (za¢inaju-
cich) informatikov. Jej obsah vyplynul z analyzy $tudijného programu informatiky, ktora
ukazala, ¢o by asi Student informatiky potreboval vediet’ z diskrétnej matematiky na za-
¢iatku svojho S$tudia, aby potom bez vicsich problémov zvladol pokrocilejSie matema-
tické a informatické predmety. Nazbieralo sa toho pomerne vela, uréite viac nez sa
stihne odprednasat’ v ramci jednej prednasky. Nechceli sme napisat’ vykladovy slovnik
(vybranych casti) diskrétnej matematiky, ani knihu prispésobit’ konkrétnej prednaske,
a preto sme ju koncipovali SirSie ako je napln spomenutej prednasky. Predpokladame,
Ze sa v ramci zakladnej prednasky odprednasaju kapitoly venované mnozinam, karte-
zianskemu suéinu, bindrnym relaciam, zobrazeniam, relacidam na mnoZine a mohutnos-

ked v tejto knihe hovorime o §tudentovi, mdme na mysli tak Studentov ako aj tudentky
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tiam mnozin. UZito¢né by bolo odprednasat’ aj zaklady vystavby matematickych teérii a
najmi metédy matematickych dokazov. Do knihy sme zaradili aj dve témy, ktoré sa asi
do uvodného kurzu nezmestia: Booleovské funkcie a matematicku logiku. Booleovské
funkcie patria medzi zakladné diskrétne Struktury, bez ktorych sa informatika neza-
obide. Prednasaju sa vSak len okrajovo v ramci inych predmetov a v domacej literature
chyba dostupna kniha, z ktorej by sa dana problematika dala nastudovat’. Relativne po-
drobne sa Booleovské funkcie Studovali v Jablonského Uvode do diskrétnej matematiky
[8], Specidlne otazky (realizacia Booleovskych funkcii, zlozitost’) sa Studujua v suvislosti
s navrhom logickych obvodov, resp. so skimanim vypoctovej zlozZitosti algoritmov, ale
prehladné zhrnutie zdkladnych vlastnosti ako je v [9] chyba?. Na podobné problémy
narazame v suvislosti s matematickou logikou, ktora vsSak je v porovnani s Booleovsky-
mi funkciami v podstatne lepSom postaveni, pretoZze v Studijnom programe informatiky
je jej venovana samostatnd zakladna prednaska (Uvod do matematickej logiky). Za-
kladné poznatky z matematickej logiky vSak Student bude potrebovat skor, ako absolvu-
je Specidlnu prednasku z matematickej logiky. V knihe sa preto zaoberame zakladmi
matematickej logiky: vyrokovym poc¢tom a zakladmi predikatového pocétu; nasou am-
biciou je poméct’ Citatelovi vytvorit’ si predstavu o axiomatickej vystavbe jednoduche;j
logickej tedrie a naucit’ ho formalne dokazovat matematické tvrdenia.

Aj ked’ sme pri pisani knihy mali na zreteli predovSetkym potreby Studentov univer-
zitného studia informatiky, kniha nie je urcena len im. Mohla by poslazit’ aj studen-
tom vysSSich ro¢nikov strednych §kol, stredoskolskym ucitefom a inym zaujemcom o
diskrétnu matematiku. Zaradili sme do nej aj témy, ktoré sa na zakladnej prednaske
nezvyknu prednasat, ktoré vsak mozu byt uzitoné v inych predmetoch informatického
vysokoskolského studia (napriklad minimalizacia disjunktivnych normalnych foriem v
ramci predmetu Principy poéitacov). Snazili sme sa knihu napisat’ tak, aby dopfﬁala
existujuce prednasky a dala sa pouzit ako materidl na samostidium. Preto sme do
nej zaradili mnozstvo rozlicnych prikladov a najmé vela tloh, ktoré majua citatelovi
poméct osvojit’ si prezentovani problematiku. Citatelovi odpori¢ame, aby tieto tlo-
hy samostatne riesil. Pre tych citatel'ov, ktori maju zaujem o hlbsie poznanie uvedene;j
problematiky, je urcena odporicana doplnkova literatara.

Do knihy sme zamerne nezaradili kombinatoriku a teériu grafov. Predpokladame, Ze
tato problematika bude spracovana v samostatnej knihe.

Kniha nie je zatial uplna. Text, ktory je zverejneny predstavuje cca 80% toho, co je
pripravené. (Zakladom je nas starsi ucebny text [15], ktory prepracovavame a dopiflame.)
Zakladny text planujeme dokoncit’ v priebehu akademického roku 2006/2007, zverejnit
ho na webe a po roku sa k nemu vratit, opravit zistené chyby a zapracovat pripomienky.
Dalsi osud tohto textu zavisi od pracovného zataZenia autorov a moznosti jeho pouZitia.
Kniha je uréend len pre interné pouzitie. Studenti si pre vlastné pouzitie mézu text vy-
tlacit. Na iné pouzitie textu sa vzt'ahuji obmedzenia uvedené v deklaracii autorskych
prav.

%5 Ttostou sme zavrhli moZnost prezentovat éitatelovi v kapitole o Booleovskych funkcidch pouZitie
Booleovskych funkecii v kryptolégii a vlastné vysledky o kryptograficky silnych Booleovskych funkciach.
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Kapitola 1

Zakladné poymy

God wrote the universe in the language of mathematics.
Galileo

Matematika vznikla p6vodne na zaklade praktickych potrieb I'udi (meranie a poci-
tanie realnych objektov a skiimanie ich vlastnosti). Skoro sa vSak ukazalo, Ze medzi
vel'mi rozdielnymi objektami existuju podobné (¢iselne vyjadriteIné vztahy) a to v mate-
matike podnietilo Stadium abstraktnych idealizovanych objektov. Prechod z realne-
ho do idealizovaného sveta umoznil matematike dosiahnut’ vysledky, ktoré by sa jej
pri studiu realnych objektov nikdy nebolo podarilo dosiahnut. Idealizacia a abstrak-
cia vSak vzdialili predmet skimania matematiky od redlneho sveta a znemoznili jej
pouzivat na skdmanie také metody ako pozorovanie a experiment. (Premeranie dizok
stran miliénov pravouhlych trojuholnikov nestac¢i na dokaz Pytagorovej vety; pretoze
(1) merania nie su presné a (2) z toho, Ze milion objektov ma nejakiu vlastnost’ este ni-
jako nevyplyva, Ze tito vlastnost’ maju vSetky objekty.) Matematika si musela vytvorit’
primerany aparat, ktory by jej umoznil korektne popisat’ idealizované objekty (na ktoré
sa nevzt'ahuju obmedzenia realneho sveta) a skumat ich vlastnosti. Hladanie adekvat-
neho aparatu nebol jednoduchy ani priamodiary proces!, a rieSenie tejto na prvy po-
hlad technickej otazky vyrazne prispelo k pochopeniu moznosti aj obmedzeni samotne;j
matematiky [11]. Matematici dlho hl'adali univerzalny zdklad, na ktorom by mohli vy-
budovat matematiku bez protireceni a paradoxov. Nejaky cas sa zdalo, Ze tymto zak-
ladom moéze byt matematicka logika, ale Godelove vysledky tiuto moZznost definitivne
zavrhli. Hoci matematicka logika nie je matematickym kameriom mudrcov?, ispe$ne sa
pouziva (zohl'adnujic obmedzenia vyplyvajice z Godelovych viet) ako zaklad sicasnych
matematickych tedrii.

V tejto kapitole sa najprv pozrieme na to, ako vyzeraju matematické tedrie, potom sa
pozrieme na matematicku logiku a napokon sa budeme zaoberat spésobmi dokazovania
matematickych tvrdeni; t.j. matematickymi dokazmi.

ktory nie je uzavrety ani dnes
2¢i skor Leibnitzovym characteristica universalis a ars iudicandi
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6 KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY
1.1 Vystavba matematickych teérii

Matematicka tedria nevznika okamzite. Ked sa objavi nejaka nova oblast’ (matematic-
kého) poznania, nejaky cas trva, kym sa urcia jej zakladné objekty a preskiimajui vztahy
medzi nimi; az po nejakom cCase sa potom tieto poznatky spracuji do podoby ucelenej
formalnej tedrie.

Vystavbu matematickej tedrie a vyznam jej formalizacie ilustrujeme na dobre znamej
teérii mnozin [4], [3].

V teérii mnoZin sa pracuje s pojmami ako mnoZina, prvok mnoZiny; zavadzaja o-
peracie s mnozinami (prienik, zjednotenie, rozdiel, doplnok), vyberaju sa z (rozli¢cnych)
mnozin prvky a vytvaraju z nich nové mnoziny (dvojice, kartezianske suciny, relacie,
zobrazenia) a pod. Mnoziny a operacie s nimi si na prvy pohlad zrejmé a vznika tak
prirodzenda otazka, na c¢o vlastne potrebujeme budovat’ formalnu teériu mnozin? Sku-
tocne, ked pracujeme s konkrétnymi mnozinami, problémy sa neobjavuju. Tieto vznika-
ja, ked vytvarame ,velké mnoziny“. Zakladatel teérie mnozin Cantor chapal mnozinu
intuitivne; ako subor objektov, spiﬁajﬁcich nejakua vlastnost. Skoro sa vSak ukazalo,
Ze takéto chapanie je az prili§ voIné a vedie k paradoxom. Russel ukazal, Ze ,mnozi-
na“ vSetkych mnozin, ktoré neobsahuju seba samé ako svoje prvky nemdze byt mnozi-
nou.® Ak sa chceme v teérii mnozin vyhnit podobnym problémom, musime intuitivnu
Cantorovu teériu mnozin upresnit’, formalizovat. Formaliziaciu budeme robit’ postupne.
Najprv vyberieme najjednoduchsie pojmy, z ktorych bude mozno odvodit’ ostatné pojmy
tedrie. VSetky vlastnosti zdkladnych pojmov uvedieme ako predpoklady (t.j. nieco, Co-
ho platnost’ predpokladame bez toho, aby sme to dokazovali), ktoré budeme nazyvat
axiomami. V d'alSom budeme teériu (mnozin) rozvijat tak, Ze zo zakladnych objektov
budeme vytvarat nové objekty a potom skimat ich vlastnosti. Vlastnosti novych objek-
tov budeme formulovat v podobe matematickych tvrdeni, viet, ktoré budeme dokazovat'.
Dokazovanie viet sa riadi presnymi pravidlami, stanovenymi matematickou logikou.
Na vystavbu tedrie (mnozin) pouzivame jazyk, ktorého zdkladom je prirodzeny jazyk (v
nasom pripade slovencina), rozsireny o nové $pecialne pojmy (mnozinové). Problém, na
ktory pri vystavbe matematickej tedrie (v tomto pripade teérie mnozin) narazame, spoci-
va v tom, Ze prirodzeny jazyk umoznuje formulovat’ tvrdenia dvoch odlisnych trovni:

e tvrdenia o objektoch teérie (napriklad ,mnozina A je prazdna“);

e tvrdenia o samotnej teérii (napriklad ,tvrdenie 7 sa v teérii mnozin neda dokazat“).

V prvom tvrdeni vystupuje prirodzeny jazyk ako jazyk tedrie v druhom ako jazyk vyssej
urovne, metajazyk. Vo vacSine matematickych teérii sa prirodzeny jazyk pouziva tak
vo funkecii jazyka ako aj vo funkcii metajazyka tedrie bez toho, aby to spésobovalo prob-
lémy. V tedrii mnozin (a inych matematickych teériach) je vsak potrebné obe tirovne
odlisSovat’, aby sme sa vyhli tzv. sémantickym paradoxom, vyplyvajicim zo zmieSavania
oboch turovni jazyka. To sa da dosiahnut’ tym, Ze sa vytvori novy (formélny) jazyk teérie a
prirodzeny jazyk sa bude pouzivat len vo funkcii metajazyka. Slova (tvrdenia) vyjadrené
v jazyku teodrie budd mat’ podobu postupnosti symbolov. Tak ako v prirodzenom jazyku,

%k Russelovmu paradoxu sa vratime neskér, ked budeme mat k dispozicii potrebny aparit.



1.1. VYSTAVBA MATEMATICKYCH TEORII 7

aj zmysluplné slova a tvrdenia v jazyku tedrie sa vytvaraju podl'a istych gramatickych
(syntaktickych) pravidiel.

Ked budeme skumat forméalnu teériu mnozin (pripadne sa pozrieme na iné matema-
tické teorie) z obsahového hladiska, zistime, Ze v matematickej teérii sa vyskytuju (pouzi-
vaju sa) tvrdenia dvojakého druhu: tvrdenia o vlastnych objektoch tedrie a vSeobecné
(logické) tvrdenia. Tvrdenia prvého druhu sa dali o¢akavat - ak by ich tedria neobsa-
hovala, ako by popisovala vzt'ahy medzi objektami teérie (napr. mnozinami)? Aka je
vsak tloha logickych tvrdeni v matematickej teérii? Logické tvrdenia tvoria* tzv. log-
ické zdklady matematickej tedrie; logicku teériu, ktora dana matematicka teéria pouzi-
va. Logické zaklady matematickej tedrie si vSeobecné, hovoria v podstate o tom, ako
z pravdivych tvrdeni odvodzovat pravdivé tvrdenia, musia mat vyrazové prostriedky
na popis objektov a vztahov danej matematickej tedrie, ale nehovoria nic¢ o obsahu tvr-
deni prvého druhu (ani o obsahu samotnej matematickej teérie). Logické zaklady tedrie
ani nemusia byt formulované explicitne, matematici vSak obvykle vedia, aku logiku
treba na vystavbu danej matematickej teérie pouzit. Mnohé matematické teérie maja
rovnaké poziadavky na logicku teériu a preto mozu mat aj rovnaké logické zaklady. Aby
sme si vytvorili konkrétnejsiu predstavu o tom, ako vyzeraju logické zaklady matemat-
ickych teérii, predpokladajme, Ze logickym zakladom matematickej tedrie je vyrokova
logika (Podrobnejsie budeme o vyrokovom a predikatovom pocte hovorit v kapitolach 9
a 10.) Vyrokova logika je teéria, ktora popisuje, ako z jednoduchych tvrdeni (vyrokov)
vytvarat zlozitejSie a ako dokazovat pravidovost (zlozitych) vyrokov. Vyrokovu logiku
popiseme formalne (zadame ,gramatiku“ zlozitych vyrokov a popiSeme pravidla dokazo-
vania ich spravnosti). Vyrokova logika ako formalna teéria (axiomaticky vyrokovy pocet)
je zadana

1. suborom zakladnych logickych objektov (vyrokové premenné - predstavujice z ob-
sahovej stranke elementarne vyroky, zo syntaktickej - atomické/elementarne for-
muly),

2. stuborom logickych operatorov (logickych spojok) a pomocnych symbolov (interpunk-
¢né znamienka, zatvorky)),

3. stuborom pravidiel na vytvaranie novych objektov (formul, zloZenych vyrokov) vyro-
kovej logiky,

4. stborom vybranych formaul - zakladnych logickych pravd (axiém),

5. suborom odvodzovacich pravidiel.

Na ¢o jednotlivé stubory objektov a pravidiel slizia? Vyrokova logika ma dve stranky -
syntaktickd a sémantickd. Zakladné pojmy vyrokovej logiky a pravidla na vytvaranie
novych objektov (v pripade vyrokovej logiky formul) urcuju syntax vyrokovej logiky, ax-
i6my a odvodzovacie pravidla definuju sémantiku vyrokovej logiky. Vo vyrokovej logike
su dané elementarne syntakticky spravne objekty. Pravidla na vytvaranie novych ob-
jektov su akési gramatické pravidla, ktoré urcuju, co je vo vyrokovej logike formalne
spravne a ¢o nie. Umoznuju vytvarat z formalne spravnych objektov nové formalne

*samozrejme spolu s prislu§nymi axiémami a odvodzovacimi pravidlami, pozri kapitoly 9 a 10
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spravne objekty vyrokovej logiky. Formalne spravne vytvoreny objekt vyrokovej logiky
vSak eSte nemusi mat nijaky zmysel. Zmysel (vyznam, sémantika) vyroku (formuly)
je dana jeho pravdivostnou hodnotou. Pojem pravdivosti sa do vyrokovej logiky vnasa
pomocou vybranych formul (vyrokov), ktoré sa definuju ako zakladné pravdivé tvrdenia
(vyroky)—axiémy. Asi by nebolo efektivne budovat matematicka teériu ako donekonec-
na sa predlzujuci zoznam pravdivych tvrdeni. SchodnejSia cesta je odhalit’ zakladné
pravdy a najst’ spoésob, ako porovnavat nové tvrdenia so zakladnymi pravdami. Odvod-
zovacie pravidla su nastrojom na rieSenie tohto problému. Su to presné predpisy, ktoré
umoznuju z pravdivych vyrokov (zapisanych pomocou formil) odvodit’ dalsSie pravdivé
vyroky. Neskoér uvidime, Ze vSetky pravdivé vyroky vyrokovej logiky mozno odvodit’ z re-
lativne malého po¢tu axiém pomocou jediného odvodzovacieho pravidla, ¢o zjednodusene
povedané znamena, Ze vSetky pravdy vyrokovej logiky su obsiahnuté v malom pocte a-
xiém a odvodzovacich pravidlach vyrokového poctu. Ako sme uz povedali, samotné log-
ické zaklady teérie hovoria o tom, ako mozno od pravdivych tvrdeni prejst k pravdivym
tvrdeniam, ale neobsahuju Ziadne poznatky o mnozZinach. Aby sme vybudovali teériu
mnozin, musime k logickym pojmom pridat’ pojmy vlastnej matematickej teérie, ako sa
mnozina, prvok mnoziny, byt prvkom mnoziny, zjednotenie a prienik mnozin a pod. Po-
jmy vlastnej matematickej tedrie sa delia na dve skupiny: na zakladné pojmy a odvodené
pojmy. Zakladné pojmy matematickej teérie zavadzame bez toho aby sme ich popisovali
(napr. v tedrii mnozin sd to pojmy mnozina, prvok mnoziny a byt prvkom mnoziny).
Odvodené pojmy st definované pomocou zékladnych pojmov (napriklad pojem podmnozi-
na). Vlastnosti objektov a vztahy medzi nimi popisujeme v matematickej teérii pomocou
tvrdeni. Tvrdenia matematickej teérie maju podobu formul logickej tedrie (vyrokovej,
predikatovej alebo inej logiky) ktora bola pouzita ako logicky zaklad matematickej teorie.
V matematickej tedrii existuje niekol’ko tvrdeni popisujicich zdkladné vlastnosti objek-
tov alebo vztahy medzi objektami danej matematickej teérie. Tieto tvrdenia nazyvame
vlastnymi axiémami danej matematickej teérie. Vyber vlastnych axiém matematicke;j
tedrie nebyva jednoznaény. Existuju vSak (nastastie) kritéria, ktoré umoznuju posudit’,
¢i bol vyber vlastnych axiém ,dobry“ alebo nie. Podrobnosti mozno najst’ v kapitolach 9
a 10.

V matematickej tedrii teda mame dva druhy axiém: axidmy logickej tedrie tvoriace
logicky zaklad danej matematickej teérie (nazyvané logickymi axiémami) a viastné a-
xi6my, ktoré popisuja objekty vlastnej matematickej teérie a vztahy medzi nimi. Niekedy
sa medzi logické axiémy zarad'uju aj axiémy, ktoré nie sud celkom ,bezobsazné“ ako a-
xiomy logickej tedrie, ale nehovoria ni¢ o objektoch vlastnej matematickej teérie. Typic-
kym prikladom takychto axiém su axiémy rovnosti.

Z vlastnych i logickych axiém matematickej teérie mozno potom pomocou odvodzo-
vacich pravidiel odvodzovat’ tvrdenia, ktorych pravdivost’ je rovnaka ako pravdivost vy-
chodiskovych axiom. Tieto tvrdenia sa nazyvaju teorémami danej matematickej teorie.
Matematicku teériu tvoria potom zakladné pojmy (logické i vlastné), odvodzovacie pra-
vidla, axiémy (logické i vlastné) a teorémy danej matematickej tedrie.

Vybudovat axiomaticky nejakd matematickd teériu nie je Tahka tdloha®. Axioma-
ticka vystavba, resp. axiomatizacia matematickych teoérii je predmetom $tiddia matema-

®A to nehovorime o problémoch s tplnostou a bezospornostou matematickych teérii, vyplyvajicich z
Godelovych teorém
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tickej logiky a d’aleko presahuje ramec tejto knihy. Naviac, vac¢sina matematickych tedrii
sa najméi kvoli ¢itatelnosti poddva v menej formalnej® podobe. Preto sa uspokojime
s tym, ze Citatel'a naucime pracovat’ s tvrdeniami matematickych teérii; t.j. naué¢ime ho
rozpoznavat logicku $truktiru matematickych tvrdeni a zdkladné typy matematickych
dokazov. Citatelovi, ktory by sa o axiomatickych teériach chcel dozvediet’ viac, odpori-
came po prestudovani kapitol 9 a 10 siahnut’ po praci [14].

My sa teraz pozrieme detailnejSie na logicky aparat matematickych teérii. Zacneme
najjednoduchsou logickou teériou, vyrokovym poctom. V nasledujicich ¢astiach budeme
budovat’ vyrokovy pocet pomocou pravdivostnych tabuliek, budeme skimat pravdivost-
né hodnoty formil a konstruovat vSeobecne pravdivé formuly — tautolégie. Axiomat-
ickej vystavbe vyrokového poctu je venovana kapitola 9, v ktorej na zaver ukazeme, ze
oba pristupy (odvodzovanie z axiém a konstrukcia tautolégii) umoznuju vytvorit’ tu istu
tedriu.

1.2 Vyroky

Vyrok je tvrdenie, o ktorého pravdivosti alebo nepravdivosti ma vyznam uvazovat. Vyrok
je bud pravdivy, alebo je nepravdivy (princip dvojhodnotovosti); t.j. nemoze byt sticasne
aj pravdivy aj nepravdivy (zdkon o vyliideni sporu) ale plati aspon jedna z tychto dvoch
moznosti (zdkon vyliéenia tretieho). Pravdivostna hodnota pravdivy sa oznacuje symbol-
mi 1 alebo T (z anglického true); pravdivostna hodnota nepravdivy sa oznacuje symbolmi
0 alebo F (z anglického false). Pri rozhodovani o tom, ¢i ma nejaké tvrdenie pravdivostnu
hodnotu 0 alebo 1; t.j. ¢i tvrdenie je vyrokom z hladiska vyrokového poctu nezalezi na
tom, akym sp6sobom uréime pravdivostni hodnotu tohto tvrdenia, ba dokonca ani na
tom, ¢i pravdivostnd hodnotu tvrdenia vieme urcit. Preto tvrdenia

1. Vroku 2017 pristant I'udia na Marse.

2. Kazdé parne ¢islo vacsie ako 2 mozno rozlozit na sucet dvoch prvocisel (Goldbacho-
va domnienka).

3. Cisloy = limy o (Y14 1 —Inn) je iracionélne é&islo.

su vyrokmi aj ked o ich pravdivosti nevie zatial nikto rozhodnut. VsSimnite si, Ze
nerozhodnutelnost’ prvého tvrdenia ma iny charakter ako nerozhodnutelnost ostatnych.
Na druhej strane tvrdenia tohto typu

1. Modra je dobra.

2. Sucasny kral USA je cernoch.
su nezmyselné, a preto nie su vyrokmi. Vyrokmi vSak nie si ani nasledujice tvrdenia

1. Tato veta je nepravdiva.

6aj ked Citatelia mozu mat iny dojem
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2. Vsetci Krétania vzdy klamau.

pretoze im nemozno priradit’ pravdivostnad hodnotu. Porozmyslajte nad tym, ¢o vyjadru-
je tvrdenie (1) ak je pravdivé/nepravdivé a ¢o sa da povedat o druhom tvrdeni v pripade,
ak ho vyslovil Krétan.

Vyroky budeme oznacovat malymi pismenami abecedy: p, q,r,.... Symboly p, q,r,...
pouzivané na oznacovanie vyrokov sa nazyvajua vyrokovymi premennymi. Pravdivostna
hodnotu vyroku p budeme oznacovat symbolom h(p). Pripomenieme, Ze ak je vyrok p
pravdivy, tak h(p) = 1, v opacnom pripade (t.j. ak je vyrok p nepravdivy), jeho pravdi-
vostna hodnota je h(p) = 0.

7 vyrokov mozno pomocou logickych operacii vytvarat nové vyroky. Logickd operd-
cia je predpis, ktory jednému alebo niekolkym vyrokom priradi nejaky vyrok. Vyrok,
ktory bol vytvoreny z inych vyrokov pomocou nejakej logickej operacie, sa nazyva zloZeny
vyrok. Vyrok, ktory nie je zloZeny, sa nazyva elementdrny vyrok. V konecnom désledku
teda mozno vsetky zloZené vyroky redukovat na elementarne vyroky pospajané pomo-
cou logickych operacii. Existuje viacero logickych operacii, na tomto mieste sa budeme
zaoberat len niektorymi z nich, ktoré sa pouzivaju v matematickych dékazoch.

Najjednoduchsi sposob, ako za daného vyroku p vytvorit’ novy vyrok je popriet sku-
toc¢nost’, ktord vyrok p tvrdi, t.j. vyjadrit’ sihlas s protikladnou (kontradiktorickou) sku-
tocnost'ou. Vyrok q, ktory je protikladom vyroku p nazveme negdciou vyroku p a budeme
ho oznacovat’ symbolom —p. (Neg4cia sa oznacuje aj inymi spésobmi, napriklad p’,p, ~ p,
non p, v programovacich jazykoch NOT p alebo dokonca aj ako !p.) Ked'Ze vyrok méze
nadobudat’ len dve hodnoty (pravdivy 1 a nepravdivy 0), méZeme popisat pravdivostné
hodnoty vyroku a jeho negicie pomocou tzv. pravdivostnej tabulky 1.1.” Konjunkcia

PP
0 1
1] 0

Tabul'ka 1.1: Pravdivostné hodnoty negovaného vyroku

spaja vyroky p, q do nového vyroku p a q. Konjunkciu vyrokov p, q zapisujeme p&q.
Niekedy sa konjunkcia vyrokov p, q nazyva aj logickym sii¢inom a zapisuje sa ako p.q
alebo pq. V programovacich jazykoch sa konjunkcia vyrokov p, q zapisuje v podobe p
AND q, p && q. Konjunkcia p&q je pravdiva prave vtedy, ak su pravdivé oba vyroky p a
g. Pravdivostna tabulka konjunkcie p&q je uvedena spolu s pravdivostnymi tabulkami
d’alsich zakladnych logickych operacii v tabulke 1.2. Disjunkciu vyrokov p, q zapisujeme
vyrazom p V q (v programovacich jazykoch p OR g alebo pl|q). Vyrok p V ¢ ¢itame ako p
alebo q. Disjunkcia p V g, v technickej literatare nazyvana aj logickym stiétom je pravdi-
va prave vtedy, ak je pravdivy aspon jeden z vyrokov p, q. Okrem disjunkcie sa niekedy
pouziva aj tzv. alternativa (vyluéné alebo, XOR, séitanie podl'a modulo 2, nonekvivalen-
cia). Alternativu vyrokov p, ¢ budeme zapisovat’ pomocou vyrazu p & q a interpretovat’
nasledovne:,bud’ plati vyrok p, alebo plati vyrok g, ale vyroky p, g neplatia sticasne.”
Alternativa p @ q je teda pravdiva prave vtedy, ak je pravdivy prave jeden z vyrokov p, g.

"Kvdli zjednoduseniu oznaéovania sa v zahlavi pravdivostnych tabuliek uvadzaji vyroky (p) a nie prav-
divostné hodnoty vyrokov (h(p))
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pld|p&q | pVdad|p=qd|pdq|p&(
o[o] O 0 1 0 1
0|1] 0 1 1 1 0
1[0 0 1 0 1 0
11 1 1 1 0 1

Tabulka 1.2: Pravdivostna tabul'ka zakladnych zloZenych vyrokov

V matematickych dékazoch zohrava doélezitu tlohu d'alSia zakladna logicka operacia,
implikacia. Implikdcia vyrokov p, q sa zapisuje vyrazom p = ( a Cita sa nasledovne: ,,ak
(plati vyrok) p, tak (plati vyrok) q“ ,z p vyplyva q“ alebo jednoducho ,,p implikuje q“.
Vyrok p v implikacii p = ¢ sa nazyva predpoklad (premisa) a vyrok ( je uzdver (conclu-
sio) alebo désledok, ktory sa v matematike nazyva tvrdenim. Implikacia je nepravdiva
v pripade, ked je pravdivy predpoklad implikacie a nepravdivy jej uzaver. Vo vSetkych
ostatnych pripadoch je implikacia pravdiva. Pozri pravdivostnd tabulku implikacie 1.2.

Poslednou zo zakladnych logickych operacii je ekvivalencia. Ekvivalenciu vyrokov
P, q zapisujeme vyrazom p & ¢ (p ~ ¢, p = q) a c¢itame ako ,p je ekvivalentné s q“, ,p
(plati) prave vtedy ked’ (plati) q“, ,,p (plati) vtedy a len vtedy ked’ (plati) q“. Ekvivalencia
p & ( plati prave vtedy, ked majua oba vyroky p a q rovnaku pravdivostni hodnotu;
t.j. ked su oba stiasne pravdivé, alebo oba sicasne nepravdivé. Vyroky p, q, ktoré ma-
ju rovnaku pravdivostnu hodnotu sa nazyvaju logicke rovnocenné (ekvivalentné). To, ze
vyroky maju rovnaku pravdivostnd hodnotu, znamena4, Ze jeden z nich méze byt napri-
klad v nejakom zloZenom vyroku nahradeny druhym bez toho, aby sa pravdivostna hod-
nota zlozeného vyroku zmenila. To Ze su nejaké dva vyroky logicky ekvivalentné, nemusi
eSte znamenat, Ze maju rovnaky (sémanticky) vyznam. Napriklad vyroky ,4. jala 2004
bola nedela“ a ,,m > 3“ sd pravdivé a teda su to ekvivalentné vyroky, ktoré vsak na prvy
pohl'ad maju rozlicny zmysel. Ekvivalencia vyrokov ma vyznam pri upravach vyrokov.
Napriklad pri zistovani pravdivostnej hodnoty nejakého veI'mi zlozitého vyroku moézeme
postupne nahradzat’ vyroky z ktorych pozostava, ekvivalentnymi jednoduchsimi vyrok-
mi, az sa nakoniec dostaneme k vyroku, ktorého pravdivostni hodnotu vieme urcit.

Predpokladame, Ze vieme urcit’ pravdivostné hodnoty elementarnych vyrokov. Prav-
divostné hodnoty zloZenych vyrokov je potom mozné urcit na zaklade pravdivostnych
hodnét elementarnych vyrokov, z ktorych dany zloZeny vyrok pozostava. Podla toho, aké
pravdivostné hodnoty nadobida vyrok, rozliSujeme tri moznosti:

1. vyroky, ktoré nadobudajui obe pravdivostné hodnoty 1 a 0. Takéto vyroky nemaju
§pecialne pomenovanie.

2. Vyroky, ktoré pre vsetky mozné pravdivostné hodnoty svojich elementarnych vyrokov
nadobudaju pravdivostna hodnotu 1. Takéto vyroky sa nazyvaja tautolégie.

3. Vyroky, ktoré pre vsetky mozné pravdivostné hodnoty svojich elementarnych vyrokov
nadobudaju pravdivostna hodnotu 0. Takéto vyroky sa nazyvaja kontradikcie.

Pri matematickych dékazoch nds budud zaujimat najméi tautoldgie, resp. podmienky,
za ktorych budu vyroky nadobudat’ pravdivostni hodnotu 1. Uvedieme teraz niektoré
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vyznamné tautolégie, ktoré budeme v d’alSom vyklade pouzivat. Predpokladame, Ze
P, q, T oznacuju F'ubovolné vyroky (vyrokové premenné); symbol 0 oznacuje Fubovolnu
kontradikciu a symbol 1 T'ubovolnu tautolégiu. Za tychto predpokladov sui nasledujice

KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY

vyroky tautologie

1. pVp)=p idempotentost’ (rovnomocnost’) disjunkcie
2. (p&p)=1p idempotentost’ (rovnomocnost’) konjunkcie
3. (p&q) = (q&p) komutativnost’
4. (pVa)=(aVyp)
5. p=d)=(q=p)
6. (pV(gVr)=((pVq V) asociativnost’ disjunkcie
7. (p&(q&r)) = ((p&q) &) asociativnost’ konjunkcie
8. (pVI(q&r)) = ((pV q)&(p VT)) distributivne zakony
9. (p&lqVr)) = ((p&q) V (p&r))

10. (p&(pV 1)) =7p) absorbéné zakony

11. (pV (p&r)) =p)

12. (—p)=p zakon dvojitej negacie

13. pV (—p) zakon vyldcenia tretieho

14. —(p&(—p)) vylacenie sporu

15. —(p&q) = ((—p) V (—q)) de Morganov zakon

16. =(pV q) = ((—p)&(—q)) de Morganov zakon

17. (~p=—q9)=(gq=7p) kontrapozicia negacie

18. (p=q)=((p= a)&(q= 7))

19. (p&q) = ~((=p) V (—a))

20. (pVa) =~((—p)&(—q))

21. p=d)=(-p)Va)

22. p=(p=4q)

23. (((p)=p)=p reductio ad absurdum

24. p=>@=>1))=>((p=29g)=(p=>r1)

25. (p=—-qd=((-pP=d =0
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26. (p&q) =7

27. (p&q) = g

28.p=(pVal

29. q= (pVa)

30. (p=d)=(p=1)= (p= (q&r)))
31. p= (q = (p&r))

32. p=21r)=>(q=>7)=>{pPVq =7
33. (p&—7p)=0

34. (pV—p) =1

35. (p&l)=rp

36. (p&0) =0

37. (pVO0O)=p

38. (pV1)=1

39. (p=0)=-p

40. (p=>1)=1
41. I1=p)=p
42. p=>p) =1

43. p=—-p)=1-p
44. (p=4q) = ("p=—q)
45. (p=4q) = ((p&r) = (q&7))
46. (p=q)=((pVr)=(aVr))
47. p=d)=(p=1=(q=71)
48. (p=q)=(r=p)=(r=4q)
49. [p=dq)=(p=aq)
50. (p=d) = (a=p)
Uloha 1.1. Dokdzte pomocou pravdivostnych tabuliek, Ze vyroky 1-43 su tautolégie!

Uloha 1.2. Vprogramovacich jazykoch sa zvycajne nevyskytuje operdtor implikdcie. Ako
by ste vyjadrili implikdciu p = p) pomocou vyrokov p, q a logickych operdtorov AND, OR
a NOT?

Uloha 1.3. Zistite, & pre implikdciu a negdciu platia asociativne a komutativne zdkony!

Uloha 1.4. Preskiimajte vztahy medzi implikdciou, akvivalenciou a ostatnymi elemen-
tdrnymi logickymi operdciami!
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1.3 Vyrokové formy a kvantifikované vyroky

V matematike sa neraz stretavame s tvrdeniami, ktoré maju formu vyroku, ale pritom
nie su vyrokmi, pretoZze namiesto tvrdenia o nejakom objekte alebo mnozine objektov
tvrdia nieco o nejakej neznamej veli¢ine (napr. premennej x), a toto tvrdenie nie je mozné
bez znalosti hodnét danej premennej overit. Ak vSak za premennu x dosadime vhodny
objekt, alebo inak konkretizujeme mnozinu hodnét, ktoré moze premenna x nadobudat,
dostavame vyrok. Takéto formuly nazyvame vyrokovymi formami, alebo vyrokovymi
funkciami.

Priklad 1.1. Nasledujtice vyrazy su vyrokové formy

e X je prvocislo
e x>3
e 5¢€x

e x neziskal olympijsku medailu

Pre kazdua vyrokoviu formu existuje nejakd mnozina objektov, M, ktoré ma zmysel
do vyrokovej formy dosadzovat. Ozna¢me vyrazom a(x) vyrokova formu definovand na
mnozine prirodzenych ¢isel napriklad takto:

a(x) < x>3.

Dosadzovanim prirodzenych cisel do vyrokovej formuly a(x) dostavame vyroky:

a(l) < 1>3
al2) & 2>3
a(3) & 3>3
a(4) & 4>3
a(5) < 5>3

Da sa l'ahko vidiet, Ze prvé tri vyroky z vyssie uvedeného zoznamu vyrokov su neprav-
divé a vsetky ostatné su pravdivé. Z vyrokovej formy moézeme dostat vyrok nielen
dosadenim konkrétnych objektov za premenné, ale aj tym, ze ur¢ime (kvantifikujeme)
pre aké mnozstvo (kol'ko)® prvkov mnoziny M predstavuje po dosadeni vyrokova forma
pravdivy vyrok.

Priklad 1.2. VyuZijeme vyrokovi formu z predchddzajiiceho prikladu a vytvorime (za-
tial’ menej formdlnym spésobom) dva vyroky:
1. existuje x (x > 3),

2. pre vsetky x (x > 3).

8 Ak vyrokova forma obsahuje viacero premennych, tak pouZitim rozliénych kvantifikatorov na tieto pre-
menné nebudeme $pecifikovat’ len pocty prvkov, ale aj vzt'ahy medzi nimi
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Tieto tvrdenia chapeme nasledovne:

1. V mnozine prirodzenych c¢isel N (na ktorej je vyrokova forma a(x) definovana), e-
xistuje (najdeme) aspon jeden prvok (napriklad x = 13) taky, ze po dosadeni daného
prvku za premennu x vo vyrokovej formule a(x) je vysledny vyrok a(13)pravdivy.
Ked'Ze skutocne 13 > 3, existuje x (x > 3) a vyrok existuje x (x > 3), je pravdivy.

2. V druhom pripade musi byt tvrdenie (x > 3) splnené pre vSetky prirodzené cisla.
Ked’Ze tvrdenie (x > 3) nie je splnené pre hodnoty 0, 1,2, 3, vyrok ,pre vSetky x (x >
3)“ ma pravdivostnd hodnotu 0.

Vyroky uvedeného typu nazyvame kvantifikovanymi vyrokmi. Slovné spojenia ,exis-
tuje“, ,pre vsetky“ budeme zapisovat pomocou symbolov, ktoré sa nazyvaju kvantifikd-
tory:

e _existuje“...3...existenény (maly) kvantifikator,

e  pre vSetky“...V ...vSeobecny (velky) kvantifikator.

Vyrokova forma moze obsahovat viac rozlicnych premennych, a preto zo zapisu kvan-
tifikovaného vyroku musi byt jasné, na aki premennu sa kvantifikator vztahuje. Preto
sa za kvantifikatorom v kvantifikovanom vyroku uvadza aj premenna. Formalne korekt-
ne zapisané kvantifikované vyroky z prikladu 1.2 budu vyzerat’ takto:

1. existuje x (x > 3) Ix((x € N)&(x > 3)),

2. pre vSetky x (x > 3) Vx((x € N) = (x > 3)).

AKk je zrejmé, pre ktoré hodnoty premennej x je dana vyrokova forma b(x) definovana,
budeme namiesto podrobného zapisu kvantifikovanych vyrokov pouzivat len skratenu
formu zapisu: Vx b(x) a Ix b(x).

Poznamka. Predpokladajme, Ze nejaka vyrokova forma a(x) je definovana na mnoZine

N, = {0,1,...,n}. 2 Potom kvantifikované vyroky ¥x a(x) a Ix a(x) mozno vyjadrit aj
takto:
vx a(x) = (a(0)&a(1)&...&a(n)&1), (1.1)
Ixax) = (a(O)Val)V---Van)Vvo). (1.2)

Je potrebné uvedomit’ si, Ze symboly 0,1 vo vySSie uvedenych vyrazoch maja dvojaky
vyznam. Symbol 1 ako samostatny ¢len konjunkcie predstavuje 'ubovolnu tautologiu
a podobne symbol 0 ako samostatny ¢len disjunkcie predstavuje 'ubovolna kontradik-
ciu. Vo vyrokoch (a(0),a(1) vSsak symboly 0,1 predstavuju prirodzené ¢isla. Pomocou
predchadzajucich formul moézeme Iahko uréit pravdivostné hodnoty kvantifikovanych
vyrokov Vx a(x), Ix a(x) aj v pripade, ked’ je mnozZina hodnoét premennej x prazdna.

9Vyber mnoziny N,, nie je podstatny, rovnako dobre by sme mohli pouzit Tubovolni mnozinu s koneénym
poctom prvkov.
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Uloha 1.5. Aky vyznam budu mat vyroky Vx a(x),3x a(x) v pripade, ked’ premennd x
nadobida hodnoty z prdzdnej, resp. jednoprvkovej mnoziny?

Nad kvantifikovanymi vyrokmi mozno robit podobné operacie, ako nad ,obycajnymi“
vyrokmi. Jedna z tychto operacii si zasluhuje zvlastnu pozornost’; negacia kvantifiko-
vanych vyrokov. Predpokladajme, ze a(x) je 'ubovolna vyrokova forma. Potom plati

e —(Vx a(x)) = Ix(—a(x)), pravidlo negdcie vseobecného kvantifikdtora

e —(Ix a(x)) = Vx(—a(x)) pravidlo negdcie existencéného kvantifikdtora

To znamena, Ze jeden kvantifikator m6Zeme vyjadrit pomocou negacie a druhého kvanti-
fikatora: (Ixa(x)) = —(Vx —a(x)), a (Vx a(x)) = —Ix(—a(x)). Ilustrujeme uvedené po-
znatky na priklade.

Priklad 1.3. Prvocislo je prirodzené cislo, ktoré je bezo zvysku mozné delit’ len jednot-
kou a nim samym.'® Nech P(x) oznacéuje vyrokovi formu ,x je prvocislo definovani na
mnoZine prirodzenych éisel. Budeme pracovat’ s kvantifikovanym vyrokom Ix P(x), ktory
turdi, Ze existuje aspori jedno prirodzené éislo, ktoré je prvocislo. Zapiseme vyrok Ix P(x)
formdlne:

Ix P(x): Ix[(x € N)&P(x)]

negujeme ho a budeme ho upravovat’ (nahrddzat’ postupne vyroky ekvivalentnymi vyrok-
mi):
—3Ix[(x € N)&P(x)] = Vx—[(x € N)&P(x)].

Pouzili sme pravidlo negdcie existenéného kvantifikdtora. Teraz pouzijeme de Morganov
zdkon:

Vx—[(x € N)&P(x)] = Vx[—(x € N) V —P(x)].

Vyrokovd forma P(x) je definovand len pre prirodzené ¢isla. Ak je preto pre nejaku hod-
notu xo vyrok —(xo € N) pravdivy, tak potom vyrokovd forma P(x) nie je pre hodnotu xg
definovand. To znamend, Ze ak md byt disjunkcia [—(x € N)V —P(x)] pravdivd pre ne-
Jjaku hodnotu xo, musi byt vyrok —(xo € N) nepravdivy; disjunkcia [—(x € N) V —P(x)] je
pre xo € N) ekvivalentd disjunkcii [0V —P(xo)] resp. [—P(xo)]. Este by sme mohli vyuZit
ekvivalenciu p = (1&p); —P(xo) = ((x € N)&—P(xo)). Po tejto uprave dostdvame konecni
podobu negovaného vyroku:

—3Ix[(x € N)&P(x)] = Vx((x € N)&P(x9))
Vyjadrené slovne - to, Ze nie je pravda, Ze existuje prirodzené ¢islo, ktoré je prvocislom, je
ekvivalentné tomu, Ze Ziadne prirodzené c¢islo nie je prvocisio.

Pozrime sa este na negdciu vyroku obsahujiiceho vieobecny kvantifikdtor. UvaZujme
kvantifikovany vyrok

VxP(x) : vx[(x € N) = P(x)],

hajmensie prvoéisla sa 2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...
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ktory tuvrdi zjavnu nepravdu, Ze kaZdé prirodzené &islo je prvocislo. Negujeme tento vyrok
a postupnymi upravami dostdvame

=V¥x[(x € N) = P(x)] = 3x[(x € N)&—P(x)].

Vyjadrené slovne: ,existuje prirodzené ¢islo, ktoré nie je prvocislom®. Toto tvrdenie je
zjavne pravdivé.

Uloha 1.6. Napiste aspori 5 rozliénych vyrokovych foriem, vytvorte z nich kvantifikované
vyroky a negujte ich. Potom vyjadrite slovne obsah negovanych tvrdeni.

Uloha 1.7. Pre Pubovolné vyrokouvé formy a(x), b(x) si nasledujiice kvantifikované vyroky
tautolégiami

Vxla(x) = b(x)] = [vxa(x) = b(x)]
Ixla(x) = b(x)] = [vVxa(x) = Ixb(x)]
Zistite, ¢i su tautologiami aj opacné implikdcie
[Vxa(x) = b(x)] = Vx[a(x) = b(x)]
[Vxa(x) = Ixb(x)] = Ixla(x) = b(x)]

Ndvod: ak sa vdm nepodari dokdzat, Ze opacné implikdcie su tautoldgie, skiiste ndjst
také vyrokové formy a(x),b(x), pre ktoré uvedené kvantifikované vyroky nie st tautoligie.

Uloha 1.8. Zistite, ¢i si nasledujiice kvantifikované vyroky tautolégiami:

vxa(x) = Ixa(x)

Ixa(x) = Vxa(x)
Ix[a(x) = b(x)] = [Fxa(x) = Ixb(x)]
vxla(x) = b(x)] = [vVxa(x)= Vxb(x)]

Doteraz sme pracovali s vyrokovymi formami, ktoré obsahovali jednu premennti.
Vyrokové formy vSak mozu obsahovat aj viacero premennych. Napriklad gt(x,y) o-
znacuje (x > y), fs(x,y) bude oznacovat vyrokova formu ,x je otcom y“, sum(x,y,z)
znamena z = x + y a podobne. Ostanme pri vyrokovych formach o dvoch premennych
a pozrime sa na to, aké rozlicné kvantifikované vyroky z nich méZeme dostat’ pomocou
rozliénych kvantifikatorov. Nech ¢(x,y) je 'ubovolna vyrokova forma, potom pomocou
kvantifikatorov z nej mozeme vytvorit’ tychto 8 kvantifikovanych vyrokov:

1. VxVyod(x,y) Py
VXE'U‘P(X)U) PZ
IxVyd(x,y) P;3

IxFyd(x,y) P4

5. Yyvxd(x,y) Ps

&~ N
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6. Yyadxdp(x,y) Pg
7. yvxd(x,y) Py
8. Jydxdp(x,y) Pg

Uloha 1.9. Zostrojte 5 rozliénych prikladov vyrokovej formy &(x,y). Presvedéte sa, Ze
kvantifikované vyroky su viazané nasledujicimi vztahmi

P3 = P
T \[2
P] = P5 P4 = Pg
A2 T
P;= P,

a Ze Ziadnu implikdciu v schéme nie je mozné nahradit’ ekvivalenciou.

Teraz, ked’ sme uz ziskali isté predstavy o matematickej logike, moZeme sa pozriet’,
ako sa dokazuju matematické tvrdenia; t.j. na problematiku matematickych dokazov.

1.4 Matematické dokazy

Predpokladame, Ze citatel ma aspon intuitivnu predstavu o tom, ako vyzera matema-
ticky dokaz. Ak nie, tak na zaciatok staci, ak si pod matematickym dékazom tvrdenia
B bude predstavovat’ postupnost’ tvrdeni Aq,A>,...,An, kde A;, i = 1,...,n st vyroky
alebo vyrokové formy také, Zze implikacie A1 = Ay, A = A3 =,...,A 1 => AL, AL =B
su tautoldgie. Jednym z nasich cielov je upresnit’ tuto intuitivnu predstavu a naucit
citatel'a niektorym Standardnym postupom, ktoré sa pouzivajui pri dokazoch matema-
tickych tvrdeni. V tejto kapitole uvedieme zakladné typy deduktivnych matematickych
dokazov, a to

1. priame dokazy,
2. nepriame dokazy,

3. dokazy matematickou indukciou.

Dalsie kapitoly tejto knihy poskytnu &itatelovi dostatok prilezitosti na precvitenie ziska-
nych teoretickych poznatkov o matematickych dokazoch. Problematiku matematickych
dokazov uzatvorime v kapitolach 9, 10 kde sa okrem iného budeme zaoberat’ aj odvodzo-
vanim (dokazovanim) tvrdeni v axiomatickych teériach.

Vo vsetkych typoch deduktivnych dékazov potrebujeme mat’ k dispozicii odvodzova-
cie pravidla, ktoré nam umoznia prejst’ od pravdivych tvrdeni k novym pravdivym tvr-
deniam. Najdolezitej§im odvodzovacim pravidlom, ktoré budeme ¢asto pouzivat, je tzv.
pravidlo odlicenia, modus ponens, ktoré zapiSeme v nasledujicom tvare

A= B,A
I
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Zmysel pravidla modus ponens je nasledujici—ak platia vyroky napisané nad ciarou
(tzv. predpoklady), tak potom musi platit’ aj zaver, t.j. vyrok B. Lahko si to overime
pomocou pravdivostnej tabul'ky implikacie

A|B|A=B
010 1*
0|1 1*
110 0
1% 1 1*

Vidime, Ze oba predpoklady A, A = B platia len v tom pripade, ked plati aj B. Pravidlo
modus ponens mozno zapisat’ aj v nasledujicom tvare:

—B= —A,—B
—A :
Ak na implikaciu v predpoklade pouzijeme kontrapoziciu negacie, dostavame pravidlo
nazyvané modus tolens
A = B,—B
—A
Dalsie délezité pravidlo odvodenia je pravidlo sylogizmu, ktoré umoziiuje skracovat dlhé

retazce implikacii v dokaze:
A=BB=C

A=C

Uloha 1.10. Presvedéte sa o platnosti pravidiel modus ponens, modus tolens a pravidla
sylogizmu pomocou pravdivostnej tabul’ky.

1.4.1 Priamy dokaz

Pri priamom dokaze matematického tvrdenia (vety) B postupujeme tak, Ze prijmeme
nejaké predpoklady!! napr. A (t.j. prehldasime tvrdenie A za pravdivé) a potom vytvorime
konecnu postupnost’ tvrdeni (vyrokov) A4, ... A, takych, ze

A=ALA1=> A . A1 = AL AL= B

Teraz pouzijeme n-krat pravidlo sylogizmu a dostavame:

A=A A=A A= Ay Ary= Aj A=A,AL=B
A=A ' A=Az A=B

Predpokladali sme v8ak platnost’ A, a preto z odvodeného tvrdenia (implikacie) A = B
pomocou pravidla modus ponens dostavame potrebny zaver:

AA = B
g

"Ymnozina predpokladov méze byt aj prazdna
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Poznamka. Pri dokazovani matematickych tvrdeni je potrebné davat pozor na pred-
poklady. Nie vsetky predpoklady totiz byvaju formulované explicitne, niektoré vyplyvaja
z kontextu, iné sa povazuju za zrejmé.

Ilustrujeme pouzitie priameho dékazu na priklade. Dokazeme jednoduché tvrdenie o
prirodzenych ¢islach.

Priklad 1.4. Ak je x pdrne prvocislo, tak potom nie je delitel'né tromi.

1. Ak je x pdrne prvodislo, tak je pdrne ¢islo a zdroveri prvocislo.
2. Ak je x pdrne ¢islo, tak je delitel'né ¢islom 2.

3. Ak je x prvocislo, tak je delitel'né prdve dvoma céislami 1 a x.
4. Cislo x md prdve dvoch delitelov, a preto 1 =2 alebo 2 = x.

5. Ked2el #2,2=x

6. Cislo x (= 2) md delitel'ov 1,2.

7. Ked’2e 3 + 2 ani 3 # 1, ¢islo x nie je delitel'né ¢islom 2.

1.4.2 Nepriamy dokaz

Predpokladame, Ze je pravdivy predpoklad A a Ze potrebujeme odvodit’ tvrdenie B. Ak by
sa nam podarilo odvodit’ implikaciu A = B, tak mdézeme pouzit pravidlo modus ponens
a z predpokladu A a odvodenej implikacie A = B odvodime platnost’ tvrdenia B. Odvo-
denie implikdcie A = B v8ak moéZe narazit na tazkosti. Skusime preto dokaz ,otocit“
namiesto implikacie A = B odvodit’ k nej ekvivalentné tvrdenie —B = —A. Medzi pred-
poklady zaradime tvrdenie —B? a odvodime, Ze je nepravdivy vyrok A (reductio ad ab-
surdum). Dokazali sme teda tvrdenie =B = —A, ktoré je kontrapoziciou negacie A = B.
Z tvrdeni A, A = B potom pomocou pravidla modus ponens vyplyva platnost tvrdenia B.
Nepriamy dokaz sa vsak prakticky koné¢i odkazom na spor, kedy na zaklade negovaného
tvrdenia —B ziskavame o¢ividne nepravdivé!'? tvrdenie (—A). Posledné dva kroky; kon-
trapozicia negacie -B = —A = A = B a nasledne pouzitie pravidla modus ponens sa uz
nezvyknu robit’ a priamo sa odvodzuje zaver o platnosti tvrdenia B. Negé4cia tvrdenia,
ktoré chceme dokazat (B) sa nazyva antitéza. Dokazy, ktoré vedu k sporu sa nazyvaju
dokazy sporom.

Efektivnost’ nepriamych dokazov je podstatne ovplyvnena tym, Ze sa k danym pred-
pokladom pridal predpoklad o nepravdivosti toho tvrdenia, ktoré sa ma dokazat’; potom
sa pri dokaze vychadza z vacsieho poctu predpokladov. Vdaka tomu su nepriame dokazy
mnohych matematickych tvrdeni I'ahsie ako priame dokazy. Ilustrujeme nepriamy dokaz
na jednoduchom priklade.

2predpoklady teda si A,—B
¥ medzi predpokladmi je aj A!
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Priklad 1.5. DokdzZeme tvrdenie z predchddzajiiceho prikladu nepriamo (sporom). Aby
sme uStrili priestor, uvedieme hlavnu myslienku dékazu a jej podrobné rozvedenie ponechd-
me Citatelovi. Predpokladdme, Ze plati:

»X je pdrne prvoc¢islo“ a zdrovern negdciu pévodného tvrdenia, t.j.,x je delitelné ¢islom 3.
podobne ako pri priamom doékaze rozoberieme podrobne prvé tvrdenie:

1. x je pdrne ¢islo, to znamend, Ze x je delitel'né ¢islom 2;
2. x je prvocislo, to znamend, Ze x md prdve dvoch delitelov, a sice ¢isla 1,x.

3. Podmienky (1) a (2) mézu platit’ siicasne len v tom pripade, ak je jedno z &isel 1,x
rovné 2. Ked’ze zrejme 1 # 2, musi platit’ x = 2.

Cislo 2 vsak nie je delitelné éislom 3, a to je hladany spor s druhym predpokladom (,x je
delitelné tromi). To znamend, Ze aspori jeden z predpokladov je nepravdivy; ak trvdme
na pravdivosti prvého predpokladu (,x je pdrne prvocislo®), musi byt nepravdivy druhy
predpoklad, a teda musi platit’ jeho negdcia; ,x nie je delitel'né tromi,

Uvedieme v kratkosti d'alsie schémy nepriameho dokazu; uz spominané Reductio ad
absurdum vyzera nasledovne:
—A=A
—

(Vyjadrené slovne: ak z negacie tvrdenia mozno odvodit dané tvrdenie, tak potom je
dané tvrdenie pravdivé.)

1.4.3 Nepriame dokazy implikacii

Mnohé matematické tvrdenia maju tvar implikacie A = B. Pravdivost’ tejto implikacie
moéZeme nepriamo dokazat tak, Ze dokazujeme platnost’ ekvivalentného tvrdenia —B =
—A a potom pouzijeme tautolégiu (17). Ina moznost’ dékazu implikacie A = B spociva v
tom, Ze predpokladame platnost negacie pé6vodnej implikacie; t.j. =(A = B) a snazime sa
odvodit’ spor. VyuZijeme ekvivalencie (21) a (16) a namiesto negacie implikacie —=(A = B)
budeme predpoklad —(A = B) formulovat v tvare konjunkcie A&—B. Uspesne zaviseny
dokaz skonci jednym z troch nasledujicich sposobov:

1. odvodime —A; t.j. dostaneme spor s predpokladom A (spor s antitézou)
2. odvodime B; t.j. dostaneme spor s predpokladom —B (spor s antitézou)

3. odvodime nejaké dve navzajom si odporujice tvrdenia C,—C.
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Poznamka. Pri prvom ¢itani mozZzno nasledujicu ¢ast vynechat’ a pokracovat v ¢itani
rozliSovacou metédou.

Aby sme dokazali platnost’ implikdcie A = B budeme v jednotlivych pripadoch po-
stupovat’ nasledovne (predpokladame, Ze predpoklad A implikacie A = B je pravdivy. V
opacnom pripade (A je nepravdivé tvrdenie) by sme skon¢ili s dokazovanim vel'mi rychlo,
pretoZe z nepravdivého predpokladu vyplynie 'ubovolny zaver; resp. tvrdenie A = B je
pre nepravdivé A tautolégiou).

1. V prvom pripade sme dokazali platnost implikacie
—(A = B)= —A.
Pouzijeme kontrapoziciu negacie a odvodime platnost’ tvrdenia
A= (A = B).

Napokon vyuzijeme predpoklad A a pomocou pravidla modus ponens odvodime im-
plikaciu A = B

2. V druhom pripade sme odvodili
—(A = B) = B.
Pomocou tautolégiue (22) a pravidla sylogizmu odvodime

—-(A=B)=B,B= (A= B)
—(A=B)= (A=B)

Napokon pouZijeme metédu reductio ad absurdum a dostavame

-(A=B)=(A=B),~(A=B)=(A=B)= (A=B)
(A = B)

3. V tretom pripade sme odvodili (pozri tautolégiu (30)) tvrdenie
—(A = B) = (C&C).
Teraz pouzijeme kontrapoziciu negacie a ,,oto¢cime“ odvodenud formulu
—(C&-C) = (A = B).
Predpoklad poslednej implikacie upravime pomocou de Morganovho pravidla:
—(C&C)=(—CV ().

Tvrdenie (—C V C) je tautolégia (13), a preto mdzeme opit’ pouzit pravidlo modus
ponens

—(C&C) = (A = B),~(C&C)
A=0B '

Uloha 1.11. Doplrite a sformalizujte dékazy uvedené v predchddzajicom priklade !
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1.4.4 RozliSovacia metoda

Ak je mnozina hodnét, ktoré mozno dosadzovat za premenné vo vyrokovych formulach,
konecna, tak potom mozno overit pravdivost kvantifikovanych vyrokov postupnym do-
sadenim konec¢ného poctu prvkov do vyrokovej formuly (pozri vztahy 1.1, 1.2). Takéto
dokazy sa nazyvaju verifikdcie. Ked sa vSetky moznosti rozdelia do rozli¢cnych skupin
a dokaz sa spravi pre kazdu skupinu, hovorime o rozlisSovani pripadov, alebo o rozliso-
vacej metéde. Pri pouziti rozliSovacej metody je dolezité, aby sa pri rozdelovani pripadov
do skupin nezabudlo na Ziaden pripad.

To, Ze je mnozina moznych hodnét premennej vyrokovej formuly kone¢na, nemusi
eSte znamenat, Ze je mozné pouZit rozliSovaciu metédu. Pouzitie rozliSovacej metédy aj
pri niektorych pomerne ,jednoduchych® problémoch nardza na tazkosti spojené s prilis
velkym poctom pripadov, ktoré treba uvazovat. Priklady takychto tloh su Sach, resp.
uloha n4ajst’ vyhravajicu postupnost’ tahov z danej pozicie; zistovanie toho, ¢i je cislo
2201 prvocislo, hfadanie kryptografického (Sifrovacieho) kIi¢a iplnym preberanim
mnoziny vSetkych moznych klicov, zistovanie, i je zloZeny vyrok s n vyrokovymi pre-
mennymi tautolégia a pod.

Kym pravdivost nejakého tvrdenia kvantifikovaného vseobecnym kvantifikdtorom sa
(niekedy) dokazuje tazko, pravdivost takéhoto tvrdenia mozno vyvratit najdenim jed-
iného pripadu, v ktorom dané tvrdenie neplati; t.j. najdenim tzv. kontraprikladu: vyrok
Vx(x € M = P(x), ktory tvrdi, Ze kazdy prvok mnoziny M ma vlastnost P vyvratime, ak
v mnozine M najdeme prvok xq, ktory vlastnost’ P nema.

Hradanie kontraprikladov patri k zdkladnym metédam prace matematika. Mate-
matik najprv preskima nezname skutocnosti pomocou prikladov, potom o nich formulu-
je vSeobecnejsie tvrdenia, ktoré sa snazi vyvratit’ pomocou kontraprikladov; ak sa mu to
podari, hfada doplnujiace podmienky pre platnost’ vyslovenych tvrdeni, resp. preformu-
luje dané tvrdenia tak, aby neboli logicky vyvratitelné. Toto je sposob, akym sa casto
vytvaraju matematické tvrdenia.

Priklad 1.6. UkdzZeme niekolko prikladov na pouZitie kontraprikladov.

1. Turdenie ,,KazZdé nepdrne ¢islo je prvocislo® je nepravdivé. Cislo 9 je nepdrne, ale
nie je prvoc¢islom, pretoZe md troch delitelov; ¢isla 1,3, 9.

2. Tuvrdenie ,KaZdé prvocislo je nepdrne ¢islo“ je nepravdivé. Cislo 2 je prvocislo, a je
pdrne.

3. Druhé tvrdenie ,padd® na jedinom pripade, ak tento problematicky pripad vyltiéime,
dostdvame pravdivé tvrdenie: ,Kazdé prvocislo vdicsie ako 2 je nepdrne ¢islo®.

4. Jedinecné postavenie ¢isla 2 medzi prvocislami mézZeme vyjadrit’ aj takto: ,existuje
Jjediné pdrne prvocislo®.

1.4.5 Princip matematickej indukcie

Dokazovanie vlastnosti prvkov nekone¢nych mnozin méze spésobovat tazkosti. Existuja
v8ak (nast’astie) pocetné vynimky. Vo vSetkych matematickych disciplinach sa pocitaja
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nejaké objekty a vyslovuju sa vyroky v ktorych vystupuja prirodzené cisla. Existuje
dokazovacia metéda, nazyvana metédou tplnej alebo Castejsie matematickej indukcie,
umoznujuca dokazat platnost’ vyrokovej formy, ktorej premenné nadobudaji hodnoty
z mnoziny prirodzenych Cisel a sd viazané vSeobecnym kvantifikatorom. V tejto casti
vysvetlime podstatu matematickej indukcie a ilustrujeme ju na prikladoch.

Nech je dana vyrokova forma A(n), ktoré je definovana pre vSetky prirodzené cisla
n € N a nech plati

1. A(1) je pravdivy vyrok (bdza indukcie),

2. pre kazdé prirodzené cislo n z platnosti vyroku A(n) vyplyva platnost’ vyroku
An+1) (indukény predpoklad)

3. potom A(n) plati pre vSetky prirodzené ¢isla n (zdver).

Princip matematickej indukcie je jednou z axiém matematickej teérie, ktora sa nazy-
va formalna aritmetika. V praci [14] je axioma matematickej indukcie formulovana
nasledovne':

A0) = [Vn(A(n) = An+1)) = YnA(n)]

Poznamka. Existuje iny variant metédy matematickej indukcie, v ktorom sa pri in-
dukénom kroku nepredpoklada platnost tvrdenia A(n) len pre predchadzajicu hodnotu
n, ale pre véetky mensie hodnoty argumentu. Matematicka indukcia v tejto podobe vyz-
era nasledovne:

Nech je dana vyrokova forma A(n), ktoré je definovana pre vSetky prirodzené cisla
n € N a nech plati

1. A(1) je pravdivy vyrok (bdza indukcie),

2. pre kazdé prirodzené c¢islo n z platnosti vyrokov A(1),...,A(n) vyplyva platnost’
vyroku
An+1) (indukcény predpoklad)

3. potom A(n) plati pre vSetky prirodzené ¢isla n (zdver).

Poznamka. V niektorych pripadoch ma tvrdenie A(n) zmysel az pre n > 1. Pri pouziti
matematickej indukcie budeme preto v prvom kroku (baza indukcie) predpokladat’ plat-
nost’ formuly A(ny) namiesto A(1), kde ng je najmensie prirodzené cislo, pre ktoré ma
tvrdenie A(n) zmysel. Je zrejmé, Ze princip matematickej indukcie v pé6vodnej podobe,
je zvlastnym pripadom takto modifikovaného principu matematickej indukcie; v ktorom
polozime ng = 1.

Pomerne ¢asto budeme vyuzivat matematickd indukciu v kombinatorike. Postup
ysuhadni vysledok a potom ho dokaz matematickou indukciou“ nevyzera na prvy pohlad

“paza indukeie sa berie pre n = 0
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dostatoéne seridzne, ale je plne legitimny. Ilustrujeme tento postup na priklade. O-
znacime symbolom S,, stcet prvych n nenulovych prirodzenych ¢isel:

n
Sn=1+-+n=) k
k=1

Skumanim malych pripadov sme dosli k poznaniu (hypotéze), ze

n-n+1)

S, =
" 2

Dokazeme platnost’ tejto hypotézy matematickou indukciou.

1. Baza indukcie. Pre n = 1 dostavame

SRR

2. Indukény krok. Predpokladame, ze

nn+1
§, = Mt

a dokazeme platnost hypotézy pre hodnotu n + 1; t.j. dokaZzeme Ze

m+1)-(n+2)

STLJH = 2 y

n-(T;—H) + (it 1) :n‘(n+1)2+2(n+1) _

Sny1 = Snt+(+1) =

m+1)-n+2)
2

3. Zaver. V indukénom kroku sme za predpokladu platnosti tvrdenia pre n dokazali
platnost’ tvrdenia pre n 4+ 1. Ked'Ze tvrdenie plati aj pre n = 1, tym sme dokazali
jeho platnost’ pre vSetky hodnoty n;

n-nm+1)

Sn: 2

Nasledujuci priklad ukazuje, Ze pri dékaze matematickou indukciou nie je mozné
vynechat ziaden z predpokladov.

Priklad 1.7. Sidet geometrického radu 1+ q+ q>+ ---+ q™ sa pre q # 1 rovnd'®

qn—H —q

dn = q_]

. . n+1_
15y skutoénosti qn = qqi]].
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Preskoéime dokaz bdzy indukcie a prejdeme hned’ k dokazu indukéného kroku. Nech pre
lubovolné prirodzené ¢islo n plati

n+1 _
qn=1+q+q2+---+q“=qqf1q, q7 T,
potom
n+1 _ n+1 _ n+2 _ n+l
1 2 n n+1 — q q n+1:q q q q
+qg+q°+ +qg +q 7(]_] +q q—1 + q—1
_ 9" -gq
q-1"

t.j. ak suctovy vzorec plati pre hodnotu n, tak potom plati aj pre hodnotu n + 1. Napriek
tomu geometricky rad nemd sucet (q"2—q)/(q—1). Kde nastala chyba? V dékaze mate-
matickou indukciou chyba dbkaz bdzy indukcie, a preto indukény krok vedie do prdzdna.
Pren =1 je sucet

2
q —
p— 1 pu—
zatial ¢o ,odvodeny“ vzorec ddva
2
qa°-—q
qz2 = a—1 q.

Aj ked je matematicka indukcia jednoducha a pritom efektivna dokazova metéda,
nemozno ju pouzivat mechanicky!®. Nasledujici priklad ukazuje, do akych problémov
sa dostaneme, ked nevhodne zvolime hodnotu pre bazu indukcie.

Priklad 1.8. Tvrdenie ,KaZdych n prirodzenych ¢éisel je zhodnych“ je zjavne nesprdune,
ale ,dokdzeme” ho matematickou indukciou vzhladom na podet &isel. Nech su dané
prirodzené ¢isla aq,...,an,....

1. (Bdza indukcie.) Pre n = 1 nieto ¢o dokazovat, pretoZe ¢islo sa rovnd sebe samému.

2. (Indukény krok.) predpokladdme, Ze kaZdych n cisel je zhodnych. Vyberieme ne-
Jakych n+1 ¢isel ay,, ay,, ..., ai,,,. Najprv z nich vynechdme ¢islo a;,. Ostalo ndm
n éisel, pre ktoré teda plati

Qi = = Qi gy

Teraz z pévodnej n+ 1-prvkovej mnoZiny vynechdme ¢islo a;, . Ked’Ze v nej zostalo
n prvkov, opat’ plati
aiy, = ayq,,..., 04

nt

Spojenim dvoch predchddzajiicich refazcov rovnosti sa dostdvame k (zjavne neprauv-
divému) tvrdeniu

Ay, = Ai; = = Qiy = Qi gy

16y informatike sa na to pouZiva vystizné uslovie ,garbage in - garbage out*; v preklade: smetie dnu,
smetie von.
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3. Zdver. KaZdych n prirodzenych déisel je zhodnych.

Kde je chyba? Chyba ndm tu zaciatok indukcie. Pripad n = 1 bol len zdanlivy zaciatok;
zmysluplne porovndvat’ mozZno v pripade, ked’ mdme aspor. dva prvky. Ak teda chceme
nase tvrdenie dokazovat’ matematickou indukciou vhfadom na pocet prvkov dokazujeme
platnost bdzy indukcie pre n = 2.

Poznamka. Je zrejmé, ze predchadzajice tvrdenie je nepravdivé pre n > 1, ¢o by
sme Fahko dokazali vyberom vhodného kontraprikladu (mnoZiny obsahujicej aspon dva
rozne prvky). Pripad n = 1 je zrejmy. Porozmyslajte este o platnosti vyssie uvedeného
tvrdenia v pripade n = 0.

V d'alsich kapitolach najde citatel dostatok prileZitosti na to, aby ziskané poznatky
uplatnil a zdokonalil. Citatelovi, ktory ma zaujem o hlbsie stidium matematickej logiky,
odporucame knihy [14], [6]. Problematika matematickych dokazov je pristupnou formou
vyloZena v knihe [17].

Poznamka. Serzant Christopher Watson (v civile ucitel matematiky) na svojej we-
bovskej stranke http://www.bluemoon.net/ watson/proof.htmuvadza 36 d’alsich
uzitoénych a (nielen v matematike) ¢asto pouzivanych metéd dokazov

Proof by obviousness The proof is so clear that it need not be mentioned.

Proof by general agreement All in favor?. . .

Proof by imagination Well, we’ 1l pretend it’s true. . .

Proof by convenience It would be very nice if it were true, so . . .

Proof by necessity It had better be true, or the entire structure of mathematics would
crumble to the ground.

Proof by plausibility It sounds good, so it must be true.
Proof by intimidation Don’t be stupid; of course it’s true.

Proof by lack of sufficient time Because of the time constraint, I’ 11 leave the proof
to you.

Proof by postponement The proof for this is long and arduous, so it is given in the
appendix.

Proof by accident Hey, what have we here?!
Proof by insignificance Who really cares, anyway?
Proof by mumbo-jumbo V(B C TT),3(X € Q)

Proof by profanity (example omitted)
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Proof by definition We define it to be true.

Proof by tautology It’s true because it’s true.

Proof by plagiarism As we see on page 289......

Proof by lost reference I know I saw it somewhere......

Proof by calculus This proof requires calculus, so we’ 11 skip it.

Proof by lack of interest Does anyone really want to see this?

Proof by illegibility (scribble, scribble) QED

Proof by terror When intimidation fails ...

Proof by logic If it is on the problem sheet, then it must be true!

Proof by majority rule Only to be used if general agreement is impossible
Proof by clever variable choice Let A be the number such that this proof works. .
Proof by tessellation This proof is the same as the last.

Proof by divine word And the Lord said, Let it be true, and it was true.
Proof by stubbornness I don’t care what you say-it is true!

Proof by simplification This proof reduces to the statement 1 + 1 = 2.
Proof by hasty generalization Well, it works for 17, so it works for all reals.
Proof by deception Now everyone turn their backs...

Proof by supplication Oh please, let it be true.

Proof by poor analogy Well, it’s just like ...

Proof by avoidance Limit of proof by postponement as it approaches infinity
Proof by design Ifit’s not true in today’s math, invent a new system in which it is.
Proof by authority Well, Don Knuth says it’s true, so it must be!

Proof by intuition I just have this gut feeling...



Kapitola 2

Zaklady tedrie mnozin

No one shall expel us from the Paradise that Cantor has created.
David Hilbert

Vicsinu objektov, s ktorymi budeme v matematike a informatike pracovat, mézeme
chapat bud ako nejaké mnoziny pripadne ako prvky nejakych mnozin. V tejto a nasledu-
jucich kapitolach sa preto zameriame na osvojenie si zakladnych poznatkov o mnozinach,
mnozinovych operaciach, relaciach a zobrazeniach. Sucasne si precvicime tie dokazové
metody, o ktorych sme hovorili v predchadzajacej kapitole.

Citatelovi, ktory sa zaujima o histériu vzniku tedrie mnozin, odporic¢ame do po-
zornosti knihy [4, 5]; zaujemci o hlbsie Stidium teérie mnozin uspokoja napriklad prace
[3, 2] a [4].

2.1 Zakladné pojmy

Teéria mnozin je postavena na dvoch zakladnych pojmoch: mnoZina a byt prvkom mno-
Ziny. Pod mnozZinou si (zatial') predstavujeme subor prvkov, ktoré majui nejaku spoloénu
vlastnost. Mnoziny tvoria napriklad vsetci Studenti UK v akademickom roku 2004/5,
vSetci obcania Slovenskej republiky, vSetky body roviny, vSetky prvocisla, vel'ké pismena
anglickej abecedy a pod.

Mnoziny budeme oznacovat velkymi pismenami A, B,C,... a v pripade potreby in-
dexovat A1, Ay, ...,An,... Objekty, ktoré tvoria mnozinu, budeme nazyvat prvkamil
danej mnoziny. Prvky mnoZiny oznacujeme malymi pismenami a,b,...,x,y,z a v pri-
pade potreby ich tieZ indexujeme. Skutocnost’, Ze prvok x patri do mnoZiny A zapisujeme
symbolicky takto: x € A a hovorime tiez, Ze prvok x je elementom mnoZiny A, (mnoZina)
A obsahuje prvok x, x patri do (mnoZiny) A. Skutocnost’, Ze x nie je prvkom mnozZiny A
zapisujeme symbolicky takto: —(x € A) alebo x ¢ A.

Akym sposobom moézeme urcit’, aké prvky mnozina obsahuje?

lprvkami mnoZiny mézu byt aj mnoziny

29
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Opisat’ mnoZinu moZno v podstate dvoma spbésobami, a to bud vymenovanim jej
prvkov, alebo charakterizaciou prvkov mnoziny pomocou nejakej vlastnosti, ktori maja
vetky prvky danej mnoziny.2 V prvom pripade do zloZenych zatvoriek vypiseme vsetky
prvky danej mnoziny?, druhy pripad je trocha komplikovanejsi.

Priklad 2.1. Nasledujiice mnoziny je mozné zadat’ vymenovanim vsetkych ich prvkov
o Ay ={1,2,3,4,5},
e Ay={a,b,c,d,ef, ... ,x,v,z},
e A3 =1{%,0,0, M.

Takto spésob zadavania mnoziny mozno pouZit vtedy, ak mnozZina obsahuje konec¢ny
a nie prili§ velky pocet prvkov. V matematike sa vSak ¢asto stretavame s velmi velky-
mi alebo nekone¢nymi mnozinami, ktoré z pochopiteInych dévodov nie je mozné zadat
vymenovanim vSetkych prvkov. Niektoré z nich st v§eobecne zname—napriklad ¢islené
mnoziny:
N - mnoZina prirodzenych ¢isel,
Z — mnozina celych Cisel,
Q - mnoZina racionalnych c¢isel,
R - mnozina redlnych ¢isel,
C — mnozina komplexnych ¢isel;
iné je potrebné definovat tak, Ze zadame vlastnosti, ktoré musia splnat vsetky prvky
danej mnozZiny. Bez toho, aby sme to explicitne povedali, vyuZivame pri tom tzv. axiému

Specifikdcie, ktora hovori, Ze kazda rozumna vlastnost definovana na mnozine prvkov
definuje nova mnozinu tych prvkov, ktoré maja danu vlastnost’.

Poznamka. Presnejsia formulacia schémy axiém Specifikacie znie [4]:

Ak je ¢(x) fomula, ktora nema volné vyskyty premennej B, tak potom formula
VAdBVx(x € B & x € A&p(x)) (2.1)

je axiéma. MnoZina B je castou mnozZiny A, obsahujicou vsetky prvky x, ktoré maju
vlastnot ¢. Preco hovorime o schéme axiom a nie o axiéme Specifikacie? Pre kazdu
formulu ¢ definuje formula 2.1 axiému teérie mnozin.

2PodPa moznosti by to malo byt nieco iné ako to, ze prvky patria do danej mnoziny.

3aby sme boli korektni, musime dodat), Ze pri tomto sposobe zapisu oddelujeme jednotlivé prvky mnoziny
v zloZenych zatvorkach ¢iarkami, pripadne ich nahradzujeme bodkami; ¢iarky a bodky sd v tomto pripade
pomocnymi symbolmi. Ak by sme uvazovali napriklad mnozinu ASCII znakov, pri zapise prvkov by sme
museli rozliSovat’ medzi ¢iarkou ako pomocnym symbolom a ¢iarkou ako prvkom mnoziny. Podobne by bolo
potrebné rozliSovat’ aj d'al§ie pomocné symboly (zloZené zatvorky, bodky,ktoré sa pri zdpise mnoziny znakov
moézu vyskytovat v dvoch rozliénych vyznamoch.
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Priklad 2.2. Uvedieme niekolko mnoZin definovanych pomocou axiémy Specifikdcie.

o Ay =1{x|(x € Z)&(x > 3)},

o A5 = {x|(x € N)&(x je delitel'né 2}.

Mnozina A5 predstavuje mnozinu vSetkych parnych prirodzenych ¢éisel. Tito mnozinu
by sme mohli zapisat’ takto

As ={2njn € N},

alebo aj takto
As={0,2,4,6,...,2n,...}.

Ak zovseobecnime predchadzajice priklady, vidime, Ze mnoZiny mozno zadavat nasle-
dujiucim spoésobom:
A ={x[P(x]},

ktory vyjadruje skuto¢nost, Ze mnozina A je mnozina vSetkych tych prvkov, ktoré maja
vlastnost’ P a neobsahuje Ziadne prvky, ktoré vlastnost' P nemaji. Pri takomto spdsobe
zadavania mnozin si musime davat dobry pozor na vlastnost’ P. Axioma Specifikacie ten-
to problém riesi tym, Ze sa prvky novej mnoziny vyberaju zo suboru, ktory je mnozinou.
Ak sa tento predpoklad zanedb4a, mézeme zaviest ,mnozinu“, ktora mnoZinou nie je.
Problémy vyplyvajuce z prili§ vol'nej definicie mnoziny pomocou ilustruje uz spominany
Russellov paradox.

Russellov paradox. Zatial sme nekladli Ziadne obmedzenia na to, aké objekty moézu
byt prvkami mnozin. To znamend, Ze jedny mnoziny mo6zu byt prvkami inych mnozin.
Napriklad x € {x},{x} € {{x}} alebo aj x € {x,{x}},{x} € {x,{x}}. Na druhej strane, nech
{1} je jednoprvkova mnozina obsahujiuca prvok 1. Zrejme plati 1 # {1}, a ani {1} ¢ {1}.
To znamenad, Ze existuje mnoZina X, ktora ma vlastnost P : X ¢ X, X nie je prvkom
seba samej. Vlastnost' P je teda na prvy pohlad ,rozumna“. Mozno ju vSak pouzit na
definovanie mnoziny? Pokusime sa vytvorit ,mnozinu“ vSetkych mnozin, ktoré maja
vlastnost’ P; t.j. tych, ktoré nie st prvkami seba samych:

M = {X|X ¢ X}.
Je zrejmé, ze do M patria vSetky zndme mnoziny N,Z, Q, R, C, A1, Ay, A3, A4, As a dalsie.

Co viak samotn4 ,mnoZina“ M ? Do uvahy prichadzaju na prvy pohl'ad len dve moznosti:
bud M € M, alebo M ¢ M. Zistime, ktora z tychto moznosti nastane.

e Nech M € M. ;Mnozina“ M je vSak mnozinou vSetkych mnozin X, pre ktoré plati
X & X. Ak teda M € M, tak pre M mus platit M ¢ M—spor.

e Nech teda M ¢ M. ,Mnozina“ M je vSak mnoZinou vSetkych mnozin X, pre ktoré
plati X € X. To znamena, Ze M € M. Spor.
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V oboch pripadoch sme dospeli ku sporu. To znamena4, Ze stibor mnoZin s vlastnostou P
nemdze byt mnozinou.

Vyhnut sa Russellovmu paradoxu a inym problémom a nejasnostiam vyplyvajicim z
intuitivneho pojmu mnoZiny mozno pomocou axiomatickej vystavby teérie mnozin [3, 4].
V tedrii mnozin sa rozliSuju mnoZiny mnoZin a sibory mnoZzin, ktoré nie s mnozinami;
takéto subory sa nazyvaju triedami. My sa axiomatizaciou tedrie mnozin zaoberat neb-
udeme. Budeme pracovat’ s takymi subormi objektov, ktoré tvoria mnozZiny a pouzivat
pri narabani s nimi také postupy, ktoré nam z vychodiskovych mnozin umoznia vytvarat
nové mnoziny. Zatneme tym, zZe zavedieme zakladné mnozinové operacie a vztahy medzi
mnozinami. K triedam mnoZin sa vratime neskor v kapitole 8.

2.2 Zakladné mnozinové operacie a vztahy medzi mnozi-
nami

Definicia 2.1. (Rovnost’ mnoZin) Nech si A, B Pubovolné mnoZiny. Hovorime, Ze mnoZi-
na A sa rovnd mnoZine B prdve vtedy, ak je kaZdy prvok mnoZiny A prvkom mnoZiny B a
kazdy prvok mnoZiny B je prvkom mnoziny A. Rovnost’ mnozin A, B symbolicky zapisu-
jeme takto A = B.

Poznamka Formalne moézeme definiciu rovnosti mnozin zapisat nasledovne (A, B su
Tubovolné mnozZiny):

A=B = W[(x€A)= (x€B)&l[(xeB)= (x€ A)]] =
vx[[(x € A) = (x € B)].

Definicia 2.2. (Inklizia mnoZin) Nech st A, B lubovolné mnoZiny. Hovorime, Ze mnoZi-
na A je podmozinou mnoziny B prdve vtedy, ak je kaZdy prvok mnoziny A prvkom mnoZiny
B Inkliziu mnoZin A, B symbolicky zapisujeme takto A C B.

Ak A C B a zdrover existuje v mnozine B existuje prvok x, ktory nepatri do mnoziny
A, hovorime, Ze A je vlastnou podmnoZinou mnoZiny B, é¢o symbolicky zapisujeme nasle-
dovne A C B.

Poznamka Skutocnost, Ze A je podmnoZinou B sa da forméalne vyjadrit’ aj takto:

ACB=W[xeA)= (xeB).

Dokazat podla definicie, Ze sa dve mnozZiny rovnaji, nemusi byt jednoduché. Ked vsak
porovname definicie rovnosti mnozin a inklizie, vidime, Ze rovnost mnoZin mozno vy-
jadrit pomocou inklizie:

A=B

[(A S B)&(B C A
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@B

Obrazok 2.1: Vennov diagram pre A C B

Tento posledny vzt'ah budeme casto vyuzivat pri dokazovani rovnosti mnozin. V d’al-
Som budeme predpokladat’, Ze vSetky mnozZiny s ktorymi budeme pracovat’, s podmnozi-
nami nejakej univerzalnej mnoziny U. Niektoré vztahy medzi mnozinami a mnozinové
operacie mozno vel'mi prehladne reprezentovat pomocou tzv. Vennovych diagramov.
Kazdej mnozZine vo Vennovom diagrame zodpoveda spojita oblast’ roviny (najcastejsie
kruh, elipsa alebo podobny geometricky tutvar). Na obrazku 2.1 su znazornené dve
mnoziny A, B také, ze A C B. Zavedieme teraz operacie zjednotenia, prieniku, doplnku
a rozdielu mnozin.

Definicia 2.3. Nech st A, B lubovolné mnoziny. Zjednotenim mnozin A, B budeme nazy-
vat mnoZinu A U B vsetkych prvkov, ktoré patria aspori do jednej z mnozZin A, B:

AUB={x|(xe€ A)V (x € B).

Definicia 2.4. Nech su A, B lubovol'né mnoZiny. Prienikom mnoZin A, B budeme nazyvat’
mnoZinu A N B vsetkych prvkov, ktoré patria sti¢asne do oboch mnozin A, B:

ANB={x|(x € A)&(x € B)}.
Co v8ak v pripade, ak mnoZiny A, B nemaju spoloény prvok? Je aj prienikom takychto

mnozin opidt mnozina? Odpoved je kladna, ano a ide o veI'mi déleziti mnozZinu, tzv.
prdzdnu mnoZinu.

Definicia 2.5. Prdzdna mnoZina je mnoZina, ktord neobsahuje Ziaden prvok. Prdzdnu
mnoZinu oznacujeme symbolom {}, alebo ().

Prazdnu mnozZinu moZno definovat pomocou I'ubovolnej nesplnitelnej podmienky.
Napriklad

o {x|x e N&(x < 0)} =0,
o {x|x #x}=0,
e {x|(x € R)&sinx > 1} = 0.

Dve mnoziny, ktorych prienikom je prazdna mnozina, sa nazyvaju disjunktnymi mnozi-
nami. V nasledujicej vete vyslovime a dokazeme dve dolezité vlastnosti prazdnej mnoziny.

Veta 2.1. 1. Prdzdna mnoZina je podmnozinou lubovolnej mnoziny.

2. Existuje prdve jedna prdzdna mnozZina.
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Dokaz. Prvé tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladame, Ze neplati; to znamena, ze
plati jeho negéacia:
=VX(0 C X) = IX—(0 C X);

to znamena, Ze existuje takd mnozina X, Ze () nie je podmnozinou X. Ale to by znamenalo,
Ze () musi obsahovat prvok, ktory nepatri do mnoziny X. To v§ak nie je mozné, pretoze
() neobsahuje ziadne prvky. Dostali sme spor, a to znamend, ze predpoklad (—VX (0 C X))
neplati, ale plati jeho negacia VX(() C X), ¢o sme mali dokazat.

Pri dékaze druhého tvrdenia budeme tieZ postupovat sporom. Predpokladajme, Ze
existuju dve rozlicné prazdne mnoziny, ktoré ozna¢ime ako Bi,B,. VyuZijeme prave
dokazané tvrdenie. Ked'Ze mnozina B je prazdna, plati By C B,. Ale aj mnozina B
je prazdna, a teda plati B, C By. Z toho vSak vyplyva, Ze B; = Bj; t.j. Tubovolné dve
prazdne mnoZiny sa rovnaju, ¢o je spor s predpokladom o existencii dvoch rozliénych
prazdnych mnozin. O

Uloha 2.1. V programovacich jazykoch sa beZne pouZivaju premenné typu CHAR, INTE-
GER, UNSIGNED INTEGER, REAL, DOUBLE. Vypiste mnozinu CHAR a urdte kolko
prvkov obsahuju ostatné mnoZiny napr. v jazyku C.

Uloha 2.2. Uvedte priklad mnoZiny, ktorej prvkami si mnoZiny.

Uloha 2.3. Nech A ={a,b, 0, {0}

1. Kolko prvkov md mnoZina A?
2. Zistite, ktoré z nasleduyjiicich Siestich tvrdeni su pravdivé a ktoré nie:

(@ ae A

(b) DeA

(c) {a,b} € A

(d aCA

(e) DCA

) {a,b} C A
Definicia 2.6. Nech je A l'ubovolnd mnoZina, A C U. Doplnkom mnoZiny A (vzhladom
na univerzdlnu mnozinu U nazyvame mnoZinu vsetkych tych prvkov mnoZiny U, ktoré

nepatria do A:
A ={x|(x e W&(x & A)}.

Ked uvazujeme doplnok nejakej mnoziny A vzhladom na univerzalnu mnozinu U,
casto pouzivame skrateny zapis:

A¢ ={x|x € A}.

Doplnok mnoziny mozno vyjadrit’ nielen vzhladom na univerzalnu ale aj vzhladom na
Iubovol'ni ind mnoZinu. Na to slizi d’alsia mnozinova operacia—rozdiel mnozin.
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Definicia 2.7. Nech su A, B Pubovolné mnoZiny. Rozdielom mnoZin A, B budeme nazyvat’
mnoZinu vSetkych prvkov, ktoré patria do mnoziny A a zdroveri nepatria do mnoziny B:

A —B ={x|(x € A)&(x € B)}.

Rozdiel mnozZin pripomina prienik mnozin. Skutoc¢ne, rozdiel mnoZin A, B mozZno
vyjadrit pomocou prieniku a doplnku mnozin nasledovnym sposobom:

A—B=AnNB".

Vsimnite si, Ze doplnok A€ mnoziny A vzhladom na univerzalnu mnozinu U nie je ni¢
iné ako

U—-A=UNA®=A".
Kym prienik a zjednotenie mnozin st komutativne mnozinové operacie, rozdiel mnozin
komutativny nie je; vo vSeobecnosti A — B # B — A. Existuje vSak modifikacia rozdielu
mnozin, ktora je komutativna—tzv. symetrickd diferencia mnoZin.

Definicia 2.8. Nech su A, B lubovolné mnoZiny. Symetrickou diferenciou mnozin A, B
budeme nazyvat’ mnoZinu mnoZinu vsetkych prvkou, ktoré patria prdve do jednej z mnozin
A, B:

AAB ={x|[(x € A)&(x € B)] V [(x € B)&(x & A)l}.

Ak vyuzijeme definicie prieniku a zjednotenia mnozin, mézeme vyjadrit symetricku
diferenciu strucnejsie takto:

AAB = (A—B)U(B—A).

Vennove diagramy zjednotenia, prieniku, doplnku, rozdielu a symetrickej diferencie
mnozin su uvedené na obrazku ??.

2.3 Abeceda, slova a jazyky

Skor ako prikro¢ime ku skiimaniu vlastnosti mnozZinovych operacii, zavedieme niektoré
$pecialne mnoziny, ktoré sa casto pouzivaju v informatike.

Lubovolnud koneénu neprazdnu mnoZinu ¥ = {aj,...,a,} budeme nazyvat abece-
dou. Prvky abecedy L nazyvame symbolmi alebo znakmi abecedy ¥. Postupnost’ znakov
abecedy X nazyvame slovom nad abecedou ¥. Nech je v slovo nad abecedou X, potom
vyrazom A(v) budeme oznacovat dl3ku slova v; t.j. poéet znakov (abecedy X) v slove v.
Ak slovo v predstavuje nekonec¢nu postupnost’ znakov, hovorime, Ze slovo v je nekonec¢né.
V opaénom pripade je slovo v konecné. Délezitym Specidlnym pripadom je slovo, ktoré
nema jediny symbol; takéto slovo sa nazyva prazdnym slovom, oznacuje sa symbolom ¢
a ma nulova diiku; t.j. Ale) =0.

Nech st u = ajay...ay; v = biby...b;, dve slova nad (nejakou) abecedou X. Po-
tom slovo uv = aja,...axbiby...bn, ktoré dostaneme tak, Ze za slovom u napiSeme
sprava slovo v je podla definicie slova tiez slovom nad abecedou L. Slovo uv sa nazyva
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zretazenim (konkatendciou) slov u,v a vytvaranie zretazenia slov sa nazyva operaciou
zretazovania. VSimnite si, Ze ak su slova u,v rozne, uv # vu, t.j. operacia zret'azo-
vania nie je vo vSeobecnosti komutativna. Nech u = aja;...ax. Lubovolna postup-
nost znakov aiai;1...a;, kde 1 < 1 < 1 < k sa nazyva podslovom slova u. Slovo
aiaz...a, L <k sanazyva pociatoénym podslovom(prefixom) a slovo ajai;q...ax, 1 <1
sa nazyva koncovym podslovom (sufixom) slova u. Znaky v slove mozno aj preuspo-
riadat’. DoleZitym pripadom preusporiadania znakov je otocenie slova: zrkadlovym obra-

zom slova u = aj ...a, nazveme slovo uR = a,, ... a;

Slova moézu byt prvkami mnozin. Lubovol'nt mnozinu slov nad abecedou X nazveme
Jazykom nad abecedou Y. Okrem beznych mnozinovych operacii nad mnozinami slov
(jazykmi) zavedieme aj operacie s jazykmi odvodené od zretazovania slov. Nech su £, £>
jazyky nad abecedou X, potom £ = £1£; je jazyk nad abecedou X definovany nasledovne:
L={uw | ueLyve Ly Jazyk L sa nazyva zretazenie (konkatendcia) jazykov L1, L>.
Jazyk mozno zret'azovat’ so sebou samym; pre I'ubovolny jazyk £ a Fubovolné éislo k € N/
definujeme:

1. £0={e},

2. LM = kL.
Na zaver uvedieme este dve operacie nad jazykmi, ktoré nam umoznia popisat mnozinu
vSetkych moznych slov, ktoré sa daju vytvorit pomocou operacie zretazovania jazyka.
Nech £ je Tubovolny jazyk, potom jazyky £+ = [JZoL' a L* = US, L' sa nazyvaji
kladnd, resp. nezdpornd iterdcia jazyka £'. Vsimnite si, Ze abecedu £ moZno chapat

aj ako jazyk pozostavajuci zo vSetkych slov diiky 1 nad abecedou X a I* predstavuje
mnozinu vS§etkych slov nad abecedou .

Ilustrujeme teraz zavedené pojmy na prikladoch.

Priklad 2.3. 1. Bindrna abeceda X je lubovolnd dvojprvkovd mnoZina. Znaky bindrnej
abecedy najcastejsie oznadcujeme Cislicami 0,1; £1 ={0,1}.

2. Na zdpis prirodzenych déisel vystacime s abecedou ¥, ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
3. Raciondlne ¢isla mozno zapisat’ v podobe slov nad abecedou X3 =X, J{"+",—", "m4

4. ¥4 ={a,b,c,d, e f, g,i,j,k 1, mn,o,p,q,r,5s,t,v,w x,y,z} je abeceda pozostdvajiica
z malych pismen anglickej abecedy.

5. Abecedu 25 ={A,B,C,D,E,FG,I,]J,K,L, M,N,O,P,Q,R,S, TV,W, X,Y, Z} tvoria vel’ké
pismend anglickej abecedy.

6. T¢=24UZs.

7' Abecedu Z7 = {cx) B)’Y) 6? e’ E) C)ﬂ) 6)8) L) K’)\) I“L)’V) E’) 0)7-[) a)) p) p’ O-) 0—) T’v) q)) (p»X)ll)) w}
tvoria malé pismend gréckej abecedy.

*Pripominame, Ze ¢iarka a tvodzovky nie si symbolmi abecedy L3
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8.

10.

11.

12.

37

Dalsimi ugitoénymi abecedami by mohli byt rozliéné znakové sady, napr. vietky

znaky kédov ASCII. V teorii kédovania budeme casto pracovat’ s abedcedami, ktorych
symboly si prvkami konecénych poli. Tieto symboly budeme zapisovat’ pomocou

prirodzenych ¢isel; Yg = 7, ={0,1,...m—1}.

Slovo 2.78128 je slovom nad X3, ale nie je slovom nad abecedou L.

UkdzZeme, ako mozZno vyuZit uvedené pojmy na formdlnu definiciu niektorych poj-
mov v programovacich jazykoch:

(a) Celé ¢islo mozno definovat’ ako konecéné slovo nad abecedou L3 zapisané v tvare:
[znamienko][¢islical *, kde [znamienko]c {+,—}, [¢islicaJe L5, 1 € N, i >0,
(b) Identifikdtor bude slovo nad abecedou LgUX,, vyhovujiice nasledujiicej schéme:

[pismeno]([pismeno] alebo [¢islical) }, kde [pismeno]c Lg, [éislicale X, i € N.

Zretazenim slov w1 = pismeno a w; = male dostdvame slovd wiw, = pismenomale
a wowq = malepismeno (napr. nad abecedou X4).

Nech je dané slovo w1 = pismeno nad abecedou X4, pociatoéné a koncové podslovd
tohto slova st uvedené v nasledujiicej tabulke:

13. Nech je dané slovo w1 = pismeno nad abecedou L4, zrkadlovy obraz slova wi je

R

prefix sufix
€ pismeno
P ismeno
pi smeno
pis meno
pism eno
pisme no
pismen o}
pismeno €

slovo wy = onemsip nad abecedou Z,.

14.

4. Jazyk L£1L, je uvedeny v nasledujiicej tabulke:

Nech su L1 = {ne,pre,po,vy}, L2 = {mysli, hovor, pis, padni} jazyky nad abecedou

L1/L; | ne pre po vy
mysli | nemysli  premysli pomysli vymysli
hovor | nehovor prehovor pohovor vyhovor
pis nepis prepis popis vypis
padni | napadni prepadni popadni vypadni

15. UvaZujme bindrnu abecedu L, = {0,1}. Uvedieme mnoZiny slov Z]f pre niekolko
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pociatoénych hodndt k.

Iy

{e}

{0,1}

{00,01,10, 11}

{000,001,010,011,100, 101,110,111}

{0000, 0001,0010,0011,0100,0101,0110,0111, 1000, 1001, 1010, 1011, 1100,
1101,1110, 1111}

5 {00000, 00001,00010,00011,00100,00101,00110,00111,01000,01001, 01010,
01011,01100,01101,01110,01111, 10000, 10001, 10010, 10011, 10100, 10101, 10110,
10111, 11000, 11001, 11010, 11011,11100, 11101, 11110, 11111}

AW —-O®

Uloha 2.4. Nech Jje X mnozZina vsetkych ASCII znakov. Definujte ako slovd nad abecedou
r

1. typ REAL,
2. typ INTEGER zapisany desiatkovo aj hexadecimdline,

3. jednoduchy aritmeticky vyraz tvaru (operand,+ operand,), kde operand;, 1 =1,2 je
bud’ ¢islo, alebo identifikdtor.

Uloha 2.5. Ndjdite vsetky prefixy a sufixy slova abeceda.
Uloha 2.6. Zvol’te Jjednoduchy jazyk L a skonstruujte L%, L3.

Uloha 2.7. Nech £ = {a,b}, L1 ={ab, aab}, L, ={a, b, ab}. Zostrojte jazyky

1. L1ULy,
L1N Ly,
L1N E%,

£ings

S N

(LU £2)+ N ):.6,.

2.4 Zakladné mnozinové identity

Tu isti mnozinu mozno zapisat rozliénym sposobom. Pre skiimanie vlastnosti mnozin je
casto vyhodné zapisovat mnoZiny ako vysledok mnozinovych operéacii nad inymi, spravid-
la jednoduchsimi mnozinami. Ale ani vyjadrenie mnoziny pomocou inych mnozin nie je
jednoznacné. Preto sa budeme snazit upravit zapis mnoziny do ¢o mozno najjednoduch-
sieho a najprehladnejsieho tvaru, ktory nam potom umozni dobre pracovat s danou
mnozinou. Na tento ucel budeme pouzivat mnozinové identity. MnoZinova identita v
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podstate predstavuje vyjadrenie tej istej mnozZiny dvoma rozliénymi (pritom ekvivalent-
nymi) spésobmi. Pri praci s mnozinami mame potom moznost’ mnozinu zapisovat tym
sposobom, ktory je pre spracovanie najvyhodnejsi.

Ako budeme postupovat’ pri odvodzovani mnozinovych identit? Najprv vyslovime
niekolko elementarnych tvrdeni o vlastnostiach zjednotenia, prieniku a doplnku mnozin.
VyuZijeme vyrokovy pocet a tvrdenia o rovnosti mnozin budeme formulovat v podobe
vyrokov o prislusnosti prvkov do mnozin. Tieto zlozené vyroky o prislusnosti prvkov
do mnoZin upravime a dokazeme pomocou znamych tautolégii vyrokového poctu a tak
dokazeme platnost’ elementarnych mnozZinovych identit. Potom vyslovime zloZitejSie
tvrdenia o vztahoch mnozin a tieto budeme dokazovat uz pomocou dokazanych mnozi-
novych identit. V nasledujticej vete vyslovime a dokaZeme popri mnozinovych identitach
aj niekolko dolezitych mnozinovych inklazii.

Veta 2.2. Nech si A, B, C Pubovolné mnoZiny. Potom platia nasledujiice vztahy

1. AUA=A (idempotentnost’ zjednotenia)
2. ANA=A (idempotentnost’ prieniku)
3. AUB=BUA (komutativnost’ zjednotenia)
4 ANB=BNA (komutativnost’ prieniku)
5 AU(BUC)=(AUB)UC (asociativnost zjednotenia)
6. AN(BNC)=(AnB)nC (asociativnost prieniku)
7. AUBNC)=(AUB)N(AUC) (distributivny zdkon)
8 An(BuUuC)=(ANnBJU(ANCQC) (distributivny zdkon)
9. (AUB)¢ = (AN B (de Morganov zdkon)

10. (ANB)¢ = (A°UB®) (de Morganov zdkon)

11. (ANB)CA

12. (ANB)CB

13. AC (AUB)

14. B C (AUB)

15. (A9)*=A

16. Anh =0

17. AUD=A

18 ANAc=0

19. AUAC=U

20. AN(AUB)=A (absorbény zdkon)

21. AUANB)=A (absorbény zdkon).
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Dokaz. YV jednotlivych pripadoch mozno postupovat podl'a nasledujicej schémy:

(8) AU(BNC)=(AUB)N(AUC) distributivny zakon

Nech x € AU (BN C), kde x je 'ubovolny prvok;
x€AUBNC)=(xe A)V (x € (BNC)) (definicia zjednotenia);
(xeA)V(xe (BNC))=(xe A)V ((x € B)&(x € C)) (definicia prieniku);

&~ W b=

xeA)V((xeB)&(xeC)=(xeA)V(x e B))&((x € A)V (x € C)) (distributivny
zakon pre konjunkciu a disjunkciu);

5 (x e A)V(x € B))&((x e A)V(x € C)) = (x € (AUB))&(x € (AU C)) definicia
zjednotenia

6. (xe (AUB))&(xe (AUC))=x € (AUB)N (A UC) definicia prieniku

Na vyber prvku x sme nekladli Ziadne obmedzenia. Z toho vyplyva, Ze kazdy prvok x
z mnoziny A U (B N C) patri aj do mnoziny (A UB) N (A UC), a teda

AU(BNC)C (AUB)N(AUC).

Pri dokaze sme pouzivali len ekvivalentné dpravy vyrokov, a teda cely postup mozno
otoCit a dokazat, ze kazdy prvok x z mnoziny (A U B) N (A U C) patri aj do mnoZiny
A U (BN C), ateda plati aj opacna inkluzia

(AUB)N(AUC)CAU(BNC).
Z dokazanych inklizii potom priamo vyplyva pozadovana rovnost’ (identita) mnozin:

AUBNC)=(AUB)N(AUC).

Zovseobecnime uvedeny postup dokazovania mnozinovych identit: vybrali sme 'ubo-
volny prvok x z mnoziny leZiacej na I'avej strane dokazovanej mnoZinovej identity. Vyuzili
sme definicie mnoZinovych operacii a vyrok ,x patri do zlozenej mnoziny“ sme upravili
na zloZeny vyrok, pozostavajuci z jednoduchych vyrokov typu ,x patri do mnoZiny (napr.)
A“. Tento zloZeny vyrok sme upravili vyuzivajic poznatky (tautolégie, pravidla odvode-
nia) vyrokovej logiky. Pri upravach je potrebné uvedomit’ si, ¢i sme pouzili ekvivalent-
né upravy (napr. (p&q) = (q&p)), alebo len ,jednostranné“ upravy (napr. p&q = q).
Zlozeny vyrok sme potom spitne upravili do formy ,,x patri do zloZenej mnozZiny z pravej
strany identity“ pomocou definicii mnozinovych operacii. Ak sme vo vSetkych krokoch
pouzili len ekvivalentné upravy, dokazali sme rovnost mnozin z pravej a l'avej strany
identity. Ak sa vSak v niektorom kroku vyskytla ,jednostranna“ uprava, tak sme dokaza-
li len to, len to, Ze jedna z mnoZin (na l'avej alebo pravej strane) z dokazovanej identity
je podmnozinou druhe;j.

Upravy, ktoré sme pouzili pri dokaze identity (8) neboli prili§ zlozité. pri dalsich
dokazoch preto budeme strucnejsi a budeme vynechavat komentare jednotlivych krokov
dokazu. Dokazeme este jednu mnozinovi inkliziu. Dokaz ostatnych vzt'ahov z tejto vety
ponechavame citatel'ovi ako cvicenie.
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Dokaz inkluzie (AN B) C A:

1. (x€e AnB))=(xec A)&(x € B) (definicia prieniku)
2. (x€A)&(xeB)= (x€A) (tautolégia p&q = p)
3. xe(ANB)= (x € A) (pravidlo sylogizmu (1), (2)).

Ked'Ze tvrdenie plati pre I'ubovolné x, dostavame pozadovanu inklaziu (A N B) C A.
Vsimnite si, pre¢o nemoézeme dokaz otocit’ a dokazat’ rovnost — v 2. kroku dékazu sme
namiesto ekvivalencie pouzili len (jednosmerni) implikaciu. O

Poznamka. Aby sme ziskali predstavu o mnozinovych vztahoch, ktoré mame dokazo-
vat, je vihodné nakreslit pre prislusné mnoziny Vennov diagram.

Uloha 2.8. Ndjdite také mnoZiny A, B, pre ktoré plati A C (AUB), ale zdrovern A # (AUB).

Uloha 2.9. Dokdzte podrobne ostdvajice tvrdenia vety 2.2

Ostava nam preskumat’ este vlastnosti rozdielu a symetrickej diferencie mnozin. V
nasledujuicej vete sa podrobnejsie pozrieme na rozdiel mnozin a v dalSej potom na sy-
metricku diferenciu.

Veta 2.3. Nech sii A, B, C Pubovolné mnoZiny. Potom platia nasledujiice vztahy

1. (ANB)—C=AnN(B—0C),
(ANB)—C=(A—B)n(B—0C),
(AUB)—C=(A—C)U(B—C),
C—(ANB)=(C—A)U(C—B),
C—(AUB)=(C—A)N(C—B),
(A—B)=A—(ANB)=(AUB)—B,
A—(B—C)=(A—B)U(ANC),

© N > vk LN

(A—B)—C=A—(BUC).

Dokaz. Pri dokaze budeme postupovat inaé, ako sme postupovali pri dokaze vety
2.2. Nebudeme vychadzat z definicii mnozZinovych operacii, ale vyuzijeme uz dokazané
mnozinové identity. Budeme sa pridrziavat nasledujicej taktiky: zoberieme ti stranu
rovnosti, ktora vyzera zlozitejsie a ekvivalentnymi ipravami sa ju budeme snazit’ trans-
formovat’ na vyraz lezZiaci na druhej strane identity. Pri mnozinovych tpravach najprv
vyjadrime rozdiel pomocou prieniku a doplnku, podla potreby pouzijeme de Morganove
pravidla, aby sme nahradili doplnok zloZenej mnoziny vyrazom, obsahujicim doplnky
jednoduchsich mnozin, potom pouzijeme distributivny, asociativny, komutativny zakon
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alebo zakony absorbcie a idempotentnosti a upravime vyraz popisujici mnozinu na potreb-
ny tvar. Uvedeny postup uplatnime pri dékazoch identit (1) az (8).

(1) (ANnB)—C = AnNB)NC*=(ANn(BNC*)=AnNn(B-C)

(2) (ANB)—C = (ANB)NC*=(ANCHYN(BNC)=(A-C)n(B—-C)

(3) (AUB)—C = (AUB)NC*=(ANCYU(BNCYY =(A-C)U(B—-C)

4) C—(ANB) = CN(ANB)*=CN(A°UB®)=(CNASU(CNBC =
= (C—A)U(C—-B)

(5) C—(AUB) = CN(AUB)*=CN(A°NB)=(CNAS Y N(CNBS =
= (C—A)N(C—-B)

6) A—(ANB) = ANANB)*=AN(AUBY)=(ANASYU(ANBS) =

PUANBY) =(ANB°) =(A—-B)
(AUB)NB = (ANBYU(bNBS)=(ANBY)UD =
(ANB®) = (A—B)

(6') (AUB)—B

(7) A—(B—C) = ANMBNCY*=AN(B°UC)=(ANBYU(ANC) =
= (A—B)U(ANC)
8) (A—B)—C = (ANBYNC*=ANB*NC)=AN(BUC)*=A—(BUC).

O]

Vsimnite si rozdiely medzi dékazmi viet 2.2 a 2.3. Kym v dokazoch tvrdeni vety 2.2
sme robili (zvacsa) ekvivalentné upravy vyrokov, v dokazoch vety 2.3 sme robili ekvi-
valentné dpravy mnozin. Tento rozdiel si I'udia dost’ casto neuvedomuji a konstruuju
nezmyselné tvrdenia typu x € AV x € B = (A U B), kde sa do rovnosti davaji neporov-
natelné objekty; na jednej strane stoji vyrok (vyrokova forma) a na druhej mnozina.
Pozrieme sa teraz na najzlozitejsiu z doteraz zavedenych mnozinovych operacii, na sy-
metricka diferenciu mnozin.

Veta 2.4. Nech su A, B, C lubovolné mnozZiny. Potom plati

1. AAB=BAA (komutativnost)
2. AAB=(AUB)—(ANB),
3. AA(BAC) = (AAB)AC,

4. rovnica XAA = B md jediné riesenie X = AAB.

Dokaz.

1. Tvrdenie vyplyva priamo z definicie symetrickej diferencie.
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2. Upravime pravu stranu identity

(AUB)—(ANB)=(AUB)N(ANB)*=(AUB)N(A“UB°) =
=((AUB)NAYYU((AUB)NBS) = ((ANAS YU (BNA))U((ANBS)U(BNBS) =
=0UBNAYU(ANBY)UD=(BNA)U((ANB®)=(B—A)U(A—B)=AAB.

3. Doékaz tohto tvrdenia je trocha zdihavy a vyzaduje si pouzitie niekol’kych umelych
krokov. Aby sme sa im vyhli, nebudeme upravovat’ jednu stranu identity na druhq,
ale upravime obe strany identity (ekvivalentnymi dipravami) na ten isty vyraz:

AN(BAC) =[A — (BAC) UI(BAC)—A] =
—[(B-Cu(C-BJJUIl(B-CJU(C-B)l]-Al =

(A

=[ANIBNCHU(CNBY)TUIIBNCHU(CNBI)INA] =
=[AN[BNCY*N(CNBY)NU[BNCHYU(CNBY)NAS] =
=[AN[B°UC)N(CUB)JUBNC NAYYU(CNB NA®) =
=[AN[[BUC)NCHIUBUC)NB)JUBNC NAS)U(CNB NA®) =
=AN[BNCHU(CNCHYIU[B NB)U(CNB)JUBNC NAS)U(CNB NAS) =
=(ANB*NCYHYUANCNB)UBNC NASY U (CNB NAS) =

= (

ANB NCYUANBNCIU(A°NBNCYU (A NB NC)

Teraz upravime pravu stranu identity (3). Mohli by sme postupovat presne tak,
ako pri upravach Favej strany. UkazZeme si vSak postup, ktory sa v matematike
v rozliénych obmenach ¢asto pouziva. Skdsime vyuzit uz dokazané identity a pre-
viest’ ulohu—upravu vyrazu (AAB)AC —na tdlohu, ktord sme uz vyriesili. Symet-
ricka diferencia je komutativna (identita (1) vety 2.3), a preto plati rovnost’:

(AAB)AC = CA(AAB).

Pred chvilou sme vSak upravovali vyraz AA(BAC), ktory sa na vyraz (AAB)AC
vel'mi podoba a dospeli sme k vyrazu

AA(BAC) = (ANB NCYYU(ANBNC)U(ASNBNCS)U(ASNBENC).

Teraz uz stac¢i len dosadit A «+— C, B «— A, C « B do predchadzjiceho vyrazu a
dostavame

CAAAB)=(CNANBYYU(CNANB)U(C NANBY)U(C*NANB)
Da sa l'ahko vidiet, Ze vyrazy pre AA(BAC), (AAB)AC sa zhoduja.
4. Najprv dokazeme, Ze mnozina A/AB je rieSenim rovnice XAA = B:
(AAB)AA = AA(AAB) = (AAA)AB =(0AB =B.

Pri dpravach sme postupne vyuzili komutativnost a asociativnost’ symetrickej di-
ferencie. Teraz ukazeme, Ze rieSenie X = AAB je jediné. Pouzijeme dokaz sporom.
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Budeme predpokladat, Ze existuje mnozina Y # X, pre ktoru plati YAA = B. Spoci-
tame symetricku diferenciu mnozin

(XAA)A(YAA) = XAAAYAA = XAYAAAA = XAY.

Na druhej strane,
XAY = BAB = ().

To znamena, Ze X =Y ¢o je hladany spor, ktory dokazuje nase tvrdenie.

O]

Vytvorili sme si dost’ Siroky repertoar mnozinovych identit a ziskali uz isté skisenos-
ti s dokazovanim rovnosti mnozin. Aby sme dokazali, Ze nejaké dve mnoziny st vo vzt'ahu
inklizie sme vSak museli namahavo dokazovat), Ze kazdy prvok prvej mnoziny (podm-
noziny) je aj prvkom druhej mnoziny (nadmnozZiny). Nasledujica veta ukazuje, ako
mozno dokazovanie mnozinovej inklizie previest na overovanie rovnosti mnozin.

Veta 2.5. Nech su A, B Pubovolné mnozZiny, podmnoZiny univerzdlnej mnoZiny U. Potom
st nasledujtice vyroky ekvivalentné

1. ACB,

2. ANB=A,

3. AUB =B,

4. A—-B =0,

5. A°UB =,
6. AAB =B —A.

Dokaz. Mame dokazat, Ze I'ubovolné dve z tvrdeni 1 az 6 sa ekvivalentné. To zna-
men4, Ze potrebujeme dokazat bud (g) = 15 ekvivalencii, alebo 6 x 5 = 30 implikécii.
Ukazeme, ako sa d4a dokazovanie velkého poctu ekvivalencii optimalizovat. Budeme
postupne dokazovat platnost implikacii (1) = (2) = (3) = (4) = (5) = (6) = (1); platnost’
ostatnych implikacii odvodime potom pomocou pravidla sylogizmu. Napriklad dokaz ek-
vivalencie (2)= (6) prevedieme na dokaz implikacii (2) = (6) a (6) = (2):

(2)=(3),3) = (4),(4) = (5),(5) = (6)
(2) = (6)

(6) = (1),(1) = (2)
(6) = (2)

V oboch pripadoch sme pouzili pravidlo sylogizmu. Pristipime teraz k dékazu vety 2.5.

1. (1) = (2). Predpokladame, ze A C B a za tohoto predpokladu potrebujeme dokazat’
dve inkluzie:
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(a) ANB C A. Podl'a vety 2.2 tato inkluzia plati pre 'ubovolné mnoziny A, B.

(b) A C (AN B). Platnost tejto inklizie dokazeme sporom. Predpokladame, Ze
A C B a sucasne neplati A C (A N B). RozpiSeme druhy predpoklad:

~AC(ANB)=
=-Vx[x€A)= (x€e ANB)l=Ix—[(x € A) = (x € A)&(x € B)] =
=Ix[(x € A)&[(x e A)&(x € B)] = Ix[(x € A)&[(x € A) V (x € B)
=Ix[(x e A)&(x € A)V (x € A)&(x € B)] = Ix[(x € A)&(x € B)].

Predpokladali sme v8ak, ze A C B, t.j. Ze Vx[(x € A) = (x € B)]. Predpoklad
je v spore s odvodenym tvrdenim Ix[(x € A)&(x ¢ B)]. To znamend, ze musi
platit A C (AN B).

2. (2) = (3). Predpokladame, zZe plati A N B = A. Potom vsak
AUB=(ANB)UB=B.

Vyuzili sme predpoklad, vyjadrili mnozinu A v tvare prieniku (A N B) a potom
pouzili zakon absorbcie z vety 2.2.

3. (3) = (4). Budeme postupovat podobne ako v predchadzajicom pripade. Predpo-
kladame, Ze plati A UB = B. Potom

A-B=A—-—(AUB)=AN(AUB)*=AN(A°NB°) = (ANA°)NB=0.

4. (4) = (5). Vyuzijeme identity (16) a (17) z vety 2.2.

ACUBUP = A°UBU(A—B) = A°UBU(ANB®) = (AC‘UBUA)N(AUBUB®) = UNU = U.

5. (5) = (6). Tuto implikaciu dokazeme sporom. Predpokladame, Ze plati AU B = U.
Vo v§eobecnom pripade AAB = (A —B)U (B — A). Ak ma platit AAB = (B — A),
mnozina A — B musi byt prazdna. Predpokladajme, Ze tomu tak nie je, t.j. Ze
A — B # (. To vSak znamena, Ze existuje prvok, ozna¢me ho a, a € A — B. Potom
a € ANB€. Prvok a nepatri do mnoziny B, ani do mnoziny A€, a teda nemoéze patrit’
ani do zjednotenia tychto dvoch mnozin: a ¢ (A€ U B). Ale podla predpokladu
A€UB = U a to znamena, Ze a ¢ U. Spor.

6. (6) = (1). Opat pouzijeme dokaz sporom. Nech AAB = (B—A) a su¢asne —(A C B).

To znamena, Ze existuje prvok a € A, ktory nepatri do B; tj. a € A — B. Potom
a € (AAB) ale a ¢ B— A. To znamena, ze AAB # (B — A), spor.

Poznamky.
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1. V dokazoch tvrdeni predchadzajicej vety sme niekolkokrat vyuzili nasledujici
myslienkovy postup: Vo vSeobecnom pripade platilo nejaké tvrdenie—napriklad
AAB = (A —B) U (B — A). Prijali sme nejaké d’'alSie predpoklady (ACUB = U) a
dokazali sme S$pecidlny pripad vSeobecného tvrdenia; AAB = (B — A). Musime si
uvedomit’, Ze vo v§eobecnom pripade vztah AAB = (B— A) neplati; jeho platnost’ je
podmienena platnost'ou d’alsieho tvrdenia (AU B = U). Na to si treba davat’ pozor
najmé pri dokazoch zlozitejsich tvrdeni, ked uz nemusi byt zrejmé, aké predpo-
klady platia. V opacnom pripade sa stane, Ze sa budd pouzivat tvrdenia, ktoré za
danych predpokladov nie su pravdivé.

2. Negacia tvrdenia A C B je ekvivalentna tvrdeniu, Ze existuje nejaky prvok, o-
znacme ho tentoraz x, ktory patri do mnoziny A a nepatri do mnoziny B; t.j. x €
A —B. Podobne mozno negéciu tvrdenia A = B formulovat aj tak, ze AAB # (), resp.
Ze existuje prvok x € AAB.

3. Namaha, ktord sme vynalozili pri dokazovani vlastnosti symetrickej diferencie vo
vete 2.3 sa nam vrati, ked mame upravovat zlozité vyrazy obsahujice operatory
symetrickej diferencie. Napriklad beznadejne vyzerajuici vyraz

((AAB)A(CA(DAA)AB)A(CAB))A((AAB)A(CADA(AAC)))
upravime za niekolko sektund, ak si uvedomime, Ze symetricka diferencia

e je asociativna (mo6zeme zrusit zatvorky),
e je komutativna (méZeme zmenit poradie operandov);

e a pre 'ubovolni mnozinu X plati XAX = (.
To znamena, Ze staci spocitat, kol'kokrat sa ktory operand vo vyraze vyskytuje a
do vysledku uviest’ len tie, ktoré sa vo vyraze vyskytujui neparny pocet krat. Pozor!
Plati to len v pripade, ak vyraz neobsahuje iné operatory, ako operatory symetrickej
diferencie. V nasom priklade sa vo vyraze mnozina A vyskytuje 4-krat, B—4-krat,
C—4-krat,CD—2-krat; t.j. vysledkom je prazdna mnozina.

Uloha 2.10. Zapiste formdlne negdcie tvrdeni A C B, A = B a presvedéte sa o pravdivosti
predchddzajiicej pozndmky.

Uloha 2.11. Dokdste zostdvajucich 24 implikdcii vety 2.5.

Pomocou vety 2.5 'ahko dokaZeme niekol'ko uzitocnych tvrdeni.

Veta 2.6. (Nech su A, B, C Pubovolné mnoZiny. Potom

1. inkluzia C C A N B plati prdve vtedy, ak C C A a C C B;

2. inklizia A UB C C plati prdve vtedy, ak CA C Ca B C C.
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Dokaz. Vetu moZno dokazat viacerymi spdosobmi. Skor, ako ju zaéneme dokazovat,
vSimnime si, ak4 je logicka struktura jej tvrdeni. Aby sa to dalo Iahsie rozlisit’, oznac¢me
vyrokovymi premennymi elementarne vyroky z ktorych zloZzené tvrdenia pozostavaju:

p vyrok C C AN B,
q virok CC A,
r vyrok C C B,

s vyrok A, B, C st I'ubovolné mnoZiny.

Analogicky by sme mohli popisat elementarne vyroky, z ktorych pozostava druhé tvrde-
nie. Prvé tvrdenie potom mozno schematicky zapisat’ takto:

s
P = (q&r)

(v ,citateli“ je uvedeny predpoklad a v ,menovateli“ tvrdenie, ktoré treba dokazat'.)
Tvrdenie, ktoré mame dokézat, ma tvar ekvivalencie. Dokazat ekvivalenciu znamena
dokazat’ dve implikacie (a tym zaroven aj ich konjunkciu):
s
p = (a&), (q&r) = p’

Prikro¢ime k samotnému dokazu prvého tvrdenia. Implikaciu p = (q&r) dokazeme
sporom. Budeme predpokladat’ platnost predpokladov s,—(p = (q&r)); t.j. p&—(q&r).
Nechteda CC AnNnBa—((CC A)&A C B)). To znamena, ze plati tvrdenie

—((C C A)V—(C C B)), a teda existuje prvok a € C—A alebob € C—B% Kedze C—A C C,
C—B C CaC C ANB, potom musi byt aj mnozina C — A podmnozinou A N B a rovnako
C — B € AnB. Kam vsak bude patrit’ prvok a (resp. b)? Prvok a nepatri do mnoziny A,
a teda nemoze patrit ani do mnoziny A N B (analogicky prvok b). To v§ak znamena, zZe
mnozina C nemoéZe byt podmnoZinou mnozZiny A N B. Spor.

Druhu implikaciu, (q&r) = p dokazeme priamo. Nech plati C C A, C C B. Pouzijeme
tvrdenie (2) vety 2.5 a dostavame CN A = C, CN B = C. Potom vSak plati

(ANB)NC=ANn(BNC)=AnC=C.
Posledné tvrdenie je vsak podla vety 2.5 ekvivalentné s tvrdenim C C A N B.

Druhé tvrdenie sa dokazuje analogicky, a preto jeho dékaz prenechavame Citatel'ovi.

O

Dalsie doélezité mnozinové vztahy uvadzame v cviceniach. Odpordcame preto Ci-

tatelovi, aby cvicenia vyriesil. Pripominame, Ze symboly A, B, C, resp. A1,A), ..., An;
B4,..., B, oznacuju v nasledujucich cviceniach 'ubovolné mnoziny.

Stvrdenie m4 tvar disjunkcie, ktord je pravdiva ak nastane ktorykolvek z nasledujicich pripadov:
e existuje prvok a € C — A ale neexistuje prvok b € C — B;
e existuje prvok b € C — B ale neexistuje prvok a € C — A;
e existujd dva rézne prvkya € C— A ab e C—B;
e existujeprvokae C—AabeC—-B;a=hb.
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Uloha 2.12. Dokdzte druhé turdenie vety 2.6.
Uloha 2.13. Dokdzte vetu 2.6 priamo a nepriamo.

Uloha 2.14. Ak A C B, tak pre Pubovolni mnoZinu C plati

1. AUCCBUC,

2. ANCCBNC,
3. BSC AS,
4 A—CCB-C,

5. C—-BCC—A.
Uloha 2.15. Uréte, v akom su vztahu mnoZiny AAC, BAC, ak A C B.

Uloha 2.16. Ndjdite mnoZiny, pre ktoré platia nasledujiice vztahy:
AUB=AUC, B#C.
V akom vztahu musia byt mnoziny A, B, C, aby platila rovnost AUB =AU C?

Uloha 2.17. Zndzornite pomocou Vennovych diagramov mnoZiny, spl’ﬁajdce nasledujtice
podmienky

1. AUBCAUC, BZC,

2. ANBCANC, BZC,

3. AUB=CUB, A#C(,

4. AnB=CnB, A=#C,.
Uloha 2.18. Dokdste, A UB = () Ze prdve vtedy, ak A =, B = ().
Uloha 2.19. Ak A; C A, By C B tak

AjUB1 CAUB;, A1NBi CA;NB,.

Uloha 2.20. Rovnost’ A U (BN C) =(AUB)NC plati prdve vtedy, ak A C C.
Uloha 2.21. Rovnost (AUB) = AN C plati prdve vtedy, ak B C A C C.
Uloha 2.22. Ak existuje takd mnozZina X, Ze ANX=BNXa AUX=BUX, tak A =B.
Uloha 2.23. Nech A1U A, = By U By; zistite, ¢i musi platit A1 =By, Ay = Ba.

Uloha 2.24. Dokdste, e nasledujiice tvrdenia su ekvivalentné

1. AUB=AUC=BUCa
2. ACBUC,BCAUC, CCAUB.
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Uloha 2.25. Dokdzte, e nasledujiice tvrdenia su ekvivalentné

1. ANB=ANC=BNC,
2. ANCCB,BNCCA, ANBCC.

Uloha 2.26. Dokdste ekvivalenciu nasledujiicich podmienok

1. A=B=C,
2. ACBNC,BCANC, BCCANB,
3. AUBCC, AUCCB,BUCCA.
Uloha 2.27. Nech A C U, B C U Urcte vsetky mnoziny X C U, pre ktoré plati (nie
sucasne):
1. AUX =B,
2. AnX=B.
Uloha 2.28. (A = B) = (A° = B®).
Uloha 2.29. (A —B)UB = A UB.
Uloha 2.30. Dokdste, e rovnost A —B = A plati prdve vtedy, ak ANB = (.
Uloha 2.31. Ak A C B tak rovnost B— A = B plati prdve vtedy, ak A = ().
Uloha 2.32. (A —B)—~C=(A—C)-B.
Uloha 2.33. (ANB)—(ANC)=AN(B-C).
Uloha 2.34. (A—C)—(B—C)=A—(BUC).
Uloha 2.35. AU(B—C)=(AUB)— (C—A).
Uloha 2.36. AUB=(A—B)U(B—A)U(ANB)
Uloha 2.37. Rovnost (A UB) — B = A plati prdve vtedy, ak (AN B) = 0.
Uloha 2.38. Inklizia A — B C C plati prave vtedy, ak A — C C B.
Uloha 2.839. Rovnost A — B = A U B plati prdve vtedy, ak B = 0.

Uloha 2.40. Nasledujtice tvrdenia su ekvivalentné

1. A—BCA-C,
2. AnNCCANB.
Uloha 2.41. Inklizia A—C C B — C plati prdve vtedy, ak A C BU C.

Uloha 2.42. Rovnost A/AB = A plati prdve vtedy, ak B = (.
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Uloha 2.43. Rovnost AAB = () plati prdve vtedy, ak B = A.

Uloha 2.44. Rovnost AAB =A UB plati prdve vtedy, ak AN B = ().

Uloha 2.45. Rovnost AAB = AN B plati prdve vtedy, ak A = B = ().

Uloha 2.46. Rovnost AAB = AAC plati prdve vtedy, ak B = C.

Uloha 2.47. AN (BAC) = (ANB)A(ANC).

Uloha 2.48. AAB)A(ANB) =A UB.

Uloha 2.49. (AUC)A(BUC) = (A —C)A(B—C).

Uloha 2.50. (A —C) C (A—B)U (B~ C).

Uloha 2.51. (AAC) C (AAB) U (BAC).

Uloha 2.52. Dokdste (i napriklad matematickou indukciow) nasledujiice identity (n > 1):
1. AjU- - UAL= (A1 =AU UAn g — A U(An— AU (AT N NAY),
2. AMfU---UAL=A1UA—A))UA3— (ATUA)IU- - U[AL—(ATU---UAL 1)L

Uloha 2.53. Vyjadrite ostatné mnoZinové operdcie pomocou uvedenych operdcii, alebo

ukdzte, Ze sa to nedd:

1. {u,c},
2..{n,c},
3. {n,u},

4. {U,A}.

2.5 Poten¢na mnozina

Videli sme, Zze mnoZiny mozu byt prvkami inych mnozin. To na prvy pohlad otvara
nepreberné moznosti vytvarania novych mnozin (napr. mnoZina, ktorej prvkami sa
mnoziny mnozin a podobne). Na druhej strane, Russelov paradox (,mnozina“ vSetkych
mnozin) nas nabada k opatrnosti pri vytvarani prili§ volne definovanych velkych ,mno-
zin“. Asi najjednoduchsie by bolo obmedzit sa na mnoziny s jednoduchymi, ,nestruk-
tirovanymi“ prvkami. V matematike sa vSak nezaobideme bez mnozin, ktorych prvka-
mi sd mnoziny (napriklad univerzdlna mnozina). Aby sme sa pri tom vyhli podobnym
problémom ako je Russelov paradox, budeme pracovat’ s mnozinami, ktoré sa vytvaraja
dobre definovanym sposobom. ,,Velkou“ mnozZinou mnoZin, ktora moéze poslizit ako uni-
verzalna mnozina s prvkami ktorej sa da bezpecne pracovat), je tzv. potenénd mnozina.
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Definicia 2.9. Nech je dand mnoZina M. Potenénou mnozZinou mnoZiny M nazyvame
mnoZinu vSetkych podmnoZin mnozZiny M:

P(M) = (XIX € M.
Priklad 2.4. Nech M = {1,2}, potom P(M) = {0,{1},{2},{1.2}}.

Zda sa, Ze poten¢na mnozina ma podstatne viac prvkov, ako pé6vodna mnozina. Tuato
hypotézu podporuje poznanie, Ze pre kazdy prvok x pévodnej mnoziny obsahuje poten¢na
mnozina jednoprvkovd mnozinu {x}, prvok x sa vyskytuje aj v dvojprvkovych, trojprvko-
vych mnozinach,...potentnej mnoziny. V pripade kone¢nych mnozin budd potencné
mnoziny omnoho ,vaésie“, ale stale budd mat’ koneény poéet prvkov. Stidium potenénych
mnoZzin nekone¢nych mnozin si vyziada trochu silnej$i aparat a povedie k zaujimavym,
pre niekoho mozno aj prekvapujiucim vysledkom. Ponechajme teraz bokom mnozZiny
s nekoneénym poctom prvkov a uvazujme len potenc¢né mnoziny koneénych mnozin.
Predpokladajme, Ze skimana mnozina A je (napr.) n-prvkova. Aj ked v mnozine nezalezi
na poradi prvkov, predpokladajme, Ze tentoraz sdi prvky mnoziny nejakym spésobom us-
poriadané A = {ay,..., a,}. Kazda podmnozZina mnoziny A sa da jednoznacne zadat’ tym,
Ze povieme, ktoré prvky z A do podmnoziny patria, a ktoré nie. (Neskor zavedieme pojem
charakteristickej funkcie mnoziny, teraz nam vsak pdjde len o urcenie poctu vsetkych
podmnozZin danej mnoziny, a preto sa uspokojime s jednoduch8ou charakterizaciou pod-
mnozin.) KaZdej podmnoZine B mnoZiny A priradime binarny vektor diiky n. Tento
vektor bude mat na i-tom mieste 1, ak a; € B a 0, ak a; € B. Je zrejmé, Ze kazdej
podmnoZzine prislicha prave jeden takyto binarny vektor, a teda vsetkych podmnozin
n-prvkovej mnoziny je tol'ko, ako binarnych vektorov dfiky n. A tych je 2™. Ilustrujme
si tento poznatok na priklade.

Priklad 2.5. Nech M = {1,2,3}, potom potenénd mnozina P(M) md 23 = 8 prvkov.
Jednotlivé podmnoZiny a im zodpovedajiice bindrne vektory st uvedené v nasledujiicej
tabulke.

0 000
{ar} 100
{az} 010
{as) 001
{CI], az} 110
{(1], a3} 101

{az, a3} 011
{a1,az,a3} 111

Praca s mnozinami mnozin bude spoc¢iatku trocha narocnejsia, ako skimanie mnozin
s jednoduchymi prvkami. Treba sa naucit’ rozliSovat’ prvok (x), jednoprvkovd mnozZinu
obsahujicu dany prvok ({x}), mnozinu, ktorej prvkom je mnozina obsahujica dany pr-
vok( {{x}}). Ked naviac do jednej mnoziny ddme prvky, mnoziny prvkov, mnoziny mnozin
prvkov, dokazovanie vlastnosti takejto mnoziny moze byt dost’ narocné. Nazornym pri-
kladom si mnoziny () — prdazdna mnozina, {()}, ¢o je jednoprvkovd mnozina, obsahu-
juica ako prvok prazdnu pmnozinu, {}),{}}} ¢o je dvojprvkovd mnoZina, ktorej prvkami
su prazdna mnoZina a mnozina {()}, atd. Treba sa naucit’ dobre poéitat, kol'ko mnoZi-
novych zatvoriek je ,,okolo“ jednotlivych prvkov mnoziny a rozliSovat’ urovne jednotlivych



52 KAPITOLA 2. ZAKLADY TEORIE MNOZIN

prvkov. Verime, Ze rieSenie nasledujucich uloh o potenénych mnoZinach v tom citatelovi
pomoze.

Uloha 2.54. Zostrojte potencné mnoZiny nasledujiicich mnoZin.:

1. 0,
2. {0},
3. {0,{0},
4. {a},
5. {a,b,{a}}.

Niektoré vztahy medzi mnoZinami sa prenasaju aj do vztahov medzi ich potenénymi
mnozZinami.

Priklad 2.6. Nech A C B, potom P(A) C P(B). DokdZeme toto tvrdenie. Nech je X
lubovolnd mnozina, takd, Ze X € P(A). Z definicie potenc¢nej mnoZiny vyplyva, Zze X C A.
Ked’2e A C B, plati X C B. Opdt vyuZijeme definiciu potencénej mnoZiny a z poslednej
inklizie odvodime, 2e X ¢ P(B). To znamend, Ze P(A) C P(B). UkdZeme, e ak A C B
a A # B, tak P(A) # P(B). Z predpokladov A C B a A # B vyplyva, Ze existuje prvok
y € B— A. Potom {y} € P(B), ale {y} € P(A). Tym sme dokdzali, Ze ak je inklizia
medzi mnozZinami A, B ostrd, bude zodpovedajiica ostrd inklizia aj medzi ich potenénymi
mnoZinami.

Dokazte nasledujice tvrdenia
Uloha 2.55. P(A)NP(B) = P(ANB)
Uloha 2.56. P(A)UP(B) C P(AUB)

Uloha 2.57. Zistite, za akych podmienok sa inklizia v predchddzajiicej tilohe meni na
rovnost.

Uloha 2.58. Tlustrujte vztahy v tlohdch 2.55 a 2.56 na konkrétnych mnozindch

Uloha 2.59. Co sa dd povedat’ o potencénych mnoZindch mnozin, ktoré maju tvar doplnku,
rozdielu a symetrickej diferencie mnoZin (P(A€)), P(A —B)),P(AAB)) ?

Poznamka. V tejto kapitole sme neformélne popisali zakladné mnoZinové pojmy. Uro-
ven poznania, ktoré sme ziskali, by mala postacovat na to, aby citatel mohol uspesne
vyuzivat mnozinové pojmy pri rieSeni vacSiny matematickych dloh. Existuju vSak aj
problémy, na ktoré intuitivna (naivna) teéria mnozin nestaci. Niektoré z nich rozoberame
podrobnejsie v kapitole 8, historickému pohladu na vyvoj teérie mnozin je venovana cast’
8.9.



Kapitola 3

Usporiadana dvojica a
karteziansky sucin

V predchadzajucej kapitole sme Studovali vlastnosti mnoZin a vzt'ahy medzi mnozinami
bez toho, aby sme sa zamyslali nad tym, ¢i sd mnoZiny ,amorfné“, alebo maju nejaka
vnutornd Struktiru. V matematike a najmi v informatike budeme ¢asto pracovat s
mnozinami, ktorych prvky budeme potrebovat porovnavat, usporadivat, rozdelovat do
disjunktnych tried, zoskupovat’ podla nejakych kritérii, popisovat vzt'ahy medzi prvka-
mi i hladat’ koreSpondenciu medzi rozlicnymi mnozinami. Aby sme mohli studovat také-
to ,Strukturované“ mnoziny, potrebujeme si vytvorit vhodny matematicky aparat. V
tejto kapitole zavedieme dva kl'acové pojmy; usporiadand dvojica a kartezidnsky suéin,
ktoré nam neskér umoznia matematicky korektne definovat zloZitejsie (a dufajme, Ze
aj zaujimavejsie) objekty, ako boli doteraz preberané ,jednoduché“ mnoziny; relacie a
zobrazenia.

3.1 Usporiadana dvojica

Ked sme zadavali mnoZinu vymenovanim prvkov, nezalezalo na tom, v akom poradi boli
prvky v mnozine uvedené. T1 istd mnozinu' bolo vo v§eobecnosti mozné zadat réznymi
sposobmi; napr. {a,b,c} ={b,c,a} ={c, a,b}.

V mnohych pripadoch vsak poradie prvkov v mnozine je podstatné. Tak napriklad
zapis 5.8.2003 sa da intepretovat ako 5. august 2003, ale aj 8. maj 2003 v zavislosti na
tom, ktoré ¢islo interpretujeme ako mesiac a ktoré ako den.

Pevné poradie koneéného? poétu prvkov mozno stanovit ich vyjadrenim vo forme tzv.
usporiadanej n-tice. Postupnost’ prvkov

af,...,0n n>2,

taspon dvpojprvkovi
*Usporiadat sa d4 aj nekoneény poéet prvkov. Tym sa vSak budeme zaoberat’ az v kapitole 8.

53



54 KAPITOLA 3. USPORIADANA DVOJICA A KARTEZIANSKY SUCIN

udeme nazyvat usporiadanou n-ticou (vektorom) prvkov a oznacovat’ symbolicky vyra-
zom (aj,..., an). Prvok a;, i = 1,...,n budeme nazyvat i-tym prvkom usporiadanej
n-tice. Pripomenieme este, Ze prvky usporiadanej n-tice nemusia byt navzajom rézne.
Intuitivne je jasné, Ze dve usporiadané n-tice sa rovnaju prave vtedy, ak sa rovnaju zod-
povedajuce prvky tychto n-tic:

(a1,...,an) = (b],...,bn) = (a1 :b1)&...&(an:bn).

V predchadzajicej kapitole (Russellov paradox) sme videli, Zze na intuitivnych pred-
stavach sa nedaju spolahlivo stavat matematické teérie. Nasa ,definicia“ usporiadanej
n-tice sa opierala o zatial nedefinovany pojem postupnosti. Aby sme tento nedostatok
odstranili, definujeme korektne pojem usporiadanej dvojice pomocou mnoZin a potom
pomocou usporiadanej dvojice zavedieme aj pojem usporiadanej n-tice.

Definicia 3.1. Nech su a,b prvky nejakej mnoziny A. Usporiadanou dvojicou prvkov a,b
budeme nazyvat’ mnoZinu {{a},{a, b}}. Usporiadani dvojicu prvkov a,b budeme oznaco-
vat vyrazom (a,b); pricom prvok a budeme nazyvat prvym prvkom a prvok b druhym
prvkom usporiadanej dvojice (a,b).

Skor ako pouZijeme usporiadanud dvojicu na zavedenie usporiadanej n-tice, musime
ukazat korektnost definicie.

Veta 3.1. Usporiadand dvojica (a,b) sa rovnd usporiadanej dvojici (c, d) prdve vtedy, ak
a=c,b=d.

Dokaz. Je zrejmé, ze ak a = ¢, b = d, tak {a} = {c}, {a,b} = {c,d} a potom aj
{{a}{a,b}} ={{c},{c,d}}; tj. (a,b) = (c,d).

Dokazeme opac¢nu implikdciu. Budeme rozlisovat’ dva pripady:

1. a = b; v tomto pripade (a,b) = (a,a) = {{a},{qa, a}} = {a}}. Ak (a,a) = (¢, d), tak
potom {{c},{c, d}} = {{a}}; a to znamena, Ze {c} = {a}, resp. ¢ = a a {c,d} = {a}, t.j
d = a. V tomto pripade teda a = b = ¢ = d a tvrdenie plati.

2. a # b. Mame dokazat rovnost dvoch dvojprvkovych mnozin. Teoreticky mozu
nastat’ tieto moznosti.

(a) {a} ={c},{a, b} = {c}. Z druhej rovnosti vSak vyplyva, Ze a = b = c, ¢o je spor s
predpokladom a # b.

(b) {a} ={c,d}. Vtedy a = c = d, ale to znamena4, ze {a,b} ={c},atedaaja =b =,
Co je spor s predpokladom a # b. Zostava nam posledna moznost’

(¢) {a} ={c},{a,b}={c,d}. Akbysab # d, potom d =a =c, atedab = d, spor. To
znamena, Zze b = d a tvrdenie je dokdzané.

O

Uloha 3.1. Ak by sme usporiadani dvojicu (a,b) definovali vzfahom (a,b) = {a, b}, veta
3.1 by neplatila. Dokdzte!
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Uloha 3.2. Ako vyzerd mnoZinovd reprezentdcia usporiadanej dvojice (a, a)?

Tak ako sme uz naznacovali, pojem usporiadanej dvojice moZeme zovSeobecnit’ a za-
viest’ pomocou usporiadanej dvojice aj pojem usporiadanej n-tice.

Definicia 3.2. Pre Pubovolné prirodzené n > 1 nazveme usporiadanou n-ticou mnozZinu

1. (a1, az) ={{ait{a, az}},
2. (a7,...,an) = ((a7,...an_1),an) n>2.

Uloha 3.3. Vyjadrite usporiadant trojicu (a,b,c) v podobe mnoziny podla definicie 3.2.

Chvil'u sa este budeme zaoberat’ usporiadanou trojicou (a,b,c). Podla definicie 3.2
(a,b,c) = ((a,b),c). Zaviest usporiadanu trojicu pomocou usporiadanej dvojice mozno
v8ak aj inym spoésobom, napriklad (a,b,c) = (a, (b, c)).

Uloha 3.4. Zistite, & sa mnofinové reprezentdcie usporiadanych trojic, definovanych
podla definicie 3.2 a ako (a,b,c) = (a, (b, c)) rovnaju!

Podstatnu vlastnost usporiadanych n-tic vyjadruje nasledujica veta, ktora je zovseo-
becnenim vety 3.1.

Veta 3.2. Usporiadand n-tica (as, ..., an) sa rovnd usporiadanej n-tici (b, ...,by) prdve
vtedy, ak a1 =bq,...,an = bn.

Dokaz. Vyplyva priamo z definicie 3.2 a vety 3.1, a preto ho ponechavame ¢itatelovi.
O

Poznamka. V d’alSsom sa najcastejsie budeme zaoberat’ usporiadanymi dvojicami.

3.2 Karteziansky sucin

Mnohé dolezité vlastnosti roznych objektov je mozné popisat’ pomocou mnozin uspo-
riadanych n-tic. Napriklad pracovné zaradenie pracovnika v ramci organizacie je mozné
popisat’ pomocou usporiadanej trojice (meno, pracovisko, funkcia); podstatna informéacia
o danovnikovi pre danovy urad sa da zapisat pomocou usporiadanej 7-ice (meno/nazov
danovnika, typ dane, vyska dane, datum, k ktorému ma splnit’ danovd povinnost’, da-
tum podania danového priznania, datum zaplatenia prislusnej dane); register trestov
vydava informaciu v podobe usporiadanej trojice (meno, datum, ma/nema k danému da-
tumu zaznam v registri trestov). V podstate akykol'vek dotaznik s presne definovanymi
moznostami odpovedi na jednotlivé otazky predstavuje usporiadani n-ticu. Aj mnohé
objekty v matematike a informatike méZeme definovat pomocou usporiadanych n-tic
(graf, ako usporiadani dvojicu (mnozina vrcholov, mnozZina hran), kone¢ny automat ako
usporiadanu Stvoricu (vstupna abeceda, mnozina stavov, prechodova funkcia, koncovy
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stav) a pod.) Vytvorime aparat, ktory nam umozni popisat mnoZiny usporiadanych n-
tic a korektne s nimi pracovat. Zavedieme najprv pojem kartezidnskeho siicinu mnozin,
pomocou ktorého budeme z vychodiskovych mnozin vytvarat akuasi zakladni mnoZinu
usporiadanych n-tic, potom preskimame ako zavisia vlastnosti kartezianskeho sucinu
od mnozin, z ktorych sa vytvara. V d’alsich kapitolach sa potom budeme zaoberat’ stu-
diom podmozin kartezianskeho sicinu, relaciami a zobrazeniami (funkciami).

Definicia 3.3. Nech sti A,B dve l'ubovolné mnoziny. Kartezidnskym stuéinom mnozin
A, B nazveme mnoZinu usporiadanych dvojic

A x B ={(a,b);a € A&b € B.

Karteziansky sucin mnozin A,B teda pozostava zo vSetkych usporiadanych dvojic
(a,b), kde prvy prvok usporiadanej dvojice je z mnoziny A a druhy z mnoziny B. Ak
mnoziny A,B neobsahuju prili§ velky pocet prvkov, ich karteziansky sucin je mozné
zadat vypisanim vSetkych usporiadanych dvojic. Aby sme pri vypisovani prvkov karte-
zianskehu sucinu na ziadny prvok nezabudli, je rozumné zapisovat prvky kartezianske-
ho stcinu systematicky. Na to sa da vyhodne pouzit’ obdlznikova tabulka, ktorej riadky
su oznacené prvkami prvej mnoziny A a stlce prvkami druhej mnoZiny kartezianskeho
sufinu, B. Predpokladajme, Zze A = {aj,...,an}; B = {by,...,nn}. Potom sa v policku
tabul'ky leziacom na priese¢niku i-teho riadku a j-teho stipca nachadza usporiadana
dvojica (ai,bj); 1 <i<n, 1 <i<m. Obdi#nikova tabulka s n riadkami a m stipcami
sa nazyva maticou typu n x m. Nech je M matica typu n x m. Priese¢nik i-teho riad-
ku a j-teho stipca matice M nazyvame miestom (prvkom) matice, budeme ho oznacovat’
pomocou usporiadanej dvojice suradnic (i,j). Hodnotou prvku matice nemusi byt len
usporiadana dvojica. Do matice-tabulky moéZeme zapisovat hodnoty z nejakej mnozZiny
napr. C. Hodnotu prvku (i,j) matice M budeme oznacovat’ symbolom m;;. Maticu,
ktorej prvky nadobudaja hodnoty z mnozZiny C budeme nazyvat maticou nad mnoZninou
C; resp. ak je C mnozina celych (realnych) ¢isel, tak M nazyvame celociselnou (realnou)
maticou. Vratme sa k maticovej reprezentacii prvkov kartezidnskeho sd¢inu mnozin
A ={aj,...,an}; B ={by,...,nn}. Tabulka 3.1 predstavuje karteziansky stuc¢in mnozin
A, B v maticovom tvare3

[ by b, ... b |
ar || (ar,b1) (a1,b2) ... (a1, bm)
az | (az,b1) (azb2) ... (a2, bym)
an || (an,b1) (an,b2) ... (an, bm)

Tabulka 3.1: A x B

Uvedieme este niekolko prikladov kartezianskych stucinov réznych mnozin.

Priklad 3.1. 1. Nech A = {1,2,3,4,5}, B = {2,3}. Na obr. 3.1 je graficky zndzorneny
kartezidnsky stucin mnoZin A, B

3 Ak to nepovedie k nedorozumeniu, oznaéenia riadkov a stipcov matic budeme v d’alSom texte vynecha-
vat.
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N ® B
L]
L]
L]
L]
L]

1 2 3 4 5 6

Obrazok 3.1: Karteziansky su¢in mnozin {1,2,3,4,5} x {2, 3}

4

N

.
1

1 2 3 4 5 6
Obrazok 3.2: Karteziansky su¢in mnozin {1,2,3,4,5} x {y e R;2 <y < 3}

2. Nech A = {1,2,3,4,5}, B ={y € R;2 <y < 3. Kartezidnsky sucéin mnozin A,B
obsahuje nekonecny pocet prvkov. Jeho graf je uvedeny na obrdzku 3.2.

3. Nech A={xecR1<x< 5}, B ={y € R;2 <y < 3}. Kartezidnsky stcin mnozin
A, B je mnoZina bodov obdilznika na obr. 3.3.

Poznamka. Definiciu kartezidnskeho suc¢inu dvoch mnoZin mézeme zovSeobecnit
na pripad kartezianskeho st¢inu n mnozin podobnym spésobom, ako sme zovSeobecnili
definiciu usporiadanej dvojice, definicia 3.2. Vystacime vSak s jednoduchs$ou definiciou,
ktora bude vychadzat priamo z pojmu usporiadanej n-tice a vyuzivat zakladnu vlast-
nost’ usporiadanych n-tic (veta 3.2).

Definicia 3.4. Nech st A1,...,An, n > 2lubovolné mnoZiny. Kartezidnsky sti¢in mnozin

= N W

1 2 3 4 5 6

Obrazok 3.3: Karteziansky sti¢in mnozin {x € R;1 <x <5} x{y e R;2 <y < 3}
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A1,...,AnJje mnoZina usporiadanych n-tic:
Al x - xAn={(a7,...,an)]la; € A1&...&a, € Anl
Uloha 3.5. Zistite, ¢i pre kartezidnsky siucin mnozin plati komutativny a asociativny
zdkon; t.j. ¢l
e AXB=BXxA,
e AXx(BxC)=(AxB)xC(C).

Uloha 3.6. Dokdzte alebo vyvrdtte nasledujiice tvrdenia:

1. Ak AxB#0aA xB=CxD, tak potom A =C,B =D.

2. AkC#0Da A x C=B x C, tak potom A = B.

Vychodiskové mnoziny kartezianskeho sti¢inu moézu byt vysledkom mnozinovych ope-
racii nad inymi ,jednoduchymi“ mnozinami. V nasledujicej vete ukazeme suvislosti

medzi kartézskymi suc¢inmi vytvorenymi nad zloZenymi mnozZinami a kartezianskymi
suéinmi, v ktorych vystupujua dané ,jednoduché“ mnoziny.

Veta 3.3. Nech sii A, B, C Pubovolné mnoZiny, potom platia nasledujiice tvrdenia:

1. ak A C B, tak potom pre l'ubovolni mnozinu C plati A x C C B x C,
2. (ANB)xC=(AxC)Nn(BxC(C),
3. (AUB)xC=(AxC)U(BxC),
4. (A—B)xC=(AxC)—(BxC(C),
5

. mnoZiny A, B su disjunktné prdave vtedy, ak (A x B)N (B x A) = 0.

Dokaz. Na ukazku dokdzeme detailne prvé tvrdenie a jeho dokaz zapiseme formalne.

1. ACB predpoklad,

2. (x,y e (AxC)=(xeA)&(y e () definicia kartezidanskeho suéinu,
3. x€eA)&yeC)= (xe A) tautoléogia (p&q) = p

4. (x€A)&yeC)= (ye ) tautolégia (p&q) = pq

5, ACB)=(xe A)= (xe€B),

6. (x€A)= (x€B) 1,5),

7. (x€e A)&(y € C)) = (x € B) (sylogizmus 3,5)

8. (xeA)&(yeC)) = (x € B)&(y € C) (p&q)=T,(p&q)=>s,

(p&q)= (r&s)
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9. (xeB)&(yeC)= (x,y) € (BxC) definicia kartezidanskeho siéinu,

10. (x,y) € (A xC)= (x,y) € (B x C).

Dokazali sme, Zze 'ubovol'na usporiadana dvojica, ktora patri do kartezianskeho sucéi-
nu A x C patri aj do B x C. To znamena4, ze A x C C B x C. Dokazeme strucnejsie este
jedno tvrdenie. Dokaz d’alsich ponechame ¢itatelovi ako cvicenie.

(x,y)

AxC)—(BxC)=

(x,y) € (A x C)l&[(x,y) € (B x ()] =

( )&(y € C)l&—[(x € B)&(y € C)] =

(x e A)&(y € C)]&[~(x€eB)V—(yeC)] =

( )&(y € C)&(x € B)]V[(x € A)&(y € C)&—(y € C)] =
x,y) € (A—B) x C.

Uloha 3.7. Dokdste alebo vyvrdtte ostatné turdenia vety 3.3!

Uloha 3.8. Dokdzte turdenie (1) vety 3.3 sporom!

Uloha 3.9. Zistite, pre aké mnoZiny A, B, C platia / neplatia nasledujiice identity:

1. AUBxC)=(AUB) x (AUC),

2. AN(BxC)=(ANB) x (ANC),

3. A—(BxC)=(A—-B)x (A—-C).

Uved’te priklady mnoZin A, B, C pre ktoré uvedené tvrdenia platia (neplatia).

Uloha 3.10. ARy vztah plati pre kartezidlnske suciny

Zdoévodnite!

(AAB) x C, (A x C)A(B x C)?
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Kapitola 4

Binarne relacie

Usporiadana dvojica nam umoznuje davat do vztahov prvky rozlicnych mnozin. To,
Ze sd dva prvky a,b v nejakom vztahu moézeme vyjadrit pomocou usporiadanej dvo-
jice (a,b). Usporiadana dvojica vSak popisuje vztah individualnych prvkov. Ako potom
definujeme samotny vztah? Kartezidansky sucin (nejakych) mnozin A, B vytvara cosi ako
univerzalnu mnozinu pre definovanie vsetkych moznych vzt ahov medzi prvkami mnozin
A, B, pretoZe obsahuje vSetky mozné usporiadané dvojice (a,b) kde a € A,b € B. Vztah
vSak znamend akusi redukciu, nejaky vyber z mnoziny vSetkych moznosti. Uvazujme
napriklad mnozinu prirodzenych ¢isel mensich ako 5; N5 = {0,1,2,3,4} a budeme sku-
mat vztah medzi prvkami mnoziny Ns definovany nasledovne x < y. Karteziansky
suéin N5 x N5 obsahuje 25 usporiadanych dvojic, ale vztahu x < y z nich vyhovuje len
10: (0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(1,2),(1,3),(1,4), (2,3),(2,4),(3,4). Zmysluplny vztah medzi
prvkami mnozZin A, B méZeme zostrojit’ tak, Ze z kartézskeho stucinu A x B vyberieme ne-
jaka podmnozinu usporiadanych dvojic, ktorych prvky buda vyhovovat danému vztahu.

V tejto kapitole upresnime intuitivnu predstavu vztahu pomocou binarnej relacie,
dokazeme zakladné vlastnosti binarnych relacii a ukdzeme, ako sa daju vytvarat binarne
relacie z inych binarnych relécii.

4.1 Zakladné pojmy

Definicia 4.1. Nech si A,B l'ubovolné mnoZiny. Binarnou reldciou R z mnoZiny A do
mnoZiny B nazveme lubovolnii podmnozZinu kartezidnskeho sii¢inu A x B. Skutocnost
(a,b) € R budeme zapisovat’ vyrazom aRb. MnoZina A sa nazyva oborom a mnozZina B
kooborom binarnej relacie R.

Privlastok ,binarna“ v definicii relacie znamena, Ze relacia je definovana medzi dvo-
ma mnoZzinami. Pojem binarnej relacie mézeme prirodzenym sposobom zovseobecnit’:

Definicia 4.2. Nech si Aq,...,An Pubovolné mnoZiny, potom Pubovolni podmnoZinu
usporiadanych n-tic kartezidnskeho sicinu A1x,..., XA, nazveme n-drnou reldciou na
mnoZindch Aq,...,An.

61
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V tejto kapitole sa budeme zaoberat takmer vyluéne bindrnymi reldciami a ak ne-
bude povedané iné, pojem reldcia bude oznaCovat binarnu reldciu. Binarne relacie
moéZeme zadavat viacerymi sposobmi. Nech je oborom binarnej relacie R n-prvkova
mnozina A = {aj,...,an} a kooborom binarnej relacie R m-prvkova mnozina B. Potom
bindrnu reldciu R moéZeme jednoznacne zapisat pomocou matice Mg = (my;) typu n x m;
takej, zepre 1 <i<n, 1<j<m

{1 (ai, b;) €R,
mi‘j =

Poznamka. Maticu, ktorej prvky nadobudaji hodnoty z mnoziny {0, 1} budeme nazy-
vat bindrnou! alebo Booleovskou maticou.? Bindrna matica My predstavuje v podstate
kompaktnejSie zapisany charakteristicky vektor podmnoziny kartezianskeho sticinu A x
B. Pomocou maticovej reprezentacie binarnej relacie dokazeme odvodit’ aj celkovy pocet
binarnych reldcii z mnoziny A do mnoziny B; tych je prave tolko, kolko je binarnych
vektorov diiky n-m;tj. 2™Mm

Priklad 4.1. Ked’ sme zavddzali maticovu reprezentdciu bindrnej reldcie, predpokladali
sme, Ze obor a koobor bindrnej reldcie obsahuji indexované prvky ai, resp. b;. Bindrne
reldcie mozno reprezentovat’ pomocou matic aj v pripade, ked’ ich obor a koobor neobsahu-
Jtu indexované prvky. Nech A = {&, $, 0, 8}, B ={«,B,v,0}a R={(&, «), (&p), (&,J),

(&,B),(0,v),(V,x), (M, B), (M,v)}. Potom bindrnu reldciu R popiseme pomocou nasledu-
Jjlicej tabulky Ak sa dohodneme na nejakom usporiadani® prokov v mnogindch A, B, napr.

Ll B v 8]
&7 1 0 1
oo o 1
Ol1 0 0 0
a0 0 1 1

Tabulka 4.1: Tabulka binarnej relacie R

<0<V <Mbaa=<p <7y <0banatom, Ze riadky a stipce tabulky budi usporia-
dané v silade s poradim prvkov v prvom riadku a prvom stlpci, mézeme prvy riadok a
pruy stlpec tabulky vynechat a bindrnu reldciu R reprezentovat pomocou nasledujiicej
bindrnej matice Mg:

Mg =

oS = O =
—_ O —= O

1
1
0
1

oS O O =

DalsSou reprezentaciou binarnej relacie, ktora vyuzijeme najma pri skimani vlast-
nosti binarnych relacii a skladani binarnych relacii, je jej grafova reprezentacia. Skor,

lpretoze jej prvky si z bindrnej mnoziny
Zprvky matice nadobtudaju logické hodnoty.
3usporiadaniami mnozin sa budeme este Specidlne zaoberat’ v kapitole 6



4.1. ZAKLADNE POJMY 63

ako ukazeme, ako mozno danu reldciu reprezentovat pomocou grafu, zavedieme vel'mi
struéne nevyhnutné pojmy z tedrie grafov.

Graf je objekt, ktory pozostava z mnoziny vrcholov a mnoziny hrdn. Hrany su
urcené dvojicami vrcholov. Hrany moézu byt orientované, vtedy ich reprezentujeme
usporiadanymi dvojicami vrcholov a neusporiadané, vtedy je hrana urcena neusporiada-
nou dvojicou. (Vynechame zatial $pecidlne pripady, kedy v grafe existuje viacero rov-
nakych hran, resp., ked je hrana urcena dvojicou rovnakych vrcholov.) Suvislost hrany
a vrcholov, ktoré ju urcuju budeme vyjadrovat tak, ze hrana (a, b) je incidentnd s vrchol-
mi a,b. Graf mozno zadat’ uréenim jeho mnozin vrcholov a hran, a pracovat’ s nim ako
s nejakou zvlastnou mnozinou. Graf sa vSak da velmi nazorne reprezentovat graficky
(nakreslit), a to tak, Ze jeho vrcholom priradime body a hranam grafu usecky s konco-
vymi bodmi v prislu$nych vrcholoch. Orientované hrany budeme znazornovat pomocou
Sipok; orientovanej hrane (a, b) priradime $ipku vychadzajicu z bodu reprezentujicemu
vrchol a, ktora vchadza do bodu reprezentujiceho vrchol b. Graf, ktorého hrany zada-
vaja neusporiadané dvojice vrcholov, sa nazyva neorientovany graf, v opatnom pripade
hovorime o orientovanom grafe. (Orientovany) graf G sa teda formalne da zapisat’ ako
usporiadana dvojica G = (V,U), kde V je mnozina vrcholova U C V xV je mnozina (orien-
tovanych) hran. V mnohych aplikaciach potrebujeme zistit, ¢i existuje nejaka suvislost’
medzi dvoma objektami, ktoré nie si v bezprostrednom vztahu (napriklad, ¢i existuje
dopravné spojenie medzi mestami A a B, ktoré nie st spojené priamou linkou hromad-
nej dopravy). Takéto vlastnosti sa v grafovom modeli daji popisovat’ pomocou pojmov
ako je sled, tah, cesta, suvislost, ktoré teraz strucne zavedieme. Nech je G = (V,U)
neorientovany graf, potom postupnost’

VO,U],\)],UZ,VZ,. .- »anhu‘mvn) (41)

kdevi €e Vi =0,...,n, u; € Ui=1,...,n st vrcholy, resp. hrany grafu G také,
ze hrana u; je incidentna s vrcholmi v;_7,v; sa nazyva sled. Sled sa nazyva uzavrety,
ak vp = v, v opatnom pripade je otvoreny. Ak sa v postupnosti (4.1) neopakujua hrany,
takyto sled nazyvame tahom*. Ak sa naviac v postupnosti (4.1) neopakuje Ziaden vr-
chol (s vynimkou prvého a posledného), takyto sled nazyvame cestou. Uzavreta cesta
sa nazyva cyklus. Graf sa nazyva suvisly, ak medzi jeho 'ubovolnymi dvoma vrcholmi
existuje cesta, v opacnom pripade graf nie je suvisly. Podobne by sme definovali sled,
tah a cestu v orientovanom grafe; tam by sme vsak v postupnosti (4.1) museli vyZadovat’
aj dodrzanie orientacie hran; v grafe na obrazku 4.1 existuje cesta z vrcholu a do vrcholu
f, ale uz tam nie je cesta napr. z vrcholu e do vrcholu a.

Priklad 4.2. UvaZujme orientovany graf G = (V,U), kde V ={a, b, c,d, e, f}, V{(a,b), (b,c)
(c,d),(d,a), (e, ). Graficky je graf G = (V,U) zndzorneny na obr. 4.1

Orientovanému grafu moézeme teda jednoznacne priradit’ binarnu reldciu urcenu
mnozinou hran U C V x V. D4 sa to vSak spravit aj opaéne—binarnej relacii R C A x B
mozZeme priradit’ orientovany graf Gg = (Vg, Ug), kde Vgx = A UB a U = R. Aby bol obra-
zok grafu prehladny, rozdelime mnozinu vrcholov grafu na dve disjunktné podmnoziny—
prva mnozina obsahuje vrcholy prislichajice prvkom oboru binarnej relacie; t.j. prvkom

“spomerite si na tdlohu nakreslit’ obrazok jednym tahom, t.j. tak, Ze ¢iara musi byt suvisld, moze sa
pretinat’, ale po tej istej ¢iare nesmiete ist’ viackrat
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Obrazok 4.1: Graf G = (V, U).

) x
% §
© Y
» 5

Obrazok 4.2: Graf binarnej relacie R

mnoziny A a druha mnoZina vrcholov obsahuje vrcholy prisluchajice prvkom kooboru;
t.j. mnozine B. Potom zakreslime hrany zodpovedajice jednotlivym usporiadanym dvo-
jiciam binarnej relacie R. Orientovany graf relacie R z prikladu 4.1 je uvedeny na obr.
4.2

Uloha 4.1. ((Sachovd) 4-drna reldcia.) Nech A = {a,b,c,d,e,f,g,h},B={1,2,3,4,5,6,7,8],
C ={biely, ¢ierny }, D = {p,J,S,V,D,K, nic¢}
1. Co vyjadruje kartezidnsky suéin A x B x C x D

2. Zapiste pomocou terndrnej (n = 4) reldcie tiito Sachovi poziciu:
biely: Kb1, Vd1, Jb4, pa3,pb2,pc2,pd4,
éierny: Kh8, VI8, Se7, ph7, pg6, pgb.

3. Aku Sachovu poziciu predstavuje reldcia ()?

4.2 Skladanie binarnych relacii

Na obrazku 4.3 je cast’ rodokmena rodiny Medici podla [1]. Rodokmen definuje relaciu
® = {x,y)|x je synom y}, pricom oborom a kooborom tejto relacie je mnozina obsahujica
Chiarissima II a jeho muZskych potomkov ®. Relacia ® ma 8 prvkov:

Sdcéry sa v rodokmeni neuvadzali
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{ (Chiarissimo II, Giambuono), (Chiarissimo II, Filippo), (Giambuono,Bernardo), (Filip-
po,Alamanno), (Filippo,Cambio), (Bernardo,Giovanni), (Alamanno,Salvestro), (Cambio,
Vieri)}. Z relacie ® mézZeme vytvorit’ niekol'’ko novych relacii. Napriklad, Bernardo bol
synom Giambuona, Giambuono bol synom Chiarissima II, a to znamena, Ze Bernardo bol
vnukom Chiarissima II. Spojenim, alebo dvojnasobnym pouzitim relacie @ (x je synom
y) sa dostavame k binarnej relécii x je vnhukom z. Uvedeny priklad je Specidlnym pri-
padom® operacie skladania binarnych relacii, ktorti formalne zavedieme v nasledujicej
definicii.

Chiarissimo I1

l
| \

Giambuono Filippo
Bernardo ’ ‘
‘ Alamanno Cambio
Giovanni ‘ . ‘ '
popraveny Salvestro Vieri
1343 1331-88 11393
v exile
od 1382

Obrazok 4.3: Rodokmen rodiny Medici, slepa vetva Chiarissima II

Definicia 4.3. Nech je R bindrna reldcia z mnoZiny A do mnoZiny B, S bindrna reldcia z
mnoziny B do mnoZiny C. Potom existuje bindtna reldcia T z mnoZiny A do mnoZiny C,
ktord sa nazyva kompoziciou reldcii R, S, takd, Ze

T=RS={(a,c) | 3b(b € B)&(a,b) € R&(b,c) € S.

7Z definicie 4.3 vyplyva, Ze kompozicia dvoch binarnych relacii nemusi vzdy existovat.
Postacujicou podmienkou pre existenciu kompozicie RS binarnych relécii R, S je, aby sa
obor relacie S rovnal kooboru relacie R.

Poznamka Kompozicia RS sa nazyva zloZenou relaciou (binarnych relacii R, S a niekedy
sa oznacuje aj symbolom R o S. VSimnite si, Ze zapisy zloZenej relacie RS a R o S sa lisia
poradim, v akom su jednotlivé relacie R, S uvedené. Zakratko si ukazeme, ¢o to vyjadruje.

Teraz sa pozrieme, ako z relacii R, S dostaneme zloZenu reldaciu RS. VyuZijeme relaciu
R z prikladu 4.1, relaciu S definujeme nasledovne: S C {«, 3,v, 8} x {b, 1, T, 1};

Relécie R, S spliiaji podmienky pre skladanie bindrnych reldcii, a preto bude exis-
tovat’ zlozena relacia RS, ktora je podmnozinou kartezidnskeho sucinu {&, <, O, &} x

6skladame bindrnu reléciu s fiou samotnou
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Tabulka 4.2: Tabulka binarnej relacie S

o= ™K

S O O =9
O O — Ol
o O O O
—_ O O O|l—
o O O O ++

Obrazok 4.4: ZloZena relacia RS

{b,b, 81,1} Na obr. 4.5 st nakreslené grafy oboch relacii R,S. Graf zloZenej relacie RS
zostrojime tak, Ze vrchol priradeny prvku z mnoziny {&, <>, O, #} spojime hranou s vrcho-
lom-prvkom mnoziny {b, , 11, 1}, ak medzi tymito dvoma vrcholmi existuje aspon jedna
cesta. Naviac, prechadzat z vrcholu do vrcholu mozno len v tom smere, ako je oriento-
vana hrana spajajuica tieto dva vrcholy. Tak dvojica (&,b) bude prvkom zloZenej relacie
RS, pretoZe, neformalne povedané, z vrcholu & vedie cesta do vrcholu « a z vrcholu « za-
sa vedie cesta do vrcholu b. Na druhej strane, v grafe neexistuje zZiadna cesta spajajica
niektory vrchol {&, >,V &} s vrcholmi , {. To znamena, Ze sa v zloZenej relacii nebuda
vyskytovat usporiadané dvojice, ktorych druhym prvkom by bol jeden zo symbolov f, 1.
Zlozena relacia RS je popisana v tabulke 4.3, jej graf je uvedeny na obr. 4.5.

L[> & & & §]
& 1 0 0 1
S1o 0 0 0 1
Q11 0 0 0 0
OO0 0 0 0 1

Tabulka 4.3: Tabulka zloZenej binarnej relacie RS

Hoci sme skladanie binarnych operacii definovali len pre dve binarne relacie, zlozit’
moéZeme postupne aj viacero binarnych reldcii. Nech su A, B, C,D Tubovolné mnoziny
a tri binarne relacie R C A xB,S C Bx C, T C C x D. Potom mézeme zlozit' relacie
R a S a dostaneme zloZenud binarnu relaciu RS C A x C, ktora sa da zlozit' s binarnou
relaciou T. Rovnako dobre v§ak mézeme najprv vytvorit’ zloZenu relaciu ST s td zlozit' s
binarnou relaciou R. Pri vdéSom pocte relacii bude pocet moznosti vytvarania zloZenych
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b
L b
¢ ° 1
v ° i
2] i

Obréazok 4.5: Graf relacie RS

(a,C) GRS (C,d) GT

c

Obréazok 4.6: Skladanie reléacii RST

reldcii eSte vacsi. Bude zloZena reldcia zavisiet od spdsobu skladania, alebo, matema-
ticky povedané, bude skladanie binarnych relacii asociativne? Na tuto doélezitu otazku
dava odpoved nasledujica veta.

Veta 4.1. Nech su dané A, B, C,D lubovolné mnoZiny a bindrne reldcie R C A x B, S C
BxC, TCCxD. Potom

R(ST) = (RS)T.

Dokaz. Nech (a,d) € R(ST). To znamena, Ze existuje prvok b € B taky, Ze (b,d) € ST.
Ale ak (b,d) € ST, potom musi existovat taky prvok c € C, Ze (b,c) € Sa (c,d) € T.
Ale ak existuja uporiadané dvojice (a,b) € R a (b,c) € S, potom (a,c) € RS. Teraz uz
staci vyuzit’ existenciu (c,d) € T a dostavame, Ze (a,d) € (RS)T. Pozri obr. 4.6. Opacna
inklizia sa dokazuje analogicky. O

Pozrime sa teraz skladanie binarnych relacii v maticovej reprezentacii. Nech st ma-
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tice Mg a M s matice binarnej relacie R C A x B, resp. S C B x C; Mg je matica typu n x m
a Ms je matica typu m x p. Pripomenieme, Ze kazdy riadok matice My zodpoveda jed-
nému prvku z mnoziny A a kazdy stipec matice My zodpoveda jednému prvku mnoziny
B; analogicky pre maticu Ms. Ak usporiadand dvojica (ai,b;) € R, tak prvok leZiaci
na priesecniku i-teho riadku a j-teho stipca matice nadobudne hodnotu 1, v opa¢nom
pripade je jeho hodnota 0. Podobne pre reldaciu S a maticu Ms. Kedy bude usporiadana
dvojica (ajy, ci) patrit do relacie RS? Podla definicie kompozicie relacii prave vtedy, ak e-
xistuje taky prvok b; € B, Ze (ai,bj) € Ra (bj,c) € S; t.j. ak je sucasne jednotka na j-tom
mieste v i-tom riadku matice Mg a na k-tom mieste v j-tom riadku matice Mgs. Takyto
postup nevyzera na prvy pohlad ako efektivna metéda na vypocet kompozicie binarnych
reldcii. Nastastie existuje efektivnejsie rieSenie, ak su binarne reldcie zadané pomocou
svojich matic Mg a Mg, tak maticu kompozicie relacii R, S vypoéitame ako sic¢in matic
Mg a Ms. Definujeme najprv siucin bindrnych matic a potom sformulujeme naznacené
tvrdenie.

Definicia 4.4. (Ndsobenie Booleovskych matic.) Nech sii Ma = (a5, Mg = (Bjx bindrne
matice typu n X m, resp. m x p. Potom sti¢inom matic M a, Mg je bindrna matica Mc =
(vix) typu n x p, ktorej hodnoty su definované nasledovne:

m

Yik =\ (&i;&Bj )
j=1

prel <i<n, 1<j<p.
Ako médme rozumiet vyrazu \/;"; (e j&B; k) v definicii? Zoberieme i-ty riadok matice
Ma a zapiSeme ho v podobe vektora «; 1,. .., & m, podobne zapiSeme v tvare vektora k-ty

stipec matice Mg: B1k,...,Bmk Potom vytvorime konjunkcie zodpovedajucich prvkov
oboch vektorov a tieto konjunkcie spojime disjunkciami a vypoéitame hodnotu y; x:

(x,1&B1x) V (0 2&P2x) V-V (& 2m&PBmk) = Yik

Veta 4.2. Nech si matice Mg a Ms matice bindrnej reldcie R C A x B, resp. S C B x C.
Potom pre maticu zloZenej bindrnej reldcie RS, Mgs plati:

Dokaz. Vyplyva priamo z definicii nasobenia Booleovskych matic a zloZenej relacie.
O

Precvicte si ziskané poznatky o relaciach rieSenim nasledujucich tloh.

Uloha 4.2. Zvolte si vhodné mnozZiny A,B,C,D,... (4-5 prvkové) a definujte na nich
aspori 5 rozliénych bindrnych reldcii. Zapiste tieto reldcie pomocou matic aj grafov.

Uloha 4.3. Vytvorte aspori 5 rozliénych zloZenych reldcii z reldcii z predchddzajiceho
prikladu. PouZite grafovii aj maticovu reprezentdciu.

Uloha 4.4. Overte na konkrétnych prikladoch asociativnost skladania bindrnych reldcii.
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Uloha 4.5. Vypoditajte aspori 10 prikladov na ndsobenie Booleovskych matic.

Uloha 4.6. Je skladanie reldcii komutativne? Za akych podmienok?

Uloha 4.7. Je ndsobenie Booleovskych matic asociativne?

Uloha 4.8. Skiiste definovat’ skladanie terndrnych (n = 3) reldcii, ndjdite jeho vhodnu

reprezentdciu a preskimajte vlastnosti skladania terndrnych reldcii.

Relacie sa casto vyskytuju v databazach. Uvazujme nasledujicu situaciu. Letecka
spolo¢nost’ zaist'uje dopravu na niekolkych linkach, ma k dispozicii lietadla niekolkych
typov a pilotov, ktori maja opravnenia na niektoré typy lietadiel. Tieto informacie ma
zachytené v dvoch relaciach, uvedenych v nasledujucej tabulke

] ¢islo letu \ typ lietadla H pilot \ typ lietadla ‘

83 727 Skinner 707
83 747 Skinner 727
84 727 Bart 727
84 747 Homer 727
109 707 Homer 747

Spoloc¢nost’ potrebuje vediet, ktorych pilotov mo6ze nasadit’ na jednotlivé linky. Aby to
zistila, potrebuje z binarnej relacie (pilot,typ lietadla) vytvorit’ binarnu relaciu (typ
lietadla, pilot). Takato binarna relacia sa nazyva opacénou reldciou.

Definicia 4.5. Nech je dand bindrna reldcia R C A xB. Opacnou alebo inverznou reldciou
k reldcii R budeme nazyvat’ bindrnu reldciu R:

R™ ={(y,x)l(x,y) € R}

V nasom pripade bude relacia (typ lietadla, pilot) vyzerat takto:

typ lietadla pilot
| |

707 Skinner
727 Skinner
727 Bart
727 Homer
747 Homer

Pozadovanu informaciu (let, pilot) dostaneme zloZenim relécii (let, typ lietadla), (typ
lietadla, pilot). V nasledujicej tabulke je okrem toho uvedeny aj typ lietadla, ktory sa
na dany let da pouzit,, pretoze su piloti, ktori na tej istej linke mozu lietat’ s viacerymi
typmi lietadiel.

| let pilot typ lietadla | let pilot typ lietadla |
83 Skinner (727) 84 Homer (727)
83 Homer (727) 84 Bart (747)
83 Bart (747) 84 Homer (747)
83 Homer (747) 109 Skinner (707)
84 Skinner (727)
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4.3 Mnozinové operacie nad binarnymi relaciami

Spomenuli sme uz, ze sa v databazach pouzivaju adajové Struktury, ktoré predstavuju
relacie. Mnohé operacie nad udajmi v databazach su v podstate mnozinové operacie.
Ak abstrahujeme od toho, Ze prvkami relacii su usporiadané n-tice, mnozinové opera-
cie s relaciami sa nijako nelisia od mnozinovych operacii nad ,obycajnymi“ mnozina-
mi. Novy aspekt vSak prinasa operacia skladania binarnych reldcii. Pozrieme sa preto
blizsie na vztahy medzi mnoZinovymi operaciami uplatnovanymi nad binarnymi relaci-
ami a novozavedenou operaciou skladania binarnych relAcii.

Veta 4.3. Nech st R,Rq, Ry bindrne reldcie z A do B a S,S1,S, bindrne reldcie z B do C.
Potom platia nasledujiice vztahy

1. R(S1US3) =RS7URS,
(R1UR2)S =R1SURSS

ak S1 C Sy tak potom RS1 C RS,
ak Ry C Ry tak potom Ry C R,S,
R(S1NR2) CRS1NRS;
(R1NR2)S CR1SNRLS
R(S71—R2) 2 RS; —RS;

© N & O K LN

(R1 — R2)S D RyS — R3S

Dokaz.

(a,c) € R(S7US,) =3b[(beB)&(a,b) € R&(b,c) € (S1US,)] =

3b[(b € B)&(a,b) € R&[((b,c) € S1) V ((b,c) € SH)ll =

Ib[[(b € B)&((a,b) € R)&((b,c) € S1)l[(b € B)&((a,b) € R)&((b,c) € S2))]] =
= [((a,c) € RS1)V ((a,c) € RS3)] = (a,c) € (RS1URS,)

2. Identita (R; UR2)S = R;S U R,S sa dokazuje analogicky ako identita (1).

3. Vyuzijeme tvrdenia vety 2.5. Ked'ze S; C S,, potom S; U S, = S, Podla identity (1)
tejto vety R(S; U S2) = RS7; URS,. To znamen4, Ze R(S; U Sy) = RS,. Ale rovnost’
RS;1 URS, = RS, je podla vety 2.5 ekvivalentna s tym, Ze RS; C RS,.

4. Tvrdenie (4) sa dokazuje analogicky ako tvrdenie (3).

5. Opéat vyuzijeme vetu 2.5. Ked'ze S;NS, € S;aS1NS; C S, podla tvrdenia (2) tejto
vety platia inklazie R(S1NS,) € RS;aR(S1NS3) C RS,. Z poslednych dvoch inkluzii
podl'a vety 2.6 dostavame poZadovanu inkliziu R(S; N Ry) € RS; N RS.,.
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6. Tvrdenie (R; N R32)S C R;S N RS sa dokazuje analogicky ako tvrdenie (5).

7. Dokaz inklazie R(S1—R;,) D RS71—RS; bude trocha zlozitejsi, pretoze budeme musiet’
pracovat’ s negaciou existenéného kvantifikatora.

(Cl,C) € RS1—RS, = (a,c) € RS]&_‘[(O,C] S RS]] 4.2)

Rozpiseme obe tvrdenia z poslednej konjunkecie:
(a,c) € RSy = Fyl(y € B)&(a,y) € R&(y,c) € Sql.

Predpokladame, Ze prvok spiﬁajﬁci podmienky poslednej konjunkcie existuje a o-
znacime ho symbolom b. To znamena, Ze plati

[(b € B)&(a,b) € R&(b,c) € S4].
Podobne upravime druhy vyrok z konjunkcie (4.2)

—[(a,c) € RS,] = —3Ix[(x € B)&(a,x) € R&(x,c) € Sy] =
=Vx[(—(x € B)) V (—(a,x) € R) V (=(x,¢) € S,)].
Toto tvrdenie plati pre l'ubovolni hodnotu x € B, a preto musi platit’ aj pre x = b;
t.j.
[~(b€B)V (~(a,b) € R)V (=(b,c) € S3)].

Pri dokaze sme doteraz pouzili tautolégie (p&q) = p, (p&q) = q. Teraz vyuZijeme
tautoléogiu (p = q) = ((p = r) = (p = (q&r)) a zapiSeme cely dokaz formalne

a,c) € (RS —RSy) =

(
= [(beB)&(a,b) € R&(b,c) € $11&[—(b € B)V —=(a,b) e RV —(b,c) € Sy] =
= [(beB)&(a,b) € R&(b,c) € $1&—(b € BV
V' [(b €B)&(a,b) € R&(b,c) € S1&—(a,b) € R] V
V [(be€B)&(a,b) € R&(b,c) € S1&—(b,c) € S5] =
= [(b€B)&(a,b) € R&(b,c) € (S1—S2)] = (a,c) € R(S1—S2)

To vsak znamena, Ze
RS; — RS, C R(S7 —RS,).

8. Posledné tvrdenie sa dokazuje analogicky ako vztah (7).

O

Uloha 4.9. Dokdste tvrdenia (3),(5) takym spésobom, ako sme dokdzali tvrdenie (7) vety
4.3.

Uloha 4.10. Zostrojte bindrne reldcie R,R1,R>,S,S1, S, a overte na nich platnost’ vety 4.3.
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Uloha 4.11. Dokdste, e inkluzie v turdeniach vety 4.3 nemozZno nahradit’ rovnostami.
(Ndvod: ndjdite také reldcie, pre ktoré rovnosti neplatia vo vztahoch (5), (6), (7) a (8)
neplatia).

Uloha 4.12. Dokdzte, tie tvrdenia vety 4.3, ktoré sme explicitne nedokdzali.

V priklade o leteckej spolocnosti sme zaviedli opacnd (inverzni) relaciu k danej
binarnej relacii. Ked'ze R~ obsahuje usporiadané dvojice ktoré vznikli z usporiadanych
dvojic binarnej relacie R zmenou poradia prvkov, da sa ocakavat), Ze vlastnosti R~ sa ne-
budu nejako mimoriadne liSit’ od vlastnosti binarnej relacie R. Rekapitulaciu vlastnosti
inverznej relacie R~ poskytuje nasledujica veta.

Veta 4.4. Nech sti R,Rq, R, bindrne reldcie z A do B a S je bindrna reldcia z B do C. Potom
platia nasledujiice vzt'ahy

. (R7)™=R.
. Ak Ry C R; tak potom Ry C R;.

. (RyNRy)™ = R1_ N Rz.

. (R]—Rz)sz?—RE.
. (R)™=R7)~.

1

2

3

4. (R1URy)~ =R; UR;.
5

6

7. (RS)" =S"R~.

Dokaz. Dokazy jednotlivych tvrdeni sd jednoduché a vacéSinou priamo vyplyvaju z
definicie inverznej relacie.

1. (a,b) e (R7)"=(b,a) €R™ =(a,b) €R.
2. Nech Ry CRya (b,a) e Ry =(a,b) € Ry = (a,b) € R, = (b,a) € R;.

(b,a) € (RyNR2)” =(a,b) € (RiNR2) =I(a,b) € R1&(a,b) € Ra] =
= [(b,a) € Ry &(b,a) € R;] = (b,a) € [R; NR; .

. Dokaz je analogicky ako dokaz identity (3).

. Dokaz je analogicky ako dokaz identity (3).

. (bya) € (R°)” =(a,b) € R®*=—(a,b) e R=—(b,a) e R~ = (b,a) € (R7)C.

=N O Ot W

(c,a) € (RS)” =(a,c) € (RS) =3Ix[(x € B)&(a,x) € R&(x,c) € S] =
Ix[(x € B)&(x,a) € R""&(c,x) € ST]=(c,a) € STR™.
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O

Uloha 4.13. Ndjdite vhodnu bindrnu reldciu R, zostrojte k nej opacéni bindrnu reldciu
R~ a reprezentujte obe reldcie R,R™ pomocou grafov a matic. Cim sa odlisuju grafy (ma-
tice) reldcii R a R=? Ako mozno na zdklade grafu (matice) bindrnej reldcie zostrojit’ graf
(maticu) k nej opacnej bindrnej reldcie?

Ak ste spravne vyriesili predchadzajicu udlohu, zistili ste, Ze riadky matice My-
binarnej relacie R~ su stlpcami matice M a naopak. Matica M- sa nazyva transpono-
vanou maticou k matici M. Zavedieme pojem transponovanej matice formélne.
Definicia 4.6. Nech je A = (aij) matica typu n x m, potom matica AT = (ag))
m X n, takd, Ze

, typu

(T)

Gi; = dji

pre 1 <i<n,1<j<msanazyva matickou transponovanou k matici A.

Teraz vyslovime a dokazeme tvrdenie o vzt'ahu medzi maticami relacie a opacnej
relacie.

Veta 4.5. Nech je R C A x B bindrna reldcia a R~ je opacnd reldcia k reldcii R. Potom

Mg- = (Mg)".

Dokaz. Bez ujmy na vSeobecnosti moZzeme predpokladat, ze A = {aj,...an}, B =
{b1,...,bm}, potom Mg = (m;;) je matica typu n x m. Nech je (ai,b;) € R, Iubovolna
usporiadana dvojica reldcie R, potom (bj,a;) € R™. To vSak znamend, Ze mi; = 1 a
myi= mg) =1. O

Uloha 4.14. Zadajte 5 rozli¢nych bindrnych reldcii pomocou matic a vytvorte matice pre
opacné reldcie.

Uloha 4.15. Uved'te aspori. 5 prikladov bindrnych reldcii a k nim inverznych reldcii
z bezného Zivota!

Uloha 4.16. Nech si A, B, C Pubovolné (konecéné) mnoZiny; R C AxB,S C B x C. DokdZte,
Ze plati
(Mgs)" = (Ms)T(Mg)".

Relaciami, ktorych oborom a kooborom je ta ista mnozina sa sice budeme zaoberat’
az v 6. kapitole, ale jednu $pecialnu relaciu na mnozZine definujeme uz teraz.
Definicia 4.7. Nech je A l'ubovolnd mnoZina, reldciu Eo = {(a,a);a € A} nazveme
identickou reldciou na mnozine A.

Pomocou identickych relacii teraz popiSeme niektoré vzt'ahy medzi relaciami, ktoré
sa vyskytnu pri skladani binarnych relacii.

Veta 4.6. Nech su A, B, C, D lubovolné (konec¢né) mnozZiny; R C AxB,S CBxC,T C CxD.
Potom st nasledujiice vyroky ekvivalentné
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1. RSNT~™

0,
STNR™ =0,
0

TRAS™ =0,

RSTNEA =0,
STRQEB:@,

S A

TSRNERC = 0.

Dokaz. Ponechavame éitatelovi ako cvicenie. O

Uvazujme teraz mnoziny A = {a,b,c,d},B ={1,2, 3,4} a binarnu relaciu R = {(a, 1),
(a,2),(b,1),(b,2),(c2)}. Na prvy pohl'ad je zrejmé, Ze nie kazdy prvok oboru (A) a kooboru
(B) sa vyskytuje v niektorej z usporiadanych dvojic relacie R. Aby sme nemuseli pra-
covat’ so zbytocne rozsiahlymi obormi a koobormi binarnych relacii, zavadzame pojem
projekcie reldcie.”

Definicia 4.8. Nech je R C A x B Pubovolnd bindrna reldcia; nech X C A. Symbolom
R[X] oznacime mnoZinu vsetkych takych y € B, pre ktoré existuje x € X také, Ze bindrna
reldcia R obsahuje usporiadant dvojicu (x,y). Formdlne

RIX] ={y € B; (3x € A)&((x,y) € R}.

MnoZina R~ [B]; R™[B] C A sa nazyva prvou projekciou reldcie R a oznaduje sa symbolom
priR; mnoZina R[A]; R[A] C B sa nazyva druhou projekciou reldcie R a oznacuje sa symbo-
lom pr,yR;

Poznamka. YV grafovej reprezentacii binarnej relacie R C A x B predstavuje prva pro-
jekcia pr;R mnozinu vSetkych tych vrcholov, z ktorych vychadza aspon jedna hrana a
druh& projekcia pr,R mnozinu tych vrcholov, do ktorych vchadza apon jedna hrana.
Prvkom mnozZiny A — pr;R U B — pr,R zodpovedaju vrcholy, z ktorych nevystupuje ani
do nich nevstupuje Ziadna hrana. 8

Uloha 4.17. Dokdste nasledujiice tvrdenie: nech je R C A x B l'ubovolnd bindrna reldcia;
X C A a nech je M lubovol'nd mnoZina. Potom plati

(M x X)R = M x RIX].

Nech naviac Y C B, potom
R[Y x M] =R7[Y] x M.

Uloha 4.18. Mozno priamo z matice My bindrnej reldcie R urcit’ obidve jej projekcie pr R
a pr,R? Ak dno, ako?

"Relécia R by mohla byt definovand aj ako podmnozina kartezidnskeho stéinu {a,b,c,d} x N. V tomto
pripade by sme vsak asi mali problémy tak s grafovou ako aj s maticovou reprezentaciou danej relécie.
8Vrchol grafu, do ktorého nevstupuje, ani z neho nevystupuje ziadna hrana, sa nazyva izolovany vrchol.



4.3. MNOZINOVE OPERACIE NAD BINARNYMI RELACIAMI 75

Nasledujuce dve vety popisuju vlastnosti mnoziny R[X]. Na prvy pohlad pripomina-
jua tvrdenia vety 4.3. Aj dokaz tejto vety napadne pripomina dokazy tvrdeni vety 4.3.
Rozdiel je v tom, Ze vo vete vystupujua relacie, t.j. mnoZiny usporiadanych dvojic, kym v
nasledujdcich dvoch vetach budeme pracovat’ s (bliZzsie nespecifikovanymi) mnoZinami
prvkov.

Veta 4.7. Nech je R bindrna reldcia, R C A x B a nech X1,X> C A. Potom platia nasledu-
Juce vztahy

1. R[X; U Xz] = RIX3] UR[X2],
2. ak X7 C Xy, tak R[X;] C R[X3],
3. R[Xy NXz] € RIXqI N RIXz,
4. R[X; — Xzl D R[Xq] —R[X2].

Dokaz. Metédu dékazu ilustrujeme na identite (1).

y € R[XjJURX3 =y eRX7]VyeR[X,] =
= daillar € X1)&(a1,y) € RIV Jazl(az € X2)&(az,y) € Rl =
= Jal((a € X;)V (a € X32))&(a,y) € Rl =y € R[X; UX,].

Ukéazeme este dovod, pre ktory sa inklizia vo vzt'ahu (3) neda nahradit’ rovnostou.
Inkliziu jednym smerom dokazeme ahko
y € RXjNXyl =3Ix[(x € X1NX2)&(x,y) € Rl =

= Ix[(x € X1)&(x € X3)&(x,y) € R] = Ix[[(x € X71)(x,y) € RI&[(x € X2)&(x,y) € R]] =

= [l(a € X1)(a,y) € RI&[(a € X3)&(a,y) € Rl = y € RIX1]&y € R[Xz] =y € RX;I NRIX.

(V tretom kroku sme pouzili pravidlo C (choice - vyber), ktoré sa zapisuje v tvare

IxA(x)
Alt)

kde t je prvok s vlastnostou A.) Pokiisme sa dokazat opac¢nu inkliziu:

y € RX7NRX3 =y e RXql&y € R[X3] =
Ix[(x € X7)&(x,y) € RI&Iz[(z € X3)&(z,y) € R].

A tu je podstata problému. V predchadzajicom pripade sme mohli odvodit, Ze ak existuje
a1 € X; alebo ay € X5, tak potom existuje aj nejaké a € X; U X5 (a = a7 alebo a = ay). V
nasom pripade vSak mo6zZe nastat’ taka situacia, ze ai, a, su jediné dva prvky mnoziny A
také, ze

Ix[(x € X1)&(x,y) € Rl = [(a1 € X1)&(a1,y) € R]
3z[(z € X2)&(xz,y) € R] = [(az € X3)&(az,y) € R],
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aa € X;1—Xy,a2 € X2 — Xq. Potom vsak neexistuje prvok a € X7 N X,, pre ktory
(a,y) € R. Preto vo vztahu (3) a z podobnych dévodov ani vo vztahu (4) nemézeme
nahradit’ inkliziu rovnostou. O

Uloha 4.19. Tlustrujte tvrdenia vety 4.7 na vhodnych prikladoch!
Uloha 4.20. Dokdzte zostdvajtice tvrdenia vety 4.7!

Veta 4.8. Nech sii R,Ry,Ry reldcie z A do B a nech X C A, Y C B. Potom platia nasledujtice
vtahy

1. (R URZ)[X] = Ry[X] UR,[X],
2. ak Ry C Ry, tak potom R:[X] C Ry[X],
3. (R1NR2)IX] € Ry[X] U R(X],
4. (R1 —R)[X] 2 Ry [X] — Ry[X].

Dokaz. Ponechavame citatelovi ako cviéenie. O

Aj dokaz d’alsieho jednoduchého tvrdenia o skladani binarnych relacii ponechavame
Citatel'ovi.

Uloha 4.21. Dokdzte nasledujiice tvrdenie! Nech je R reldcia z A do B; S reldcia z B do C
a nech X C A,Y C B. Potom plati

1. (RS)[X] = SIR[X]],
2. X C priR prdve vtedy, ak X C (RR7)[X],
3. Y C pryR prdve vtedy, ak Y C (RR)[Y].

4.4 Jednoznacné relacie a vsade definované relacie

Doteraz sme sa zaoberali bindrnymi relaciami, o ktorych sme vSak (okrem toho, Ze su
podmnozinami nejakdho kartezianskeho siéinu) ni¢ nepredpokladali. Aby sme dostali
zaujimavejSie a pouzitelnejSie binarne relacie, musime na takto vseobecne definované
reléacie polozit’ dalsie podmienky. Ukazalo sa, ze ak binarnu relaciu chapeme ako mno-
Zinu usporiadanych dvojic tak potom tu isti bindrnu reldciu mézeme definovat’ ako pod-
mnozinu kartezianskych siéinov rozliénych mnozin.? Pri skiimani projekcii binarnych
relacii sme zistili, Ze obor a koobor binarnej relacie méze byt zbytocne velky. Vsade
definovana relacia je z hladiska ,velkosti“ oboru binarnej relacie optimalna. (Koobor
binarnej relacie mézeme zasa zbavit zbytocnych prvkov stanovenim poziadavky, aby bo-
la opatna relacia k danej binarnej relacii vSade definovand.) Zavedieme pojem vsade
definovanej relacie formalne a preskimame zdkladné vlastnosti vSade definovanych
relacii.

9binarnu relaciu R C A x B mdzeme chépat’ aj ako usporiadand trojicu (A, B,R C A x B). Potom st vak
bindrne relacie (A,B,R C A x B)a (A’,B’,R C A’ x B’) rozne, pretoze A’ x B’ £ A x B.
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Definicia 4.9. Nech je R takd bindrne reldcia z A do B, Ze priR = A. Potom hovorime, Ze
reldcia R je vSade definovand.

Cim sa odliSuje vsade definovana relacia od ,obycajnej“ binarnej relacie? Vel'mi na-
zorne sa vlastnost’ , byt v§ade definovana“ prejavuje na grafe binarnej relacie. Z kazdého
vrcholu prislichajicemu prvku oboru vSade definovanej binarnej relacie vychadza aspon
jedna hrana. Pozrieme sa, ako suvisi vlastnost’ bindrnej relacie , byt vSsade definovana“
s jej inymi vlastnostami.

Veta 4.9. Nech je R bindrna reldcia z A do B. Potom sti nasledujiice vyroky ekvivalentné:

1. bindrna reldcia R je vSade definovand,
2. pre kazdé x € A plati R[{x}] # 0,
3. EaA C RR™.

Dokaz. Dokazeme tri implikacie: 1=2=3=1:

(1) = (2) Sporom. Nech je R vSade definovan4, ale nech zaroven existuje a € A také,
Ze R[{a}] = (). Potom v8ak a € priR. Ale priR = A, lebo relacia R je vSade definovana. Tj.
a € A asacasne a ¢ A. Spor.

(2) = (3) Sporom. Nech V[(x € A) = (R[{x}] # 0)] a zarovenn Ex € RR™. To znamena,
Ze existuje nejaky prvok a € A taky, Ze (a,a) € Ex — RR™. RozpiSeme podrobne tvrdenie
—[(a,a) € RR7]:

—[(a,a) € RR7] = —3x[(x € B)&((a,x) € R)&((x,a) € R7)] =
=Vx—[(x € B)&((a,x) € R)&((x,a) € R7)] =
Vx[—(x € B)V—((a,x) e R)V—((x,a) e R7)] =
=Vx[~(x € B)V—((a,x) € R)] = Vx[(x € B) = —((a,x) € R)] = R[{a}] = 0.

Spor.

(3) = (1) Sporom. Nech E5o C RR™, ale binarna relacia R nie je vSade definovana. To
znamenad, Ze existuje prvok a € A taky, Ze a ¢ pr{R. Potom vSak neexistuje také y € B,
Ze (a,y) € R(ani (y,a) € R7),ateda (a,a) € RR™. Ale (a,a) € Ex C RR™, a to je hladany
spor. [

Vlastnot' binarnej relacie ,byt vSade definovana“ zarucuje, Ze kazdy prvok oboru vy-
stupuje (ako prvy prvok) aspon v jednej usporiadanej dvojici danej relacie. To znamena,
Ze pre I'ubovolny prvok oboru bude vo vSade definovanej binarnej relacii urcite existovat
jedna a mozno aj niekol'ko usporiadanych dvojic s danym prvkom oboru na prvom mieste.
V redalnom Zivote ale aj matematike sa ¢asto stretdvame s prirodzenou poziadavkou, aby
prvku oboru binarnej relacie zodpovedal najviac jeden prvok kooboru (napriklad dvojice
(pacient, vysledky vySetreni), (tovar, cena), (Student, hodnotenie na konkrétnej skiske)
a pod.) Relacia, ktora spifla tuto poziadavku, sa nazyva jednoznacnd reldcia.



78 KAPITOLA 4. BINARNE RELACIE

Definicia 4.10. Nech je R bindrna reldcia z A do B. Ak pre kaZdy prvok (x € A) oboru
reldcie R plati, Ze mnozZina R[{x}] md najviac jeden prvok, tak potom hovorime, Ze bindrna
reldcia R je jednoznacénd reldcia.

Poznamka. Kvoéli zjednoduseniu oznacovania budeme namiesto R[{x}] pisat’ len R(x).

Uloha 4.22. Zaviedli sme dve nové vlastnosti bindrnych reldcii - jednoznacnost a ,byt
vSade definovand®. Bindrna reldcia nemusi mat Ziadnu z tychto vlastnosti, jednu z nich,
alebo obidve stic¢asne. Preskimajte vsetky 4 moZnosti a charakterizujte, ¢im sa vyznaduje
grafovd (maticovd) reprezentdcia bindrnej reldcie s danymi vlastnostami!

Uloha 4.23. Nech je R bindrna reldcia z A do B. Aké vztahy platia medzi reldciami
RR,RR,EA, Ep?
Teraz preskimame, aky vplyv ma jednoznaénost’ binarnej relacie na jej ostatné vlast-

nosti.

Veta 4.10. Nech je R bindrna reldcia z A do B, C je lubovolnd mnoZina, potom nasledu-
Juce tvrdenia su ekvivalentné:

1. R je jednoznacnd reldcia,

RR™ C Eg,

ak S1,S; st Pubovolné reldcie z B do C, tak R(S1NS,2) = RS1 N RSy,
ak S1,S; st Pubovolné reldcie z B do C, tak R(S71 — S;) = RS; —RS;,
ak Y1,Y2 C B, tak R7[Y7 — Y2l = R7[Y{] —R7[Y],

ak Y1,Y2 C B, tak RT[Y1 N Y2 =R[Yi]NR[Y,],

N S &R N

akY1,Y2CBaYiNYy =0, tak R[Y1N Y7 = 0.

Dokaz. Budeme postupovat podfa schémy1=2=3=4=5=6=7=1.

(1) = (2) Nech je R jednoznacna relacia a nech neplati RR™ C Eg. To znamena, ze
existuje usporiadana dvojica (y7,y2) € R"Ra vy # yo; t.j. (y1,y2) € Eg. Potom vSak
existuje x € A také, Ze (y1,x) € R~ a (x,yz2) € R. Podla definicie inverznej relAacie
tvrdenie (y1,x) € R™ je ekvivalentné tvrdeniu (x,y;) € R. Ale aj (x,y2) € Ray; #yato
je spor s jednoznacnost'ou relacie R.

(2) = (3) Sporom. Nech RR™ C Eg, ale R(S7 N S,) # RS; N RS,. Vo vete 4.3 sme uz
dokazali platnost’ inkldzie R(S; N Sy) € RSy N RS,. Tvrdenie R(S; N S,) # RSy N RS, je
teda ekvivalentné tomu, zZe R(S; N'S,) 2 RSy N RSy; resp. Ze existuje usporiadana dvojica
(x,y) € RSN RS, —R(S1NS,). Ak (x,y) € RS; N RS,, tak potom existuju také z1,z, € B,
Ze (x,z1) € Ra(z1,y) € S1a (x,z2) € Ra (z2,y) € S,. Stucasne musi platit z; # z,,
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(z1,y) € S2, (z2,y) € S71 aneexistuje z € B také, ze (x,z) € Ra (z,y) € S1NSy, pretoZe inac
by (x,y) € R(§1NS;). Ale potom z toho, Ze (x,z1) € Ra (x,z2) € R, vyplyva, Ze (z1,x) € R™
a (x,z2) € R, a napokon (z1,z3) € R"R. Ked'Ze z1 # 25, (21,z2) € Eg, a to je potrebny spor.

(3) = (4) Predpokladajme, Ze R(S;NS,) = RS; NRS,, ale R(S7 —S3) # RS7 — RS,. Podla
vety 4.3 je posledné tvrdenie ekvivalentné s tym, Ze R(S; —S») D RS; —RS;. To znamena,
Ze existuje usporiadana dvojica (napriklad) (x,y) € R(S;—S,), ktora nepatri do RS;—RS,.
Ak (x,y) € R(S7 —S»), tak existuje z; € B; také, Ze (x,z1) € R&(z1,y) € (S1—S3). Z toho
v8ak vyplyva, ze (x,z1) € R&(z1,y) € Sq; t.j., Ze (x,y) € RS;. Aby bol splneny predpoklad,
ze (x,y) € (RS; — RS2), musi platit’ (x,y) € RS,. Kedze (z1,y) ¢ S, musi existovat
iny prvok z, € B;z, # z; pre ktory plati (x,z;) € R&(z2,y) € S, — S;. Potom plati
(x,y) € RS,. Na druhej strane, (x,y) € RS; N RS, ale ked’Ze nemdze existovat prvok
z € B;(x,z) € R&(z,x) € S1 NSy, potom (x,y) € R(S1NS2). Spor.

(4) = (8) Nech R(S; —S,) =RS; — RS, anech R7[Y; — Y3] #£ R7[Y;] — R7[Y3]. Na opaéna
relaciu R~ sa divame ako na relaciu z B do A a budeme pouzivat vetu 4.7. Z druhého
predpokladu vyplyva, ze R~[Y71—Y>] je vlastnou nadmnozinou R~[Y7]—R[Y3]. To znamena,
Ze R™[Y1 —Y;] obsahuje prvok x, ktory nepatri do mnoziny R™[Y;] —R7[Y,]. Ale x € R7[Y; —
Y,] prave vtedy, ak existuje y; € Y7 —Y; také, Ze (y1,x) € R™. To znamena, Ze y; € Y1,x €
R7[Yq]. Ak x € R7[Y;] — R7[Y3], tak potom x € R7[Y,]. Ale y; € Y,. To znamen4, Ze musi
existovat’ este jeden prvok, y> € Y — Y1,y2 # y1 a (y2,x) € R™. Ak vSak (y1,x) € R™ a
(y2,x) € R, potom (x,y1) € Ra (x,y2) € R. Zvolime si relacie S; = {(y1,2)},S2 = {(y2,2)}.
Potom R(S; —S5) ={(x,z)}, ale RS; — RS, = (). Spor.

(5) = (6) Nech R [Y;—Y5] =R [Y{]—R[Y2] aR[Y1NY3] # R7[Y;]NR[Y,]. Potom zrejme
R™[Y; — NY5] je vlastnou podmnozinou R [Y;] N R™[Y3]. Podobne ako v predchadzajicom
pripade nech x € R7[Y{]NR™[Y2] anech x € R7[Y;NY;]. To znamena, Ze v B existuju prvky
yr € Y1—Yoayz € Yo —Y; také, ze (yi,x) € R™ a (yz,x) € R™. Potom x ¢ R7[Y; N Y3,
ale x € R7[Y;] N R7[Y2]. Na druhej strane x € R7[Y; — Y3], lebo y; € Y; — Y,, ale x ¢
R7[Y¢] — R[Y3]. Spor.

6) = (7 Nech R [Y1NYy] =R [Yi]NRT[Y2,aY;NYy, =0, ale R [Y; N Yy # 0. Ak
YiNY; = 0, tak potom Y; — Y, = Yy a R [y1 — Y2l = R7[Y7] = R7[Y7] — R7[Y,]. Ak by
R7[Y1 NY3] # 0, tak potom by R[Y7] — R™[Y2] # R™[Y1]. Spor.

(7) = (1) Nech pre F'ubovolné Y;,Y, C Bplatiak Y1NY, =0, tak R [Y1NY,] =0,aR
nie je jednoznacna relacia. Potom obsahuje usporiadané dvojice (x,y1), (x,Y2);y1 # ya2.
Zvolime Y1 = {y1}, Y2 = {y2}. Zrejme Y1 NY, =, ale R7[Y7] N R[Y2] # 0. Spor. O

Dékaz d’alSieho tvrdenia ponechavame na citatela.

Veta 4.11. Nech su A, B lubovolné mnozZiny, nech X C A a Ry, R, sti lubovolné reldcie z
A do B. Potom st nasledujtice vyroky ekvivalentné
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1. (Ry N R2)IX] = Ry[X] N R2)IX],
2. (Ry = R2)IX] = Ry[X] — R)[X],
3. X obsahuje najviac jeden pruvok.

Zostava pri skladani relacii zachovana jednoznacnost a vlastnost’ byt vSade defino-
vana“? Na tuto otazku dava odpoved nasledujica veta.

Veta 4.12. Nech je R reldcia z A do B, S reldcia z B do C. Potom plati

1. Ak sii R, S vSade definované reldcie, tak potom je aj reldcia RS véade definovand,

2. Ak st R, S jednoznacné reldcie, tak potom je aj reldcia RS jednoznacénd.

Dokaz. (1) Nech su R,S vsade definované relacie, potom R™[B] = A,S[C] = B. Ale
potom (RS)~[C] = (S"RT)[C] =S [RT[C]] =S~ [B] = A.

(2) Nech su R, S jednoznacné relacie, potom R"R C Eg, S™S C E(. Z toho a z vety 4.10
pre zloZendu relaciu RS vyplyva

(RS)7(RS)=(STR)(RS) =S (RTR)SC S EgS=S"SCEc.

O]

Predpokladajme, Ze je dana nejaka relacia R z A do B. Niekedy nas nemusi zaujimat’
cela relacia R, ale len tie usporiadané dvojice z R, ktorych prvy, resp. druhy prvok je z
nejakej podmnoziny A; C A, resp. By C B. KedZe aj mnozina takychto usporiadanych
dvojic je podmnoZinou kartezianskeho suéinu, ide o Specidlny pripad binarnej relacie
R; C R C A x B, ktord budeme nazyvat ziuZenim reldcie R.

Definicia 4.11. Nech je R reldcia z A do B a nech A1 C A, B1 C B. Reldcia Ry z Aqdo By,
R1 = RN A x By sa nazyva ziiZenim reldcie R na (A, B). Reldcia R sa nazyva rozsirenim
reldcie Ry na (A, B).

Uloha 4.24. Dokdzte alebo vyvrdtte nasledujiice tvrdenia. ZiiZenie jednoznacnej reldcie
Je jednoznacdnd reldcia. ZiuzZenie vSade definovanej reldcie je vSade definovand reldcia.

K najdolezitejsijm binarnym relaciam patria relacie usporiadania, ekvivalencie a zo-
brazenia. Tumto relaciam venujeme samostatné kapitoly.



Kapitola 5

Zobrazenia/funkcie

Zobrazenia (alebo funkcie) st z formalneho hladiska ,len“ zvlastnym pripadom rela-
cii. V matematike a jej aplikaciach vsak zohravaju velmi vyznamnu dlohu, a (aj) preto
ich stidiu budeme venovat’ samostatnu kapitolu. Najprv zavedieme pojem zobrazenia
(funkcie) a budeme $tudovat’ zakladné vlastnosti zobrazeni, potom poloZime na zobraze-
nia dodatoéné poziadavky (injektivnost, surjektivnost’ a bijektivnost’) a pozrieme sa na
to, ako sa zmenia mnozinové vztahy platiace pre ,,obycajné“ zobrazenia. Zavedené pojmy
ilustrujeme na niekolkych zaujimavych funkciach, ktoré sa v informatike casto pouziva-
ju. Zaéneme zakladnymi pojmami.

Definicia 5.1. Viade definovand jednoznacnd reldcia f z A do B sa nazyva zobrazenim
(funkciou) z A do B; mnoZina A sa nazyva definiécnym oborom (alebo len oborom) zo-
brazenia f a mnoZina B oborom funkénych hodnét (alebo len kooborom) zobrazenia f. Ak
x € A, tak prvok f(x) sa nazyva obrazom prvku x v zobrazeni f (alebo hodnotou funkcie f
v prvku x). To, Ze je f zobrazenie z A do B budeme symbolicky zapisovat’ takto f: A — B.

Poznamka. Pripominame, Ze aj pre zobrazenia zostavaju v platnosti pojmy a oznace-
nia, ktoré sme zaviedli pre binarne relacie. Len podmnozZinu f[X] kooboru zobrazenia f
budeme oznacovat symbolom f(X) tak ako to je bezné v matematickej literatire. Pod
pojmom funkcia sa niekedy rozumie zobrazenie definované na ¢iselnych mnozinach. My
budeme pojmy zobrazenie a funkcia chapat’ a pouzivat ako synonyma.

Priklad 5.1. Uvedieme niekoko prikladov zobrazeni.

1. Konstantnd funkcia f : R — R, napr. pre Vx € Rf(x) =5,
2. Identické zobrazenie Eo : A — A;Vx € AEA(x) = x,

3. Usporiadant n-ticu prvkov (aq,.. ., an) moZno chdpat’ ako zobrazenief : {1,...,n} —
A;f(i) = aj.

4. Od usporiadanej n-tice méZeme prejst’ k nekonecnej postupnosti prvkov mnoziny A:
{anin>0 = aop, a1, ..., ktori moZeme definovat’ ako zobrazenie f : N — A;f(i) = A;.

81
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Na zdklade usporiadania® mnoginy prirodzenych &isel definujeme funkciu bezpro-

stredného nasledovnika: s : N — N;s(n) =n+1.

Obor zobrazenia mézZe byt mnoZina s nejakou Struktiirou. Nech napriklad A = A7 X
A2 X - - - x An. UZitoénym zobrazenim je projekcia® 1™ : A — Ay UMx1, ..., Xn) = Xm,
ktord z n-tice prvkov vyberie m-ty.

Pomocou funkcie méZeme popisat’ aj mnozZiny. Predpokladajme, Ze potrebujeme
popisat’ podmnoZiny mnoziny M. Charakteristickd funkcia mnoZiny A C M je funk-
cia XA : M — {0, 1}, definovand nasledovne:

1 x€A,;
= g X5

Nech je A lubovolnd mnoZina. Zobrazenie f : A x A — A sa nazyva bindrnou
operdciou. Prikladmi bindrnych operdcii na mnoZine redlnych &isel su aritmetické
operdcie séitania, od¢itania, ndsobenia a delenia.

Nech je dany zloZeny vyrok A obsahujiici (elementdrne) vyroky p1,p2,...,pn. KaZdé-
mu elementdrnemu vyroku p; priradime premennu x; taku, Ze

. 1 ak je vyrok p; pravdivy
Y 0 akje vyrok pi nepravdivy.

Vyroku A priradime funkciu f : {0, 1" — {0, 1} definovani takto

1 ak je vyrok A pravdivy pre dany stibor hodnoét
f(X1,...,%Xn) = elementdrnych vyrokov;
0 indd.

takto definovand funkcia f sa nazyva Booleovskou funkciou a predstavuje pravdi-
vostni funkciu vyroku A.

Pomocou zobrazeni v matematike ¢asto popisujeme rozlicéné objekty a ich vlastnosti.
Napriklad graf je definovany ako usporiadand dvogjica G = (V,U), kde je mnoZina
vrcholov, V = {vg,...,vnt a U C V x V je mnoZina hrdn. Zobrazenie deg : V —
N, definované tak, e deg(vi) = poéet hrdn incidentnych® s vrcholom v; uréuje tzv.
stuperi vrchola vi.

Pre lepsie pochopenie zavedenych pojmov vyrieste nasledujice tlohy.

Uloha 5.1. Zistite, & sa usporiadand dvojica (a1, ay) definovand spésobom uvedenym v
predchddzajiicom priklade, zhoduje s usporiadanou dvojicou (aq, ay) = {{ai},{as, a}}/

Uloha 5.2. Ako vyzerd funkcia nasledovnika pre nasledujiice mnoziny:

zatial sa uspokojime s intuitivnycm chédpanim usporiadania, korektnu definiciu zavedieme v kapitole 6

Zpresnejsie, projekciu mozno definovat pre Tubovolné 1 < m < n. Projekciu L' by sme mohli nzvat
m-tou n-arnou projekciou

3to znamend vchadzajucich do vrchola alebo vychadzajucich z daného vrchola
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(a) pdrnych prirodzenych Cisel,

(b) prirodzenych &isel delitelnych siedmimi,

(c) celych ¢isel?

Uloha 5.3. Zapiste charakteristické funkcie nasledujiicich podmnoZin mnoZiny prirodze-
nych ¢isel:

(a) pdrnych prirodzenych cisel,

(b) 0,

(e) {1,2,3}

(d) N.

Uloha 5.4. Uved'te aspori 5 prikladov bindrnych operdcii na mnoZine celych ¢isel ktoré
splriajui podmienky definicie 5.1!

Uloha 5.5. Cim sa odlisuje grafovd (maticovd) reprezentdcia reldcie, ktord nie je zo-
brazenim od grafovej (maticovej) reprezentdcie zobrazenia?

Prikro¢ime ku skimaniu zakladnych vlastnosti zobrazeni. Mnohé z tychto vlastnosti
vyplyvaju z toho, Ze kazdé zobrazenie je relaciou, na ktoré su kladené dve doplnujuce
podmienky (f : A — B):

1. Kazdy prvok definiéného oboru A je v relacii f s najviac jednym prvkom kooboru B
(jednoznanost),

2. Kazdy prvok defini¢ného oboru A je v relacii f s aspon jednym prvkom kooboru B
(f je vSade definovana relacia).

Ak oslabime definiciu zobrazenia tym, Zze upustime od 2. podmienky (vSade defino-
vana relacia), dostavame relaciu, ktora nemusi byt pre niektoré prvky oboru definovana.
Takato relacia f je potom zobrazenim f : pr;(f) — B a nazyva sa parcidlnym (¢iastoénym)
zobrazenim z A do B. Na oznacenie vSade definovanej funkcie sa zvykne (v tedrii vy-
pocitatelnosti) pouzivat aj pojem totdlna funkcia.

Veta 5.1. Nech je R reldcia z A do B. Potom reldcia R je zobrazenim prdve vtedy, ak
EACRR aEg DR R.

Dokaz. Vyplyva z viet 4.10 a 4.9. Podl'a vety 4.10 je relacia R jednoznaéna prave vtedy,
ak R™R C Eg. Podl'a vety 4.9 je relacia R vSade definovana prave vtedy, ak Ex C RR™. [

Nechje f: A — B, X C A. Pripominame, ze symbol f(X) (obraz mnoziny X v zobrazeni
f) oznacuje mnozinu obrazov prvkov z mnoziny X v zobrazeni f:

f(X) ={y;y =f(x),x € X}.

Pozrieme sa, ako budud vyzerat obrazy zjednotenia, prieniku a rozdielu podmnozin z
oboru (kooboru) zobrazenia.
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Veta 5.2. Nech je f: A — B, X1,X2 C A, Y;7,Y> C B. Potom platia nasledujiice vztahy

(a) f(X;UXz) =f(X7)Uf(Xz),
(b) f(XyNXz) Cf(Xq)Nf(Xz),
(e) f(X7—Xz) 2f(Xy) —f(Xa),
(d) f(Y7UY2) =f (Y1) uf(Ya),
(e T (Y1NYy) =f (Y1) Nnf(Ys),
(@) (Y1 —Y2) =1(Y7) — 1 (Y2).

Dokaz. Veta je dosledkom viet 4.10 a 4.8. O

Uloha 5.6. Dokdste turdenie vety 5.2 priamo, bez odvolania sa na vety 4.10 a 4.8!

Vieme, (a verime, Ze ak citatel vyriesil dlohy, tak to vie aj on) Ze grafova reprezentacia
zobrazenia sa vyznacuje tym, ze z kazdého vrchola prisliachajiceho nejakému prvku z
oboru zobrazenia vychadza prave jedna orientovana hrana. Zdoraznujeme este raz, ze
prave jedna a teda nie Ziadna hrana, alebo naopak 2,3 alebo viac hran. V maticovej
reprezentacii zobrazenia (f : A — B) sa zasa v kazdom riadku nachadza prave jedna
jednotka. Preto mozno maticu zobrazenia zjednodusit’ (v pripade, ak ma obor zobrazenia
n prvkov)na maticu typu n x 1. Tato matica bude mat na mieste, ktoré prisliacha prvku
ai € A hodnotu f(a;).

Priklad 5.2. Standardnd a zjednodusend maticovd reprezentdcia zobrazenia je uvedend
v nasledujicich tabulkdch:

x By | [ x]|f(x)
all 0 0 a| «
b0 1 0 b| B
c| 0 0 1 c| v

5.1 Injektivne, surjektivne a bijektivne zobrazenia

V definicii zobrazenia sa ni¢ nehovorilo o tom, kol'ko prvkov oboru sa moéze zobrazit na
nejaky prvok kooboru, resp. ¢i sa na kazdy prvok kooboru musi zobrazit’ nejaky pr-
vok oboru. Doplnenim dodato¢nych podmienok na zobrazenie upravujiucich—vyjadrené
v grafovej terminolégii—obmedzenia na stupne vrcholov zodpovedajicich prvkom kooboru,
dostavame tri dolezité triedy zobrazeni.

Definicia 5.2. Zobrazenie f : A — B sa nazyva

(a) injektivne, ak je reldcia f~ jednoznacénd,

(b) surjektivne, ak je reldcia f~ vSade definovand
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Ry R> R3 R4 Rs
a e ea a e a ea a a e—»e a
b e—b b ﬁb b e—b b ﬁb b —b
C ——e (C C o——e (C C ——e C C o—e C C o——e C

Obrazok 5.1: Grafy relacii Ry, Ry, R3, R4, R5.

(c) bijektivne, ak je zobrazenie f injektivne a zdroveri surjektivne.

Injektivne zobrazenie f sa nazyva aj injekcia (alebo prosté zobrazenie), surjektivne
zobrazenie budeme nazyvat aj surjekciou (alebo zobrazenim z mnoZiny A na mnoZinu
B) a napokon bijektivne zobrazenie sa nazyva bijekciou, alebo jedno-jednoznaénym zo-
brazenim. Bijekciu f : A — A budeme nazvat aj permutdciou mnoZiny A.

Na obrazku 5.1 st uvedené grafy relacii R, R,, R3, R4, Rs. Z nich

e Rj nie je zobrazenie,

R, je zobrazenie, ktoré vSak nie je ani injektivne, ani surjektivne,

R3 je len injekcia,

R4 je len surjekcia,

R4 je bijekcia.

Graf nazorne ilustruje rozdiely medzi zobrazeniami, injekciami, surjekciami a bijekcia-
mi. Vidime, Ze na to, aby zobrazenie f : A — B bolo injekciou, musi do kazdého vrcholu
b € B vchadzat najviac jedna orientovana hrana, pre surjekciu f : A — B plati, Ze
do kazdého vrcholu b € B musi vchadzat aspori jedna orientovana hrana, a napokon
bijekciu charakterizuje to, ze do kazdého vrcholu b € B vchadza prdve jedna oriento-
vana hrana. VyuzZite grafova reprezenticiu zobrazeni a skiste spocitat’, kolko existuje
rozliénych zobrazeni medzi kone¢nymi mnozinami!

Uloha 5.7. Nech je A n-prokovd a B m-prvkovd mnoZina.

(a) Zistite, kol’ko existuje rozli¢nych zobrazeni z A do B.

(b) Zistite, kolko existuje rozli¢nych injektivnych, surjektivnych a bijektivnych zobrazeni
z A do B.

(e) Spravte diskusiu vzhladom na n, m/

Preskimame teraz vlastnosti injektivnych, surjektivnych a bijektivnych zobrazeni
trocha podrobnejsie.
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Veta 5.3. Nech je f lubovolné zobrazenie z A do B. Potom plati

(a) fje bijekcia prdve vtedy, ak je opacnd reldcia f~ zobrazenim,

(b) ak je zobrazenie f bijekcia, tak potom aj opacénd reldcia f~ je bijekciou z B do A.

Dokaz. (a) Ak je zobrazenie f bijekcia, tak je stiCasne injektivne a surjektivne zobraze-
nie:

e f je injekcia prave vtedy, ak je opac¢na reldcia f~ jednoznacna,

e f je surjekcia prave vtedy, ak je opacna relacia f~ vSade definovana relacia.

To znamena, Ze ak je zobrazenie f bijekcia, tak opacna relacia f~ je jednoznacna a vSade
definovana relacia; t.j. opacna relacia f~ je zobrazenim (z B do A).

(b) Podl'a tvrdenia (a) ak je zobrazenie f bijekcia, tak opa¢na relacia f~ je zobrazenim.
Ale opacna relacia k relacii (zobrazeniu) f~ je f. Ked'Ze f je zobrazenie, potom podl'a (a)
musi f~ byt bijekcia. O

Injektivnost funkcie zjednodusuje aj vztahy medzi obrazmi mnozin.

Veta 5.4. Nech je f l'ubovolné zobrazenie z A do B. Potom su nasledujiice vyroky ekviva-
lentné

(a) fjeinjekcia,

(b) ak x1,x2 € A, x1 # X2, tak f(x1) # f(x2),

(c) fof~ =Ep,

(d) ak X1,X2 C A, tak (X1 N X2) = (Xq) NF(X2),
(e) ak X1,X3 CA, tak (X7 —X2) =1(X7) — f(X2),

@) ak X1, X2 CAaXiNXy=0tak f(X7NX3) =0.

Dokaz. Dokéazeme ekvivalenciu tvrdeni (a) a (b). Ostatné tvrdenia vyplyvaju z injek-
tivnosti funkcie f a vety 4.10.

(a)= (b). Sporom. Nech je f injekcia a stucasne existuju také x1,x; € A, x1 # X3, pre
ktoré plati f(x1) = f(x2) = y. Potom v8ak usporiadané dvojice (x1,y), (x2,y) patria do f, a
teda (y,xq) € f, (y,x2) € {7, o je v spore s jednoznacnostou relacie f—.
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(b)= (a). Sporom. Nech plati tvrdenie (b) a neplati tvrdenie (a); t.j. pre I'ubovolné
x1,X2 € A, X1 # x2, tak f(x1) # f(x2), ale f nie je injekcia. To znamena, Ze relacia f~ nie
je jednoznacna, a teda existuje prvok y € B, taky, Ze (y,a) € f—, (y,b) € f~ aa # b.
Potom staci polozit’ x; = a,x, = b a dostavame f(x;) = f(x2) pre x; # x2, spor. O

Uloha 5.8. Dokdste ekvivalenciu turdeni predchddzajiicej vety 5.4 bez odvolania sa na
vetu 4.10!

Uloha 5.9. Aby ste lepsie pochopili vyznam injektivnosti zobrazeni, zostrojte jednoduché
injektivne zobrazenie a demonstrujte na riom tvrdenia vety 5.4!

Uloha 5.10. Porovnajte vlastnosti injektivneho zobrazenia a zobrazenia, ktoré nie je in-
Jektivne!

Tvrdenie (b) z vety 5.4 sa vel'mi ¢asto pouziva pri dokazovani injektivnosti zobrazeni.
Aj surjektivne zobrazenie mozno charakterizovat pomocou podobnych tvrdeni:

Veta 5.5. Nech je f lubovolné zobrazenie z A do B. Potom st nasledujiice vyroky ekviva-
lentné

(a) fje surjekcia,
(b) pre kazdéy € B plati f(y) # 0,

(C) f_Of:EB.

Dokaz. Vyplyva z viet 4.10, 4.9 a z toho, Ze relacia f~. je vSade definovana relacia a
zobrazenie f je jednoznacna relacia. O

Uloha 5.11. Dokdste tvrdenie vety 5.5 bez odvolania sa na vety 4.10, 4.9!

Pri spracovani informacie je ¢asto vyhodnejsie uidaje transformovat z formy, v ktorej
sme ich ziskali, do podoby, ktora je vhodnejSia na spracovanie (napriklad prepisanie
obsahu papierového dotaznika do elektronickej podoby). Takato transformacia je zvlast-
nym pripadom kédovanie informéacie. Kvoli jednoduchosti budeme predpokladat, zZe ko-
dujeme texty zapisané nad nejakou (zdrojovou) abecedou pomocou textov nad tzv. kd-
dovou abecedou L,. Koédovanie informdcie mozno potom zadat pomocou zobrazenia
(kédovacej funkcie) Enc : £ — I. Aby nebola kédovacia funkcia prili§ zloZita, v k-
dovani sa vel'mi éasto definuje ako zobrazenie Enc : £; — X7;t.j. popisuje, ako sa zapisu-
ju znaky zdrojovej abecedy pomocou slov nad kédovou abecedou. Vel'mi ¢asto, najmé ak
sa informacia kéduje kvoli prenosu, alebo automatizovanému spracovaniu ale vysledok
je urceny cloveku, je potrebné kédovanu informaciu spitne previest do pévodnej podoby.
Tuto transforméciu ralizuje dekddovacia funkcia Dec : £} — 71.4 Kédovanie je teda
zadané usporiadanou dvojicou funkcii (Enc, Dec).’ Nie kazda dvojica funkcii (Enc, Dec)
moze sluzit na kédovanie a dekédovanie udajov. Nutnou poziadavkou, ktora sa kladie

*Enc je skratka zo slova encoding a Dec oznatuje decoding (function).
5v dvojici kédovacia/dekédovacia funkcia je implicitne uchované aj informécia o zdrojovej a kédovej
abecede a o slovach kédu.
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na kédovaciu a dekédovaciu funkciu je jednoznacnost’ dekédovania. Tato poziadavka sa
da definovat nasledovne: nech je M I'ubovolna mnozZina sprav nad zdrojovou abecedou.
Potom dvojica funkcii (Enc, Dec) splna poziadavku jednoznacnosti dekédovania, ak

vme M Dec(Enc(m)) =m,

t.j. Tubovolnu spravu zakédovani pomocou kédovacej funkcie Enc jednoznaéne dekédu-
jeme pomocou dekédovacej funkcie Dec.

Uloha 5.12. Vypiste tabulku ASCII kédu znakov abecedy. Definujte zdrojovi abecedu,
kodovt abecedu a kédovaciu a dekédovaciu funkciu. Ako su tieto funkcie realizované
napriklad v jazyku C?

Injektivne zobrazenia sa od bijekcii odliSuju tym, Ze ,nevyuzivaju“ cely koobor, ktory
,maju k dispozicii“. Ak v§ak vhodne zizime koobor injektivneho zobrazenia, dostaneme
bijekciu.

Veta 5.6. Nech je f injekcia z A do B a nech {1 je ziizenim zobrazenia f na (A, praf). Potom
plati

(a) zobrazenie f1 je bijekcia,

(b) ak g:B — A, tak fg = Ea prdve vtedy, ak g je rozsirenim zobrazenia f; .

Dokaz. (a) Relacia f| je jednoznac¢nd a vSade definovana. To znamena, Ze f| je zo-
brazenie, a teda opatné zobrazenie k f|, f; = (f;)~ je bijekciou.

(b) KedZe tvrdenie ma tvar ekvivalencie, potrebujeme dokazat dve implikdcie. Prva
dokdZeme sporom. Nech g : B — A a fg = Ea, ale g nie je rozSirenim zobrazenia f;.
Potom existuje takd usporiadana dvojica (y,x) € f;, ktord nepatri do g. Zobrazenie f
je vsak injektivne, a to znamenad, Ze mnozina f~(y) obsahuje najviac jeden prvok. Nech
napr. (x,y) € fi, potom (x,y) € f a f (y) = {x}. Ale potom usporiadana dvojica (x, x)
nepatri do zloZeného zobrazenia fg, pretoZe f(x) = y a zobrazenie g bud’ na prvku y nie
je definované, alebo g(y) # x. Spor.

DokézZeme opa¢nu implikaciu. Nech g : B — A, g je rozSirenim zobrazenia f] a
fg # Ea KedZe f je injekcia, plati ff~ = Ea a zdroven ff; = Ea. Ked'Ze zobrazenie g je
roz§irenim zobrazenia f,, potom plati Ex = fif; C f1g C fg. Podl'a predpokladu vSak
fg # Ea; to znamend, Ze Eo C fg. Z posledného tvrdenia vyplyva, Ze musi existovat
usporiadana dvojica (x1,x2) € fg; x1 # x2. Ak v8ak (xq,x,) € fg, tak potom existujey € B
také, ze (x1,y) € f a (y,x2) € g. Ale f; je ziiZenim zobrazenia f na (A,pr,f), a teda
plati (x1,y) € f1, resp. (y,x1) € f;. Zobrazenie g je rozsirenim zobrazenia f, a teda
(y,x1) € g. Potom v8ak zobrazenie g obsahuje dve usporiadané dvojice (y,x1), (y,x2); ¢o
je v spore s jednoznac¢nost'ou g. To znamena4, Ze fg = E 4. O

Veta 5.7. Nech je f surjekcia z A do B a nech h : B — A. ptom hf = Eg prdve vtedy, ak
hCf.
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Dokaz. (&) Nech h C f~. Pripomenieme, Ze podla vety 5.1 pre zobrazenie plati Eg C
hh~. Vyuzijeme teraz vetu 4.9. Kedze h C f~ platih~ C fa

Eg Chh™ C hf C ff = Eg,

pretoze f surjekcia.

(=) Dokazeme opac¢nid implikaciu. Nech hf = Eg, potom h™ = h"Eg = h™(hf) =
(hh™)f C EAf = f. To znamena, ze h C . O

Uloha 5.13. Dokdste vetu 5.7 bez odvolania sa na vety 5.1 a 4.9!

Poznamka. V definicii zobrazenia sme nekladli Ziadne obmedzenia na mnoziny A, B
(na obor a koobor zobrazenia). Co by sa stalo, keby bola niektora z tychto mnozin prazd-
na? Nech A = (). Potom A x B = () a kedZe f C A x B, potom aj f = (). Reldcia f
je jednoznacén4 a vSade definovand, a teda je zobrazenim. Ak by vSak A # (,B = 0
f C A xB =0jeopat prazdna relacia. Ale v tomto pripade f nie je vSade definovand, lebo
jej obor A # (), a teda f nie je zobrazenim. To znamena4, Ze z podmienok A # (),f: A — B
vyplyva, ze B # (). V d'alSom sa budeme zaoberat’ zobrazeniami, ktoré maja neprazdny
(defini¢ny) obor. Nasledujuca veta umoznuje inu charakterizaciu injektivnosti a surjek-
tivnosti zobrazeni.

Veta 5.8. Nech A #(,f: A — B. Potom plati

(a) zobrazenie f je injekcia prdve vtedy, ak existuje také zobrazenie g: B — A, Ze fg = Ea,

(b) zobrazenie f je surjekcia prdve vtedy, ak existuje také zobrazenie g : B — A, Ze gf =
Ep.

Dokaz. (a) Vyuzijeme vetu 5.6. Ak je f injekcia, tak potom jej ziZenie f; : A — prof je
bijekcia a plati fif; = ff~ = Ea. Zobrazenie f; nie je definované na mnozine B — pr;f,
a preto nemdze byt hladanym zobrazenim g. RozSirime vhodnym spoésobom f; na g.
Vyberieme 'ubovolny prvok a € A a definujeme zobrazenie g : B — A nasledujicim
sposobom:

fi(y) ak vy eprf,
gly) =
a ak y € B —prof.

Relacia g C B x A je jednoznacna a vsade definovan4, a teda je zobrazenim. Presvedéime
sa este, ze plati fg = Ea. Nech x € A. Potom

(fg)(x) = g(f(x)) = g(f1(x)) = 7 (f1(x)) =x.

Dokazeme opac¢nu implikaciu. Nech existuje zobrazenie g : B — A také, ze fg=EA a
nech f nie je injekcia. To znamena, Ze existuju dva prvky x;,x2 € A a prvok y € B také,
Ze x1 # x2 a f(x1) = f(x2) = y. Zobrazenie g je vSak jednozna¢né a na prvku y nadobida
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hodnotu (napr.) g(y) = d’. Je zrejmé, Ze najviac jeden z prvkov x1,x> € A sa moze rovnat’
a’. Nech napriklad x; # a’, potom

(fg)(x1) = g(f(x1)) = gly) = &,
a teda (x1,d’) € fg a sucasne (x7,a’) € EA. Spor.

(b) Nech f : A — B surjekcia. Uvazujeme relaciu f— C B x A. Tato relacia je vSade
definovana, ale nemusi byt jednozna¢na. Definujeme zobrazenie g : B — A nasledujtcim
sposobom:

e ak f(y) = {x}, polozime g(y) = x,

e ak f~(y) obsahuje viacero prvkov, napr. f (y) = {x1,x2,...}, vyberieme jeden z nich

a polozime (napr.) g(y) = xo.
Dostavame jednoznac¢nu a vSade definovand relaciu (zobrazenie) g C f—, pre ktora podl'a
vety 5.7 plati gf = Eg.

Opacné tvrdenie dokazeme opéiat sporom. Nech existuje zobrazenie g : B — A také,
Ze gf = Ep ale f nie je surjekcia. Potom existuje y € B také, ze f(y) = (). Zobrazenie
g je v8ade definované, a preto zobrazuje aj prvok y na nejaky prvok a’ € A; ¢g(y) = d’.
Zobrazenie f je v8ak tieZ vSade definované, a teda zobrazuje aj prvok a’ € A na nejaky
prvok z mnoziny B: f(a’) = z. KedZe y & prof, z # y a plati

(gf)(y) =flg(y)) = f(a') = z.
To znamena, Ze (y,z) € gf. KedZze y # z, (y,z) € Eg, a nakoniec gf # Eg. Spor. O
Uloha 5.14. Zistite, ¢ by veta 5.8 platila aj bez predpokladu A # 0!

Uloha 5.15. Dokdste nasledujiice tvrdenie. Nech f: A — B, g:B > A. Ak fg = EA tak
potom f je injekcia a g surjekcia.

Uloha 5.16. Pokraéovanie. Dokdzte, Ze f nemusi byt surjekcia a g injekcia!

Na zaver tejto casti uvedieme eSte niekolko tvrdeni charakterizujucich bijektivne
zobrazenia.

Veta 5.9. Nech f : A — B a obor A obsahuje aspori dva prvky. Potom siu nasledujtice
vyroky ekvivalentné

(a) zobrazenie T je bijekcia,

(b) existuji také zobrazenia g,h:B — A; fg =Ea a hf = Eg.

(c) existuje jediné zobrazenie ' : B — A, také, se ff ' =E», f 'f =Egp,

(d) existuje jediné zobrazenie g : B — A také, Ze fg = Ea,

(d) existuje jediné zobrazenie h: B — A také, Ze hf = Egp.
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Dokaz. (a)=(b) Ak je zobrazenie f bijektivne, tak je injektivne a zaroven surjektivne a
existencia zobrazeni g,h: B — A takych, ze fg = Ex a hf = Eg vyplyva z vety 5.8.

(b)=(c) Nech existuju také zobrazenia g,h : B — A; fg = Eo a hf = Eg. Potom
g = Epg = (hf)g = h(fg) = hEa = h, ¢iZe zobrazenie f~! existuje; ! = g. DokaZeme, Ze
jejediné. Nech sa f]_] =+ f2_1 dve zobrazenia s vlastnostami popisanymi v (c). Potom plati

71 =Epf;! =hfif; =h=hfyf,! =Epf, =1,

(c)=(d) Zobrazenie g : B — A také, ze fg = Ea existuje, staci polozit g = f~!. Podl'a
tvrdenia (c) je takéto zobrazenie definované jednoznacne.

(d)=(e) Ak existuje zobrazenie g : B — A také, ze fg = E, tak potom f je injektivne
a g surjektivne zobrazenie (tloha 5.15).

(e)=(a) Ak existuje zobrazenie h: B — A také, ze hf = Eg, tak f musi podla vety 5.7.
Predpokladajme, Ze f nie je injekcia. To znamenad, Ze existuju aspon dva prvky mnoziny
A (tu sa uplatnuje predpoklad Ze mnoZina A ma aspon dva prvky), x1,x2 € A a prvok
y € B také, ze x1 # x2 a f(x7) = f(x2) = y. Ale potom existujui dve rozlicné zobrazenia
hi,hy : B — A také, ze

e hi(z) =hy(z),akz #y,
e hi(y) =x71 ahy(y) =x,.

Pre zobrazenia hy, h, zaroven plati h;f = Eg = h,f. Dostavame spor s tym, Ze zobrazenie
h:B — A s vlastnotou hf = Eg je jediné. To znamena4, Ze f musi byt injekcia. O

Poznamka. Trocha nezvycajny je predpoklad o tom, Ze obor zobrazenia f je aspon dvoj-
prvkovy. Predpokladajme, ze A = {x} a B = {yj,y2}. Nech f(x) = y;. Potom existuje
jediné zobrazenie g : B — A, g(y1) = g(y2) = x také, ze fg = E 5o (tvrdenie (d)), ale f nie je
surjekcia, a teda ani bijekcia, ako sa tvrdi v (a).

Uloha 5.17. Zistite, ktoré z turdeni vety 5.9 zostdvaji v platnosti, ak sa vypusti predpo-
klad o tom, Ze mnoZina A je aspori dvojprvkovd.
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Kapitola 6

Relacie na mnozine

Doteraz sme sa zaoberali (najmé binarnymi) relaciami, ktoré popisovali vztahy medzi
prvkami rozliécnych typov. Zaujimavé a uzitoéné vztahy vSak moézu existovat aj medzi
prvkami toho istého typu. Tieto budeme popisovat pomocou reldcii na mnozZine. Skér
ako ich formalne definujeme, uvedieme niekol'ko prikladov.

Priklad 6.1. Nech A oznacuje mnozZinu ludi, x,y,z € A. Definujeme nasledujiice vztahy

(a) (x,y) € Ry prdve vtedy, ak x je priatel’ y,

(b) (x,y) € Ry prdve vtedy, ak x je otec y,

(e) (x,y) € R3 prdve vtedy, ak x je potomok vy,

(d) (x,y) € Ry prdve vtedy, ak x je brat y,

(e) (x,y,z) € Rs prdve vtedy, ak x a y su rodidia z.

Priklad 6.2. Nech Z oznacuje mnozinu celych ¢isel, pre x,y,z € Z definujeme

(a) (x,y) € Sy prdve vtedy, ak x <y,

(b) (x,y) € S, prdve vtedy, ak x =y,

(e) (x,y) € S3 prdve vtedy, ak x|y (x deli y),
(d) (x,y) € S4 prdve vtedy, ak x < y.

(e) (x,y,z) € S5 prdve vtedy, ak x +y = z.

Priklad 6.3. Nech C oznacuje mnoZinu priamok v rovine, p,q € C.

(a) (p,q) € Ty prdve vtedy, ak x|y,
(b) (p,q) € T, prdve vtedy, ak pLq,

(e) (p,q) € T3 prdve vtedy, ak p,q maji spoloény bod.
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,Obyéajné“ n-arne! relacie, ktoré sme studovali predtym, boli definované ako pod-
mnoziny kartezianskeho suc¢inu A; x Ay x --- X Ay, (vo vSéeobecnom pripade si mnoziny
Aj rozne), relacie z predchadzajucich prikladov boli definované ako podmnoZiny karte-
zianskeho stiéinu rovnakych mnozin.

Definicia 6.1. Nech je A lubovolnd mnoZina, A™ oznacuje kartezidnsky suc¢in A X --- X A.
—_——

n
Lubovolni podmnoZinu kartezidnskeho stic¢inu A™ nazveme n-drnou reldciou na mnozine

A.

V dalsom vyklade sa stustredime na skiumanie binarnych reldcii na mnoZine, pre-
toZe medzi nimi je viacero v matematike ¢asto pouzivanych uzito¢nych relacii, ako je
usporiadanie, rovnost’, ekvivalencia. Tam, kde to nepovedie k nedorozumeniu, budeme
namiesto pojmu bindrna relacia pouzivat len pojem relacia.

Poznamka. Medzi relaciami a relaciami na mnozZine nie je zasa az taky vel'ky rozdiel.
Uvazujme bindarnu relaciu R C A x B. Ak polozime C = AUB, mézeme definovat binarnu
reldciu na mnozine R’ C C x C, taku, Ze (x,y) € R’ prave vtedy, ak (x,y) € R. Reldcie R’,R
su (ako mnoziny usporiadanych dvojic) rovné; relacia R’ je rozsirenim relécie R.

AKk je binarna relacia R definovana na n-prvkovej mnozine A = {ay,...,an}, mozno
ju jednoznacéne popisat’ pomocou Stvorcovej matice Mg typu n x n. Ako uvidime neskor,
v §tvorcovej matici maju zvlastny vyznam prvky leziace na miestach (i,1);i = 1,...,n.
Tieto prvky tvoria tzv. hlavnd diagondlu matice. (V Stvorcovej matici existuje okrem
hlavnej este jedna diagonala, tvoria ju prvky leziace na miestach (n—i+1,i);i=1,...,1.)
Relaciu R mozno popisat aj pomocou grafu Gg. Graf Gg ma n vrcholov, oznacenych
prvkami mnoZiny A. Ak reldcia R obsahuje usporiadanu dvojicu (ai, a;) v grafe Gr exis-
tuje orientovand hrana vychadzajica z vrcholu a; a vechadzajica do vrcholu aj.

Uloha 6.1. VyuZite grafovi reprezentdciu reldcii na mnoZine a vypocitajte, kolko je roz-
liénych bindrnych reldcii na n-prokovej mnozine A!

Uloha 6.2. Zvolte vhodné podmnoziny mnoZin A,B,C z prikladov 6.1,6.2 a 6.3 a vy-
Jjadrite prislusné bindrne reldcie pomocou maticovej i grafovej reprezentdcie!

S niektorymi relaciami na mnozine sme sa uz stretli v predchadzajacich kapitolach:

e identickd reldcia na mnozine A, E 5 je definovana nasledovne

Ea ={(x,x)ix € A}

e prdzdna reldcia () neobsahuje Ziadne usporiadané dvojice a predstavuje teda préazd-
nu podmnozinu kartezidanskeho sucinu A x A.

e Specidlnym pripadom binarnej relacie na mnozine A je samotny karteziansky sucin
AxA. Ten predstavuje univerzalnu mnozinu pre v§etky binarne relacie na mnozine
A (napr. R =A x A —R.)

najéastejsie n = 2
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Uloha 6.3. Zostrojte maticovu reprezentdciu identickej reldcie mnoziny {0,1,2,3,4,5}/
Uloha 6.4. Nech je R lubovolnd reldcia na mnoZine A. DokdZzte platnost nasledujiicich
vztahov

(@) (x,y) € Ea = (x=1y),

(b) EAR=REA =R,

(c) IR =R0 = 0!

6.1 Vlastnosti binarnych relacii na mnozine
Binarne relacie na mnoZine maji mnoho zaujimavych vlastnosti. My sa teraz sustredime
na skimanie zakladnych vlastnosti, ktoré sa v matematike pouzivaju najcastejsie.

Definicia 6.2. Nech R C A x A. Bindrnu reldciu R nazyvame

(a) reflexivnou, ak Va[(a € A) — (a,a) € R],
(b) symetrickou, ak [(a,b) € R] — [(b,a) € R],
(e) tranzitivnou, ak [(a,b) € R&(b,c) € R] — [(a,c) € R],
(d) ekvivalenciou, ak je sticasne reflexivna, symetrickd a tranzitivna,
(e) antisymetrickou, ak [(a,b) € R&(b,a) € R] — (a =Db).
Uvazujme 6-prvkovd mnozinu B = {1,2,3,4,5,6} a bindrne relacie S1,S>, S3,S4 z pri-
kladu 6.2. Vidime, Ze S; je tranzitivna a ostatné vlastnosti z definicie 6.2 nema; S, je

ekvivalencia; S5 je reflexivna a antisymetrickd; a napokon S, je reflexivna a antisymet-
ricka a tranzitivna relacia.

Uloha 6.5. Zostrojte maticové reprezentdcie bindrnych reldcii S1,S»,S3,S4 z prikladu 6.2.

Vlastnosti binarnych relacii, ktoré sme zaviedli v definicii 6.2 moZno charakterizovat
aj pomocou mnozinovych vztahov.

Veta 6.1. Nech je R bindrna reldcia na mnoZine A. Potom pre R platia nasledujtice vztahy

(a) reldcia R je reflexivna prdve vtedy, ak Eao C R,
(b) reldcia R je symetrickd prdve vtedy, ak R~ C R,
(c) reldcia R je tranzitivna prdve vtedy, ak R? C R,

(d) reldcia R je antisymetrickd prdve vtedy, ak RN R~ C Ea.

Dokaz. Ponechavame ¢itatelovi ako cviéenie. O
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Poznamka. dJe zrejmé, Ze tvrdenie v bode (b) predchadzajicej vety mézeme formulovat
aj nasledovne: relacia R je symetricka prave vtedy, ak R~ =R.

Poznamka. V matematickej literatire sa obcas spominaji aj iné binarne relacie na
mnozine. Uvedieme niektoré z nich. Predpoklad4ame, Ze R je bindrna reldcia na mnoZine
A. Potom hovorime, Ze relacia R je

(a) ireflexivna, ak Va[(a € A) — [(a,a) € R]

(b) asymetricka, ak Vavb[(a,b) € R — (b, a) € R]

(¢) atranzitivna, ak [(a,b) € R&(b,c) € R] — [(a,c) R
(d) trichotomicka, ak

Vavb[(a € A)&(b € A)&(a #b)] — [(a,b) e RV (b,a) € R],
(e) tolerancia, ak je reflexivna a symetricka.

Uloha 6.6. Ktoré z bindrnych reldcii na mnoZine, ktoré sme doposial’ skimali, maju
niektoré z vlastnosti (a) - (e) uvedenych v predchddzajiicej pozndmke?

Uloha 6.7. Uved'te aspori po 3 priklady na reldcie s vlastnostami zavedenymi v definicii
6.2 a v predchddzajiicej pozndmke!

Uloha 6.8. Dokdzte, Ze ak md reldcia R a mnoZine A niektort z nasledujiicich vlastnostni:
reflexivnost, symetrickost, tranzitivnost, antisymetrickost, asymetrickost, ireflexivnost,
ekvivalencia; tak totom md tito vlastnost’ aj opacnd reldcia R™!

Binarne reldcie na mnozZine mézeme skladat, zostrojovat k nim opacné relécie, resp.
aplikovat’ na ne rozliéné mnozinové operacie. Nie je tazké zistit, za akych podmienok
sa zachovavaju vlastnosti binarnych relacii, ktoré sme definovali. Niekolko tloh tohto
typu vyriesime, d'alSie uvadzame ako cvicenia pre citatela.

Veta 6.2. Nech je R reflexivna reldcia na mnoZine A a S 'ubovolnd reldcia na mnoZine
A. Potom plati S C RS N SR. Ak je aj S reflexivna reldcia, tak potom je aj zloZend reldcia
RS reflexivna a RUS C RSN SR

Dokaz. Kedze R je reflexivna reldcia na mnozine A, Ex C R (6.2). Potom plati S =
EAS € RSaS = SEa C SR. To znamend, ze S C RS N SR. Ak je S reflexivna relacia,
tak potom Ex € S a REx C RS, EAR C SR. To znamen4d, Ze R C RS N SR. Ked'Ze zaroven
S C RSN SR, tak potom aj RUS C RSN SR. O

Uloha 6.9. Dokdste nasledujiice turdenie: Nech sti Ra Ryprei=1,...,nreflexivne reldcie
na mnoZine A. Potom plati

(a) N Ryje reflexivna reldcia na mnozZine A,
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(b) pre lubovolni reldciu S na mnoZine A je reldcia RU S reflexivna (reldcia na mnoZine
A).

Ked'Zze pracujeme vyluéne s binarnymi relaciami na tej istej mnozine (napriklad
mnozine A), operacia skladania relacii je definovana pre 'ubovolni mnozinu binarnych
reldcii (na mnozine A). Pomocou skladania binarnych relacii méZeme zaviest operaciu
umocnovania bindrnej reldcie na celo¢iselny exponent takto:

RO = EA)
RY = RRY! pre i>0,
R" = (RY~, pre i<O.

Ak (x,y) € R¥ pre nejaké k > 0, tak potom musi existovat’ postupnost’ prvkov x =
X0,X1...,Xx =Yy mnoziny A taka, ze

(XO>X]) € R) (X1>XZ) € R,...,(Xk_],Xk) € R.

Veta 6.3. Nech sii R,S a Ry, 1 =1,...,n symetrické reldcie na mnoZine A. Potom platia
nasledujtice tvrdenia:

(a) reldcie |JRi a (Ri st symetrické
(b) reldcia RS je symetrickd prdve vtedy, ak RS = SR,

(e) reldcia R™ je symetrickd pre kaZdé n € Z.

Dokaz. Dokéazeme napriklad tvrdenie (b). Ak su R,S symetrické relacie (na mnozine
A),tak R = R~ a S = S. Relacia RS je symetricka prave vtedy, ak RS = (RS)~. Ale
(RS)” = SR~ = SR. To znamen4, ze RS = SR. Opacne, nech RS = SR, dokazeme, Ze
relacia RS je symetricka:

(RS)™ = (SR)”" =R"S™ = RS.

Uloha 6.10. (a) Dokdste zostdvajtice tvrdenia predchddzajticej vety!

(b) Ndjdite také symetrické reldcie R, S na mnoZine A, Ze zloZend reldcie RS nie je symet-
rickd reldcia!

Uloha 6.11. Nech si R, S antisymetrické reldcie na mnoZine A. Dokdzte, Ze aj
(a) RN S je antisymetrickd reldcia na mnozZine A,

(b) RUS je antisymetrickd reldcia prdve vtedy, ak RNS™ C Ea.

(e) Ndjdite také antisymetrické reldcie R,S, ktorych zjednotenie nie je antisymetrickd
reldcia!

Uvedieme este niektoré vlastnosti tranzitivnych relacii:
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Veta 6.4. Nech su R, S tranzitivne reldcie na mnoZine A. Potom platia nasledujiice tvrde-
nia

(a) RN S je tranzitivna reldcia na mnozZine A,
(b) RUS je tranzitivna reldcia na mnoZine A prdve vtedy, ak (RSUSR) C (RUS),
(e) ak RS = SR, tak RS je tranzitivna reldcia,

(d) R™ C R pre kaZdé prirodzené n.

Dokaz. (b) Nech je RUS tranzitivna relédcia, potom (RUS)? C (RUS). Upravime zlozent
relaciu
(RUS)?=(RUS)(RUS) =R?URSUSRUS?.

Potom
(RSUSR) C (RSUSR)U (R?US?) = (RUS)>C (RUS).

Opacne, nech (RSUSR) C (RUS), ukazeme, ze (RUS)? C (RUS), t.j. Ze (RUS) je tranzitivna
relacia. Plati
(RUS)?=R?URSUSRUS?.

Ked'Ze obe relacie R, S su tranzitivne, plati R* C R, S* C S, a teda R? U S?* C RUS. Podla
predpokladu RSUSR C RUS, a teda

(RUS)? = (R?US?)U(RSUSR) C (RUS).

(c) Nech RS = SR, dokazZeme, ze (RS)% C RS.

(RS)% = (RS)(RS) = R(SR)S = R(RS)S = (RR)(SS) = R?*S? C RS? C RS.

Uloha 6.12. (a) Dokdzte ostdvayjiice tvrdenia vety 6.4.

(b) Ndjdite také tranzitivne reldcie R, S, ktorych zjednotenie, resp. zloZenie nie je tran-
zitivna reldcia.

Definicia 6.3. Nech je R tranzitivna reldcia na mnoZine A. Tranzitivnym, resp. reflexiv-
no-tranzitivnym uzdverom reldcie R nazyvame reldciu R, resp. R*, definovant nasledu-
Juicimi vztahmi:

RP=R'UR?U---=JRY R*=EAUR'UR*U---=[JRX

K> K20

Je zrejmé, ze R C R™ C R*. Ak je R tranzitivna reldcia, tak potom R = R*, ak je R
zaroven aj reflexivna relacia, tak potom R = R*.

Dalsie vlastnosti tranzitivneho a reflexivno-tranzitivneho uzaveru uvadza nasledu-
juca veta.
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Veta 6.5. Nech R, R* tranzitivny, resp. reflextvno-tranzitivny uzdver reldcie R na mnoZine
A. Potom platia nasledujiice tvrdenia

(a) Reldcia RY je tranzitivna reldcia.
(b) Ak S je tranzitivna reldcia na mnozine A, Ze R C S, tak potom aj RT C S.
(¢) Reldcia R* je reflexivna a tranzitivna reldcia.

(d) Ak S je reflexivna a tranzitivna reldcia na mnoZine A, takd Ze R C S, tak potom aj
R* C S.

Dékaz. (a) UkaZeme, ze (R1)? C R,
(RY)2=R'UR?UR3U...)(RTUR?UR3U...) =RPUR3UR*U ... CRT.

(b) Ked’Ze R je tranzitivna relacia, podla vety 6.4 R C Rpren = 1,2,.... To znamena,
7ze Rt C R. Z poslednej inkltzie, predpokladu vety a tranzitivnosti inkliuzie vyplyva
tvrdenie vety: Rt C R C S, t.j. RT C S. Tvrdenia (c) a (d) sa dokazuju analogicky. O

Uloha 6.13. (a) Dokdste turdenia (c) a (d) vety 6.5.
(b) Dokdzte, 2e ak R C S, tak R™ C ST a R* C S*.
(¢) Preskimajte postupnost’ reldcii {R™}n>o! Mézu byt mocniny R™ rozne?

(d) Vyberte si vhodnu bindrnu reldciu R a zostrojte jej tranzitivny a reflexivno-tranzitiv-
ny uzdver!

Z vety 6.5 vyplyva, Ze uzaver binarnej reldcie je najmensia tranzitivna (reflexivna
a tranzitivna) reldacia, ktora obsahuje danu relaciu. S reflexivno-tranzitivnhym a tran-
zitivnym uzaverom relacie sa budeme stretavat’ v teorii formalnych jazykov a automatov,
matematickej logike a inych oblastiach matematiky a informatiky.

Uloha 6.14. Zistite, ¢i st nasledujiice reldcie na mnozine prirodzenych ¢éisel? reflexivne,
symetrické, alebo tranzitivne:

(a) (x,y) € R=x+vy je pdrne c¢islo,
(b) (x,y) € R =x —y je pdrne ¢islo,
() (x,y) € R=x+y je nepdrne ¢islo,
(d) (x,y) eR=x+y <100,

(e) (x,y)eR=Kx—yl<T,

) (x,y)eR=x=1-y;keN

(g (x,y) eR=x=2Y,

2

nenechajte sa pomylit oznacenim, symbol R oznacuje reldciu a nie mnozinu realnych ¢éisel.
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(h) (x,y) € R=3|(x*+y?).

Aj relacie, ktoré nie su symetrické, mozno doplnit’ tak, aby vysledna relacia bola
symetricka.
Definicia 6.4. Nech je R bindrna reldcia na mnosine A. Reldcia R = RUR™ sa nazyva

symetrizaciou relacie R.

Veta 6.6. Nech je R bindrna reldcia na mnoZine A. Potom

(a) symetrizdcia R je najmensia symetrickd reldcia na mnoZine A, ktord obsahuje R.

(b) Bindrna reldcia R je symetrickd prdve vtedy, ak R = R.

Dokaz. Prenechavame ¢itatelovi ako cvicenie. O

6.2 Relacia ekvivalencie a rozklad mnoziny

V matematike ¢asto potrebujeme skimat’ nekone¢né mnoziny rozliénych objektov. Po-
pisat’ prvky co i len velkej mnoziny jednotlivo mézZe byt nezvladnutelné; pre nekonecné
mnoziny sa to jednoducho neda spravit. Napriek tomu, Ze prvky (velkej/mekonecne;j)
mnoziny su rézne, mézu mat nejakud spoloénu vlastnost, ktora ndm umoznuje rozdelit
prvky mnoziny do skupin podl'a tejto vlastnosti a namiesto skimania jednotlivych prvkov,
skimat’ potom vlastnosti reprezentanov jednotlivych skupin. Pri rozdelovani objektov
do skupin vyuzivame relaciu ekvivalencie; do jednej skupiny zarad’'ujeme objekty, ktoré
su z hladiska nejakej vlastnosti ekvivalentné (rovnocenné, nerozliSiteIné). Pripomi-
name, ze ekvivalencia je relacia, ktora je reflexivna, symetricka a tranzitivna. Upres-
nime to, ¢o sme zatial vyjadrili neformalne.

Definicia 6.5. Nech je A Pubovolnd nepro’fzdna mnozZina. Rozkladom mnoZiny A sa nazy-
va systém S C P(A) podmnoZin, ktory splria nasledujiice podmienky

1. Vil(Bi € 8) — (By # 0)],

2. Vivj[(Bi € S)&(Bj € S)&(i #j)] — [BiN Bj =0,

3. UBIGS B-'L - A.

Rozklad mnoziny A je teda taky systém neprazdnych podmnozin, Ze kazdy prvok x €
A patri prave do jednej mnoziny tohto systému. Podmnoziny tvoriace rozklad mnoziny
sa nazyvaju triedy rozkladu.

Priklad 6.4. A ={0,1,2,3}. Nasledujiice tri systémy podmnozin tvoria rozklad mnoZiny
A:

(a) S] = {O» 1 ) 2) 3})
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(b) S ={{0},{1,2},{3}},
(c) S3={0},{1},{2}, {3}

Suvislost’ medzi relaciou ekvivalencie a rozkladom prislu$nej mnoziny popisuje nasle-
dujuca veta.

Veta 6.7. Nech je R reldcia ekvivalencia na mnoZine A # (). Nech pre lubovolné x € A,
RIx] ={y;(x,y) € R}. Potom systém mnoZin S = {R[x] € P(A);x € A}je rozkladom mnoziny
A.

Dokaz. Ukazeme, Ze S ma vsetky tri vlastnosti rozkladu.

1. Ked'ze x € R[x], R[x] # 0 pre T'ubovolné x € A.

2. Nech su R[x], R[y] F'ubovol'né mnoziny zo systému S, x # y. Ukazeme, Ze bud’ R[x] =
R[y] alebo R[x] NR[y] = 0. Nech z € R[x]NR[y]. Potom podl'a definicie triedy R[x] plati
(x,z) € Ra (y,z) € R. Zo symetrickosti a tranzitivnosti R vyplyva, Ze aj (x,y) € R;
to znamenad, ze y € R[x]. Nech v € R[y], potom (y,v) € R a zo symetrickosti a
tranzitivnosti R vyplyva, Ze (x,v) € R; t.j. v € R[x]. To znamen4, Ze R[y] C R[x].
Podobnym spésobom mozno dokéazat’ opa¢ni inkluziu, a teda aj rovnost’ R[y] = R[x].
Mnoziny R[x], R[y], x,y € A st teda bud’ disjunktné, alebo sa rovnaju.

3. Kedze kazdy prvok x € A patri do mnoziny R[x], | J,. o RIx] = A.

XEA

Poznamka. Rozklad definovany vo vete 6.7 sa nazyva rozklad indukovany ekvivalen-
ciou, alebo prislichajici k ekvivalencii R.

Uloha 6.15. Popiste triedy rozkladov indukovanych nasledujicimi reldciami ekvivalen-
cie

(@) R1 CZxZ (x,y) € Ry =2|(x—y),

(b) Ry je reldacia definovand na mnoZine l'udi; (x,y) € Ry = x,y sa narodili v tom istom
roku.

Ukazali sme, Ze relacia ekvivalencie indukuje na prislu$nej mnozine rozklad. Plati
aj opacny vztah—rozklad mnoziny definuje ekvivalenciu.

Veta 6.8. Nech je A neprdzdna mnoZina a S = {Bq,...} je jej rozklad. Potom je bindrna
reldcia na mnoZine A definovand vzfahom

R ={(x,y) € A x A;3Bi[(B; € S)&(x € By)&(y € By)]}

Jje reldciou ekvivalencie na mnoZine A a S je riou indukovany rozklad.
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Dokaz. Vztah vo vete 6.8 definuje mnozinu usporiadanych dvojic (v krajnom pripade
prazdnu), teda R je binarna relacia na mnozine A. UkaZeme, Ze R je ekvivalencia.

Reflexivnost’. Ak x € A, potom musi existovat’ trieda rozkladu B; € S tak, ze x € By; v
opacnom pripade by totiz x ¢ |J; Bi = A. Ak vSak x € B, tak potom podla definicie
relacie R Vx[(x € A) — (x,x) € R].

Symetrickost’. Z toho, ze (x,y) € R vyplyva, Ze existuje také B; € S, ze x,y € B;. To
znamena, ze aj (y,x) € R.

Tranzitivnost’. Ak (x,y) € R, (y,z) € R, tak potom podla definicie relacie R existuju
triedy rozkladu B, B také, Ze x,y, € Bi,y,z € B;j. To znamen4, Ze y € B;iNB;. Ked'Ze
S jerozklad, B; = B; a teda x,z € By, resp. (x,z) € R.

Dokazeme druhu cast’ tvrdenia. Nech Sy oznacuje rozklad mnoziny A indukovany
ekvivalenciou R. Dokazeme, ze Sy = S. Najprv ukazeme, ze Sy C S. Nech R[x] € S.
Ked'ze S je rozklad mnoziny A, existuje trieda rozkladu B; € S tak4, Zze x € B;. Nech
y € B; (ak je trieda B; jednoprvkova, tak y = x), potom (x,y) € R a sucasne y € R[x].
To znamena, ze B; C R[x]. Nech z € R[x] Potom prvky x,z musia patrit do jednej triedy
rozkladu systému S. Ked'Ze S je rozklad a prvok x patri do triedy B;, potom aj prvok z
patri do triedy B;. Ale potom R[x] C Bj, a teda B; = R[x].

Dokazali sme, Ze rozklad Sy je podmnozinou rozkladu S. Ukazeme, Ze plati aj opacna
inklazia; S C Sy. Predpokladajme opak, t.j. Ze S obsahuje triedu rozkladu B, ktora
nepatri do Syp. Trieda B je podla definicie rozkladu neprazdna, a teda musi obsahovat’
aspon jeden prvok, oznacme ho w. Potom vsak existuje x € A také, ze w € R[x], pretoze
v opacnom pripade w ¢  J,. A RIx] = A). Ale potom B = R[x] a B € S. Spor. O

Uloha 6.16. 1. Nech A ={0,1,2}. Zostrojte vSetky rozklady mnoZiny A a ndjdite k nim
prislichajtce reldcie ekvivalencie!

2. Pripustme, Ze A = (. Ako by vyzeral rozklad mnoZiny A a k nemu prislichajica
reldcia ekvivalencie?

Uloha 6.17. Nech A # (). Je niektord z reldcii ), A x A reldciou ekvivalencie na mnoZine
A?

Uloha 6.18. Nech Z, Q, R onadujii mnosiny celych, raciondlnych a redlnych éisel. Reldcie
T a U definujeme nasledujiicim spésobom.:

T={(x,y) eRxR;x—yeZ}, U={(x,y eRxRx—yeqQ}

Dokdzte, Ze reldcie T a U su ekvivalencie na mnoZine R. Opiste rozklady mnozZiny redlnych
éisel indukované reldciami ekvivalencie T a U/

Uloha 6.19. Nech je R reldcia ekvivalencie na mnoZine A. Je aj opacénd reldcia R~ reld-
ciou ekvivalencie na mnozine A?

Uloha 6.20. Kolko Je rozliénych reldcii ekvivalencie na stvorprvkovej mnozine?

Veta 6.9. Nech sii R a S reldcie ekvivalencie na mnoZine A, potom platia nasledujiice
tvrdenia
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(a) reldacia RN S je ekvivalencia,
(b) zlozend reldcia RS je ekvivalenciou prdve vtedy, ak RS = SR,

(¢) redcia RUS je ekvivalenciou prdve vtedy, ak RUS = RS.

Dokaz. Ponechavame citatelovi ako cvicenie. O

Uloha 6.21. Ndjdite priklady reldcii ekvivalencie R, S na mnoZine A takych, Ze reldcie
RS, resp. RUS nie su ekvivalencie na mnozine Al

6.3 Usporiadania

DalSou velmi éasto pouZivanou reldciou na mnozine je reldcia usporiadania. Relacia
usporiadania umoznuje prvky mnoziny nejakym sposobom porovnavat, alebo usporadi-
vat. Pre c¢iselné mnoziny N,Z,Q,R sa usporiadania zaloZzené na velkosti ¢isel dobre
zname. Casto viak potrebujeme zaviest usporiadanie aj v mnoZinach, ktorych prvkom
nevieme priradit velkost. Aby sme mohli zaviest usporiadanie aj v mnozinach, kde
neexistuje prirodzené usporiadanie zalozené na velkosti prvkov, preskimame ziakladné
vlastnosti reldcie usporiadania a uvedieme niekol'ko uzitocnych relécii usporiadania.

Definicia 6.6. Usporiadanim na mnoZine A nazveme Pubovolni reflexivnu, antisymet-
ricku a tranzitivnu reldciu na mnoZine A.

Na oznacenie usporiadania sa casto pouziva symbol <. MnozZina A spolu s uspo-
riadanim < tvori tzv. usporiadant mnozZinu, ktori oznacujeme (A, <). MnozZina A sa
nazyva nosi¢om usporiadanej mnoziny (A, <). Opaéni relaciu k usporiadaniu < oznacu-
jeme symbolom >.

Uloha 6.22. Nech Jje < usporiadanie na mnozine A. DokdZte (alebo vyvrdtte), Ze aj reldcie

(<), =, > st usporiada na mnoZine A.

Ak plati a < b alebo b < a, tak prvky a,b nazyvame porovnatelnymi prvkami
v mnozine (A, <). Ak st 'ubovolné dva prvky usporiadanej mnoziny porovnatelné, nazy-
vame ju uplne usporiadanou mnoZinou (takéto usporiadanie sa nazyva aj totdlne alebo
linedrne usporiadanie mnoziny).

Priklad 6.5. Zistite, ¢i si nasledujiice mnoZiny usporiadané, t.j. ¢i dané reldcie su reld-
ciami usporiadania:

(a) MnozZina prirodzenych &isel s reldciou <,

(b) P(A) s reldciou C .

Priklad 6.6. Zistite, ¢i s mnoZiny (N, <) a (P(A), C) z predchddzajticeho prikladu tiplne
usporiadané.
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Priklad 6.7. Nech si R,S usporiadania na mnoZine A. Zistite, ¢i st nasledujtice reldcie
usporiadaniami na mnozine A:

(a) RUS,
(b) RNS,

(e) RS.

Vztah a < b,a # b, zapisujeme strucne a < b a relaciu < nazyvame ostrym uspo-
riadanim zodpovedajicim usporiadaniu <. (Reldcia a < b sa zvykne nazyvat ostrym
usporiadanim, aj ked’ nie je usporladamm v zmysle definice.) Ostré usporiadanie je
tranzitivna a ireflexivna reldcia. Uplné ostré usporiadanie na mnoZine A splna naviac
podmienku

(x=y)Vix<yV(y<x),

pre vSetky prvky x,y € A. Lubovolné ostré usporiadanie < mozno rozsirit’ na prislusné
(,neostré“) usporiadanie tak, Ze sa relacia < zjednoti s identickou relaciou E A na mnozine
A.

Priklad 6.8. 1. Nech A # (), potenénd mnoZina P(A) s reldciou mnoZinovej inklizie
C tvort usporiadani mnoZinu (ktord vsak nie je tiplne usporiadand). Ostrd mnoZinovd
inklizia C zodpovedd netiplnému ostrému usporiadaniu na mnoZine P(A).

2. Nech je usporiadanie | mnoziny N definované takto (a,b) € | prdve vtedy, ak a deli
b; t.j. ak existuje prirodzené ¢islo k také, Ze a -k = b. Je zrejmé, Ze (N,|) nie je tplne
usporiadand mnozina.

Aby sme ul'ah¢ili tudium vlastnosti usporiadani a usporiadanych mnozin, zobrazime
vzt'ahy medzi jednotlivymi prvkami graficky tak, ako sme zobrazovali rel4cie a funkcie;
usporiadanej mnozine (A, R) priradime graf, v ktorom prvkom z A zodpovedaju vrcholy
grafu a usporiadanym dvojiciam (a,b) € R zodpovedaju orientované hrany spajajice
prislusné vrcholy grafu.

Priklad 6.9. UvaZujme mnoZinu prirodzenych disel M = {2,3,4,6,8,16,24} s reldciou
| ={(x,y) € M?%xly}. Graf usporiadanej mnoziny (M, |) je uvedny na obrdzku 6.1.

Graf na obrazku 6.1 je vSak znacne (a pritom zbyto¢ne) neprehladny. Mozno ho
zjednodusit’ bez toho, aby sa stratila informacia o usporiadani mnoziny M.

Definicia 6.7. Nech je R bindrna reldcia na mnozine A. Redukciou relacie R nazveme
bindrnu reldciu R, definovant vzfahom

R, = R—R2

Ak je R ostrym usporiadanim na mnoZine A, tak potom redukciu R, nazyvame tieZ rela-
ciou pokrytia, alebo relaciou bezprostredného predchadzania prislusného usporiadania
R.
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0.4 ®

2 3
Obrazok 6.1: Graf relacie |

Redukciou sa z relacie R vylicia vsetky také usporiadané dvojice (x,y), pre ktoré v
mnozine A existuje ,prechodovy“ prvok z taky, Ze plati (x,z) € Ra ((z,y) € R. Zdalo by sa,
ze pomocou reflexivno-tranzitivneho uzaveru reldcie R, sa nam podari zrekonstruovat
povodnu relaciu R. Nie je tomu vzdy tak. Pozri [12].

Uloha 6.23. Nech je R reflexivna reldcia na mnozine A. Ukdste, Ze Rt = a Rt = E.

Uloha 6.24. UvaZujme mnoZinu raciondlnych &isel Q s reldciou <. UkdZte, Ze redukcia
reldcie < je prdzdna.

Pre kone¢né mnoziny vsak plati nasledujica veta.

Veta 6.10. Nech je (A,R) koneénd usporiadand mnoZina a reldcia S = R — Ea je ostré
usporiadanie zodpovedajiice usporiadaniu R. Nech je S, = S — S? redukcia reldcie S.
Potom platia nasledujiice tvrdenia

(a) S} =S (tranzitivny uzdver reldcie S, sa rovnd S),

(b) Si = R (reflexivno-tranzitivny uzdver reldcie S, sa rovnd pévodnej reldcii usporiada-
nia R.)

Dokaz Vetu nebudeme dokazovat, citatel sa o to moéze pokusit’ sam, alebo si pozriet
dokaz v [12]. O

Upravime teraz na zaklade vety 6.10 relaciu | z predchadzajiceho prikladu a zostro-
jime pre nu novy graf (pozri obrazok 6.2). Takto zostrojeny graf pokrytia nazyvame
Hasseho diagramom (alebo diagramom pokrytia) danej mnoziny. Na zaklade Hasseho
diagramu usporiadanej mnoziny (A, R) mozZno I'ahko zistit’, ¢o plati pre l'ubovolné prvky
a,b € A: ak v Hasseho diagrame existuje orientovana cesta (postupnost na seba navizu-
jucich orientovanych hran) zacinajica vo vrchole a a konciaca vo vrchole b, tak potom
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16 24

2 3

Obrazok 6.2: Hasseho diagram mnoziny M

(a,b) € R; analogicky by sme riesili pripad (b,a) € R. Ak vrcholy a,b nie su v Has-
seho diagrame spojené orientovanou cestou, tak potom su prvky a,b v mnoZine (A,R)
neporovnatelné.

Priklad 6.10. UvaZujme potencéni mnozinu mnoziny A = {1,2,3} s reldciou usporiadania
definovanou mnoZinovou inkliziou C. Hasseho diagram pre mnoZinu P(A) je uvedeny
na obrdzku 6.3.

Hasseho diagram mozno este zjednodusit’ tym, Ze sa vrcholy grafu rozmiestnia tak,
aby boli hrany orientované zdola nahor. Potom mozno v grafe namiesto orientovanych
hran (Sipiek) kreslit’ len neorientované hrany (isecky).

Na Hasseho diagrame na obrazku 6.3 je mozné vidiet, Ze mnoziny {1,2} a {3} nie
su porovnatelné. (Aby sme sa dostali z vrcholu {1, 2} do vrcholu {3}, musime ist’ najprv
v smere orientovanej hrany do vrcholu {1, 2, 3}, ale potom by sme museli pokracovat proti
smeru orientdcie hran postupne do vrcholu {1, 3} alebo {2, 3} a odtial opat v ,protismere”
do vrcholu {3}.) Neporovnatelnych mnoZin je viac, podobne by sme mohli ukazat, ze sa
neporovnatelné napriklad mnoziny {1} a {2}. Teraz ked’ vieme graficky zobrazit uspo-
riadand mnoZinu (A, R), nebude problém pochopit’ podstatu d’alsich délezitych pojmov,
ktoré suvisia s usporiadanim.

Definicia 6.8. Nech je (A, <) usporiadand mnoZina a nech je reldcia < ostré uspori-
adanie zodpovedajiice usporiadaniu <. Potom prvok a € A nazyvame

(a) minimdlnym prvkom mnoZiny A, ak
—3Ix[(x € A)&(x < a)]
(b) najmensim prvkom mnoZiny A, ak

Vx[(x € A) = (x > a)]
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{1,2,3}

1,2} ‘ 2,3}

{1} {3}

Obrazok 6.3: Hasseho diagram mnoziny M

(e) maximdlnym prvkom mnozZiny A, ak

—3Ix[(x € A)&(x > a)]

(d) najvdcésim prvkom mnozZiny A, ak

vx[(x € A) = (x < a)].

Jednoducho povedané, v mnozine A neexistuje mensi prvok, ako je minimalny prvok,
vacsi prvok, ako je maximalny prvok a vSetky prvky mnoziny A (okrem najmensieho)
su véacsie ako najmensi prvok; vSetky prvky mnoziny A (okrem najvicsieho) st mensie
ako najvicsi prvok. To okrem iného znamend, Ze mnozZina (A, <) moéze mat niekolko
maximalnych, niekol'ko minimalnych, ale len jeden najvicsi a jeden najmensi prvok.

Uloha 6.25. (a) Ndjdite maximdlne, minimdlne, najvicsie a najmensie prvky v nasledu-
Jucich Hasseho diagramoch.

(b) Ndjdite usporiadanti mnoZinu, ktord bude mat’ n maximdlnych a m minimdlnych
pruvkov!

Priklad 6.11. Uvedieme niekolko prikladov usporiadanych (¢iasto¢ne usporiadanych)
mnozin.
1. Mnozina redlnych ¢isel (0,1) md najudcsi (zdroveri maximdlny) prvok 1 a najmensi
prvok 0, ktory je zdroveri minimdlnym prvkom tejto mnoZiny.
2. Mnozina redlnych ¢isel (0,1) nemd ani minimdlny, ani maximdlny prvok.

3. MnoZina raciondlnych ¢isel z intervalu (0,+/2)md najmensi (minimdlny) prvok 0 a
nemd maximdlny prvok, lebo /2 nie je raciondlne ¢islo.
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(a) (b) ()

d h d d

c g c g ¢ g
b f b f b f
a e a e e

Obrazok 6.4: Hasseho diagram mnoziny M

4. Nech je dand mnozZina E™ vSetkych bindrnych n-tic a nech « = (aj,...,an);p =
(by,...,bn) st Pubovolné dve n-tice z mnoZiny E™. Potom usporiadanie na mnoZine
E™ definujeme nasledovne:

x=PB=aq<byi=1,...,n.
(a) Mnozina E™ md najudcsi prvok (jednotkovy vektor) a najmensi prvok (nulovy

vektor).

(b) MnozZina E™—{(0,...,0)} md najvdcsi prvok (jednotkovy vektor), nemd najmensi
prvok, ale md n minimdlnych prvkov (vsetky vektory, ktoré maju prdve jednu
zloZku jednotkovt a vsetky ostatné nulové.)

5. MnoZina N prirodzenych ¢isel md najmensi prvok 0 ale nemd maximdlny prvok.

6. MnoZina 7~ zdpornych celych Cisel md najudcsi prvok —1, ale nemd minimdlny
pruok.

7. Mnozina Z U {400, —0c0} s prirodzenym usporiadanim ¢isel md najudcsi aj najmensi
pruok.

Pri dékazoch niekedy potrebujeme v mnoZine najst’ najmensi prvok s danou vlast-
nostou. Je vyhodné, ak je dana mnozina dobre usporiadand; t.j. ak kazda jej podmnozi-
na ma najmensi prvok.?

Uloha 6.26. (a) Zistite, ktoré z mnozZin N, 7Z,Q, R st dobre usporiadané pomocou ,priro-
dzeného® usporiadania <!

(b) Charakterizujte prirodzené usporiadanie < mnoZin N,Z,Q,R (iplnost, existencia
minimdlnych a maximdlnych prvkov a pod.)

3dobrym usporiadanim sa este budeme zaoberat’ v kapitole 8
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Uloha 6.27. Ndjdite vsetky reldcie usporiadania a dobrého usporiadania 4-prvkovej
mnoZiny!

Uloha 6.28. Nech je R ireflexivna reldcia na mnoZine A. Potom na mnoZine A existuje
usporiadanie S, ktoré obsahuje reldciu R prdve vtedy, ak je reldcia R" ireflexivna. DokdZte
alebo vyvrdtte!

Uloha 6.29. Nech je dand reldcia R na mnoZine A. Reflexivno-tranzitivny uzdver R*
reldcie R je usporiadanim na mnoZine A prdve vtedy, ak je (R — EA)" ireflexvna reldcia.
Dokdzte!

Uloha 6.30. (Pokracovanie.) Dokdzte, Ze reldcia R* je potom zdroveri najmensie uspo-
riadanie na mnoZine A, ktoré obsahuje reldciu R/

Uloha 6.31. Dokdste alebo vyvrdtte nasledujtice tvrdenie: kaZdd reflexivna a tranzitivna
reldcia je asymetrickd.
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Kapitola 7

Zovseobecnené mnozinove
operacie

Definicia prieniku a zjednotenia dvoch mnozin a asociativnost’ tychto operacii nam u-
moznuju definovat zjednotenie a prienik Tubovolného konecéného poc¢tu mnozin. Uz
v predchadzajucich kapitolach sme sa vsak neraz stretli s potrebou utvorit’ prienik alebo
zjednotenie aj nekonecného po¢tu mnozin, alebo takého poctu, ktory sme v danej chvili
nepoznali. Z toho vyplyva nevyhnutnost vhodnym sp6sobom rozsirit’ definiciu prieniku
a zjednotenia tak, aby sme dokazali zjednocovat, ¢i prenikat’ I'ubovolné systémy mnozin.
Predtym, nez pristipime k vSeobecnej definicii, nechdme sa in§pirovat’ fungujiacim pri-
padom prieniku a zjednotenia kone¢ného po¢tu mnozin.

Ak mame prienik
A=A1NAN...An,

tak mnozinu A méZeme vyjadrit’ aj takto:

A={aqVilie{l,...,n} — (a € Ay} (7.1)

Podobne aj zjednotenie
B=ByUB,U...By,

moéZeme opisat’ takto
B ={b;3i[i € {1,...,n}&(b € By)}. (7.2)

Aj ked to zo zapisu (7.2) na prvy pohlad nevidno, mnozina na pravej strane rovnosti
(7.2) je ta ista ako ta, ktoru ziskame postupne ,prizjednocovanim“ B3 k By U B,, B4 k
B; UB, UBj3 atd. Podobnt vlastnost’ ma aj zapis (7.1) pre prienik.

Rovnosti (7.1) a (7.2) zoberieme za vychodisko definicie zovSeobecneného prieniku a
zjednotenia. Naprv v§ak potrebujeme pojem indexovany systém.

Definicia 7.1. Nech S a | sii mnoziny. Zobrazenie x : I — S budeme nazyvat’ indexovanym
systémom prvkov z S a mnoZinu I mnoZinou indexov. Namiesto zvycajného oznacenia x(i)
pre obraz prvku i € 1 v zobrazeni x budeme pisat’ xi. zobrazenie x : 1 — S budeme
zapisovat’ ako x = (xi)icr, alebo x = (xy;i € 1); ak je mnoZina 1 zndma, tak budeme

111
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pisat’ aj x = (x{). Pritom prvok x; budeme niekedy nazyvat’ aj i-tym élenom indexovaného
systému x.

Poznamenavame, Ze mnozina indexov I nemusi byt vobec podmnoZinou mnoziny
prirodzenych cisel, ba ani ¢iselnou mnozinou.

Pojem indexovany systém a pojem zobrazenia si synonymad, a teda niet medzi nimi
ziadneho obsahového rozdielu. jediny rozdiel je formalny, ¢iZze v sposobe zapisu a vo
vybere terminolégie podl'a toho, ¢o je pre nas v danom kontexte vyhodnejsie.

Ak v definicii 7.1 S je mnozina vSetkych podmnozin nejakej mnoziny M, teda S =
P(M), tak indexovany systém x nazyvame indexovanym systémom mnoZin. Namiesto
malého pismena x v takom pripade uprednostnime na oznacenie indexovaného systému
mnozin velké pismena.

Definicia 7.2. Nech M a 1 st lubovolné mnoziny a nech A = (Aj)ic1 je indexovamy
systém podmnozin mnoZiny M; t.j. zobrazenie z 1 do P(M). PoloZme

A ={gViie{l,...,n} = (a € A)}

iel
a
UJAi={g3iie{1,...,n)&(a € Ay}
iel
Potom mnozinu (.1 Ay nazyvame prienikom systému A = (Ai)ic1 @ mnoZinu Jic1 Ay

nazyvame zjednotenim systému A = (Ai)ic1. Ak je zo suvislosti jasné, o ktori mnoZinu
indexov ide, pouzivame tieZ jednoduchsie oznacenie (1A a |JA.

Poznamka. Z definicie 7.2 vidno, ze ak I = (), tak
A =M, [JAi=0.
ieh ich
Vo zvysnych pripadoch (A a |JA zavisi len od mnozin A; systému A a nie od ich
spolo¢nej nadmnoziny M.
Priklad 7.1. (1) AR 1={1,2,...,n}, tak

NA=AINA N NAy [JAi=AIUA U UA,
iel iel

2)AR1={0,1,2,...}=N, Ci={i}a Dy = (0, 74), tak

Jci=N, [D:i={0.

iel iel

O vSeobecnosti ak I = N, tak namiesto oznaceni (Ai)ien, ()ien Aty Uien At 52 bezne
pouzivaju aj oznacenia (A)$2, oo A, Uiog Ai- Napr. (172,(0, %) = 0.
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Veta 7.1. Nech (Ai)ict @ (Bi)ic1 st indexované systémy podmnoZin mnoZiny M a nech
C,D C M. Potom plati:

(a) Ak A; C By pre vSetky i €1, tak

UAiQ UBi> mAiQ th

i€l i€l iel i€l
(b) Ak pre kazdéiclje CC A CD, tak

ccAs Jaico.
i i

(¢) AR ] C 1, tak

ﬂAiQ ﬂ/\i, UAiQ UAi-

icl ic] ic] icl

(d) Pre kazdéj € 1 plati

A CA; <A

iel iel

Dokaz. (a) Nech x € (J;c;Ai. Potom existuje i € I také, Ze x € A;. KedZe A; C By,
x € By, a teda aj x € [J;c; Bi. To znamena, Ze | Jic; A1 € Uicq Bi

Nech x € ;. Ai. Potom x € A; pre kazdé i € 1. KedZe A; C B; pre vSetky i € I,
maéme aj x € By pre vSetky i € 1. Preto aj x € [);c; Bi. To znamena, Ze (;c; Ai C (i Bi-

Tvrdenie (b) je désledkom (a), ak poloZime A; = C alebo By = D pre kazdé i € 1.

(c) DokaZeme najprv prvi inkldziu. Nech x € [);c; Ai. Potom x € A; pre vSetky i € I,
a kedZe ] C I, tym aj pre vSetky i € J. Ale potom x € (;; Ay, €iZe [Nicp At C [ie7 Aie

Nech x ¢ Uie]Ai» potom existuje také i € ], Ze x € A;. KedZze ] C I, x € (i1 At a
UieIAi = UieIAi'
Tvrdenie (d) vyplyva z (c); polozime J = {j} a Uic5 At = Aj = i At O

Veta 7.2. (ZovSeobecnené de Morganove pravidld) Nech (Ai)ic1 je indexovany systém
podmnozin mnoZiny M. Potom plati:

M—(Ai=JM-Ay,

i

M—JAi=M - Ay,

i
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Doékaz. Pre kazdé x € M plati x € M —); A; prave vtedy, ked x € M a existuje j € I
také, ze x ¢ A;, t.j. prave vtedy, ked existuje j € I, pre ktoré x € M — A;; inymi slovami,
ked x € [J;(M — A;). Tym sme dokazali prvd rovnost. Ak v prvej rovnosti namiesto
systému (A;)ic1 pouzijeme indexovany systém (M — A;)ic1, tak dostavame rovnost’

M—(M-A) = A,

z ktorej vyplyva druha rovnost. Mozno ju vSak dokazat aj priamo, a to podobnym spo-
sobom ako prva rovnost. O

Veta 7.3. (ZovSeobecneny komutativny zdkon) Nech (Ai)ic1 je indexovany systém pod-
mnoZin mnoZiny M a nech f : 1 — 1 je Fubovolnd bijekcia (permutdcia mnoZiny 1). Potom

ﬂAi = ﬂAf(i)» a UAi = UAf[i)

iel icl icl icl

Dokaz. Tvrdenia vyplyvaja z faktu, ze f(I) = I a z poznamky uvedenej za definiciou
7.2. O

Veta 7.4. (Zovseobecneny asociativny zdkon) Nech (Ai)ic1 je indexovany systém pod-
mnozin mnozZiny M. Ak je (1j)jcy je indexovany systém podmnozZin mnoZiny 1 taky, Ze

U]'G] I]' = L tak
NNA=NA « UUA=UnA

jeJiel iel jeJ il iel

Dékaz. Poloime D =[;c;AiaDj =)y, Ai. Podla tvrdenia (c) vety 7.1 mame D C D;
pre kazdéj € J,ateda D C ﬂje] Dj. Z druhej strany ku kazdému i € I existuje j € ] tak,
Ze i € 1. Preto podla €asti (d) vety 7.1 plati A; O D; O ﬂjej D;. Napokon odtial pomocou
vety 7.1 (d) D = i1 At 2 [;e; Dj, ¢im sme dokézali prvi rovnost. Druhd méZeme

je]
dokazat podobne alebo ziskat’ z prvej a z vety 7.2. O
Priklad 7.2. Nech 1 = {1,2,3}. Ak f : 1 — 1 je permutdcia ( gz >, tak veta 7.3 hovori,

Ze AJUALSUA3 =A1UA3UAL AR ] ={1,2},1; ={1,2}a 1, = {3}, tak veta 7.4 hovori, Ze
(AJUALJUA3 =A7UAUA3, ateda (A7 UA2)UA3 =AU (AU A3z). Toto je klasicky
asociativny zdkon pre zjednotenie. Tym sa vysvetluju ndzvy viet 7.3 a 7.4.

Veta 7.5. (ZovSeobecnené distributivne zdkony) Nech (Ai)ic1 @ (Byx)keik st indexované
systémy podmnoZin mnozZiny M. Potom platia nasledujiice vztahy

(a)

(UAi> N (U Bk> - U (AinBw,

i€l keK i k)EIXK

(b)

<ﬂAi> U <ﬂ Bk> :( [ (AiUBy).

iel keK i,k)eIxK
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Dékaz. (a)Prekazdé (i,k) € IxKje AinBy € (UA)N(Niex Br), ateda U i gen(AiN
Bi) € (UA1) N (Nyek Bx) - Obratene, ak x € ((JA1) N ((Nyxek Bk) tak existuju indexy j € J
al € K také, ze x € A;N By, a teda x € [J; 1) (Ai N By).

(b) Dokaz tejto rovnosti je podobny predchadzajicemu dokazu. MézZeme ju vsak
dokazat’ aj pomocou vety 7.2:

(ﬂAi) Y (ﬂ Bk) =(M—UM=A))U(M—UM-—By)) =

=M~ (UM-A)n UM -Bu) =M~ J (M~ (A UB)) = (AL UBW.
O

Vo zvysnej ¢asti kapitoly zovSeobecnime pojem kartezianskeho sicinu dvoch mnozin
na suéin I'ubovolného indexovaného systému mnozin. Prv nez tak ucinime, pripome-
nieme, Ze kartezidansky sicin mnoZin nie je asociativny. Preto na rozdiel od prieniku a
zjednotenia kone¢ného poctu mnozZin neexistuje prirodzena, t.j. ,jedina spravna“ defini-
cia kartezianskeho stuc¢inu n mnozin pre n > 3. Tak napriklad za karteziansky sucin
n = 3 mnozin moéZeme rovnocenne zobrat A; x (A x Az) aj (A7 x Ay) x Az (pritom
A1 x (A2 X Asz) # (A1 X Az) x A3) a pri vaésich n je moznosti stale viac. Kvoli uréitosti

sa preto za usporiadanu n-ticu (xq,%2,...,%n) voli prvok (... ((x1,%2),%3)...),Xn_1), Xn),
pricom (a,b) = {{a},{a, b}} e usporiadana dvojica, ako sme ju definovali vo Stvrtej kapi-
tole. Podl'a tejto dohody teda za kartezialnsky sicin A1 xA)x---x Ay nmnozin Ay, ..., A

berieme kartezidlnsky saéin (... ((A7 x A2) X A3)...) x A1) X Ay), ziskany postupnym
sprinasobovanim sprava“ A3k A; x Ay, Az k (A7 x Ay) x A3, atd.

Vsimnime si v8ak, Ze v l'ubovol'nej usporiadanej n-tici (x1,%2,...,%Xn) € A1 X Az X+ X
A, mozeme jednoznacne priradit’ zobrazenie x z mnoziny indexov {1,2,...,n} do mnoZiny
ATUAU--- U Ay, ktoré indexu 1 € {1,2,...,n} priradi prvok x; € A;. Obratene, k
Iubovolnému zobrazeniu f : {1,2,...,n} - AjUAU--- U A, takému, Ze pre kazidy
index i € {1,2,...,n} plati f(i) € A; mdzeme jednoznacne priradit’ usporiadanui n-ticu
(f(1),f(2),...,f(n)) € Ay xAyx---xAy,. Existuje teda jedno-jednoznacna koreSpondencia
(bijekcia), ktora nam dvoluje stotoznit A; x A, x --- X A, s mnozinou zobrazeni x :
{1,2,...,n} - AJUAU---U A, takych, Ze x(1) € A; pre kazdé i € {1,2,...,n}. Tieto
zobrazenia nie sd ni¢ iné, ako indexované systémy, a preto mézeme vyslovit nasledujicu
vSeobecnu definiciu.

Definicia 7.3. Nech (Ai);.;je indexovany systém mnozin. Potom sti¢cinom indexovaného
systému mnozZin (A);.; budeme rozumiet’ mnoZinu vSetkych takych indexovanych systé-
mov x € (Xi)icy Prvkov zo | Jic; Ay, Ze pre kaZdy index i € 1 plati x; € Ay Sucin indexo-
vaného systému (A;);.; oznacujeme symbolom [ [i.; Ai a ak mnozZina indexov 1 je zndma,
tak aj symbolom | [; Ai alebo [ A;.

Priklad 7.3. Ak 1 = {1,2}, tak zobrazenie f : A1 x Ay — Hieﬂ A dané predpisom
(a1,a2) — {(1,a1), (2, az)} je bijekcia umoZriujiica stotozZnit’ Hie{l 2ALS Al X Ay

Nie vsetky vlastnosti kartezidnskeho stu¢inu mozno ,beztrestne” preniest na suciny
Iubovolnych indexovanych systémov. Napriklad vieme, ze A x A, # () prave vtedy, ked’
A7 # () a sucasne A, # (). VSeobecnejSie, A1 x Ay x -+ x Ay, # () prave vtedy, ked A; # 0
pre kazdé 1 =1,2,...,n. Naproti tomu désledky vyroku
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LAk Ai # () pre vSetky i € I, tak [ [;.; Ai # 0“ (AC)

ktory vyzera vel'mi prirodzene, su niekedy vel'mi paradoxné. Vyrok (AC) je znamy ako
axioma vyberu (Axiom of Choice) a svojho casu patril k najdiskutovanej$im otazkam
tedrie mnozin. Ma vazny vyznam pre axiomaticki vystavbu teérie mnozin, ktorou sa
vSak v tomto texte nezaoberame.

V pripade, Ze mnozZiny A; sd navzajom disjunktne, da sa existencia zobrazenia (in-
dexového systému) patriaceho do [ [ A; chapat ako moznost zostrojit mnozinu tak, zZe z
kazdej mnozZiny A; vyberieme po jednom prvku. Odtial pochadza nazov axioma vyberu.
Uloha 7.1. Dokdzte &asti viet 7.1- 7.5, ktoré sme uviedli bez dékazov.

Uloha 7.2. Nech (Ai)icr @ (Bi)icq st lubovolné indexované systémy mnozin. Potom plati:

@ A x (;Bi) = Ui(A x By),
) (U; Ay % B = Ui(Ar x B),
(©) A x (M;Bi) = N;(A x By),
@ (M; Al x B = (AL x B),

Uloha 7.3. Nech prei€ IsuRa Rireldciez A doBaS,S;reldcie z B do C. Potom plati:

@ (UiR)™ = (UiRy), (MR~ = (NiRy)

() R(U;Si) =Ui(RSy),  (UiRi) S = U;i(RsS)

(e) R(N;Si) € N;(RSy), pricom rovnost’ plati prave vtedy, ked’ R je jednoznacnd reldcia.
(d) (U;Ri)S C U;(RiS) pricom rovnost plati prdve vtedy, ked’ S~ je jednoznacénd reldcia.

Uloha 7.4. Nech prei€ IsuRa Ryreldciez A do B a nech X, X; C A. Potom plati:

(@) RIU; Xil = U; RIXil,

(b) R[N; Xil € N); RIXil,pricom rovnost’ plati prdave vtedy, ked’ R je jednoznacnd reldcia.
(e) (U;iRy) [X] = U; RilX],

(d) (N;Ri) X] € N RilX], pricom rovnost plati prave vtedy, ked’ X md najviac jeden prvok.

Uloha 7.5. Nech (Ai)icr, (Bi)icr st indexované systémy mnoZin. Potom plati:

(@) Uier(AiNBi) € (Uier At) N (User Be)

() Nicr(AtUBL) 2 (Nier At) U (Nier Bi)
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Uloha 7.6. Nech (Ai)icr, (Bi)ic; st indexované systémy podmnozin mnoziny M. Potom

plati:
(M—UA1> u (ﬂ Bi> C (M —AUBy).

i€l iei i€l
Mozno inkliziu nahradit’ rovnostou?
Uloha 7.7. Nech Ao 2 A1 2 A22 ...An2...aBy 2B 2B22...By D .... Potom
plati:
(a) nio:o(An UBn) = (ﬂ?mo:o An)U (ﬂf:o Bn).
(b) (A1 —A2)U(Az3—A4)U---U(NioAn = A0~ Un_olA2n —A2n-1).)

Uloha 7.8. Nech (Ai)icqJe indexovany systém mnoZina nech f : 1 — 1 je surjekcia. Zistite,
éi platia rovnosti:

(@) Uier At = Uier Ao

®) NicrAi = Nier Avo)-

(¢) Co mozno povedat o (a), (b) ak je f injekcia?
Uloha 7.9. Dokdzte, e plati:

@) (Uicr Ai) x (Uje]Bi> = Uier(Ujej(Ai x Bj),
) (NierAi) x (ﬂje]Bi) = Mier(Mjey(Ai x Bj).
Uloha 7.10. Dokdzte, e plati:
(H Ai> N (H Bi> = H(A1 N By).
i€l iel iel

Plati podobné tvrdenie aj pre zjednotenie namiesto prieniku?
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Kapitola 8

Mohutnosti a usporiadania
mnozin

Aktualne nekonecno neexistuje!
Henri Poincaré

Jednou zo zakladnych vlastnosti mnozZin, je ich ,velkost“. V pripade konec¢nych
mnozin sa da velkost’ mnoziny vyjadrit’ pomocou poc¢tu jej prvkov. K takymto mnoZinam
patri prazdna mnozina (ktora neobsahuje zZiaden prvok), mnozina v§etkych I'udi, mnozi-
na vSetkych atéomov v slnecnej sustave a pod. Ak by sme (aspon teoreticky) odobe-
rali z kone¢nej mnoziny prvok po prvku, po istom pocte krokov by sme celd kone¢nu
mnozinu vycerpali. Naproti tomu existuju nekonecné mnoziny ako si napriklad mnozi-
na vsetkych prirodzenych c¢isel, celych ¢isel, racionalnych, redlnych a komplexnych ¢isel
a pod. Ak by sme postupne odoberali prvky z takejto (nekonecnej) mnoziny, po 'ubovol-
nom pocte krokov by este stdale obsahovala nakoneéne vela prvkov. Ak potrebujeme
porovnat’ velkosti dvoch kone¢nych mnozZin, staci spocitat’ pocty prvkov v jednotlivych
mnozinach a potom porovnavat tieto ¢isla. Tento postup vSak nie je pouzitelny v pri-
pade nekone¢nych mnozin. Napriklad takd mnozina celych ¢isel, Z. Ked'Ze plati N C Z,
dalo by sa oéakavat, ze velkost mnoziny Z bude viésia ako velkost mnoziny N1. Ale-
bo pocet bodov priamky a roviny. KedZe priamka je podmnoZinou roviny, opat by sa
dalo ocakavat, Ze bude obsahovat’ mensi pocet bodov, ako rovina. Ukazuje sa v8ak, Ze
tieto intuitivne predstavy, zalozené na skusenostiach s konetnymi mnozinami sa neda-
ja pre nekonecné mnoziny pouzit. V tejto kapitole preto vytvorime aparat, ktory nam
umozni porovnavat velkosti mnoZin aj v pripade, ked’ st nekone¢né. Vyuzijeme pri tom
jednoduchy princip, ktory sa d4 uplatnit’ tak v pripade koneénych, ako aj nekoneénych
mnozin. Na to, aby sme ukazali, Ze dve konetné mnoziny napriklad A, B majua rovnaku
velkost’ (v pripade kone¢nych mnozin vyjadrent poc¢tom prvkov), staci, aby sme zostro-
jili nejakua bijekciu f : A — B. KedZe bijekcia je injektivne a surjektivne zobrazenie,
kazdému prvku mnoZiny A musi byt priradeny prave jeden prvok mnoziny B a opacne.
Tento spdsob porovnavania velkosti mnozin sa da pouzit’ aj pre nekone¢né mnoziny. V

'ak by sme sa drzali analégie z koneénych mnozin, velkost Z by sme odhadli zhruba na dvojnasobok
velkosti N

119
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tejto kapitole sa budeme zaoberat najmé skiimanim nekoneénych mnozin.

8.1 Spocitatené mnoziny

Najjednoduchs$ou nekone¢nou mnozinou je mnozina prirodzenych c¢isel, N. Tato bude
slazit’ ako nejaky etalén (mierka) na urcovanie velkosti (v matematike sa na oznacenie
velkosti mnoziny pouziva pojem mohutnost’ mnoZiny) mnozin. Mnozinu budeme nazy-
vat’ spocitatelnou mnozinou, ak existuje bijekcia z mnoziny A do mnozZiny prirodzenych
¢isel, N. Ina¢ povedané, mnozina A je spocitatelna prave vtedy, ak jej prvky mozno ocislo-
vat pomocou prirodzenych cisel; t.j. vytvorit’ postupnost’ (navzajom réznych) prvkov
mnoziny A:

ap, a, az,...

Nekoneéna mnozZina, ktora nie je spocitatelna, sa nazyva nespocitatelnd. Aj prvky

konec¢nej mnoziny je mozné zoradit’ do postupnosti, (akurat po koneénom pocte krokov

sa nam prvky mnoziny ,,minu“ a postupnost’ sa skonci), a preto budeme konec¢né a spoci-

tate'né mnoZiny oznacovat spoloénym pojmom nanajvys spocitatelné mnoZiny. Uvedieme
teraz niekolko prikladov spoéitateInych mnozin.

Priklad 8.1. (1) Zacneme celymi ¢islami a ndjdeme odpoved’ na otdzku formulovant v
uvode kapitoly. MnozZina celych ¢isel 7 je spocitatelnd. Usporiadame celé ¢isla do
postupnosti (aby sme dosiel rad na kazdé celé ¢islo, musime nejako striedat’ kladné
a zdporné ¢isla), napriklad takto:

0,1,-1,2,-2,3,-3,...

Hladand bijekcia f : Z — N bude definovand nasledujiicim vzfahom:

flx) = 2x—1 akx>0
E akx <0

(2) Mnozina vSetkych pdrnych nezdpornych ¢isel, Z}L ={0,2,4,...}je spocitatel’nd. Hladand
bijekcia je dand napriklad predpisom f(2x) = x.

Poznamka. V niektorych pripadoch bude vyhodnejsie zacat’ ¢islovat prvky spocitatelnej
mnoziny A od ¢isla 1 ako od ¢isla 0. Na dékaz spocitatelnosti mnoziny A takéto ¢islovanie
postacuje, lebo postupnost aj,ay, ..., dn,... mozno Fahko transformovat na postupnost’
v §tandardnom tvare ap, ai, ay,...,an,... napriklad pomocou bijekcie f : N — {0} — N;
f(n+1) =n pre kazdé n € N.

Prikroc¢ime ku skiimaniu zakladnych vlastnosti spoc¢itateInych mnozin. Nasledujica
veta v postate hovori, Ze spocitatelné mnozZiny su ,najmensie“ nekoneéné mnoziny.

Veta 8.1. Lubovol'nd nekoneénd mnozina M obsahuje spocitatel’nii podmnoZinu.
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Dokaz. KedZze M je nekoneéna mnozina, M # (), a teda z nej mozno vybrat nejaky
prvok. Oznacime tento prvok symbolom a;. Z toho, ze M je nekonetna mnozina vyplyva,
Ze mnozina M — {a1} je tieZ nekonecna a neprazdna mnozina, a teda z nej mozno vybrat
nejaky prvok, a,. Takto mozeme postupovat’ d’alej, a postupne vytvorime mnozinu A =
{ai,as,...,an,...}; A C M ktora je spocitatelna. O

Veta 8.2. Lubovolnd podmnoZina nanajuys spocitatelnej mnoziny je nanajuys spoci-
tatelnd mnoZina.

Dokaz. Nech A je nanajvys$ spocitatelnda mnozina. To znamenad, Ze vSetky jej prvky
mozno ocislovat’ pomocou prirodzenych c¢isel a usporiadat’ do postupnosti

a1,0a2...,0n,... (8.1)

Nech B je I'ubovolna podmnoZina mnoziny A. To znamend, Ze prvky mnoZiny B sa
nachadzaju v postupnosti (8.1). Vytvorime teraz postupnost prvkov mnozZiny B. Na prvé
miesto dame ten prvok mnozZiny B, ktory ma spomedzi vsetkych prvkov mnozZiny B v
postupnosti (8.1) najmensie ¢islo; prvok ai,, na druhé miesto postupnosti umiestnime
druhy z prvkov B v postupnosti (8.1), prvok aj,, atd. Mo6Zu nastat’ dve moZnosti: bud
po konecnom pocte krokov vyCerpame celi mnozinu B, ¢o znamenad, Ze mnozina B je
konecna, alebo vytvorime nekoneénu postupnost’

Qi Qipyee ey Qg e

pozostavajucu zo vSetkych prvkov mnoziny B. Zobrazenie f : B — N — {0} definované
predpisom f(ai, ) = n je zrejme bijekcia, a teda B je spocitateln4 mnozina. O

Uloha 8.1. Dokdzte, 3¢ mnoZina prvodisel je spocitatelnd!

Na celych ¢islach sa ukazalo, Ze s nekoneénami sa bude pocitat’ ina¢ ako s koneénymi
¢islami. Celé c¢isla mozno vyjadrit’ ako zjednotenie mnoziny kladnych celych cisel a za-
pornych celych ¢éisel: Z = Z+ U Z~. VSetky tri mnoZiny majd pritom mohutnost mnoziny
N. Pontkaju sa minimalne dve prirodzené otazky: existuje len jedno nekonecno, a to
nekonecno mnoziny prirodzenych cisel? Akym spdsobom moézeme vytvorit nekonecnu
mnozinu, ktora nie je spocitatelna? Neskor ukazeme, Ze existuje ,nekonecne vela“
nekonecien. Najprv preskimame, ktoré operacie nad spocitatelnymi mnoZinami vedu
k vytvoreniu spocitatelnych mnozin. Sposob konstrukcie nespocitateInych mnozin od-
loZime az do podkapitoly 8.2.

Veta 8.3. Zjednotenie nanajvys spocitatel’ného systému nanajuys spocitatel’nych mnozin

Jje nanajvys spocitatelnd mnoZina.

Dokaz. Predpokladame najprv, Ze mnozin tvoriacich systém je spocitatelne vela, ze
kazda z nich je spocitatel'na a Ze su po dvoch disjunktné. Vzhfadom na tieto predpoklady
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moéZeme mnoZiny systému zapisat’ v podobe postupnosti ich prvkov:

Ay = {ai,a12,a13...,01m,...)
Ay = {az1,a22,023...,02m,...}
Am = {am,h Am,2, Am3.. -, Amm, - - .

Prvky mnoziny A = J,,, Am usporiadame do postupnosti nasledujicim spésobom:

a1,a2,0271,013,022,031,014,023,032,841,015... (8.2)

Ak by systém obsahoval len konec¢ne vel'a mnozin, napriklad m, z postupnosti (8.2) by vy-
padli vSetky prvky a;;,j > m,i € N. Ak mnoZina Ay obsahuje len kone¢ny pocet prvkov
(napriklad 1), tak z postupnosti (8.2) vypadnu vSetky prvky ay;,i > r,i € N. A napokon,
ak by mnoziny A; neboli disjunktné, v postupnosti (8.2) ponechame z viacerych vyskytov
toho istého prvku len jeden (napriklad prvy). Vo vSetkych troch uvedenych pripadoch
dostavame podpodstupnost’ postupnosti (8.2), ktora je podla vety 8.2 bud kone¢na alebo
spocitatelna. O

Uloha 8.2. Nech Je (Ai)ic1 systém nanajvys spocitatelnych mnozin, AiNA; # 0 pre i # j.
Zostrojte systém po dvoch disjunktnych mnozin (Bi)ic| taky, Ze | JA; = |JBy/

Uloha 8.3. Ndjdite

(a) Konecny systém nanajvys spocCitatel’nych mnoZin, ktorych zjednotenie je spocitatelnd
mnoZina!

(b) Nanajuys spocitatelny systém konecénych mnoZin, ktorych zjednotenie je spocitatelnd
mnoZina!

Veta 8.4. MnozZina P = N x N vsetkych usporiadanych dvojic prirodzenych éisel je spoci-
tatelnd.

Dokaz. Vyskou usporiadanej dvojice prirodzenych ¢isel (p, q) je prirodzené ¢islo p + q.
Je zrejmé, ze dvojice prirodzenych ¢isel mozu mat vysku 0,1,2,3,... a Ze pre n > 0 exis-
tuje n+ 1 usporiadanych dvojic s vyskoun: (0,n),(1,n—1),(2,n—2),...(n—1,1),(n,0).
Ak oznacime symbolom P,, mnozZinu usporiadanych dvojic prirodzenych ¢éisel s vyskou
n, tak mnozinu P méZeme vyjadrit ako zjednotenie spocitateIného poc¢tu konecnych
mnozin. Podl'a vety 8.3 je teda P nanajvys spocitatelna mnozina. Ked'ze vsak P obsahuje
vSetky usporiadané dvojice tvaru (1,n) kde n € N, P nemézZe byt konecna mnozina. Z
toho vyplyva, Ze P je spocitatelna mnozina. O

Vsimnite si, Ze kazdé nezaporné raciondlne ¢islo mozno vyjadrit’ ako zlomok P vza-
jomne nesudelitel'nych prirodzenych ¢isel, g # 0. Usporiadané dvojice prirodzenych cisel
(p, q), kde p, g st navziajom nesudelitelné a naviac q # 0, tvoria podmnoZinu mnoziny
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P. Z viet 8.2 a 8.4 vyplyva, Ze kladné raciondlne ¢isla Q" tvoria spocéitatelni mnoZinu.
Ked'ze zaporné raciondlne ¢isla Q~ tvoria spocditatelnd mnozinu a Q = Q- U Q* U {0}
je zjednotenie dvoch spocitatelnych a jednej konec¢nej (jednoprvkovej) mnoziny, mnozina
racionalnych ¢isel je spocitatelna. Tym sme dokazali nasledujicu vetu.

Veta 8.5. MnozZina vsetkych raciondlnych éisel je spocitatelnd.

K pojmu spocitatel'nosti sme dospeli porovnavanim nekone¢nych mnozin s mnozinou
prirodzenych ¢isel. Porovnavat medzi sebou vSéak mézZeme aj 'ubovolné dve mnozZiny.

Definicia 8.1. MnozZiny A,B sa nazyvaji ekvivalentné, ak existuje bijekcia f : A — B.
Ekvivalentnost mnozin A, B zapisujeme A ~ B.

Uloha 8.4. Presveddte sa, Zi bindrny vztah "~"je reflexivny, symetricky a tranzitivny.
Precitajte si definiciu reldcie a zistite, ¢i mozZno "~"povaZovat’ za reldciu ekvivalencie!

Bijekciu mozno zostrojit’ tak medzi kone¢nymi ako aj nekone¢nymi mnozinami. Dve
konec¢né mnoziny su ekvivalentné, ak maju rovnaky pocet prvkov. Mnozina je spoci-
tatel'na, ak je ekvivalena s mnoZinou prirodzenych cisel. Z tranzitivnosti vztahu "~"vy-
plyva, Ze ak su dve mnoziny ekvivalentné medzi sebou, tak su ekvivalentné aj navzajom.
To znamenad, Ze vSetky spocitatelné mnoziny su ekvivalentné. Uvedieme niekolko pri-

kladov ekvivalentnych mnoZin.

Priklad 8.2. (1) Interval (a,b), a # b je ekvivalentny s lubovolnym uzavretym interval-
om (c,d),c # d na redlnej osi. Hladanou bijekciou je (napriklad) linedrna funkcia

c—d ad —bc

f(x) = a—bXJr pp—_—

(2) Mnozina vsetkych redlnych ¢isel 0 < x < 1 je ekvivalentnd s mnozZinou vsetkych
bodov y redlnej osi. Bijekciu moZno definovat napriklad pomocou funkcie

1 1
= — t =.
Yy - arctanx + 5
V predchadzajucich prikladoch sme mohli pozorovat zaujimavi vlastnost nekonecnych
mnozin: mnozina je ekvivalentna so svojou vlastnou podmnozinou (napriklad (0,1) ~
0,2), (0,1) ~ R, Z ~ N;Q ~ N a podobne). Tato vlastnost’ je charakteristick4 pre
nekone¢né mnoziny, ale neplati pre kone¢né mnoziny.

Veta 8.6. KaZdd nekoneénd mnoZina M je ekvivalentnd s niektorou svojou vlastnou
podmnozinou.

Dokaz. Nech je nekone¢na mnozina, potom podla vety 8.1 mozno z M vybrat spoci-
tateInd podmnozZinu. Oznac¢me tito podmnozinu A;A = {aj,az,...,dn...}. MnoZinu A
rozlozime na dve spocitatelné podmnoziny A1 = {aj,as,...},As = {ay, a4,...}. Zostro-
jime bijekciu medzi mnozZinami A, A;. Nech napriklad f: A — Aq;f(ai) = azi_1. Zobraze-
nie f roz§irime na bijekciu medzi mnozinami (M —A)UAa (M —A)UA;:

flx) = x; xeM-—A,
az.1;, @i€A,

-+
—
o

&
)
I
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kde (M — A)UA; = M — A,. Zostrojili sme teda bijekciu medzi M a je jej vlastnou
podmnozinou M — A,. O

Nekone¢nd mnozinu mézeme teraz charakterizovat aj takto: mnozina je nekonec¢na
prave vtedy, ak je ekvivalentna s niektorou svojou vlastnou podmnozinou.

Uloha 8.5. Nech Jje M nekonecénd a A spocitatel'nd mnozina. Potom (MUA) ~ M. Dokdzte!

8.2 Nespocitatené mnoziny

Doteraz sme sa zaoberali len spoCitatelnymi nekoneénymi mnozinami. Ukézalo sa, Ze
vytvaranie ,,vac¢sich“ mnozin pomocou operacie zjednotenia mnozZin nestacilo na vytvore-
nie mnoZiny vic¢sej mohutnosti ako spocitatelnej. Ani kartezidalnsky sicin spocitatelnych
mnozin neviedol k vytvoreniu nespocitatelnej mnoziny. UkaZeme, Ze napriek doterajsim
neuspechom pri hfadani nespocitatelnych mnozin, nespocitatelné mnoziny nie su ziad-
nou fikciou, ale skutocne existuju.

Veta 8.7. Mnozina vsetkych redlnych ¢isel leZiacich v intervale (0, 1) je nespoéitatelnd.

Dékaz. Kazdé redlne cislo z intervalu (0,1) mozno zapisat v tvare postupnosti de-
siatkovych ¢islic: 0,ajazas... (ak ma realne ¢islo a € (0,1) kone¢ny desatinny rozvoj,
budu sa v postupnosti Cislic, ktora ho reprezentuje od istého miesta vyskytovat len samé
nuly.) Predpokladajme, Ze je mnozina realnych ¢isel z intervalu (0, 1) spocitatelna. Po-
tom tieto ¢isla mozZeme tiez usporiadat do postupnosti

X1 = 0(11’1 aj2a13...

X2 = Oazj az20a2s3...

X3 = 0a3‘1 az2ass3... (8.3)
an = 0ap10an2an3...

kde aix je k-ta cifra desatinného rozvoja ¢isla o;. UkdaZeme, Ze existuje €islo f =
0,b1by..., ktoré zrejme patri do intervalu (0, 1), ale nie je uvedené v postupnosti o, oz, . . ..
Staéivziat by # aj1,b2 # az2,...,bi # aiy,.... KedZe 3 sa v i-tej cifre 1isi od i-teho ¢isla
v postupnosti (8.3), nemoze sa rovnat Ziadnemu c¢islu uvedenému (8.3). Dostavame spor
s tym, Ze postupnost’ (8.3) obsahuje vSetky realne ¢isla z intervalu (0, 1). To znamena, Ze
ziadna spocitatelna mnozina realnych ¢isel z intervalu (0, 1) neméze obsahovat vsetky
redalne ¢isla z intervalu (0, 1), resp. mnozina redlnych ¢isel nie je spoéitatelna. O

Poznamka. (1) Zapamitajte si postup, akym sme zostrojili ¢islo 3. Nazyva sa Can-
torova diagonalizacnd metdoda a urcite sa s nou este v matematike alebo teoretickej in-
formatike stretnete.

(2) Pozornému citatel'ovi urcite neuniklo, ze existuju realne cisla, ktoré nemajua jed-
noznacny zapis. PresnejSie, ak ma nejaké ¢islo koneény desatinny rozvoj, mozno ho
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zapisat dvoma rozliénymi spésobmi, a to tak, Ze od uréitého miesta bude postupnost’
cislic v jeho zapise pozostavat zo samych nil, alebo samych deviatok. Napriklad, 0.2 =
0.200000--- = 0.199999.... Ak postupnost’ (8.3) obsahuje oba zapisy ¢isla x s kone¢nym
desatinnym rozvojom, zostrojené Cislo p sa bude lisit' od obidvoch. Ak vsak postup-
nost’ (8.3) obsahuje z dvoch moznych zapisov ¢isla x len jeden, teoreticky by sme mohli
skon§truovat’ ¢islo B, ktoré by sa rovnalo druhému zapisu c¢isla x. Aby sme sa tomuto
problému vyhli, nebudeme pri konstrukcii ¢isla 3 pouzivat ¢islice 0, 9.

Uloha 8.6. Kolko je vlastne éisel z intervalu (0, 1), ktoré mozno zapisat dvoma rozliénymi
spbésobmi?

Uloha 8.7. Dokdste, e nasledujiice mnoZiny st nespocitatelné:

(a) mnoziny redlnych ¢isel z intervalov (a,b),(a,b),(a,b),(a,b) a#b,
(b) mnoZina bodov redlnej osi,

(¢) mnoziny bodov (redlnej) roviny, trojrozmerného priestoru; plochy $tvorca, povrchu
gule, gule (s nenulovym polomerom),

(d) mnoZina vsetkych priamok v rovine,

(e) mnozina vsetkych spojitych redlnych funkcii jednej premennej (koneé¢ného pocétu pre-
mennych).

8.3 Cantor-Bernsteinova veta

Zatial vieme dokazovat ekvivalenciu dvoch mnozin A, B len tak, Ze skonStruujeme ne-
jaku bijekciu napriklad z A do B.?2 To nemusi byt prave jednoducha tloha (skiste zostro-
jit bijekciu medzi mnozinami realnych ¢isel (0, 1) a (0, 1)). Jednoduchsie rieSenie ponika
nasledujuca veta.

Veta 8.8. Nech sti A, B lubovol'né mnoZiny a nech existuju injektivne zobrazenia f : A — B
a g:B — A. Potom st mnoZiny A, B ekvivalentné.

Dokaz. Jeznamych viacero dokazov tejto dolezitej vety. Vyberieme spomedzi nich dva.

Injekcia f zobrazuje mnozinu A na podmnozinu B; mnoZiny B a injekcia g zobrazuje
mnozinu B na podmnozinu A; mnoziny A:

f(A)=B1CB, ¢g(B)=A;CA.

Ak zaZime injekciu g na (B, A1), dostavame bijekciu (veta 5.6). To znamena4, Zze B ~ A;.
Ukazeme, ze A1 ~ A a tym aj ekvivalenciu A ~ B. Oznaéme

g(f(A)) =g(B1) =A2 C Ay,

Zpripominame, Ze je jedno, ¢ skonstruujeme bijekciu f : A — B alebo g : B — A, pretoZe aj inverzna
funkcia k bijekcii je bijekcia.
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podobne
f(g(B)) = f(A7) =B C By.

Budeme pokracovat d’alej a zostrojime postupnost mnozin Ay, Ay, As...:

Az = g(f(A1))

1)) Cg
Az = g(f(A2)) Cg(f(A1)) =A3
A2 = 9(f(Ax)) C g(f(Ax—1)) = Axqa.

Zrejme plati
AD2AI2A2D2A32 - DAk D A1 2 ...

Polozime
o
D=)Ak
k=1
a vyjadrime mnoziny A, A ako zjednotenie po dvoch disjuntnych mnozin:

A = DUA-A))UA]—A)U---UAx—Axi1)U... (8.4)
A1 = DUAT—A)UA;—A3)U---UAx—Ar ) U... (8.5)

Upravime rozklady mnozin A, A; (8.4) a (8.5):

A = DU[A]—A)UA3—A4)U...JU[A=A7)U(A;—A3)U...] (8.6)
A7 = DU[AT—AJ)UA3—A4)U...]U[(A2—A3)U(As—A5)U...]. (8.7)

Teraz zostrojime bijekciu ¢ : A — Aj.

(X)—{X prex c DU[(A1—A2)U(A3—A4)U...]
PI= (gof)(x) prexec(A—A7)U(As—A3) U...].

Je zrejmé, Ze zobrazenie ¢ : A — Aj je injekcia (identické zobrazenie na mnoZine D U
[(A;—A2)U(A3— Ay) U...] je injekcia a obe zobrazenia f, g su injekcie.) UkdazZeme este,
Ze @ je surjekcia, t.j., ze @(A) = Aq. Zrejme staci ukazat, ze

(A=A U(A2—A3)U...]) =[(A2—A3)U (A3 —As5)U...].
Postupne dostavame

P(A—=AU(A2—A3)U---U(Ax— A1) U...) =
=(gof)(A-AJU(A2—A3)U---U(Ax—Axp)U...) =
=(gof)(A-A7)U(gof)(A2—A3)U...(gof)(Ax— A1) U =
=[(gof)(A) = (gof)(ANIUIl(gof)(A2) —(gof)(A3)]U---Ul(gof)(Ax) —
—(gof)(Ar)lU---=(A2—A3)U(Ag—As) U - U (A2 — A3 U...

V odvodeni sme vyuZili to, Ze zobrazenie (g o f) je injektivne, a teda plati

(9o f)(Ai— A1) = (go f)(Ai) — (g o f)(Ain).
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Iny dokaz. KedzZe f: A — B,g: B — A su injekcie, kazdy prvok a € A je obrazom
nanajvys jedného prvku b = g~ '(a) z B. Tento prvok, ak existuje, ma opat najviac
jedného rodi¢a o/ = f~'(b) = f (g7 '(a)) v A, atd. Ak takymto sposobom sledujeme
vSetkych predkov daného prvku mnoziny A (ako aj mnoziny B) tak dlho ako to je len
mozné, vidime, Ze pre dany prvok mézu nastat’ tri navzajom sa vylucujuce pripady:

(1) kazdy predok daného prvku ma rodica; t.j. existuje nekonecna retaz predkov;

(2) dany prvok ma takého predka v mnozine A, ktory uz nema rodica (t.j. retaz predkov
daného prvku sa konéi v A)

(3) dany prvok ma takého predka v mnozine B, ktory uz nema rodica (t.j. retaz predkov
daného prvku sa konéi v B).

Vzhl'adom na uvedené tri pripady rozdelime A na tri podmnoziny A7, A, A3z a podobne
rozdelime B na tri podmnoziny B¢, By, Bs.

Ak a € A;, tak zrejme f(a) € B;. Podla definicie B; ku kazdému prvku b € B
existuje prvok A € A, nutne patriaci do A, taky, Ze f(a) = b. Preto zizZenie zobrazenia
f na mnoZinu Aj, f|A; je bijekcia fl[A; : A7 — B;. (Podobne zuZenie g|B; je bijekcia
g|B1 :B1 — A].)

Ak b € By, tak ocividne g(b) € A,. Z definicie mnoziny A, vyplyva, ze kazdy jej prvok
ma predka, a ten nutne patri do B,. Preto g|B; je bijekcia, g|B, : B, — A,. Nemozno vSak
tvrdit, Ze f|A je bijekcia z A, do B,!)

Napokon, podobne ako v predchadzajicom pripade, f|A3 je bijekcia z A3 do B3 (no
pritom nemozno tvrdit’, Ze f|A3 je bijekcia z B3 do As.)

Teraz uz lahko z tychto zobrazeni skombinujeme bijekciu h : A — B. Staci totiz pre
Iubovolné x € A polozit’

. f(x), akx € AJUA3,
h(x) = { g '(x), akxe€ A,

7 vyssie uvedeného je zrejmé, ze h: A — B je bijekcia, O

Uloha 8.8. Napiste explicitné vyjadrenie bijekcie F : A — B pomocou injekcii 1, g.

8.4 Kardinalne cCisla

Co maju spolo¢né ekvivalentné mnoziny? V pripade kone¢nych mnozin to je pocet prvkov.
V pripade nekone¢nych mnozin sa neda hovorit o pocte prvkov, a preto zavadzame
vSeobecnejsi pojem na urcenie ,,velkosti“ mnozin. Budeme hovorit, Ze dve mnozZiny maja
rovnaku mohutnost, ak su ekvivalentné. Je zrejmé, Ze v pripade koneénych mnozin sa
mohutnost’ mnoziny zhoduje s poctom prvkov. Zakratko zavedieme podobny pojem aj
pre pocty prvkov nekone¢nych mnozin. Zacneme mnozinou prirodzenych cisel, N.
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Mohutnost mnoziny prirodzenych c¢isel N ozna¢ime symbolom X, (X je hebrejské pis-
meno alef, symbol X, ¢itame alef nula). Ak teda mnozina N ma mohutnost’ Xy, tak potom
maju aj vSetky spocitatelné mnoziny mohutnost’ X,.

Dalsia zakladna nekoneénd mnoZina je mnozina redlnych &isel, R. Mnozina R ma
mohutnost nazyvani mohutnostou kontinua.> Mohutnost kontinua sa oznaéuje sym-
bolom C. Tak ako sud vSetky mnoziny ekvivalentné s mnozinou prirodzenych cisel N
spocitatelné, maju vSetky mnoziny ekvivalentné mnozine R mohutnost’ kontinua.

Mohutnosti mnozin sa nazyvaju kardindlnymi ¢islami. Zatial pozname kardindlne
¢isla kone¢nych mnozin 0,1,2,3,..., a dve kardinalne ¢isla nekone¢nych mnozin X, C.
Zakratko ukazeme, Ze existuju aj d’alSie kardindlne c¢isla. Pre tieto kardinalne cisla
v8ak uz tazsie budeme nachadzat ,prirodzené“ mnoziny objektov s danou mohutnostou.
Aby sme si udrzali prehl'ad a dokazali porovnavat mohutnosti abstraktnych mnozin,
vytvorime aparat, ktory nam umozni porovnavat I'ubovolné kardinalne ¢isla. Oznacéme
mohutnost’ mnoziny A symbolom |A|. Pozrieme sa najprv na kardinélne ¢isla koneénych
mnozin. KedZe kardinalne ¢isla koneénych mnoZin vyjadruja pocty ich prvkov (¢o su
prirodzené ¢isla) a mnozZina N je usporiadand, pre l'ubovolné dve konetné mnoziny A, B
moéZe nastat’ len jedna z nasledujuicich troch moznosti:

Al =[Bl, [Al<[Bl, [|A[>[BI.

Podobny vztah plati aj pre nekoneéné mnoziny. Ked'ze pre kardinalne ¢isla nekoneénych
mnozin nemoézeme vyuZzit usporiadanie mnoziny prirodzenych ¢isel, vyuzijeme na porovna-
vanie mohutnosti nekoneénych mnozin injektivne zobrazenia*

Nech sd A, B Tubovolné dve mnoziny® a nech |A| = «,|B| = B sd kardinélne ¢&isla

(mohutnosti) mnozin A, B. Budeme hovorit, Ze

(1) « =B, ak existuju injekcie f: A — B a g: B — A. Potom zrejme existuje bijekcia z A
do B a plati A ~ B.

(2) « < B, ak existuje injekcia f : A — B ale neexistuje injekcia g : B — A.
3) « > B, ak existuje injekcia g : B — A ale neexistuje injekcia f : A — B.

(4) Teoreticky musime pripustit’ aj moznost’, Ze «,3 st neporovnatelné, ktora by nasta-
la, ak by neexistovali injekcie f : A — B, g : B — A. Z Zermelovej vety (pozri
napriklad [13]) vSak vyplyva, Ze tato moZnost’ neméze nastat.

To znamena, Ze pre 'ubovolné kardinalne ¢isla «, p plati jeden z nasledujtcich vzta-
hov
x<fP, a=p, oa>p.

Vieme, Ze spocitatelné mnoziny su ,najmensie” nekone¢né mnoziny a Ze okrem nich
existuju eSte mnoziny mohutnosti kontinua. Naskyt4 sa niekol'ko prirodzenych otazok.

3kontinuum je kompaktn4 suvisla podmnozina topologického priestoru obsahujica aspoi jeden bod [7]
*dana metéda je pouziteInd aj na porovnanie mohutnosti koneénych mnozin
Spozri predchadzajicu poznamku
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AKky je vztah medzi spoéitatelnymi mnoZinami a mnoZinami mohutnosti kontinua? Ex-
istuji nekonecné mnoziny vac¢sej mohutnosti, ako je mohutnost kontinua? Ak ano, ako
sa daju zostrojit’? Existuje ,najvicsie” kardinalne cislo? Na tieto otazky dame (dufajme,
ze uspokojivé) odpovede vo zvysku tejto kapitoly. Zacneme operaciou, ktora nam umozni
vytvarat nové (vacsie) kardinalne ¢isla.

Veta 8.9. Nech je l'ubovolnd mnoZina a P(M) je jej potenénd mnoZina. Potom plati

M| < [P(M)].

Dokaz. Injekciu f : M — P(M) zostrojime I'ahko: kazdému prvku x € M priradime
jednoprvkovi mnozinu {x} € P(M). Zlozitejsie bude dokazat, Ze neexistuje injekcia
g:P(M) — M. Dokazeme to tak, Ze ukdzeme existenciu aspon jednej mnoziny X, ktora
sa ,nema na co zobrazit.“ Predpokladajme, Ze potrebna injekcia g : P(M) — M existuje.
Nech

X={aeMjadg (a)},

t.j. X je mnozina vSetkych tych prvkov mnoziny M, ktoré nepatria do svojho vzoru. Na
€o sa potom zobrazi samotna mnozina X?

Nech g(X) = x, t.j. X = g~ (x). Patri prvok x do mnoziny X? Ak plati x ¢ X, potom
podla definicie mnoziny X by malo platit’ x € X. Ak vSak x € X, tak potom x € g~ (x), a
to je spor s definiciou mnoziny X. To znamena4, Ze taky prvok x € M, pre ktory g(X) = x
neexistuje. Tym je veta dokazana. O

Z tvrdenia vety 8.9 vyplyva, Ze k mnozine 'ubovolnej mohutnosti mozno zostrojit’
mnozinu vacSej mohutnosti. To znamen4, Ze moZno zostrojit' zhora neohranic¢enud pos-
tupnost’ kardinalnych cisel.

V matematickej analyze sa budeme najcastejsie stretavat’ s mnozinami mohutnosti
No a C. Ukazeme, aky je vztah medzi tymito dvomi kardinadlnymi ¢islami. Nech je M
koneéna mnozina a nech |M| = m. Potom potenénd mnozina P(M) bude mat 2M = 2n

prvkov. ZovSeobecnime toto oznacenie aj pre nekonetné mnoziny a polozime |P(A)| =
2

Veta 8.10. 2% = C.

Dokaz. Kazdua podmnoZinu A mnoziny prirodzenych ¢isel je mozné zadat jednoznacne
pomocou charakteristickej funkcie xa : N — {0, 1} definovanej takto:

(x) = 1 prexcA
XAXI =10 pre x € A.

Charakteristicka funkciu x A méZeme popisat’ pomocou postupnosti hodnét, ktoré nadobu-
da na prvkoch mnoziny N. Napriklad

012345 ...k
000000 ... 0 A=
100000 0 A ={0}

_.
-
-
-
-
-
-
B
I
Z
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Postupnost’ hodnét charakteristickej funkcie mnoziny A C N; eg, eq,€e2,...€n,... in-
terpretujeme ako binarne zapisané cislo

O.eperer---=ep-2 "4+e1-22+e- 273+ ...

Je zrejmé, zZe kazdej mnozine A C N mozno jednoznacne priradit realne ¢islo z in-
tervalu (0,1). Napriklad {1} — 1/2,0 — O,N — 1, atd. Podobne ako pri dékaze ne-
spocitatelnosti mnoziny (0, 1) vznikaju aj tu problémy s nejednoznacnost'ou vyjadrenia
realneho ¢isla pomocou binarneho zlomku. Existuju ¢isla, ktoré maju dvojaké vyjadre-
nie (napriklad 1/2 = 0.1000--- = 0.011...) a teda dve r6zne podmnozZiny sa zobrazia na
to isté cislo. Tento problém vs§ak Fahko vyrieSime. Cisla, ktoré maju dvojaké vyjadrenie
su charakteristické tym, Ze sa v im prislichajicej binarnej postupnosti od istého mies-
ta vyskytuju samé jednotky. Takymto c¢islam v P(N) zodpovedaji podmnoZiny, ktorych
doplnkami si kone¢né mnoziny. Mnozinu tychto podmnozZin oznacime symbolom S a
symbolom R oznac¢ime mnozinu P(N) — S. Je zrejmé, Ze zobrazenie z mnozZiny R do
mnoziny (0, 1) je bijektivne.to znamen4, zZe [R| = C. Na druhej strane P(N) = R U S.
Ked'Ze R je nespocitatelna a S je spocitatelna mnozina, |R U S| = |R| (tloha 8.5), a teda
|P(N)| =C. O

Uloha 8.9. Pomocou Cantor-Bernsteinovej vety dokdZte, Ze mnoZiny z tlohy 8.7 maju
mohutnost C!

Uloha 8.10. Dokdste ekvivalenciu nasledujicich mnozin:

(@) S1=(0,1);

(b) S, =1(0,1) x (0,1);

() S2=1(0,1) x (0,1) x (0,1).

Uloha 8.11. Dokdste, e mnoZina bodov kruhu a §tvorca v redlnej rovine st ekvivalentné!

Uloha 8.12. Uréte mohutnosti nasledujiicich mnoZin:

(a) mnoZina vsetkych intervalov (a,b) na redlnej osi, a,b € Q,

(b) mnoZina vietkych disjunktnych neprdzdnych intervalov na redlnej osi,
(c) mnoZina vSetkych redlnych spojitych funkcii jednej premennej;

(d) mnoZina polynémov s raciondlnymi koeficientami,

(e) mnoZina vsetkych nekoneénych postupnosti znakov nad abecedou {a,b, c},
) QxQxZ

(8 QxR

(h) Q",N%, Q% R? {0, 1}¥,R¥,

(i) mnoZina hodnét funkcie f : R — N.
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8.5 Aritmetika kardinalnych ¢cisel

Kardinalne cisla su v istom zmysle zov§eobecnenim prirodzenych c¢isel. Da sa preto
prirodzene ocakavat, ze aspon niektoré zdakladné vlastnosti prirodzenych ¢isel mozno
zovSeobecnit’ tak, aby platili aj pre kardindlne cisla. V tejto ¢asti sa budeme zaoberat’
aritmetickymi operaciami s kardinalnymi ¢islami (kardinalnou aritmetikou). Ukazeme,
Ze pre kardinalne c¢isla sa daja zaviest podobné aritmetické operacie ako pre prirodzené
¢isla. (Naviac, tieto operacie sa v pripade koneénych kardindlnych ¢isel budi zhodovat
s operdciami na prirodzenych ¢islach.®) Toto zovSeobecnenie vSak nebude priamociare;
viaceré z vlastnosti kardinalnych operacii budu platit’ len za istych predpokladov (plat-
nost axiémy vyberu).

Operacia nasledovnika Jednou zo zakladnych vlastnosti prirodzenych cisel (ktoru
sme vyuzivali napriklad pri dokazoch matematickou indukciou) je, Ze pre kazdé prirodze-

né &islo k existuje prirodzené &islo, ktoré za nim bezprostredne nasleduje’, Toto &islo sa

da urcit’ pomocou operacie nasledovnika o(k) = k+1. Pre kone¢né kardindlne ¢isla, ktoré

su prirodzenymi ¢islami nasledovnici samozrejme existuju. V pripade nekone¢nych kardinal-
nych ¢isel je existencia nasledovnikov podmienena platnost'ou axiémy vyberu:

Ak plati axioma vyberu, pre kazdé kardinalne cislo k existuje kardinalne c¢islo o(«)
také, ze
1. o(a) >«

2. neexistuje kardinalne ¢islo 3; o(x) > f > «.

Sucet kardinalnych ¢isel Nech st A,B mnoziny s mohutnostami |A| = «,|B| = p.
Predpokladajme kvoli jednoduchosti, Ze mnoziny A, B su disjunktné; A N B = (). (Ak nie,
vezmeme namiesto mnozin A, B mnozZziny A; = A x {0} resp. B; = B x {1}. Je zrejmé, ze
|IA| = |A4],|B] = |B1] a A1 x By = (0.) Stiétom mohutnosti (kardinalnych ¢isel) «, B nazveme
kardinalne ¢islo mnoziny AUB. Ak |AUB| = vy, tak tito skutocnost’ zapisujeme x+ 3 =y.
Sucet kardinalnych ¢isel ma nasledujice vlastnosti:

1. neutralnym prvkom vzhl'adom na sc¢itanie kardinalnych cisel je podobne ako v pri-
pade prirodzenych ¢isle 0; ak totiz |A| = «, tak

ax+0=0+a=|AUQ =|A| = «.
2. Operacie séitania kardinalnych cisel je komutativna operacia;

x+p=pf+«

6Po zavedeni ordinalnych ¢isel by sme mohli d’alej pokradovat v zovieobectiovani aritmetickych operacii
a ukazat, ze aritmetika ordinalnych ¢isel (ordindlna aritmetika) ma mnoho spolo¢ného s kardinalnou arit-
metikou. Tato problematika vSak prekracuje ramec zakladnej ucebnice, a preto sa nou nebudeme zaoberat’.

"to znamend, %e medzi prirodzenym ¢&islom a jeho nasledovnikom uZ neexistuje Ziadne iné prirodzené
¢islo.
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. Operacie scitania kardinalnych cisel je asociativna operacia;

a+ (B +vy)=(x+B)+v

Operacia scitania (dvoch) kardinalnych cisel je neklesajica vzhl'adom na oba argu-
menty; t.j. sicet dvoch kardinalnych ¢isel nemoéze byt mensi ako 'ubovolny z jeho
argumentov:

(0 <B)=(x+y<B+V)&Y+a<y+B).

. Sucet dvoch konec¢nych kardinalnych ¢isel je v skuto¢nosti sic¢tom dvoch prirodze-

nych cisel. V pripade, ak je aspon jedno z kardinalnych ¢isle v sti¢te «+ 3 nekonecéné
a plati axioma vyberu, tak

o+ B =max(«x, ).

Na prirodzenych ¢islach je mozné (s istymi obmedzeniami) definovat’ aj operaciu odcita-
nia. Pre nekoneéné kardinalne ¢isla sa operacia od¢itania neda definovat.

Sucin kardinalnych cisel Siucinom mohutnosti (kardinalnych ¢isel) «, f nazveme
kardinalne ¢islo mnoziny A x B. Ak |A x B| =, tak tito skuto¢nost’ zapisujeme -3 =y.
Pre nasobenie kardinalnych ¢isel plati

1.
2.

Pre I'ubovolI'né kardinalne ¢islo « je st€in «- 0 = 0.

Cislo 1 je neutralnym prvkom vzhladom na nasobenie kardinalnych ¢isel;

. Sucin dvoch kardinalnych ¢isel «, 3 je nulovy prave vtedy, ak je jeden z ,Cinitel'ov®

nulovy;
x-Bp=0=(x=0)V (B =0)

Nasobenie kardinalnych ¢isel je komutativne;
x-f=p"«
Nasobenie kardinalnych ¢isel je asociativne;
- (B-d)=(x-P)-0.

Nasobenie kardinalnych ¢isel je distributivne vzhladom na scitanie kardinalnych
Cisel
- (B+8)=(a-p)+ (oc-5)

Operacia sucéinu (dvoch) kardinalnych cisel je neklesajica vzhl'adom na oba argu-
menty; t.j. si¢in dvoch kardinalnych ¢isel neméze byt mensi ako 'ubovolny z jeho
argumentov:

(x<B)= (- y<B-y)&y - x<vy-B).

Ak plati axiéma vyberu, tak

o - B =max(x, ).
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Umocnovanie kardinalnych ¢isel Kardinalnym ¢islom « umocnenym na kardinalne
¢islo B nazveme mohutnost’ (kardinélne éslo) mnoZiny A®, mnoziny vSetkych zobrazeni
z mnoziny B do mnoZiny A. Nech |A|Bl = |AB| = v, potom «P = y. Uvedieme zdkladné
vlastnosti umocnovania kardinalnych ¢isel. Podobne ako v predchadzajicich pripadoch
budeme predpokladat’, ze «, 3,y st kardinalne ¢isla nejakych mnozin A, B, C.

1. Najprv rozoberieme Specidlne pripady. Pripominame, Ze prazdna mnozina ma mo-
hutnost’ |#)| = 0. Pre 'ubovoIné kardindlne ¢islo « plati

kde 1 je mohutnost’ jednoprvkovej mnoziny. Tento vztah plati aj v $pecialnom pri-
pade, ked «x =0:
0°=1.

2. Ak je vsak o = 0 a 3 nenulové kardinalne ¢islo, tak

obf =0F =0.

3. Dalsie $pecidlne pripady nastavajd, ked je jedno z kardinalnych cisel «,p jed-
notkové:
1P =1

resp.
o = .

4. Umocnovanie na sucet kardinalnych ¢éisel

oY — B . Y.

5. Umocnovanie na sucin kardinalnych ¢isel
Py = ((xﬁ)y.

6. Umocnovanie sucinu kardinalnych ¢isel
Y _
(- B)Y =¥ BY.

7. Doteraz uvedené vlastnosti umocnovania boli priamociarym zovSeobecnenim vlast-
nosti umocnovania prirodzenych ¢isel. Zaujimavé pripady nastanud, ked sa pri
umocnovani kardinalnych ¢isel pouziju aj kone¢né aj nekonecné kardinalne cis-
la. Ak su «, B konec¢né kardinalne ¢isla vdcsie ako 1 a v je nekoneéné kardinalne
cislo, tak potom

oY =Y

a ak je « nekonecné a 3 koneéné nenulové kardinalne c¢islo, tak potom

(XB:(X.
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8. Podobne ako pre stucet a siéin kardinalnych ¢isel je aj umocnovanie kardinalnych
c¢isel neklesajuce vzhfadom na oba svoje argumenty:

(1<o)&(P<y)= (af <)

(x<B)= (¥ < BY).

9. Vypocet hodnoty mocniny kardinalnych c¢isel je trocha komplikovanejsi. Pripomi-
name, 7e Specialnym pripadom umocriovania kardinalnych éisel je 22!, mohutnost
potencnej mnoziny P(A) mnoziny A. Ak plati axioma vyberua2 < xal < fp a
aspon jedno z kardinalnych ¢isel «, 3 je nekonecné, tak potom

max (OL,ZB) < of < max (2“,25> .
Vlastnosti aritmetickych operacii nad kardinalnymi ¢islami st pristupnou formou

popisané v [5].

Vicsina uvedenych vlastnosti kardindlnej aritmetiky sa dokazuje ahko. Tazsie sa
len dokazy, ktoré si vyzaduja platnost’ axiémy vyberu. Na ilustraciu ukazeme niektoré
z ,fahsich® tvrdeni, d’alSie ponechame ¢itatelovi ako cvicenia. Dokazy vyuZivajuce a-
xiému vyberu prekracujui ramec tejto knihy a ¢itatel ich najde napriklad v [?]. Budeme
predpokladat’, ze A, B, C st mnoziny mohutnosti |A| = «,|B| = ,|C/|=yaANB=0.

1. Komutativnost’ suctu kardinalnych ¢isel vyplyva z definicie suc¢tu kardinalnych

¢isel a z komutativnosti zjednotenie mnozin. Kedze AUB=BUA aANB =4,

x+pB=AUB[=BUA[=f+ «.

2. Pre I'ubovolné kardinalne ¢islo o je -0 =0 a & - 1 = Ox. Pripominame, Ze 0 je mo-
hutnost’ prazdnej mnoziny () a 1 je mohutnost’ 'ubovolnej jednoprvkovej mnoziny,
napriklad {#}. Z definice ndsobenia kardinalnych cisel vyplyva, Ze

x-0=|Ax0.

Karteziansky sucin |A x ()| je prazdna mnoZina (nemame z ¢oho vyberat druhy
prvok usporiadanej dvojice, ktord by patrila do |A x (]). To znamena

x-0=|Ax0 =|0]=0.
Na druhej strane da sa 'ahko nahliadnut’, Ze karteziansky sic¢in
A x{#}={(a,M);ac A}

m4a rovnakd mohutnost’ ako mnozina A; hladana bijekcia ¢ : A — A x {4} je
definovana napriklad takto

Vx € Ap(x) = (x, M).
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3. Distributivny zdakon pre sucin a sucet kardindlnych ¢isel vyplyva z nasledujiceho
vztahu platného pre karteziansky siéin (Veta 3.3)

(AUB)xC=(AxC)U(BxC).

4. Podobne ,monoténnost® suc¢inu kardindlnych ¢isel vyplyva zo vztahu (Veta 3.3)

(ACB)=(AxC)C(BxC).

5. Dokazeme rovnost «® = 1. Mohutnost’ «® mé4 podla definicie umoctiovania kardinal-
nych &isel mnozina vietkych zobrazeni z prazdnej mnoziny do mnoziny A, A’.
Podla definicie zobrazenia je zobrazenie z mnoziny A” mnozinou usporiadanych
dvojic kartezidlnskeho sucinu () x A takou, Ze pre kazdy prvok x mnoziny () v riom
existovat’ prave jedna dvojica, ktorej prvym prvkom je prvok x. Tuto poziadavku
paradoxne spliia prave prazdna mnozina (usporiadanych dvojic), a teda existuje
prave jedno takého zobrazenie:

AP =10y = 1.

6. Dokazeme, 7e VB # 0,0P = 0. Z definicie umociiovania kardindlnych &isel vyply-
va, 7ze 0P je mohutnostou mnoziny ()B vsetkych zobrazeni z neprazdnej mnoziny
B do prazdnej mnoziny. Predpokladajme, Ze také zobrazenie existuje, oznac¢me ho
@ : B — (. Potom vsSak pre kazdy prvok x neprazdnej mnoziny B musi usporiadana
dvojica (x,@(x)) € @, pricom @(x) € (). To vedie k sporu, pretoze () neobsahuje
Ziadne prvky a teda prvky mnoZiny B sa ,nemaju na co zobrazit.“ To znamena, Ze

0P = 0% = 0] = 0.

7. Rovnost aPtY = aP . «¥, dok4dZeme pomocou Cantor Bernsteinovej vety. PoloZime
of = AP, o« =|AC|

a prijmemem este predpoklad B N C = (). Skonstruujeme dve injektivne zobrazenia
®:ABUC 5 AB x ACay: AB x AC 5 ABUC Nech je f F'ubovolné zobrazenie také,
ze f: BUC — A. ZuZenim zobrazenia f na mnozinu B, resp. C skonstruujeme dve
zobrazenia

f1:B — A;Vx € B: fi(x) = f(x);
fa:C — A;Vx € C: fa(x) = f(x),

ktoré tvoria usporiadand dvojicu (fi,f,) € AB x AC. D4 sa Tahko ukazat, Ze zo-
brazenie @;Vf ¢ ABYC, d(f) = (f;, f2) je injektivne. Zobrazenie ¥ skonstruujeme
podobnym spésobom. Nech (g,h) € AB x AC; tj. g,h st Tubovolné zobrazenia;
g:B—> Aah:C — A. Zobrazenie ¥ priradi dvojici zobrazeni (g, h) zobrazenie f,
f:BUC — A kde f je definované nasledovne

| aglx) VxeB;
flx) = { h(x) Vvxe C.

Zobrazenie V¥ je zrejme injektivne a teda mnoziny ABYC a AB x AC maji rovnaku
mohutnost.
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Uloha 8.13. Dokdste ostatné vlastnosti operdcii kardindlnej aritmetiky, ktoré si nevyZadu-
ju platnost’ axiomy vyberu.

Priklad 8.3. Pomocou vyssie uvedenych pravidiel vypoclitame niekolko kardindlnych
éisel. Budeme pracovat’ s konkrétnymi prirodzenymi &islami, koneénymi kardindlnymi
éislami ay,...,an, nekoneénymi kardindlnymi ¢islami NXo,C, o, B,y a budeme predpo-
klada? platnost axiémy vyberu.

1. Uréime X 5:0. Zostrojime dolny a horny odhad kardindlneho ¢isla.

N0 < o = 26 — %0 — ¢

Dolny odhad
Xg© > 2% =,
preto
N3O =C.
2.
QRo3e _ g3t _ g2 _ ¢
3.
280 4 N2 =280 4Ny =20 =,
4.
N8 X
<N3+C) = (N3+C) T=(No+ 0P =c® =c.
5.
CC =2%0€ =2,
6.

ao+ar-atar-o?+--+am-at=ao+x+o’+ o +oat=am

7. Nech x < B <, potom
(x+B)Y=pY =2

8. Nech o <y < 3, potom
(c+B)Y=pY=.

9. Nech a < 3 <, potom
(- B)Y =pY =27

10. Nech o <y < P, potom
(- B)Y=BY=5.
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8.6 Usporiadania nekone¢nych mnozin

Pomocou prirodzenych ¢isel mozno (okrem iného) vyjadrit’ velkosti (kone¢nych) mnozin a
urc¢it’ miesto, na ktorom sa nejaky prvok vyskytuje v postupnosti. V pripade kone¢nych
mnozin su, ako zakratko ukazeme, pojmy ,velkost“ a ,poradie“, resp. ,usporiadanie”
velmi blizke; v pripade nekone¢nych mnozin ich treba odlisovat. Ked sme sa zaoberali
velkost’ami (mohutnostami) nekonecnych mnozin, zovSeobecnenim prirodzenych cisel
sme sa dostali ku kardinalnym ¢islam. Kardinalne ¢isla sa sp4ajali s mnozinami, u ktorych
sme abstrahovali od akejkol'vek vnutornej Struktiry; jediné, ¢o bolo pre kardinéalne ¢is-
la podstatné, bola mohutnost mnozin. Také zovSeobecnenie prirodzenych cisel, ktoré
umoznuje urcovat poradie/usporiadanie v konstrukciach, v ktorych vystupuji nekonecné
mnoziny, si vyzaduje vhodnym sposobom zovSeobecnit usporiadanie prirodzenych cisel.
Takymto zovSeobecnenim prirodzenych ¢isel sa tzv. ordindlne ¢isla. V tejto casti definu-
jeme ordinalne cisla a ordindlne typy, budeme sa zaoberat ich vztahom ku kardinalnym
¢islam a zavedieme ordindlnu aritmetiku, umoznujicu vykonavat operacie s ordinalny-
mi éislami.®

8.6.1 Zobrazenia zachovavajice usporiadanie

Existencia bijekcie medzi dvoma mnoZinami (napr. A, B) nam umoznila vyslovit’ tvrde-
nie, ze tieto mnoziny maja rovnaky pocet prvkov v pripade kone¢nych mnozin a rovnaku
mohutnost’ v pripade nekoneénych mnozin. Ak aj tieto mnoziny mali nejaka vnitorna
$trukturu, pri porovnavani mohutnosti mnoZin sme ju nezohfadnovali. Rozsirime teraz
predpoklady o mnozinach A, B o (¢iastocné) usporiadanie a od konstruovanych zobrazeni
budeme vyzZadovat’, aby ho zohladnovali, t.j. aby napriklad mensi prvok mnoZiny A zo-
brazovali na mensi prvok mnoziny B. Sformulujeme tato poziadavku presnejsie.

Definicia 8.2. Nech su A, B dve ¢iastoéne usporiadané mnoziny a

1. nech f: A — Bjeinjekcia. Budeme hovorit, Ze zobrazenie f zachovdva usporiadanie,
ak

Vavb[(a,b € A)&(a < b) = (f(a) < f(b))];

2. Nech f: A — B je bijekcia. Budeme hovorit, Ze f je izomorfizmus (alebo podobnost)
éiastocne usporiadanych mnozin A,B, ak

Vavb[(a,b € A)&(a < b) & (f(a) < f(b))].

Ciastoc¢ne usporiadané mnoziny A, B, pre ktoré existuje izomorfizmus nazyvame izo-
morfnymi alebo podobnymi mnoZinami.

V tedrii mnozin zohrava kl'ic¢ova udlohu S$pecidlne usporiadanie, nazyvané dobrym
usporiadanim, ktoré sme uz spomenuli v kapitole 6 .

8pri pisani tejto ¢asti sme popri klasickej monografii [4] a uéebniciach [13] a [3] vychadzali zo zdrojov
uverejnenych na internete, najma ¢lankov wikipedie
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Definicia 8.3. Nech je dand mnoZina A s ¢iasto¢nym usporiadanim R. Budeme hovorit,
Ze Ciasto¢né usporiadanie R je dobré usporiadanie, ak kaZdd podmnoZina mnoZinay A
md najmensi prvok. MnoZinu A budeme nazyvat’ dobre usporiadanou mnoZinou prdve
vtedy, ak existuje nejaké dobré usporiadanie na mnozine A

Ukazkovym prikladom dobre usporiadanej mnoziny je mnoZina prirodzenych ¢isel
N s ,prirodzenym“ usporiadanim. Na druhej strane, uz mnozina celych cisel Z nie
je dobre usporiadania pomocou prirodzeného usporiadania <, lebo mnoZina vsetkych
zapornych cisel nema najmensi prvok. KedZe Z je podmnoZinou racionalnych, real-
nych a komplexnych ¢isel, ani jedna z mnozin Q, R, C nemdze byt dobre usporiadana
prirodzenym usporiadanim. Ak by sme zobrali namiesto Z jej podmnozinu {j;j € Z&j >
m} s prirodzenym usporiadanim a Fubovolnym celym (alebo realnym) ¢islom m, tato
mnozina uz bude dobre usporiadanou. Dobrému usporiadaniu mnoziny Z prirodzenym
usporiadanim prekazalo to, Ze postupnost’ —1,—2,—3... nebola zdola ohranic¢ena. Prob-
lémy nemusia sposobovat len mnoziny prvkov postupnosti, ktorych limita je —oo. S do-
brym usporiadanim moézu mat problém aj na prvy pohlad bezproblémové ohranicené
mnoziny. Ako priklad uvedieme mnozinu racionalnych ¢isel Q; z intervalu (0, 1) s priro-
dzenym usporiadanim <. Predpokladajme, Ze Q; je dobre usporiadana, t.j. ze kazda
jej podmnoZina ma najmensi prvok. Uvazujme teraz mnozinu Q; raciondlnych cisel z
otvoreného intervalu (0, 1) a predpokladajme, Ze r je najmensim prvkom tejto mnoziny.
Je zrejmé, ze v # 0, ale potom r/2 # 0 je tiez nenulové racionalne cislo patriace do
mnoziny Q; a mensie ako jej najmensi prvok r. Spor. Usporiadanie < nie je dobrym
usporiadanim na mnozine Q, resp. mnozina Q nie je dobre usporiadana usporiadanim
<. Pozorni ¢itatelia si iste v§imli, Ze vlastnost’ usporiadania ,byt’ dobrym usporiadanim®
nie je absolutna. Rovnako definované usporiadanie moze byt dobrym usporiadanim pre
jednu mnozinu, zatial ¢o pre ind mnoZinu tidto vlastnost nema.? Podobne to je s mnoZi-
nami, to Ze jedno usporiadanie prvkov mnoziny nie je dobré eSte neznamena, Zze mnozina
nie je dobre usporiadatelna pomocou iného usporiadania. Jeden z trochu prekvapujicich
vysledkov teérie mnozin hovori o tom, Ze kazdd mnoZinu mozZno dobre usporiadat.

Tlustrujeme este pojem zobrazenia zachovavajiceho usporiadanie [13]. Ako mnozinu
B uvaZujeme mnoZinu prirodzenych c¢isel N s prirodzenym usporiadanim (a > b prave
vtedy, ak a — b > 0.) Mnozinou A bude mnozina prirodzenych ¢isel N s ¢iastocnym
usporiadanim definovanym takto (a < b) & (aje delitefom b). Identické zobrazenie
f : A — B zachovava usporiadanie, ale nie je bijekciou, pretoze napriklad 3 < 5, ale
3 A5, nakol'ko ¢islo 3 nie je delitelom cisla 5.

8.6.2 Ordinalne typy

Uvazujme teraz vSetky ciastocne usporiadané mnoziny. KedZe ich prili§ vela na to,
aby mohli tvorit’ mnozinu, pomoZeme si tym, Ze stbor vSetkych ¢iasto¢ne usporiadanych
mnozin budeme povazovat za triedu.'® Triedu vSetkych ¢iastoéne usporiadanych mnozin

ked sa v8ak na usporiadanie divame ako na reldciu na mnoZine, tento problém nenastéva. Napriklad
prirodzené usporiadania < mnozin redlnych, raciondlnych, celych a prirodzenych ¢isel su roézne, pretoze
predstavuju rozne mnoziny usporiadanych dvojic. Na druhej strane, < napr. na celych ¢islach je zuzenim
relacie usporiadania < definovaného na racionalnych, ¢i redlnych ¢islach.

1%%6 bude chciet nejakid pozndmku o triedach a ich vztahu k mnozindm
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moézZeme rozloZit' na casti (stale esSte prilis velké na to, aby mohli byt mnoZinami) tak,
Ze v jednej ,podtriede“ sa budu nachadzat vSetky Ciastotne usporiadané mnoziny, ktoré
su izomorfné. Da sa l'ahko ukazat), Ze takéto rozdelenie triedy vsetkych ¢iastocne uspo-
riadanych mnozin ma vSetky vlastnosti rozkladu; jedinym problémom je, Ze rozklad sme
definovali na mnozine a trieda vSetkych ¢iastocne usporiadanych mnozin nie je mnozi-
na. Pre nase potreby vSak nepotrebujeme rozliSovat’ rozdiely medzi rozkladom mnoziny
a rozkladom triedy. Mnoziny kazdej triedy (podtriedy) rozkladu triedy vsetkych cias-
tocne usporiadanych mnozin maja ten isty typ usporiadania. Kazdej triede rozkladu
priradime ordindlny typ. Skutocnost’, Ze dve mnoziny su z hladiska svojho usporiadania
izomorfné znamend, Ze maju rovnaky ordindlny typ. Zvlastnym druhom ordinalneho
typu je ordindlne ¢islo; to je definované ako ordinalny typ dobre usporiadanej mnoziny.

8.6.3 Ordinalne ¢isla

S predstavou ordinalneho c¢isla ako triedy ekvivalencie dobre usporiadanych mnoZin sa
trocha tazsie pracuje. Preto sa pokusime zaviest ordindlne ¢islo ako nejakd dobre u-
sporiadand mnozinu, ktora bude reprezentovat’ celu triedu ekvivalentnych dobre uspo-
riadanych mnozin. Od tejto konstrukcie budeme pozadovat, aby kazda dobre uspori-
adana mnozina bola izomorfna (vzhladom na usporiadanie) jedinému ordinalnemu ¢islu.
John von Neumann definoval ordinalne ¢islo ako $pecidlnu mnozinu obsahujicu vsetky
ordinalne ¢isla mensie ako dané ordinalne c¢islo. Formalne

Definicia 8.4. MnozZina S je ordindlnym ¢islom prdve vtedy, ak S je tiplne usporiadand
a kazdy prvok mnoZiny S je zdroveri podmnoZinou mnoZiny S.

Vsimneme si, Ze samotna mnozZina S je dobre usporiadana vzhladom na relaciu
mnozinovej prislusnosti (€). Dokaz sa opiera o tzv. axiomu fundovanosti (alebo axiomu
regularity), ktora tvrdi, Ze Ziadna mnozina nemoéze byt prvkom seba samej. (Pozri prilo-
hu 14.1.) Pozrieme sa teraz na to ako budu podla tejto definicie vyzerat najjednoduchsie
ordindlne ¢isla, prirodzené ¢isla. Polozime

0 =10 = {

1 = {0} = {0

2 = {01 = {0,{0}},

3 = {0,1,2 = {0,{0},{0,{0}}},

4 = {0,1,2,3} = {0,{0},{0,{0}},{0, {0},{0, {01},

n = {0,1,2...,n—1} =

Na to, aby sme dokazali, ze takto definované ordinalne cisla spiﬁajﬁ aj druhu poziadavku
(kazda dobre usporiadana mnozina je izomorfna (vzhfadom na usporiadanie) jedinému
ordinalnemu cislu) potrebujeme tzv. transfinitni indukciu.. Prvkami ordinalneho cisla
(mnoziny predstavujicej ordinalne cislo), su opéat ordindlne ¢isla. Uvazujme dve or-
dinalne ¢isla «, 3; potom « € (3 prave vtedy, ak « & P a pre «, 3 plati prave jeden zo
vztahov o € 3, alebo B € « alebo « = 3. To znamena, Ze kazdd mnozZina ordinalnych
Cisel je uplne usporiadana. V skutocnosti plati este silnejsie tvrdenie, kazda mnozina or-
dinalnych ¢isel je dobre usporiadana. Tento doélezity vysledok zovSeobecnuje skutocnost’,
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Ze kazda mnozina prirodzenych cisel je dobre usporiadana a umoznuje nam pouzivat
transfinitnd indukciu na ordinalnych &slach. Dalsou déleZitou vlastnostou ordindlneho
¢isla je, ze obsahuje vSetky ordinalne ¢isla mensie ako dané ordinalne c¢islo. Tato vlast-
nost’ sa da vyuzit pri dokazovani mnohych uZitoénych vlastnosti ordinalnych ¢isel. Na
ilustraciu uvedieme dve

1. Kazda mnozina A ordinalnych ¢isle ma supremum, ordinalne ¢islo, ktoré dostane-
me zjednotenim vSetkych ordinalnych ¢isel mnozZiny A.

2. Druhy priklad naznacuje, Ze je potrebné zvazovat, ktoré sibory ordinalnych ¢éisel
tvoria mnoziny. Predpokladajme, ze stbor vSetkych ordinalnych ¢isel tvori mnozinu.
Tato mnozina obsahuje ordinalne ¢isla, podla definicie ordinalnych ¢isel by sama
mala byt ordindlnym ¢islom. Ale ked’Ze je zaroven mnozinou vsetkych ordinalnych
cisel, potom by ako ordinalne ¢islo mala bytprvkom seba samej, ¢o je rozpore s
axiomou regularity. (Pozri aj Burali-Fortiho paradox)

Subor vsetkych ordinalnych ¢isel je teda trieda, ktora sa zvykne oznacovat Ord alebo
ON (ordinals, resp. ordinal numbers).

Zatial sme uvadzali konkrétne priklady len kone¢nych ordinalnych cisel (prirodze-
nych c¢isel). Definujeme teraz konecné ordindlne ¢isla vSeobecnejsie, aby sme mohli
vymedzit nekonec¢né (transfinitné) ordindlne ¢isla. Pripomaname, Ze ordindlne cislo je
definované ako mnozina (ordinalnych cisel).

Definicia 8.5. Ordindlne ¢islo je konecéné prdve vtedy, ak kaZdd z jeho podmnoZin md
najvdcsi prvok.

Nekonecné (transfinitné) ordindlne &isla buda potom tie ordindlne ¢isla, ktoré nie st
konecné.

V predchadzajucich riadkoch sme niekolkokrat spomenuli transfinitni indukciu ako
prostriedok na dokazovanie zakladnych vlastnosti ordinalnych cisel. V nasledujice;j
Casti ju zavedieme formaélne.

8.6.4 Transfinitna indukcia

Transfinitna indukcia je zovSeobecnenim matematickej indukcie definovanej na mnozine
prirodzenych ¢isel.

Definicia 8.6. Nech je P nejakd vilastnost definovand pre ordindlne éisla. Ak pre kaZdé
ordindlne ¢islo p < o plati P(B), tak potom plati aj P(«x).

Matematicki indukciu ¢asto pouzivame v obratenom garde - namiesto toho, aby sme
dokazovali platnost’ bazy indukcie a na zaklade nej a indukéného predpokladu dokazali
platnost’ nejakého tvrdenia pre vSetky prirodzené cisla, definujeme rekurentny vztah,
ktory nam umozni vyjadrit’ rieSenie vicsieho problému pomocou mensich problémov to-
ho istého typu a najdeme riesenie pre najmensi mozny pripad problému. Podobny po-
stup, tzv. transfinitni rekurziu budeme pouzivat napriklad na definovanie operacii nad
ordinalnymi ¢islami.
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8.6.5 Nasledovnici a limitné ordinalne ¢isla

Kazdé nenulové ordindlne ¢islo ma najmensi prvok a méze a nemusi mat’ najvacsi prvok.
Napriklad, ordinalne ¢islo 30 ma najvacsi prvok 29 a ordindlne ¢islo w + 7 ma najvacsi
prvok w + 6. Na druhej strane w nema najvacsi prvok, lebo najvicsie prirodzené cislo
nasledujice za «, ktoré sa nazyva nasledovnikom ordindlneho ¢isla x a oznacuje sa x+1.
Ak vyuzijeme von Neumannovu definiciu ordinalneho ¢isla, tak nasledovnikom ordinal-
neho ¢isla « je ordindlne ¢islo « U {«}. Na druhej strane, ordindlne ¢islo « sa nazyva
predchodcom ordinalneho ¢isla « + 1. V zavislosti na tom, ¢i ordinalne ¢islo ma alebo
nema predchodcu mozno triedu ON rozdelit na dve disjunktné casti.

Definicia 8.7. Ordindlne ¢islo « sa nazyva

1. izolované, ak o = 0 alebo existuje ordindlne éislo P také, Ze « = 3 U{p}, t.j. pred-
chodca ordindlneho éisla o;

2. limitné, ak je nenulové a nemd predchodcu.

Kazdé prirodzené ¢islo je izolované a w je limitné ordindlne ¢islo. Ordinalne éislo
w ~+ 1 je izolované ordinalne cislo, ale nie je to prirodzené cislo.

8.7 Ordinalna aritmetika

Pojem ordindlna aritmetika oznacuje operacie s ordinalnymi ¢islami. V teérii mnozin
sa bezne pouzivaju tri zakladné operacie na ordinalnych ¢éislach - s¢itanie, ndsobenie a
umocnovanie ordinalnych c¢isel. Tieto operacie sa daju zaviest bud’ pomocou explicit-
nej konstrukcie dobre usporiadanej mnoziny, alebo pomocou tzv. transfinitnej indukcie.
Vyuzijeme obe mozZnosti.

Sucet ordinalnych ¢isel Zjednotenie dvoch disjunktnych dobre usporiadanych mnozin
A, B mozZno dobre usporiadat; t.j. ordindlnym typom mnoZiny A U B je ordinalne cislo.
Nech « je ordinalne ¢islo mnoziny A, f—ordinalne ¢islo mnoziny B a vy je ordindlne ¢islo
mnoziny A U B, potom stucet ordinalnych ¢isel definujeme nasledovne

x+p=v.

Pripad dobre usporiadanych mnozin A, B, ktoré nie su disjunktné (A N B # ()) vyrieSime
podobne ako v kardinalnej aritmetike; namiesto mnozin A, B pouZijeme napriklad mnoziny
A x {0}, B x {1}. Je zrejmé, zZe A x {0} ma ordinalny typ (ordinalne ¢islo) x a B x {1} ma
ordinalny typ (ordindlne ¢islo) p aze A x {0} N B x {1} = 0.

Usporiadanie mnoziny A UB bude vyzerat tak, Ze najprv budua uvedené vsetky prvky
mnoziny A v poradi danom dobrym usporiadanim mnoZiny A a za nimi budu nasledovat
vSetky prvky mnoziny B v poradi danom dobrym usporiadanim mnoziny B. To znamena,
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Ze kazdy prvok mnoziny B je vacsi ako I'ubovolny prvok mnoziny A. Stucet ordinalnych
cisel bude zrejme asociativny, ale ako to bude vyzerat s komutativnostou? V pripade
konec¢nych mnozin bude sucet ordinalnych ¢isel komutativny. Skutocne, ak |A| =n,|B| =
ma

A:{a1,...,an;a1<a2<---<an}, BZ{b],...,bm;b1<b2<--'<bm}

tak bijekcia f : AUB — B U A zachovavajica usporiadanie je definovan4 nasledovne (bez
ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Zze m < n)

AUB a; az ... Qm Qm+l ... an b ... bm
U 1 1 1 1 1
BUA by by, ... bm aj oo Opn—m Opn—m+1 ... Qn

Uvazujme teraz prvé transfinitné ordinalne cislo, w, ordindlne ¢islo mnoZiny priro-
dzenych cisel N a preskimajme sucty ordinalnych ¢isel 1 + w a w + 1. Vychadzajic z
definicie suctu ordinalnych cisel 1 + w predstavuje ordinalne ¢islo zjednotenia jedno-
prvkovej mnoziny (napriklad {a}) a mnoziny s ordinalnym c¢islom w, napriklad mnoziny
N. Prvky mnoziny {a} U N budi potom usporiadané nasledovne a < 0 <1 <2< .... Da
sa lahko nahliadnut), Ze tato mnoZina je izomorfna s mnozinou N. Potrebna bijekcia je
jednoducha:

f(a) =0

fr{aUN =N, { fk) =k+1: VkeN.

To znamena, Ze 1 + w = w. Na druhej strane,w + 1 predstavuje ordindlne ¢islo mnoziny
N U{a}, ktorej prvky st usporiadané takto:

O0<l<2< - <n---<a.

Tato mnozina obsahuje prvok a, ktory je vacsi ako I'ubovolné prirodzené cislo. To zna-
mena, ze 1 + w # w + 1 a sicet ordinalnych c¢isel nie je komutativny (!). Vo vSeobecnosti
pre 'ubovol'né ordinalne ¢islo « + 1 # «. Ordinélne ¢islo &« + 1 budeme v ordindlnej arit-
metike ¢asto pouzivat a preto pren zavedieme zvlastne oznacenie. Nech « je F'ubovolné
ordinalne ¢islo potom ordindlne ¢islo & + 1 budeme nazyvat nasledovnikom ordindlneho
¢isla «.

Trocha zovSeobecnime predchadzajuci priklad. Ak namiesto jednoprvkovej mnoziny
A zoberieme Fubovolnu dobre usporiadani koneénii mnoZinu |A| = n, tak podobne ako
pre jednoprvkovd mnozinu dokdzeme, Ze n+w = w. Ordindlne ¢islo w+n bude reprezen-
tovat’ ordinalny typ mnoziny N U A, ktorej prvky su usporiadané nasledovne:

0<TI<2< < <y<ax < -+ < dn.

Aj v tomto pripade bude existovat najvicsi prvok (an) a 'ubovolny prvok mnoziny A
bude vacsi ako I'ubovolné priridzené ¢islo; samotné prvky mnoziny A budd v mnozine
N U A usporiadané podl'a usporiadania v mnozine A. Pre I'ubovolné prirodzené cislo n
teda plati n + w = w. Co sa viak stane, ak namiesto koneéného ordindlneho &sla n
zoberieme transfinitiné? Zatial pozname jediné transfinitné ordindlne ¢islo, a to je w.
Sucet w + w bude reprezentovat ordinalne cislo dvoch mnozin, izomorfnych mnozine
N. Aby sme nekomplikovali oznacenie a zaroven zachovali poziadavku disjunktnosti
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oboch mnozin, budeme prvky oboch mnozin oznacovat pomocou prirodzenych cisel a
prvky druhej mnoziny odliSovat ¢iarkami. Ordindlne ¢islo w + w predstavuje mnozinu
usporiadanu nasledovne

0<l<2<---<0<1<...

Zaujimavostou tohto usporiadania je, Ze existuju dva prvky, ktoré nemaju priameho
predchodcull, a to prvky 0, 0'.

Ako sme uz spomenuli na zaciatku tejto ¢asti, aritmetické operacie na ordinalnych
cislach mozno zaviest’ aj pomocou transfinitnej indukcie. Pri prvom c¢itani ¢itatel moze
nasledujicu cast vynechat a pokracovat na oznacenom mieste.

Pripomenieme, Ze limitnym ordinalnym c¢islom je transfinitné ordinalne ¢islo, ktoré
nema priameho predchodcu. Nech su «, 3 Tubovolné ordinalne ¢isla, potom
1. x+0=q«,
2. 0+ (B+1)=(x+p+1)
3. ak je 6 limitné transfinitné ordinalne ¢islo, tak potom o+ 6 je limitnym ordinalnym
¢islom ordinalne ¢isla o + 3 pre vSetky ordinalne ¢isla 3 < 9.
Koniec preskakovania.
Zhrnieme zakladné vlastnosti séitania ordinalnych ¢isel. Symboly «, 3,y oznacuju
Tubovolné ordinalne ¢isla.
1. Obojstrannym neutralnym prvkom pre sc¢itanie ordinalnych ¢isel je O:
x+0=0+4+a=«.
2. Scitanie ordinalnych ¢isel je asociativne:
(x+B)+y=o+(p+Y)

3. Scitanie ordinalnych ¢isel vo vv§eobecnosti nie je komutativne
Jox, Blloc + B) # (B + o]

4. Scitanie ordinalnych ¢isel je ostro rastice vzhladom na pravy argument

Uloha 8.14. Zistite, preco nie je séitanie ordindlnych ¢éisel ostro rastice aj pre lavy argu-
ment; t.j. preco neplati
x<PB=>at+y<pP+y.

Pre ordinalne ¢isla vo vSeobecnosti nemozno definovat’ odé¢itanie. Ale pre s¢itanie
plati
xtp=aty=p=y.

Uloha 8.15. Dokdste uvedené turdenie a zistite, preco neplati podobné tvrdenie

Pta=y+a=p=y.

Napokon, ak « < 3 tak potom existuje jediné ordinalne cislo y také, ze p = x + .

Hpriamym predchodcom prvku a je prvok b taky, ze b + 1 = a.
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Sucin ordinalnych ¢éisel UvaZujme dve dobre usporiadané mnoziny A, B s ordinal-
nymi ¢islami «, resp. 3. Karteziansky sucin A x B je tiez dobre usporiadanid mnozina.
Na jej usporiadanie vyuzijeme modifikovany variant!? lexikografického usporiadania ,
definovaného pomocou usporiadani mnozin A, B; <a, resp. <g nasledovne

by <g by; alebo

(a1, b1) < {az,b2) & { (b1 =b2)&(a; <a a2).

Stcin ordinalnych cisel «- 3 definujeme ako ordinalny typ (ordinalne ¢islo) kartezianske-
ho siéinu A x B dobre usporiadanych mnozin A, B. Pozrieme sa teraz na niektoré zau-
jimavé pripady sucinov ordinalnych ¢isel, potom zavedieme nasobenie ordinalnych cisel
pomocou transfinitnej indukcie a nakoniec zhrnieme najdélezitejsie vlastnosti nasobenia
ordinalnych cisel.

V pripade konec¢nych ordinalnych cisel «, 3 ich nasobenie zodpoveda nasobeniu priro-
dzenych ¢isel. Preskimanie tohto pripadu ponechame citatelovi ako cvicenie. Predpok-
ladajme, Ze jedno z ordinalnych cisel «,  je transfinitné a druhé je kone¢né. Vzhladom
na definiciu nasobenia ordinalnych ¢isel a vlastnosti kartezialnskeho sti¢inu nema zmy-
sel zaoberat’ sa pripadom, ked je jedno z ordinalnych ¢isel nulové. Pripad, ked’ je jedno
z ordinalnych ¢isel vystupujicich v sicine rovné 1 takisto ponechavame na Citatela a
budeme predpokladat, ze p = 2. Kvoli jednoduchosti poloZzime o = w. Co zodpoveda
suéinu w-2? Predpokladajme, Zze mnozina B = {0, 1}, potom prvky kartezianskeho sucinu
A x B usporiadame takto

(0,0) < (1,0) < (2,0)<---< (0, )< (1, ) < (2,T) < ...

a vidme, Ze w - 2 = w + w. Bude nasobenie ordinalnych ¢isel komutativne? Sucinu 2 - w
zodpoveda karteziansky siéin B x A, ktorého prvky mozno usporiadat’ takto:

(0,0)< (1,0) < (0,1 < (1,1) < (0,2) < (1,2) < ...

7 uvdeného vyplyva, Ze karteziansky sic¢in B x A ma ordinalne ¢islo w, a teda stcin
ordinalnych cisel nie je komutativny. Ked'Ze pre ordindlne ¢isla je definované nasobe-
nie aj sCitanie, prirodzenou otazkou bude, ¢i plati distributivny zakon. Odpoved znie,
¢iastocne. Pre 'ubovolné ordinalne cisla «, 3,y plati

- (B+y)=o-B+a-y,

ale rovnost’
BHy)-a=p oty a
vo vSeobecnosti neplati. Staci uvazit pripady, ktorymi sme sa uz zaoberali:

M+ w=2-w=w a 1l-w+l-w=w+w # w.

Definicia nasobenia ordinalnych c¢isel pomocou transfinitnej indukcie.

%1exikografické alebo slovnikové usporiadanie je definované pre retazce znakov nerovnake;j diiky. Pri
stanovovani ich poradia ddva najvac¢siu vahu prvému prvku z ava, potom porovnava retazce s rovnakym
prvym prvkom podla druhého prvku, atd. Retazce nerovnakej dIZky st doplnené medzerami, ktoré sa
povazujd za najmensie prvky mnoziny znakov. V nasom pripade maju vSetky retazce dizku 2 a najvyz-
namnejsi prvok je prvy prvok z prava. Lexikografickym usporiadanim sa eSte budeme zaoberat’ v kapitole
13
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1.

2.

3.

a-0=0,
x-(B+1)=(a-B)+B,

ak je b limitné ordinalne cislo, sicin « - 4 je limitnym ordinalnym c¢islom cisel « -y,
kde vy < b.

Zhrnieme v prehl'adnej forme vlastnosti nasobenia ordinalnych ¢isel. Ak nebude uve-
dené iné, predpokladame, Ze «, 3,y st 'ubovolné ordinalne cisla.

1.

2.

10.

x-0=0-0=0,

ordinalne ¢islo 1 je obojstrannym neutralnym prvkom vzhladom na nasobenie or-
dindlnych ¢isel -1 =1 = «,

. Nasobenie ordinalnych cisel je asociativne (- ) -y =oa- (B -7v),

Nasobenie ordinalnych ¢isel nie je komutativne

Nasobenie ordinalnych ¢isel je ostro rastice vzhladom na pravy argument
(x <B)&(y #0) = (v - a<vy-B),

Nasobenie ordinalnych cisel je rastice (ale nie ostro rastice !) vzhladom na Favy
argument

(x<B)=(y-a<vy-B)
Kratenie Pavého Cinitel'a sucinu
(x> 0)&(x-B=a-v)=B =Y,
ale
nemozno kratit pravého cinitela suéinu.
Pre nasobenie ordindlnych ¢isel plati distributivny zakon zlava ale nie sprava;
x-(B+y)=o-B+o-y
napriklad

(w+1) 2=(w+N)+(w+l)=w+w+T=w-24+1#w-2+2

Uvedieme este jednu zaujimavu vlastnost’ ordindlnych éisel, pripominajtcu dele-
nie so zvySkom prirodzenych c¢isel. Pre I'ubovolné dve ordinalne cisla «, 3;3 > 0
existuju jediné dve ordindlne ¢isla vy, b také, zZe

x=PB-y+5 b<B.
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Umocnovanie ordinalnych ¢isel Umocnovanie ordindlnych ¢isel je najzlozitejsia z
operacii ordinalnej aritmetiky, ktorymi sa zaoberame. Nech sui A, B dobre usporiadané
mnoziny s ordindlnymi éislami o, resp. p. Ordindlne é&islo «P definujeme ako ordinal-
ny typ (ordinélne &islo) dobre usporiadanej mnoziny AB; mnoziny vsetkych zobrazeni z
mnoziny B do mnoZiny A. Aby sme si utvorili predstavu o tom, ako buda usporiadané
prvky mnoziny AP pozrieme sa najprv na konkrétne jednoduchsie pripady. Ak je or-
dinalne ¢islo v exponente konetné, mézeme umocnovanie ordinalnych ¢isel definovat pri-
amo pomocou nasobenia ordinalnych éisel: napriklad w? = w-w. To je pripad, ktory sme
uz rozoberali. Teraz sa na ordinalne é&islo w? pozrieme v silade s tym, ako sme zaviedli
umocnovanie ordinalnych ¢isel; t.j. ako na ordindlny typ mnoziny vsetkych zobrazeni
z dvojprvkovej mnoziny do mnoziny s ordindlnym ¢islom w, napriklad do mnoziny N.
Uvazujeme dvojprvkovd mnozinu B = {0,1}. Lubovolné zobrazenie f : B — N mozno
jednoznac¢ne zadat’ vymenovanim dvoch dvojic (0, f(0)), (1,f(1)). Ak vyuzijeme dobré us-
poriadanie mnoziny B, tak tu istd funkciu moézZeme zadat dvojicou funkénych hodnoét
f(0), (1), t.j. dvojic prirodzenych cisel. MnozZinu usporiadanych dvojic sme uz raz dobre
usporiadali pomocou mierne modifikovaného lexikografického usporiadania, ktoré uspo-
raduavalo dvojice najprv podla druhého a az potom podl'a prvého prvku. Uvedieme dobré
usporiadanie zobrazeni f : B — N najprv v skratenom zapise a potom pomocou tabul'ky:

(0,00<(1,0)<(2,00<3,0)<---<(0,D)< (1)< 2, <...(0,2)< (1< 2)<...

X || foo fio fao f30 ... foi fin1 fa1 fa1 ... fop fig fao f3
0 0 1 2 3 ... 0 1 2 3 ... 0 1 2 3
1 0 0 0 o ... 1 1 1 1 2 2 2 2

Podobne by sme postupovali, ak by exponent ordinalneho c¢isla bolo prirodzené ¢islo
(konectné ordinalne ¢islo) n. Napriklad w™ bude predstavovat ordinalne ¢islo mnoziny
vSetkych zobrazeni z n-prvkovej mnoziny (napriklad) do mnozZiny N. Kazdé také zobraze-
nie sa da zapisat pomocou tabulky, ktora bude mat 2 riadky a n + 1 stipcov (vratane
zahlavia). Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme n-prvkova dobre usporiadani mnoZinu
reprezentovat’ mnozinou prirodzenych ¢isel {0, 1,...,n—1}. Tabul'ka zadavajica funkciu
f:{0,1,...,n—1} = N bude vyzerat nasledovne

x| 0o 1 2 3 ... n-1
fx) | f0) f(1) f(2) f(3) ... fn—1)

Takato funkcia je jednoznacéne zadana n-ticou svojich hodnoét (pravda za predpokladu, ze
budeme dodrziavat konvenciu, ze 1. prvok usporiadanej n-tice je funkéna hodnota f(0),
druhy predstavuje f(1), atd., az napokon posledny prvok n-tice predstavuje funkénu
hodnotu f(n — 1).) Usporiadané n-tice prirodzenych cisel dokazeme dobre usporiadat’
pomocou modifikovaného lexikografického usporiadania.

Co vsak spravime v pripade, ked’ aj zaklad aj exponent mocniny ordinalnych ¢isel
budu transfinitné ordinalne ¢isla? Nasa intuicia pravdepodobne zlyh4, ak sa pokdsime
takymto sposobom reprezentovat napriklad uz ordinalne ¢islo w®. Zobrazenia z mnoziny
NN mézeme sice reprezentovat pomocou postupnosti prirodzenych ¢isel, ale ak sa ich
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pokusime usporiadt’ pomocou lexikografického usporiadania, zistime, Ze usporiadanie
nema vlastnosti dobrého usporiadania. Musime prijat predpoklad, Ze kone¢ny pocet
prvkov v postupnosti (hodnot funkcie) je nenulovych. Takéto postupnosti budi reprezen-
tovat prirodzené cisla.

Pri prvom citani preskoc!

Aj umocnovanie ordinalnych ¢isel je mozné definovat induktivne (vzhI'adom na expo-
nent ). Nech su «, f F'ubovolné ordinalne ¢isla, potom

1. =1,
2. bt = (aP) . «,

3. a ak 5 je limitné ordinalne ¢&islo, tak potom & je limitné ordindlne éislo of, kde
B <.

Zhrnieme zakladné vlastnosti umocnovania ordinalnych c¢isel. Ak nebude uvedené
iné, predpokladame, Ze «, 3,y st 'ubovolné ordindlne cisla.

1. a®=1.
2. Ak 0 < «, tak potom 0% = 0.
3. 1%=1
4. o' =

5. Umocnovanie ordinalnych ¢isel je ostro rastice a spojité vzhl'adom na pravy argu-
ment

(v > D&l < B) = y* <vP.
6. (x<B)= (¥ <pY)
7. P &Y = Py
8. (b)Y = by
9. Ak x > 1a &P = «”, tak potom =y

10. Pre I'ubovolné ordinalne ¢isla «, § plati: ak 1 < f < «, tak potom existuju jediné
ordinalne ¢isla vy, b, p také, ze
a=pBY-0+p

al0<d<pPpap<p.
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8.8 Vztah ordinalnych a kardinalnych cisel

Kazdému ordinadlnemu ¢islu mozno jednoznacne priradit’ kardinalne cislo, ktoré vy-
jadruje jeho mohutnost’ (pripominame, Ze ordindalne ¢islo sme definovali ako $pecificka
mnozinu). VSetky dobre usporiadané mnoziny, ktoré maja ten isty ordinalny typ (to isté
ordinalne ¢islo), maja aj rovnaki mohutnost’. (Opac¢né tvrdenie zrejme neplati, staci zo-
brat w,w + 1.) NajmensSie ordinalne ¢islo s danou kardinalitou sa nazyva pociatoénym
ordindlnym &islom daného kardindlneho ¢isla. Kazdé konec¢né ordinalne ¢islo je zaroven
pociatotnym ordinalnym c¢islom, ale véaéSina nekoneénych ordinalnych c¢isel nie. Jedno z
tvrdeni, akvivalentnych axiéme vyberu hovori, ze kazdi mnozinu mozno dobre uspori-
adat. To znamena, Ze kazdému kardinalnemu ¢islu prislicha prave jedno poéiatocné
ordinalne ¢islo. Kardindlne cisla teda moézZeme povazovat (za predpokladu, Ze priji-
mame axiému vyberu) za pociatocné ordinalne ¢isla. Na druhej strane pri operaciach
s kardinalnymi a ordinalnymi ¢islami je potrebné striktne rozlisSovat’, ktoru aritmetiku
pouzivame. Napriklad ordinalne umocnovanie sa podstatne odliSuje od kardinalneho;
2@ = w, ale 2¥0 = (C é&o je kardindlne é&islo viésie ako Xo.

8.9 *Historické poznamky

Teéria mnozin vyrazne prispela k rozvoju modernej matematiky. Po jej vytvoreni kon-
com 19. a zaciatkom 20. storoia sa nejaky cas zdalo, Ze to je ta dlho hl'adana teodria,
na ktorej bude mozné vybudovat’ matematiku zbavenu nepresnosti a paradoxov. Hoci sa
tento predpoklad nenaplnil, teéria mnozin poskytla matematike pomerne univerzalny
jazyk, v ktorom je mozné nielen vytvarat matematické teérie, ale aj formulovat’ matem-
atické problémy a hladat ich rieSenia. Nespochybnitelnou zasluhou teérie mnozin je
prehibenie chapania pojmu nekoneéna v matematike.!3

Uz samotna histoéria vzniku teérie mnozin je vynimoc¢na. Kym iné matematické teérie
sa vyvijali dlhodobo a na ich budovani sa podielalo viacero I'udi, teériu mnoZin vytvoril v
relativne kratkom case jeden ¢lovek, Georg Cantor. Skor ako sa pozrieme na Cantorovu
pracu na budovani zakladov teérie mnozin, pripomenieme niektoré davnejsie vysledky
suvisiace s nekonetnom a mnozinami.

Idea nekonec¢na pritahovala I'udi uz od antickych ¢ias. Zenon z Elea (okolo 450
p.n.l.) formuloval niekol'ko paradoxov zaloZenych na pojme nekoneénal4. Uz v stre-
doveku viedli diskusie o nekonec¢ne k porovnavaniu (vyjadrené v stucasnej terminologii)
nekoneénych mnozin. Albert Sasky!® dokonca dokézal, ze priamka m4 rovnaki mo-
hutnost’ ako trojrozmerny priestor (!) Vo vyvoji matematiky dlhy cas zohravala velmi
dolezitu ulohu matematicka analyza. Ale az do polovice 19. storocia sa dokazy zaklad-
nych viet analyzy odvolavali na geometrickd nazornost. Neexistovala korektna teéria
realnych ¢isel a hoci sa nekonectne velké a nekone¢ne malé veliciny pouzivali v difer-

13Teéria mnozin riei problémy presahujice ramec tejto knizky. Vaésinou z naroénejsich problémov sa
nebudeme zaoberat’, na elementdrnej trovni sme sa dotkli délezitych pojmov mohutnosti a usporiadania
mnozin (kapitola 8).

“najzname;jsi je pravdepodobne paradox Achilles a korytnacka

15y praci Questiones subtilissime in libros de celo et mundi
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encidlnom a integralnom pocte, nekonec¢no sa objavovalo len v podobe potencidlneho
nekonecna. Prvy vyznamnejsi pokus o zmenu podnikol velky filozof a matematik 19.
storoc¢ia, Bernard Bolzano. Ten zaviedol pojem ,mnoziny“ uz v roku 1847 ako

an embodiment of the idea or concept which we conceive when we regard the
arrangement of its parts as a matter of indifference.

Bolzano obhajoval aj pojem nekonec¢nej mnoziny v case, ked’ si mnohi matematici
mysleli, Ze nekone¢né ,mnoziny“ nemozu existovat. Sam velky K.F.Gauss napisal

Nekoneéno nemozno v matematike pouzit ako nieco definitivne, je to len
sposob vyjadrenia, ktory oznacuje istd hranicu, ku ktorej sa mézu niektoré
veli¢iny neobmedzene bliZit', kym iné veli¢iny rasti neobmedzene.

Nekonec¢né mnoziny predstavuju inad ,,aktualnu“ podobu nekonec¢na. Bolzano uvadzal
priklady mnozin, pre ktoré na rozdiel od kone¢nych mnoZin bolo mozné zostrojit’ bijek-
tivne zobrazenie medzi danou mnozinou a niektorou z jej vlastnych podmnozin. Tato
myslienka sa vyuZiva pri definicii koneénych mnozin.

Na Bolzanove vysledky nenadviazal Ziaden z jeho Ziakov. AZ s odstupom 20 rokov
sa podobnymi problémami zacal zaoberat Georg Cantor, ktory teériu mnozin postavil
na matematickom zaklade. Cantor sa p6vodne zaoberal tedriou cisel a pre jeho d’alsiu
pracu malo rozhodujutci vyznam stretnutie a priatel'stvo s Richardom Dedekindom.
Dedekindovo abstraktné logické myslenie vyrazne ovplyvnilo Cantora a jeho sposob
myslenia. Cantor presiel od tedrie cisel ku skimaniu trigonometrickych radov. Je-
ho prace z toho obdobia obsahuju prvé idey o tedrii mnozin a prvé dolezité vysled-
Ky o iracionalnych &islach.’® V roku 1874 Cantor publikoval ¢lanok, v ktorom prisiel
s myslienou existencie asponn dvoch druhov nekone¢na. To bola skutotne revoluéna
myslienka, pretoze v tych ¢asoch sa bud’ predpokladalo, Ze nekone¢no neexistuje, alebo
ze vSetky nekonecné subory maju tu istu velkost. Cantor dokézal, Ze neexistuje bijek-
cia medzi redlnymi a prirodzenymi ¢islami. V d’alSich pracach Cantor zaviedol pojem
ekvivalencie mnozin (prostrednictvom bijekcie medzi mnoZinami) a ukazal ekvivalen-
ciu mnozin R™ a R. Pracu na zakladoch teérie mnozin zavisil pojednaniami, v ktorych
zaviedol dobre usporiadané mnoziny, ordindlne typy a ordindlne ¢isla a ordinalnu ar-
itmetiku. Koncom 90-tych rokov 19. storo¢ia publikoval Cantor dve prace v ktorych
podava uceleny vyklad teérie mnozin. V tychtop pracach sa nachadza aj veta, v sucas-
nosti znama ako Cantor Bernsteinova veta, ktori nezavisle na Cantorovi dokazal aj
Felix Bernstein a E. Schroder.

Cantorove neformalne ,definicie“ mnozZinovych pojmov spociatku postacovali na kon-
strukciu dokazov v novej tedrii (mnoZin) a vSeobecne sa predpokladalo, Ze neformalne
pojmy bude v pripade potreby mozné I'ahko formalizovat pomocou nejakého systému
axiom. Zaciatkom 20. storocia sa potreba axiomatizacie tedrie mnozin stala akutnou.
Viedli k tomu najmi dva dévody. Prvym bolo objavenie paradoxov (Ceasare Burali-
Fortiho a znamejsi Russellov paradox ), ktoré naznadili, Ze prilisna vol'nost’ pri konstrukeii

8Cantor prisiel s myslienkou definovat iraciondlne ¢isla pomocou limit postupnosti raciondlnych éisel.
Nezavisle na nom prisiel Dedekind s definiciou iraciondlnych ¢isel pomocou tzv. ,Dedekindovych rezov®
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,mnozin“ moze sposobovat problémy. V tom obdobi vSak uz teéria mnozin vyrazne ov-
plyviovala matematiku. Lebesgue zaviedol pomocou mnozinovych pojmov v roku 1901
pojem miery a v roku 1902 definoval Lebesgueov integral. Ani matematicka analyza
nevystacila s intuicistickou matematikou!” a potrebovala Cantorovu teériu mnozin. Pre-
to bolo rozumnejsie hl'adat sposob, ako uchovat hlavné érty teérie mnozin a elimino-
vat paradoxy, ako zavrhnut kvoli paradoxom celd teériu. Ukazalo sa, Ze Russellov-
mu a podobnym paradoxom sa da vyhnut starostlivym vyberom principov konstrukcie
mnozin, ktoré umoznili zachovat vyjadrovaciu silu teérie mnozin potrebnd na rieSenie
matematickych problémov, ale vylucili existenciu problematickych mnozin.

Druhy dévod axiomatizacie teérie mnozin bol zlozitejsi. Ked Cantor pracoval na
tedrii kardinalnych a ordindlnych ¢éisel narazil na problém, ¢i kazdi mnoZinu mozZno
vybavit istou vnitornou Struktirou, nazvanou dobrym usporiadanim. Pritom dobré
usporiadanie, ¢i vlastosti ekvivalentné dobrému usporiadaniu potreboval na dékaz aj
pomerne jednoduchych tvrdeni. Ernest Zermelo zac¢iatkom 20. storocia vytvoril systém
axiom teodrie mnozin a ukazal, Ze kazdi mnoZinu mozno dobre usporiadat za predpok-
ladu, Ze plati axiéma (AC) vyberu'® . Tato axiéma vzbudila mnohé diskusie tak matem-
atikov ako aj filozofov, ale neskor sa stala Standardnym néastrojom modernej matem-
atiky.l® Postoj matematikov k axiéme vyberu ilustruje nasledovny Zartom mysleny
vyrok Jerryho Bona

The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering principle obviously
false, and who can tell about Zorn’s lemma?

ktory vyjadruje to, Ze hoci st AC, princip dobrého usporiadania a tzv. Zornova lema
matematicky ekvivalentné, vicsina matematikov povazuje axiému vyberu za intuitivne
zrejmu, princip dobrého usporiadania za kontraintuitivny a Zornovu lemu za prili$ kom-
plikovanu na to, aby si o nej bolo mozné vytvorit akikol'vek intuitivnu predstavu.

Zermelov systém axiéom dopracoval v prvej polovici 20. storo¢ia Fraenkel do podo-
by v ktorej sa pouziva dodnes. Zermelo-Fraenkelov systém axiém, oznacovany ZFC je
uvedeny v prilohe.

Yintuicizmus neprijima aktualne nekoneéno a vyzaduje koneéné a konstruktivne dokazy.

18predtym, ako Zermelo sformuloval AC explicitne, sa ¢asto v matematike pouzivala implicitne.

YHistériu AC, nazavislost AC od ostatnych axiém ZFC systému a zoznam tvrdeni ekvivalentnych AC
mozno najst na adrese xxx



Kapitola 9
Vyrokovy pocet

Teraz, ked uz mame isté skisenosti s dokazovanim matematickych tvrdeni a vieme
formalne zapisovat tvrdenia a ich dokazy, vratime sa k vyrokom z ¢asti 1.2 a postavime
na pevny zaklad vyrokovu logiku, ktora sme zatial pouzivali len intuitivne, opierajic sa
o pravdivostné tabulky. Za¢neme axiomatickou vystavbou vyrokovej logiky a vytvorime
axiomaticka tedériu a ukazeme, ze vSetky ,pravdy“ vyrokovej logiky mozno odvodit z
malého poctu vychodiskovych tvrdeni (axiém) vyrokového poctu. Upresnime predstavy,
ktoré sme dosial mali o matematickych dékazoch a naué¢ime sa konstruovat’ deduktivne
dokazy pomocou axiém a odvodzovacich pravidiel. Vyrokovy pocet bude pre nas sluzit
(okrem iného) ako ukazkova ,cvicna“ tedria, na ktorej ukazeme, ako sa vytvara formalna
axiomaticka tedria, ako sa zavadzaju zakladné pojmy, ako vyzera formalne odvodenie z
axiém. Okrem toho na priklade vyrokového poctu vysvetlime také zavazné pojmy, ako je
uplnost, neprotireéivost’ teérie a nezdvislost’ systému jej axiém a odvodzovacich pravidiel.
Na zaver ukazeme, ze axiomatizacia vyrokového poctu, ktori sme uviedli, nie je jedina;
Ze existuju aj iné systémy axiém a odvodzovacich pravidiel, pomocou ktorych mozno
vytvorit bud’ iné axiomatické tedrie vyrokového poctu ekvivalentné axiomatickej teoérii,
ktoru sme vytvorili, alebo alternativne axiomatické teérie vyrokového poctu.

Vyrokovy pocet vSak nie je dostatotne silny na to, aby mohol tvorit’ logicky zaklad
pre viacésinu matematickych tedrii. Preto sa v d’alSej kapitole oboznamime so zaklad-
mi silnejSej matematickej teérie—predikatového poctu. Predikatovy pocet je rozsirenim
vyrokového poctu a uz postacuje napriklad aj na vyjadrenie tedrie mnozin, aritmetiky
prirodzenych ¢isel, ¢i inych matematickych tedrii.

9.1 Axiomaticka vystavba vyrokového poctu
Zavedieme formalnu axiomaticku teériu £ pre vyrokovy pocet:

(1) je dana abeceda teérie £ pozostavajica z
(a) mnoziny pomocnych symbolov a logickych spojok: (, ), =,—,+;
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(b) mnoziny symbolov A1, A, As,..., A, kde 1 € N, ktoré nazyvame vyrokovymi
premennymi ( vyrokovymi symbolmi);

(2) Lubovolna konecna postupnost’ symbolov tedrie £ sa nazyva vyrazom tedrie L;
(8) Formuly tedrie L

(a) Vsetky vyrokové premenné su formuly teédrie L.
(b) Ak su A, B formuly teédrie £, tak potom st aj —A a A = B formuly teérie L.

(c) Formulami teérie £ su len vyrazy teérie £, ktoré spiflajl’l podmienky (a) alebo
(b). Inych formul teérie £ niet.

(4) Nech su A, B,C I'ubovol'né formuly teérie £. Potom nasledujice formuly su axiémy
teorie L:

(A1) A= (B= A)
(A2) (A= (B=0)=(A=DB)=(A=10)
(A3) (B=~A)= ((-B= A) = B)

(5) Jedinym pravidlom odvodenia formalnej tedrie £ je pravidlo modus ponens, ktoré
hovori: ak si odvodené formuly A = B, .4 tak potom je odvodena aj formula B.
Formalne zapisujem pravidlo modus ponens nasledovne:

./4)-/4:>B

Pravidlo modus ponens budem oznacovat skratkou MP. Budeme tiez hovorit, ze
formula B je bezprostrednym désledkom formiil A, A = B alebo tiez ze formula B
priamo vyplyva z formul A, A = B.

Zmyslom formalnej tedrie je popisat nejaki potencidalne nekoneénd mnozinu ,pravd®,
ktoré maju rovnaky charakter ako axiomy. Axiémy (Al), (A2), (A3) su de facto schémy
axiom a axiomami sa stavaju az po dosadeni konkrétnych formil teérie £. Ked'Ze formul
tedrie L je nekonecne vela, pomocou troch axiém (A1), (A2), (A3) je zadana nekone¢na
mnozina axiém teérie £. Nakolko existuje presny postup, podla ktorého sa da pre
Tubovolnu formulu A teérie £ jednoznacne urcit, ¢i je dana formula axiémou tedrie L,
hovorime, zZe L je efektivne axiomatizovatelnd teéria. Aj ked je axiém teérie £ nekonecne
vel'a, nie vSetky pravdivé tvrdenia (pravdivé formuly) tedrie £ mozno zostrojit’ dosadenim
vhodnych formul do niektorej z axiém (A1), (A2),( A3). Prikro¢ime preto teraz k d’alSiemu
velmi db6lezitému pojmu—Kk pojmu odvodenia alebo ddékazu v tedrii L, ktoré nam omoznu-
je vytvarat z axiém pomocou pravidla odvodenia nové pravdivé formuly teérie L. Odvo-
denim v tedérii L sa nazyva Fubovolna postupnost formaul tedrie £, A4,..., A, taka, ze
pre l'ubovolné i € {1,...,n} je formula A;

(a) axiéma teorie L;

(b) bezprostredny désledok formul A4;,..., Ay, j,k <ipodla pravidla modus ponens.
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(Cislo n, potet formil v odvodeni sa nazyva dizkou odvodenia.) Formula A teérie £ sa
nazyva teorémou tedrie £, ak existuje také odvodenie A;,..., A, v L, Zze A, = A. Takéto
odvodenie sa nazyva odvodenim formuly A.

Okrem absolidtnych pravd, ktorych platnost je odvodena priamo z axiém, existuju
aj uzitocné tvrdenia (formuly), ktoré platia len za istych predpokladov. Formalizujeme
tento pojem. Formula A sa nazyva désledkom mnoziny formul I v tedrii £ prave vtedy,
ak v L existuje postupnost’ formul Aq,..., A, taka, ze A, = Aaprekazdéi,i=1,...,n
plati jedna z nasledujicich podmienok:

(a) A;je axiéma tedrie L;
(b) A €T,

(c) A; je bezprostredny désledok formul A;,..., Ax, j k < i tejto postupnosti podla
pravidla modus ponens.

Postupnost’ Aq,..., A, spiflajﬁca vyssie uvedené podmienky sa nazyva odvodenim
formuly A z T. Formuly z mnoZiny I' sa nazyvaju hypotézy a samotnd mnozina I' sa
nazyva mnozina hypotéz. Skutocnost’, ze ,formula A je dosledkom ' budeme zapisovat
symbolicky " - A a slovne vyjadrovat’ aj tak, ze formula A je odvodena z mnoZiny hy-
potéz I'. V pripade, ked I' = () a ' - A, zapisujeme skutocnost’, Ze formula A je odvodena
z prazdnej mnoziny hypotéz symbolicky takto - A. Posledny zapis znamena, ze A je
teorémou tedrie L.

Aj ked pri odvodeniach formul v teérii £ by sme vystacili s negaciou a implikaciou,
zavedieme kvdli zjednoduseniu niektorych odvodeni aj d’alsie logické spojky (operatory).
Nech su A, B I'ubovolné formuly teérie £. Potom
(D1) A&B oznacuje formulu —(A = —B)

(D2) AV B oznacuje formulu —(A) = B
(D3) A = B oznacuje formulu (A = B)&(B = A).

Aby sme v zapise formul teérie £ nemuseli pouzivat prilis vela zatvoriek, dohodneme sa
na nasledujicej konvencii:

evve

2. Ked je vo formule mozné pouzit dva alebo viac logickych operatorov s rozlicnou
prioritou, najprv uplatnime operator s najvyssou prioritou. Napriklad vo formule
—A&—B = C budeme pouzivat logické operatory v nasledujicom poradi

((mA)&(—B)) = C.
3. Ak mame vo fomule moznost’ uplatnit’ viacero operatorov s rovnakou prioritou,

tak formulu vyhodnocujeme sprava dolaval! Napriklad formula A = B = C sa
vyhodnocuje v nasledujicom poradi A = (B = C).

toto pravidlo ma zmysel len pre logické operatory, ktoré nie st asociativne. V nasom pripade ide o
operator implikécie.
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4. Ak vo formule chceme stanovit’ iné poradie uplatniovania logickych operatorov ako
vyplyva z tejto konvencie, urc¢ime toto poradie zatvorkami. Priklad: formula —A =
B by sa podla tejto konvencie vyhodnocovala ako (—A) = B. Ak vSak chceme
negovat implikaciu, umiestnime zatvorky takto —(A = B).

Priklad 9.1. Uvedieme este niekol’ko prikladov na zjednoduseny zdpis formiul pouZitim
prdve zavedenej konvencie:

e A&B = —CV D je iny zdpis formuly (A&B) = ((—C) V D),

e — A je iny zdpis formuly (—(—A)),
o A&B&C&D je iny zdpis formuly A&(B&(C&(D))).

9.2 Teorémy vyrokového poctu

Zactneme odvodenim na prvy pohl'ad trivialnej, ale (ako sa ukaze neskor) vel'mi uzitoc¢nej
teorémy.

Veta 9.1. - A= A.

Dokaz.
. FA=(A=2A)=A)= (A (A= A) = (A= A) A2
2. FA= (A= A) = A) Al
3. FA=(A=A)= (A= A) MP 1,2
4, F(A= (A= A) Al
5. FA=A MP 1,4

O]

Poznamka. Aby boli odvodenia teorém prehladné, budeme ich zapisovat takto: na
lavej strane riadka napiseme formulu a na pravej strane komentar, ktory objasnuje,
akym spoésobom sme danud formulu odvodili. Aby sme sa mohli jednoznac¢ne odvolavat
na formuly v odvodeni, skor odvodené teorémy a axiémy, budeme ¢islovat jednotlivé
formuly odvodenia, axiémy oznacujeme symbolmi (A1), (A2), (A3) a teorémy oznacujeme
symbolom Tn, kde n je poradové ¢islo teorémy. Potom napriklad zapis MP 1,4 v 5. riad-
ku predchadzajiceho odvodenia znamena, Ze formulu A = A sme odvodili pomocou
pravidla modus ponens a formil z 1. a 4. riadku odvodenia. Podobne komentar vo
stvrtom riadku hovori, Ze formulu (A = (A = A)) sme dostali z 1. axiomy (dosadili sme
formulu A za formuly A a B.

Priklad 9.2. Zostrojte odvodenia nasledujiicich formiul:

1. F (A= A) = A
2. A=B,B=C + A=, pravidlo sylogizmu
3. A=(B=C) + B=(A=7C(C). zdmena predpokladov
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Ak matematik potrebuje dokazat’ tvrdenie ,ak A, tak potom B“ priamo, tak spravidla
predpoklada, Ze plati A a potom dokazuje platnost’ B. Takyto postup sa pouziva aj vo for-
malnych logickych teériach. Jeho opravnenost’ vo vyrokovom pocte zarucuje nasledujica
veta.

Veta 9.2. (o dedukciii) Nech I je mnoZina formiul, A, B su formuly teérie L a nech plati

NAE B,
potom
- A= B.
Dokaz. Nech By,..., B, je odvodenie formuly 5 z mnozZiny hypotéz I' U {A}. Matema-

tickou indukciou vzhl'adom na dizku odvodenia dokazeme, ze ' - A = B.

1. Nech n = 1. Potom odvodenie pozostava z jedinej formuly 57 ( B1 = B). Z definicie
odvodenia vyplyvajua pre B tri moznosti:

(a) B je axiéma. V tom pripade plati:

1. B B je axiéma
2. FB=(A=B8) Al
3. FA=EB MP 1,2

Ale ak formulu A = B mozno odvodit’ z prazdnej mnoziny hypotéz, tak potom
tato formulu mozZno odvodit’ aj z I'ubovolnej neprazdnej mnoziny hypotéz, a
teda plati

A= B.
(b) B €T. Potom
1. TFB
2. FB= (A= B) Al
3. THA=B MP 1,2

(¢) B = A. Potom podl'a vety 9.1

1. FA=A a teda aj
2. THFA= A

Pripad ,,B; je bezprostrednym désledkom niektorych predchadzajicich formuil“ neméoze

nastat, pretoze formula B; (=87 = B) je jedina formula v tomto odvodeni.

2. Nech tvrdenie vety plati pre formul/y s odvodenim krat$im ako n. Dokazeme, Ze
plati aj pre formuly s odvodenim dlzky n. Pre formulu B, (= B) moézu nastat 4
rozliéné pripady:

(a) By je axiéma,
(b) Br €T,
(¢) Bn=A,
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(d) Bn vyplyva z niektorych predchadzajucich formul B;, B; pomocou pravidla modus
ponens; B; = (B; = Bn) a
(Bj = Bn))Bj
Bn '

Prvé tri pripady sa riesia rovnako ako pre n = 1. V poslednom pripade budeme
postupovat’ nasledovne: kedZe B, Bj predchadzaju v odvodeni formulu B,, maju
odvodenie diiky kratsej ako n, a preto pre ne plati indukény predpoklad. To zna-
mena, ze

LAF B

'+ A= B; indukény predpoklad

NAFB;

4. TH A= B; indukény predpoklad.

wn -

Formulu B;, sme odvodili pomocou pravidla modus ponens z formil B;, Bj, kde B; =

(Bj:>Bn):
5. TLAF By MP 1,3
6. FFA#(B] Bn) krok 2
7. (A:>(B)=>Bn)) (A= Bj) = (A= Bn)) A2
8. TH((A=Bj) = (A= Bn)) MP 6,7
9. TH(A= Byn)) MP 8,4

O

Uloha 9.1. Precitajte si znova definiciu odvodenia a potom dokdzZte nasledujiice tvrdenia
o vlastnostiach odvodenia!

(@) Ak CThaTly - A tak potom aj Tr F A.

(b) Tvrdenie " - A plati prdve vtedy, ak existuje konec¢nd podmnozina formul A C T takd,
Ze A+ A

(c) Ak A+ Aa prelubovolnu formulu B € Aplati T+ B, tak potom T' - A.
Uloha 9.2. Dokdzte (pomocou vety o dedukcii)
A=B,B=C+HA=C.

Uloha 9.3. Dokdste:
A= (B=0C),BFrA=C.

Poznamka. Tvrdenie vety 9.2 plati aj v pripade, ked je mnoZina hypotéz I' prazdna.
Priklad 9.3. Ak plati A + (B, tak potom podla vety o dedukcii plati aj - A = B, t.J.

formula A = B je teorémou tedrie L.

Aby sme ziskali potrebnu prax pri odvodzovani formil, dokaZeme teraz o niekol'kych
formuléach, ze st to teorémy tedrie L.
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Veta 9.3. Nech su A, B lubovolné formuly tedrie L, potom nasledujiice formuly su teoré-
mami tedrie L :

(a) —B=B (T2)
(b) B=—B (T3)
(c) ~A=(A=DB) (T4)
(d) (~B=-A)= (A= B) (T5)
(e) (A=B)= (=B=-A) (T6)
(f) A= (-B=—(A=B)) (T7)

Dokaz. Zostrojime odvodenia formul (a)—(f):

(a) Pozrieme sa, ktora z axiom, resp. ktora z doteraz odvodenych teorém obsahuje nega-
cie. Je to axiéma A3. Vieme, Ze nie je potrebné odvodzovat implikaciu ——B5 = B,
ale staci ukazat, zZe plati ——B + B a potom pouzit vetu o dedukcii. Preto budeme
pri dékaze postupovat nasledovne:

1. ——B H1 (hypotéza 1)

2. F(=B=—B)= ((—-B=—B)=B) (A3)

3. F—B= (—-B=—B8) (A1)

4. H1 F (=B =—B8) MP 1,3

5. Hl F(-B=-8B)=1B8 MP 2,4

6. F(—B = —B) T1 (teoréma 1)

7. Hl +B MP 5,6

8. F—B=B VD 1,7 (veta o dedukeii)

(b) Pri dékaze vyuzijeme prave dokazanu teorému T2:

1. B H1 (hypotéza 1)
2. F(—B=-B)= ((—B=B)=—8) (A3)

3. F (=B = —B) T2

4, F (=B = B) = —B) MP 2,3

5. FB= (——B=B) Al

6. Hl F (—B= B) MP 1,5

7. Hl +—B MP 6,4

8. FB=—B VD 7,1

(e) V tomto pripade prijmeme zdanlivo nelogické hypotézy; budeme predpokladat, Ze
sucasne plati A aj ~A. Ked sa vSak lepSie pozrieme na teérému T3, vidime, Ze
formula B nijako nesuvisi s formulami A4 aj —.A. Teoréma T3 vlastne hovori, Ze



158

KAPITOLA 9. VYROKOVY POCET

z protirecivych predpokladov mozno odvodit akukol'vek formulu.

SO NA R WS =

H2
H1
H1
H1,H2

-A

A

FA= (—mB= A)
A= (—B=—-A)

H1 (hypotéza 1)
H2 (hypotéza 2)
(A1)
(A1)

F(-B=—A)= (-B= A) = B) (A3)

F(—B=A)
F(=B=—A)
F((—-B=A) = B)
B

F-A= (A= B)

MP 2,3
MP 1,4
MP 7,5
MP 8,6
2xVD 1,2,9

(d) Tato teoréma—nazyva sa kontrapozicia negacie—je velmi dbélezita; v niektorych a-
xiomatickych systémoch byva axiémou namiesto A3.

(e)

PN WD~

PN R W =

(—B = —A) H1
A H2
F(-B=—-A)= (-B=A) = B) (A3)
H1 F((—-B=A) = B) MP 1,3
FA= (B = A) (A1)
H2 F (=B = A) MP 5,2
H1,H2 +B MP 6,4
F(-B=—-A)= (A= B) 2xVD 1,2,7
A= B H1
F——A=>A T2
Hl F—A=B pravidlo sylogizmu 1,2
FB=—B T3
Hl F—A=—B pravidlo sylogizmu 3,4
F(—A=—-B)=(-B=—-A) T5
H1 + (—B = —A) MP 5,6
- (A= B)= (-B = —A) VD 1,7

(f) V predchadzajicich odvodeniach sme vetu o dedukcii pouzivali az na konci odvo-
denia. V odvodeni teorémy 7 je kI'icovym krokom prave pouZzitie vety o dedukcii
uprostred odvodenia—v kroku 4. Vsimnite si, Ze teoréma 7 predstavuje vlastne for-
mulu A = (—B = (A&(—B))) ktoru pozname ako pravidlo spojenia predpokladov.

NG W =

H1, H2
H1

H1

A

A= B

FB
F(A=B)=B

H1
H2

MP 1,2
VD 2,3

F((A=B)=B)= ("B=—-(A=B)) T6

F(—B = —(A=B))
FA= (—-B=—-(A4A=B))

MP 45
VD 1,6
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O

Nase doterajsie skusenosti s dokazovanim teorém vyrokového poctu by sme mohli
sformulovat do nasledujiceho navodu: ak ma formula, ktord mame odvodit’ tvar imp-
likacie A = B, presunieme formulu A do predpokladov. Potom analyzujeme formulu 5.
Ked sme uz popresuvali do predpokladov vsetko, ¢o sa dalo, zostava nam dokazat’ nejaku
formulu C. Pozrieme sa teraz na axiomy a teorémy, ktoré sme uz dokazali a vyberieme
ta, ktora ma ,na konci“ formulu zhodnu alebo podobnu formule C. Ak ma formula C
napriklad tvar —(B; = B,), pouzijeme teorému 7. Ak $truktiru formuly C nepozname a
v mnozine predpokladov (hypotéz) sa vyskytuje napriklad formula —A = —C, tak pouZi-
jeme axiému 3, atd. Potom dosadime vhodné formuly do zvolenej teorémy alebo axiéomy
a pouzitim mnoziny hypotéz a pravidla modus ponens sa snazime ,odburat™ predpoklady
z danej teorémy a odvodit’ formulu C.

Vsimnite si, Ze pri odvodeni teorém T2—T7 sa niekolkokrat vyskytla nasledujica
postupnost’ formul:

1. A H1
2. A= (B=A) (A1)
3. Hl F(B=A) MP 1,2

Kvo6li skrateniu odvodeni méZeme zaviest nové pravidlo odvodenia:

A
B= A’

ktoré budeme oznacovat’ symbolom P1 (aby sme vyjadrili, Ze pravidlo vznikli z axiomy
1). Podobne mézeme zaviest pravidlo sylogizmu (syl.)

A= B,B=C
A=C '

resp. pravidlo kontrapozicie negacie

ﬂalebom
-B=-A A=B °

Zavedenie tychto pravidiel mozno zd6évodnit’ nasledovne

pravidlo sylogizmu

1. A=B H1
2. B=C H2
3. A H3
4. H1,H3 FB MP 1,3
5. H1,H2,H3 +C MP 2,4
6. HI1,H2 FA=C VD3,
kontrapozicia negacie (1)
1. A=B H1
2. (A= B)= ("B=—A) T6
3. H1l - (=B=—-A) MP 1,2
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kontrapozicia negacie (2)

1. -B=-A Hi1
2. F(-B=—-A)= (A= B) Tb5
3. Hl (A= B) MP 1,2

Uloha 9.4. Dokdzte nasledujiice teorémy:

1. F(EB=A) = (A= B) T8
2. FB=-A= (A= —B) T9
3. FA=B)=((~A=B)=DB) TI0

Uloha 9.5. Skuste dokdzat teorémy T2-T11 bez pouZitia vety o dedukcii!

9.3 Uplnost’ vyrokového poétu

Cielom nasho snazenia okrem iného bolo poskytnut’ alternativu k zistovaniu pravdivosti
tvrdeni algebry logiky pomocou pravdivostnych tabuliek; vybudovat taku tedriu £, v
ktorej by kazda teoréma bola tautolégiou algebry logiky a naopak, kazda tautolégia bola
teorémou teérie £.2 Ukazeme, Ze sa nam to skutoéne podarilo. Z jednej strany to je
celkom jednoduché.

Veta 9.4. Kazdd teoréma tedrie L je tautologia.

Dokaz. Pomocou pravdivostnych tabuliek sa da 'ahko overit, Ze kazda axiéma teérie £
je tautolégia. Pozrieme sa na pravidlo odvodenia modus ponens. Nech su A, 5 'ubovolné
formuly teérie £. Z nasledujicej pravdivostnej tabulky je vidiet, ze formuly A, A4 = B
su sucasne pravdivé len v tom pripade, ak je pravdiva aj formula B.

A B|A=B
0 0 1

—_— O
—_O —

1
0
1 v

Ked'Zze teoréma je odvodena z axiéom (ktoré su tautolégie) pomocou pravidla modus po-

nens (ktoré z tautoldgii odvodzuje opéat tautolégie) kazda teoréma tedrie £ je tautold-
gia. O

Zavedieme teraz pojem hibky formuly, ktory budeme potrebovat v tvrdeni nasledu-
jucej vety.

2Nejde tak ani o axiomatizdciu samotného vyrokového poétu, ako skér o to, aby sme ukazali, ako sa budu-
je axiomaticka teéria, ako vyzeraju dokazy a aké vlastnosti mé zmysel v takejto teérii skimat. V pripade
takej jednoduchej axiomatickej (logickej) tedrie, ako je vyrokovy pocet budd mozno odpovede na uvedené
otazky vyzerat jednoducho. V nasledujicej kapitole sa vSak budeme zaoberat’ zakladami predikatového
poctu, ktory je sice rozsirenim vyrokového poctu, ale uvedené otazky pre predikatovy pocet si podstatne
narocnejsie.
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1. Ak je formula A rovna logickej premennej, tak hl(.A) = 0.

2. Predpokladame, Ze dokazeme urcit’ hibku formul B, B1, B>, a formuly A1,A; sa
vyjadrené pomocou formul B, By, B, takto A; = =B, A, = By = B,. Potom hlbka
formul A4, A, je definovana nasledovne:

(a) hl(A4,) =hl(B) + 1,

(b) hl(A,) = max{hl(5;),hl(B;)} + 1.
Uloha 9.6. Zapiste 10 formul teérie L a urdte ich hibku!
Uloha 9.7. Akd je hibka formul (A V B), (A&B), (A = B)

(a) v teorii L3
(b) vo vyrokovom pocte, ktory obsahuje V, &, = ako zdkladné logické operdtory?

Nech je A Iubovolna formula (teériie £) a nech sd By,..., By (vSetky) logické pre-
menné, ktoré formula A obsahuje. Ozna¢ime symbolom ¢; pravdivostnd hodnotu, ktord
nadobuda logicka premenna B; formuly A, o; € {0,1}, prei=1,..., k. Vektor pravdivost-

nych hodnét (o7, ..., o) logickych premennych By, ..., Bx formuly A ozna¢ime symbolom
0. Zavedieme nasledujice oznacenie: formula

hodnotu 1, a

A ak pre dany vektor pravdivostnych hodnét & formula A ma pravdivostnu
A% =
—-A inac.

Veta 9.5. Nech je A formula a Bq,...,By st logické premenné formuly A. Nech je dany
vektor & = (071, ..., 0x) pravdivostnych hodnoét premennych Bq,..., By a nech

Bo‘i o Bi, ak 0'121,
i ﬁBi, ak 0y = 0;

potom i
BY!,... BO |- 4D,

Poznamka. Vyraz B sa da vyjadrit pomocou formuly B® = (Bo) V (—B—0). Vimnite
si, ze B® = 1 prave vtedy, ak B = 0.

Dokaz. Tvrdenie vety budeme dokazovat indukciou vzhladom na hibku formuly A.

1. Nech je hibka formuly hl(A) = 0, potom A = B;. Ak B; nadobdda pravdivostna
hodnotu 1, potom plati:
Bi By,

lebo BY' = B} =Bj,aA° = A =B; =BJ". Vopatnom pripade; t.j. ked o; = 0 plati
—-By F—By,
lebo BY' =BY=—-B;,a A% =—A=-B; =B

3pripominame, Ze v teérii £ st logické operatory V, &, = definované pomocou operdtorov =, —.
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2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky formuly hibky mensej nez n. Dokaze-
me, zZe tvrdenie vety plati aj pre formuly hlbky n; (n > 0). Formula A m6ze mat’
jeden z nasledujuicich dvoch tvarov:

(a) A - ﬁC,
(b) A=C = Cy,

kde C, Cq,C; st formuly hibky mensej ako n. Rozoberieme obidva pripady.

(a) Nech A = —C. Formula C ma hibku mengiu ako n, a preto podla indukéného
predpokladu pre F'ubovolny vektor & = (o7,..., ox) pravdivostnych hodnét jej
premennych plati )

BY',...,Byr HCC.

i. Nech je pre dany vektor pravdivostnych hodnét & = (o4, ..., ok) formula C
nepravdiva. To znamena, ze je pravdiva formula A = —C. Dostavame

BY",...,Byr - CC,
kde C% =—C. Ale -C = A = AY, ¢ize
BY',... By - A°.

ii. Nech je pre dany vektor pravdivostnych hodnét & = (o7, ..., ok) formula C
pravdiva. To znamen4, ze C° = C a A®° = —.A. Potom postupne dostavame

1. BY',...,BJ* +C (=C° indukény predpoklad
2. FC=—-—C T3
3. BY,... B F——C MP 1,2

Ale ——C = —(—C) = ~A = AP, &iZe aj v tomto pripade
By, ..., Bk - A

(b) Nech A = Cy = C; Formuly C;,C; sa formuly hibky mensej ako n, a preto
podla indukéného predpokladu pre 'ubovolny vektor 6 = (o7q,..., o) pravdi-
vostnych hodnoét premennych By, ..., By formil Cq,C; plati

BY',...,BJx - CYT.,
BY',...,BJx (5.
Budeme rozlisovat tri pripady vzhfadom na pravdivostné hodnoty, ktoré nadobu-
daja formuly Cq, Cy:
i. C¢¥ = —C; (VSimnite si, Ze tento pripad zahffia dve moZnosti: C$ = —C; aj

C9 = Cy). Uvedomte si, Ze ide vlastne o tautolégiu (0 = C). Potom zrejme
A% = A. Ukéazeme, %e v tomto pripade tvrdenie vety plati:

1. BY',...,BJ FCP (=—Cy) indukény predpoklad
2. F-Ci=(Ci;=C) T4
3. B%,...,B% F(C=C) MP 1,2

Ale (C1=C)=A, A= A°.
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ii. C§ = C; (aj tento pripad zahffia dve moznosti: C¥ = C; a C¥ = —C;). Ak
C$ =Cy, A®° = A (v podstate ide o tautolégiu (C; = 1))

1. BY',...,Byx FC§ (=Ca) indukény predpoklad
2. FC= (Ci=C) Al
3. BY,...,B% F(C1= () MP 1,2

Ale (C1 = C2) = A, A% = A, ateda aj vtomto pripade tvrdenie vety plati.
Ostava nam dokazat’ posledny pripad:

iii. C¥ =CyaCf=—Cy. (Ide o pripad (1 = 0) = 0). To znamen4, ze A" = —A =

—(C1 = ().
1. BY',...,Br G (=C9) indukény predpoklad
2. B{",...,Byx F—C, (=C9) indukény predpoklad
3. FCi=(—Co=—-(Ci=C)) T7
4. BY ... B F(~C2= —(C1 = Co) MP 1,3
5 B?‘,...,ng F—=(Ci=Cy) MP 2,4

O

Uloha 9.8. Napiste tabulky pravdivostnych hodnot elementdrnych logickych funkcii:
konjunkcie, disjunkcie,ekvivalencie, sti¢tu modulo 2 a dalsich a ukdzte pre ne platnost
vety! Napriklad

AT A | AI&AS
0 0 | —A5,—-A; F(A1&A))
1 0 —A1, A2 F—(A1&AS)
0 0 A1, —As  F—(A1&AS)
1 0 AL A2 F (AI1&AS)

0
0
1
1

V predchadzajicej vete sme vytvorili predpoklady potrebné pre dokaz nasledujicej
vety, ktora spolu s tvrdenim vety 9.4 dokazuje jednoznacnost’ vzt'ahu medzi teoréme-
mi (formulami odvodenymi z axiém) vyrokového poctu na jednej strane a tautolégiami
(formulami algebry logiky, ktoré su pravdivé pre vSetky hodnoty svojich logickych pre-
mennych.)

Veta 9.6. (O uplnosti vyrokového poctu.) Ak je formula A teérie L tautologiou, tak potom
Jje teorémou teorie L.

Dokaz. Nech je formula A teérie £ s vyrokovymi premennymi By, ..., Bx. Potom podla
vety 9.5
BY',...,Byk - .AS.

Ked'ze A je tautolégiou, tak pre 'ubovolny vektor pravdivostnych hodnét 6 = (o74,..., 0k)
svojich vyrokovych premennych By, ..., By formula A nadobida pravdivostnd hodnotu 1.
To znamen4, %e pre 'ubovolny vektor pravdivostnych hodnét &, .A° = A a teda

BY',... By - A%
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Zoberieme teraz dva vektory pravdivostnych hodnét, ktoré maju prvych k — 1 zloziek
rovnakych a odlisuju sa len v poslednej zlozke:

o= (01,...,0k1,1),
6/ = (U],...,Gk_],O).
UkéaZeme,ze formulu .A moZno odvodit’ z predpokladov BY' ... ,Bgi]‘ . Pripominame,
ze plati B = —B a B! = B. Potom
1. B{',...,BY;', By, ~Bx hypotézy
2. BY',...,B*y", Bk A veta 9.5
3. BY',...,BJy", Bk A veta 9.5
4. B{',..., B FBr= A VD 1,2
5. BS',..., B2 - —By = A VD 1,3
6. FBr=A)=((-Bxk=A) = A TI10
7. BY,... B - A 2x VD 4,5,6

V predchadzajicom odvodeni sme zmensili pocet predpokladov na (k—1). Ak cely postup
zopakujeme este (k — 1)-krat dostaneme pozadovany vysledok;

FA.

Uloha 9.9. Spravte dokaz vety 9.6 pre nejaki jednoduchu tautolégiu!

Uloha 9.10. Njdite aspori 10 rozliénych tautologii. Zapiste ich ako formuly teorie L a
dokdzte ich!

Uloha 9.11. Dokdste, Ze formula algebry logiky B obsahujiica logické operdtory &,V,=a
pripadne iné, je tautolégiou algebry logiky prdve vtedy, ked’ formula A, ktort dostaneme
z formuly B nahradenim operdtorov &,V ,= podla pravidiel D1-D3 je teorémou teorie L!

Uloha 9.12. Dokdste, e pre Pubovolné formuly A, B,C tedrie L su nasledujiice formuly
tautologiami algebry logiky a teda aj teorémami teorie L:

(a) (AVB)&A=C)&(B=C))=C,
(b) (A= (B=C))=((A&B) = C).

9.4 Neprotirecivost vyrokového poctu

Logické tedrie sa vytvarali preto, lebo sa ukazalo, Ze prirodzeny jazyk je nepresny a
mozno v nom formulovat protirecivé tvrdenia (napriklad ,tato veta je nepravdiva®). Zda-
lo sa, Ze matematicka logika by mohla byt zdkladom, na ktorom by bolo mozné postavit’
tedrie, v ktorych by sa nevyskytovali protire¢enia.* Idedlne by bolo mat pre nejaku

4Podrobnejsie sa tymito problémami budeme zaoberat’ v kapitole xxx.
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oblast’ teériu, ktora by umoznila preverit’ F'ubovolné tvrdenie tykajice sa danej oblasti
a rozhodnut), ¢i je pravdivé, alebo nie. Vybudovat takuto tedriu, ale najméa dokazat, ze
ma pozadovanu vlastnost’, moze byt naro¢ny alebo az nedosiahnutelny ciel. Isté vSak
je, Ze teoria, ktora nerozliSuje medzi pravdivymi a nepravdivymi formulami, nebude
pouzitelna na odvodzovanie matematickych tvrdeni. Preto pozadujeme, aby v logicke;j
tedrii nebolo mozné odvodzovat nepravdivé tvrdenia. Tedria, ktora spifla takuto pozia-
davku, sa nazyva neprotire¢ivd (bezpospornd.)

Upresnime najprv spomenuté pojmy a potom budeme skimat), ¢i je vyrokovy pocet
vyjadreny pomocou teérie £ bezposporny.

Teéria sa nazyva absolitne bezospornou (neprotireéivou), ak v nej existuje formu-
la, ktora nie je teorémou. Tedria sa nazyva bezospornou (neprotirecivouw) v relativnom
zmysle vzhladom na negdciu, ak neobsahuje taka formulu A taka, Ze formuly A a —A
su sucasne teorémy danej teérie.

Co by sa stalo, ak by nejaké formuly A a —A boli teorémy teérie £? Potom by
Iubovol'na formula teérie £ bola zaroven jej teorémou—staci pouzit’ teorému A = (—A =
B) a 2-krat pravidlo modus ponens). V takom pripade by sa pojem pravdivosti (ob-
sah, sémantika formuly) stotoZnil so syntaktickou spravnostou (forma, syntax formuly).
Ukazeme, ze sme teériu £ vybudovali dobre a Ze je bezosporna.

Veta 9.7. Teoria L je bezpospornd v absoliitnom aj relativnom zmysle.

Dokaz. Najprv ukazeme, Ze tedria L je bezposporna v relativnom zmysle vzhl'adom na
negaciu. Nech je formula A teorémou tedrie £. Potom podla vety 9.4 je aj tautolégiou.
Ale to znamena, Ze negacia tejto formuly, formula —A je kontradikciou (formulou, ktora
nie je pravdiva pre zZiaden vektor hodnét svojich vyrokovych premennych). Ak by for-
mula —A bola teorémou teérie £, tak potom by podla vety 9.4 musela byt tautolégiou,
Spor.

Predpokladajme Ze teéria £ nie je bezposporna v absolitnom zmysle. Potom kazda
jej formula je teorémou, a teda pre I'ubovolni jej formulu A je aj formula —.A teorémou
teorie L. Ale potom tedria £ nie je bezosporna v relativnom zmysle. Spor. O

Ta istu axiomaticka teériu (v nasom pripade vyrokovy pocet), mozno vybudovat na
rozliénych systémoch axiém. Uvedieme niektoré alternativne systémy axiém, pomocou
ktorych sa da vybudovat axiomaticka tedria pre vyrokovy pocet. (V d’alSom budu o-
znacovat symboly A, B,C, D, £ T'ubovolné formuly):

L1 Logické spojky =, — , pravidlo odvodenia modus ponens, axiomy:

(A1) A= (B= A)
A2) (A= (B=0)=((A=DB)=(A=70)
(A3) (—B=—-A)= (A= B)

L, Logické spojky =, —, &,V , pravidlo odvodenia modus ponens, axiomy:

(A1) A= (B= A)
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A2) (A= (B=0C)= (A=B)= (A=1(0)
(A3) (A&-B) = A
(A4) (A&B) =B
(A5) (A= (B) = (A&B)

(A6) A= (AVB)

(A7) B= (AVB)

(A8) (A=C)= (B=C)= ((AVB)=C)
(A9) (A= B)= (A= —B) = —A)

(A10) —A= A

L3 Logické spojky =, —, &, V, pravidlo odvodenia modus ponens, axiéma:
AD [(A=B)=(C=>-D)=C) =& == A) = (D= A).
L4 Logické spojky =, —, axiémy:

(A1) A= (B=A)
A2) (A= B=C)=((A=B)=(A=C)
(A3) (-B = —-A)((-B= A) = B)

kde A, B, C su vyrokové premenné. K pravidlu modus ponens pridame pravidlo
substitucie, ktoré mozno zapisat’ takto

t.j. vo formule B mozno nahradit’ vSetky vyskyty premennej A formulou A.

Uloha 9.18. Dokdzte ekvivalentnost’ tedrii £ a L. Ndvod: odvod’te A3 tedrie L pomocou
axiom teorie L.

Uloha 9.14. Dokdste teorémy T2-T'10 v teorii L;.

Uloha 9.15. Vyjadrite axiomy tedrie L, ako formuly tedrie L a zostrojte ich odvodenie!
Uloha 9.16. Zostrojte odvodenie axiomy (A1) tedrie L3 v teérii L!

Uloha 9.17. Odvod’te tautolégie 1-40 z kapitoly 2 v tedrii L!

9.5 Nezavislost’ axiom vyrokového poctu

Videli sme, Ze existuje viacero systémov axiom, ktoré umoznuju vybudovat axiomaticka
tedriu vyrokového poctu. Ak ste vyriesili ulohy z predchadzajucej casti, zistili ste, ze
uvedené systémy axiéom su ekvivalentné; t.j. ze axiomy jedného systému st odvoditel'né
pomocou axiém druhého systému a pravidla modus ponens. To znamen4, Ze formuly,
ktoré su teorémami jednej z uvedenych axiomatickych teérii, si aj teorémami ostat-
nych axiomatickych teérii. Ostava otvorena jedna otazka: su vSetky axiéomy a pravidla
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odvodenia potrebné? Ved tedrie £ a £; maju 3 axiomy, teéria £, ma az 10 axiom a
tedria L3 vystadi s jedinou axiémou. Kol'ko axiém a pravidiel odvodenia vlastne potrebu-
jeme na to, aby sme vybudovali axiomaticku teériu (v nasom pripade vyrokového poctu)?
Uvedené otazky suvisia s dolezitou vlastnostou axiomatickych teérii—s nezavislostou
axiom. Zavedieme tento pojem formalne.

Nech je AX mnozina axiéom a P je mnoZina pravidiel odvodenia axiomatickej teérie 7
a nech X ¢ AX. Budeme hovorit, Ze mnozZina X je nezavisl4, ak existuje teoréma tedrie
T, ktora sa neda odvodit’ pomocou axiém AX — X a pravidiel odvodenia P.

Najst’ teorému, ktora sa neda odvodit' z nejakej podmnoziny axiém, ale najmé dokazat,
ze takuto vlastnost’ skutoéne ma, je vo vSeobecnosti tazka uloha. Jednoduchsie je ukazat),
Ze Ziadna z axiom tedrie 7 sa neda odvodit’ pomocou ostatnych axiém a pravidiel odvo-
denia. Na to sa pouziva nasledujtuci postup: predpokladajme, ze AX = {Al,...,An} a
potrebujeme ukazat nezavislost napriklad axiéomy Al. Najdeme nejaké zobrazenie @,
ktoré transformuje axiomu A1 ina¢, ako ostatné axiémy a pravidlo modus ponens S$peci-
fickost’ axiom {A2,..., An} zachovava. PresnejSie povedané, existuje vlastnost Pg, taka,
Ze

1. Po(D(A1)) prei=2,...n,

2. ak pre formuly A,A = B teérie 7 plati Py(A), Po(A = B), tak potom plati aj
Po(B);

3. “Po(D(A1)).
Ak by A1 bola odvodena z axiom {A2,..., An} pomocou pravidla modus ponens, po-

tom by musela mat’ vlastnost Pg; kedze tito vlastnost nema, musi byt nezavisla od
ostatnych axiom.

Priklad 9.4. UkdzZeme, Ze axioma A3 nezdvisi od ostatnych axiom a pravidiel odvode-
nia teorie L. Nech je A l'ubovolnd formula teorie L. Zobrazenie ® bude definované na
mnoZine formul tedérie L nasledovne:

1. (—A) = A,
2. O(A= B)=0(A) = 0(B),

3. ®(A) = A, kde A je logickd premennd.

Indc¢ povedané, zobrazenie ® odstrdni z formuly A vsetky negdcie; ak formula A negd-
cie neobsahuje, tak potom ®(A) = A. Ak pouZijeme zobrazenie ® na axiémy Al a A2,
dostdvame Al a A2; t.j. formuly, ktoré su tautolégie. PouzZijeme teraz zobrazenie ® na
axiomu A3 (kvéli jednoduchosti predpokladdme, Ze formuly A, B uZ Ziadne negdcie neob-
sahuji):

O(-B=-A)=(~B=A) =B)]=[(B=A) = (B=A4) = B).
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Transformdciou axiomy A3 dostdvame formulu, ktord nie je tautolégiou (za formuly A, B
stac¢i dosadit’ nepravidivé tvrdenia, napriklad —(A = A) a dostdvame dokonca kon-
tradikciu).

Ostdva este pravidlo modus ponens: ak st formuly ®(A = B) a ®(A) tautoldgie, po-
tom je tautolégiou aj formula ®(B), pretoze (A = B) = O(A) = ®(B)az ®(A) = O(B)
a O©(A) vyplyva ®(B). To znamend, Ze akékolvek odvodenie z axiom Al a A2 pomocou
pravidla modus ponens vedie k formuldm, ktorych obrazy st v zobrazeni ® tautologiami,
zatial’ o obraz axiomy A3 v zobrazeni ® tautolégiou nie je.

Aj pre ostatné axiémy a pravidlo modus ponens by sme museli najst podobné zo-
brazenia, ktoré by umoznili ukazat ich principialnu odli$nost’ od ostatnych axiém (pri-
padne pravidiel odvodenia). VyuZzivaju sa na to zobrazenia, ktoré zobrazuju formuly
vyrokového po¢tu na formuly troj- a viachodnotovej logiky. Ked’Ze na konstrukcii tychto
zobrazeni nie je ni¢ zaujimavého (okrem toho, Ze sa ich podari ngjst), c¢itatela odkazu-
jeme na knihu [14] na nasledujice cvienie a na tomto mieste uvedieme akurat konec¢ny
vysledok.

Veta 9.8. Schéma axiom Al,A2 A3 ponens teorie L je nezdvisld.

Uloha 9.18. Dokdste nezdvislost axiom Al a A2 teérie £L! Ndvod ([14]): Na dokaz
nezdvislosti axiomy Al zavedieme zobrazenie ®1, ktoré prirad’uje formuldm tedrie L for-
muly trojhodnotovej logiky (formuly A, B st lubovolné formuly tedrie L)

1. ©1(—A) =—04(A),
2. (A= B)=0¢(A) = ©4(B),

3. ®1(A) = x, kde A je vyrokovd premennd tedrie L a x je premennd trojhodnotovej
logiky.

Operdcie negdcia a implikdcia v trojhodnotovej logike definujeme pre tento pripad nasle-
dovne:

X Y|x=vy
0 0 O
1 0| 2
x| —x 20 0
0 1 0 1 2
111 1 1 2
210 2 1 0
0 2| 2
1 2 0
2 2| 0

Preskumagjte, aké hodnoty nadobiidaju formuly ®1(Al), ®,(A2), ®:(A3) ak ich premenné
nadobidaji hodnotu 0; a zistite, ¢i aplikdciou pravidla modus ponens na formuly (troj-

hodnotovej logiky) nadobudajiice hodnotu 0 dostdvame formulu nadobiidajiicu hodnotu
0.
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Podobne ako v predchddzajiicom pripade, zavedieme na dékaz nezdvislosti axiomy A2
zobrazenie ©,, ktoré prirad’uje formuldm tedrie L formuly trojhodnotovej logiky. Operdcie
negdcia a implikdcia v trojhodnotovej logike definujeme v tomto pripade nasledovne:

x
«c

X =Yy
0

N = O X
_0 —
N = O N—=OCMN—=OC
NN = = = O OO
S O = O NNNO O

Preskumagjte, ktoré hodnoty zachovdvaji obrazy jednotlivych axiom a pravidlo modus
ponens v trojhodnotovej logike a zistite, ¢im sa odlisuje axioma A2 od ostatnych axiom!

Uloha 9.19. Co by sa stalo, keby sme medzi axiomy teérie L zaradili formulu, ktord

1. je tautolégiou,
2. nie je tautologiou

Uloha 9.20. Co by sa stalo, keby sme v systéme axiom teérie L nahradili niektori z jej
axiom jej negdciou?

Aj ked sa na prvy pohlad moéze zdat, Ze nezavislost axoém ma zmysel skumat’
len kvoli tomu, aby sme ,nadbytoéni® axiému mohli vylucit a tak optimalizovat sys-
tém axiom danej tedrie, nie je tomu tak. Prvou zndmou axiomatickou matematickou
tedriou boli Euklidove Zaklady. Dvetisic rokov sa diskutovalo o tom, ¢i piata axiéma
(o rovnobezkach) je skutocnou axiémou alebo len teorémou odvoditelnou z ostatnych
axiom. Potvrdenie piatej axiémy ako plnopravnej axiéomy euklidovskej geometrie za-
c¢iatkom 19. storocia viedlo nielen k vytvoreniu novych neeuklidovskych geometrii, ale
aj k zmene pohl'adu na axiomatizovatelnost’ teérii. Namiesto hfadania toho spravneho,
najlepsieho systému axiém sa pripusta existenia rozli¢cnych (rovnako dobrych) systé-
mov axiém a vytvaraju sa alternativne matematické teérie v matematickej logike, tedrii
mnozin a inde.
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Kapitola 10
Predikatovy pocet

Pomocou vyrokového poc¢tu mozno tispesne popisat a odvodit mnohé tvrdenia. Existuju
v8ak usudky, na vyjadrenie ktorych vyrokovy pocet nesta¢i. Preskimajme napriklad
klasicky dsudok:

P: Kazdy clovek je smrtelny.
Q: Sokrates je clovek.
R: Sokratesje smrtelny.

Uvedeny usudok je uplne korektny, ale tvrdenie R nie je korektnym dosledkom tvrdeni
P a Q vo vyrokovom pocte. Vyrokovy pocet nema prostriedky na vyjadrenie tvrdeni typu
P,Q,R. V tejto kapitole zavedieme zlozitejsiu logiku, ako je vyrokovovy pocet; tzv. logiku
prvého rddu (predikdtovy pocet). Predikatovy pocet bude rozsirenim vyrokového poctu a
v porovnani s nim bude moct’ vyjadrovat vlastnosti prvkov, popisovat vytvaranie novych
prvkov a skumat vlastnosti mnozin prvkov. Jazyk predikdatového poc¢tu bude obsahovat
v porovnani s vyrokovym poctom d’alSie dve mnoziny (predikaty a termy) a mnoZina log-
ickych spojok a pomocnych symbolov sa rozsiri o vSeobecny a existencny kvantifikator.
Zavedieme aj nové odvodzovacie pravidla a axiomy, ktoré umoznia pracovat s formulami,
obsahujicimi kvantifikatory, termy a predikaty. Logicka teéria, ktoru takymto spé6sobom
vytvorime, nebude podstatne zlozitejSia ako vyrokovy pocet. Ako ukazeme neskoér, po-
mocou tejto logiky bude mozné formalizovat mnohé tvrdenia prirodzeného jazyka, ale co
je podstatnejsie, aj mnohé matematické teérie.

Prikroc¢ime k systematickému budovaniu predikatového poctu.

10.1 Jazyk predikatového poctu 1. radu

1. Abeceda X pozostava z nasledujicich mnozin:

(a) spocitatelna mnozina predmetovych premennych x,y,z,x4,...,
(b) spocitatelna mnozina predmetovych konstdnt a,b,c, ay,...,

(c) nanajvys spocitatelna mnozina predikdtovych symbolov P, Py, ...,
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(d) nanajvys spocitatelna mnozina funkciondlnych symbolov F1,F,, ...,

(e) mnozina logickych spojok, kvantifikatorov a pomocnych symbolov {V, 3, —, =, =
,\/’ &, '_, l|(|l’ |l)l|‘|l, |l, . }.

Poznamka. Symboly pre oznacenie premennych, logické spojky, kvantifikatory
a pomocné symboly nezavisia od konkrétnej teérie, ale vyuzivaju sa vo vSetkych
tedriach, ktoré ako logicky zaklad pouzivaju predikatovy pocet. Preto ich nazyvame
logickymi symbolmi. Predmetové konstanty, predikatové symboly a funkcionalne
symboly urcuju oblast’, v ktorej sa dana tedria pouziva—nazyvame ich preto $pecidl-
nymi symbolmi, alebo o nich hovorime ako o signatiire danej formdlnej teérie.

Zavedené pojmy ilustrujeme na priklade.
Priklad 10.1. Budeme formalizovat’ aritmetiku prirodzenych &isel.

1. Predmetové premenné budi premenné definované na mnoZine N,

2. ked’Ze potrebujeme vyjadrit rovnost’ nejakych éiselnych vyrazov, zavedieme bi-
ndrny predikdtovy symbol P%(x,y) taky, Ze

2 _J 0 x#y;
P](X)U)—{] X:y.

3. Ak by sme sa chceli zaoberat’ usporiadanim na mnoZine prirodzenych c¢isel,
mohli by sme zaviest’ aj d’alsi predikdtovy symbol P%(x,y), ktory bude vyjadro-
vat’ reldciu < na mnoZine prirodzenych ¢isel:

0 x>y
P%(X,y)={1 oy

4. Aby sme mohli poditat’ s prirodzenymi éislami, zavedieme pomocou funkciondl-
nych symbolov dve operdcie na mnozine N. Undrny funkciondlny symbol f } (x) =
x + 1 vyjadruje operdciu nasledovnika (kvéli lahsiemu zapamdtaniu sa zvykne
oznacovat’ symbolom S(x), successor.) Druhy funkciondlny symbol bude bindrny
a bude vyjadrovat’ operdciu séitania prirodzenych éisel: f%(x, y) = x+vy. Podob-
ne by sme mohli zaviest’ bindrny funkciondlny symbol pre operdciu ndsobenia
a pod.

5. Konstantnym symbolom by sme mohli oznacit’ l'ubovolné prirodzené ¢islo. Za-
vedieme dve konstanty, a,b ktoré budu reprezentovat’ prirodzené ¢isla 0,1,
ktoré su doleZité tak z hladiska aritmetickych operdcii (ndsobenia a séitania),
ako aj usporiadania prirodzenych éisel. V logickej teérii budeme kvoli prehlad-
nosti konstanty 0,1 vyjadrovat pomocou ich beZného &iselného zdpisu, t,j, ako
0,1.

Zhrnieme to. Oblast’ D, ktord chceme popisat pomocou predikatového poctu 1.
radu pozostava z nejakych prvkov, nad ktorymi je mozné uskutoénovat nejaké
operacie a medzi ktorymi existujui nejaké vztahy. Konkrétnym prvkom, ktoré
su z nejakych dovodov délezité, priradime predmetové konstanty, ostatné prvky
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oblasti D mé6zu byt hodnotami predmetovych premennych. Operacie nad prvka-
mi popiSeme pomocou funkcionalnych prvkov; n-arnemu zobrazeniu D™ — D pri-
radime n-arny funkcionalny symbol fI'. Nakoniec, vztahy medzi prvkami budeme
popisovat’ pomocou relacii a tym budeme priradovat’ predikatové symboly. Z tohoto
hladiska moZzno n-arny predikatovy symbol PI* chapat’ aj ako reldciu na D™, aj ako
zobrazenie P1*: D™ — {0, 1}.

2. Vyrazy a termy predikatového poctu su definované ako 'ubovolné kone¢né pos-
tupnosti symbolov abecedy . Tato definicia si v§ima akurat to, ¢i je postupnost’
symbolov konecna a ¢i pozostava zo spravnych symbolov. Vobec sa nezaobera tym,
¢i vyraz spiﬁa nejaka syntaktické poziadavky a uz vobec nie tym, ¢i ma nejaky zmy-
sel. A tak popri rozumnych vyrazoch spiflajﬁ definiciu vyrazu predikatového poctu
aj postupnosti zjavne nezmyselné, ako su napriklad:== vV—3, HHVHZ&VP%(X, y), ((0)
a pod. Gramaticky spravne vytvorené vyrazy budu tvorit formuly predikatového
poctu. Formuly predikatového poctu davaju po vyhodnoteni logickt hodnotu. Vo
vyrokovom pocte sa formuly vytvarali z logickych premennych pomocou logickych
operatorov/operacii. Jedinymi objektami logického charakteru (t.j. takymi, ktoré
po vyhodnoteni davaja logickd hodnotu), o ktorych sme doteraz v predikatovom
pocte hovorili, boli predikaty. Do predikatov moézZeme zatial dosadzovat predme-
tové premenné a konstanty. Ale pomocou funkciondlnych symbolov mézeme vytvarat
komplikovanejsie objekty, ktoré v konecnom désledku nadobudni hodnotu z mnoziny
oblasti D. Vsetky takéto objekty zahrnieme do pojmu term.

1. kazda predmetova premenna a predmetova konstanta je term,

2. ak je fgn] n-arny funkcionalny symbol a t;,...t, st termy, tak potom je aj
£ (4, ) b
i (t1,...tn) term,

3. vyraz je termom prave vtedy, ak je termom podla (a) alebo podla (b). Inych
termov nieto.

3. Formuly predikatového poc¢tu Ak do predikatovych symbolov dosadime termy, do-
stavame vyrazy, ktoré po vyhodnoteni ddavaju logickii hodnotu. KedZe predika-
tové symboly maju zo syntaktického hladiska najjednoduchsiu struktiaru (neob-
sahuju logické spojky, ani kvantifikatory), predikatové symboly, do ktorych sme
dosadili termy budeme nazyvat elementdrnymi (atomdrnymi, atomickymi) formu-

lami: Nech P* je n-arny predikatovy symbol, t1, ..., tn st termy, potom P*(tq, ..., tn)
je elementarna formula. Teraz mézeme zaviest’ pojem formuly predikatového poc-
tu.

(a) Kazda elementarna formula je formula,
(b) Ak su A, B formuly a x je predmetova premennd, tak potom aj vyrazy —.A,
(A= A) a (VxA) st formuly (predikatového poctu).

(c) Vyraz je formulou prave vtedy, ak je formulou podla pravidla (a) alebo (b).
Inych formul predikatového poctu niet.

Formula A vo formule (Vx.A) sa nazyva oblastou pésobenia vseobecného kvantifikd-
tora Vx. Chvilu sa budeme divat’ na formuly ako na retazce znakov. Vyskyt pre-
mennej x vo formule A budeme nazyvat viazany, ak
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e sa x nachadza v oblasti pésobenia kvantifikatora Vvx, (t.j. formula A obsahuje
podretazec VxB a vSetky vyskyty premennej x v takej podformule B sa via-
zané) alebo

e x sa nachadza bezprostredne za vSeobecnym kvantifikatorom.

Vsetky vyskyty premennej x vo formule A, ktoré nie st viazané, sa nazyvaja volné.
Ak formula A neobsahuje voIné vyskyty premennej x, tak potom sd formuly A
a VxA ekvivalentné. (Takato situdcia nastava aj v pripade, ked formula A neob-
sahuje premennu x). Ak chceme zdoraznit, Ze premenna x vo formule A ma (volny)
vyskyt, zapisujeme formulu A v podobe A(x). Ako to vyzera s oblastou posobenia
vSeobecného kvantifikatora vo formule Vx.A, ak formula A predstavuje negaciu,
alebo implikaciu nejakych formul? Ak ma formula A tvar negacie; A = —B, tak
potom je oblastou posobenia kvantifikatora Vx—8B formula B. Implikicia ukoncuje
oblast’ posobenia kvantifikatora; ak ma formula A tvar By = B,, tak vo formule
VxB1 = B> (a formula B, neobsahuje vSeobecny kvantifikdator Vx) je oblast'ou po-
sobenia kvantifikatora Vx len formula 5.

Priklad 10.2. Oblast pésobenia kvantifikdtora méZeme ovplyvnit’ pomocou zdtvoriek.
UvazZujme formulu A, ktord md tvar By = B, a vyznacme rézne oblasti pésobenia
kvantifikdtora Vx:

(a) VxB1 = B> X By |= B2
(b) YxB1 = VxBy VX Bi|= VX B>

(c) By = VxB; B = VX B,
(d) Vx(B1= Bz) YxB1= B,
Poznamky. (1) Ostatné logické spojky, t.j. konjunkciu &, disjunkciu V a ekviva-

lenciu = sme neuvadzali, pretoze ich definujeme rovnako ako vo vyrokovom pocte
pomocou negacie — a implikacie =.

(2) Nezavadzali sme zvlast existenény kvantifikator 3, pretoZze ten mézeme vy-
jadrit’ pomocou v§eobecného kvantifikatora a negacie:

IxA = ~Vx—A.

Priklad 10.3. Pozrieme sa na vyskyty premennych v rozli¢nych formuldch. Kuvdli
Jednoduchosti budeme predpokladat, Ze sa skimané formuly skladaji z elemen-
tdrnych formiil, ktoré uz neobsahuju logické spojky ani kvantifikdtory a elementdrne
formuly obsahuyjt len tie premenné, ktoré su explicitne uvedené.

(1) A%x,vy) Ai(x,y)
2) VxAf(x,y) = VyAily)  Axx,y)
(3) VxAi(x,y) = VyAdi(x,y) Asz(x,y).

Obe premenné x,y maju len volné vyskyty vo formule Ai(x,y). Premennd x md
vo formule A>(x,y) len viazané vyskyty a premennd y md vo formule A(x,y) aj
viazané vyskyty (podformula VyA}(y)), aj vol'né vyskyty (podformula VxA%(x,y)).
Napokon v poslednej formule Asz(x,y) maji obe premenné x,y aj vol'né aj viazané
vyskyty: premennd x md viazané vyskyty vo formule VxA3(x,y) a vol'né vyskyty vo
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formule VyA%(x,y) a naopak premennd y md vol'né vyskyty vo formule VxA%(x,y) a
viazané vyskyty vo formule Vy.A%(x, y).

Premenna x sa nazyva volnou (viazanou) premennou vo formule A, ak v tejto for-
mule existuju vol'né (viazané) vyskyty premennej x. To znamena, Ze ta ista premen-
na moéze byt v jednej formule aj volna aj viazana. Ak chceme vyjadrit, ze su vSetky
vyskyty premennej x vo formule 4, viazané (volné), musime pouzit formulaciu:
premenna x nema vo formule A, voI'né, (viazané) vyskyty. Pridavanim kvantifika-
torov pred formulu méZeme dosiahnut’ stav, ked’ formula nebude obsahovat’ voIné
premenné, takato formula sa nazyva uzavretd formula.

Za voIné premenné vo formuldch mézZeme dosadzovat termy. Nie kazdy term vSak
mozno dosadit’ za I'ubovolni volnd premennid. Skoér ako sformulujeme vSeobecné
pravidlo, uvedieme priklad, na ktorom ukazeme, na co si pri dosadzovani treba
davat pozor:

Uvazujeme formulu A(x,y) definovand nasledovne A(x,y) = Jy(x # y). Premenna
x vo formule A(x,y) je voIna. Ak vSak za nu dosadime term—premennu y, dosta-
vame zjavne nepravdivé tvrdenie A(y,y) = Jy(y #y).

Predpokladajme, Ze je dana formula .A; premenna x; za ktord chceme dosadzovat
term t, ktory obsahuje nejaké predmetové premenné. Term t moézZeme dosadit’ za
premennu x; vo formule A len vtedy, ak sa Ziaden volny vyskyt premennej x; ne-
nachddza v oblasti pésobenia kvantifikdtora Vx;, kde x; je voInd premenné termu t.
AKk je tato podmienka splnena, hovorime, ze term t je vol'ny vzhladom na premenni
xi Vo formule A.

Priklad 10.4. Uvedieme niekol’ko prikladov termov a formil a pozrieme sa, kedy
termy mozno dosadzovat’ za premennd vo formuldch a kedy nie.

1. Term x (predmetovd premennd) je volny vzhladom na x vo formule A(x).

2. Kazdy term, ktory neobsahuje premenné (napriklad konstanta) je volny vzhla-
dom na Pubovolni premenné v l'ubovolnej formule.

3. Ak Ziadna volnd premennd termu t nie je viazand vo formule A, term t je vol'ny
vzhladom na Pubovolni premennt vo formule A.

4. Kazdy term je vol'ny vzhladom na premennt x;, ak formula A neobsahuje vol'né
vyskyty premennej x;.

5. Term x; je vol'ny vzhladom na x; vo elementdrnej formule A(x;), ale nie je volny
vzhladom na x; vo formule Vx;A(x;).

6. Term t%(x1,x3) je volny vzhladom na premenni x; vo formule
Vx2A7(x1,%2) = Aj(x1),
ale nie je vol'ny vzhladom na premenni x; vo formule

EIx_:,sz.A%(xhxz) = A} (x1).

4. Axiémy predikatového poctu. Nech siu A, B,C Tubovolné formuly predikatového
poctu. Potom su nasledujice formuly (logické) axiomy predikdtového poctu:
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(A1) A= (B= A)

(A2) (A= (B=C)=((A=D8B)= (A=)

(A3) (B=—A)= ((-B= A) = B)

(A4) VxA(x) = A(t), kde t je term voIny vzhI'adom na premennu x vo formule A(x)

(A5) Vx(A = B) = (A = VxB(x)) ak formula A neobsahuje voI'né vyskyty premen-
nej x

Prvé tri axiémy pozname z vyrokového poctu. Zastavime sa kratko pri poslednych

dvoch.

Ukazeme najpryv, Ze poziadavka, by bol t term volny vzhfadom na premennt x vo
formule A(x) je podstatna. Uvazujme formulu vVx3y(x # y), ktora je pravdiva, ak
premenné x,y nadobudaju aspon dve rozlicné hodnoty. Teraz pouzijeme axiému
(A4) a polozime t = y. Dostavame tvrdenie

Vxy(x #y) = Jy(y #y),

Co je (staci vziat napriklad x,y € {0, 1}) zjavne nepravdivé tvrdenie.

Podobne, ak v axiéme (A5) upustime od predpokladu, Ze formula A neobsahuje
volné vyskyty premennej x, dostavame sa do tazkosti:

Vyberieme vel'mi jednoduché formuly A = B = P(x), priCom premenna x nadobtuda
dve hodnoty; x € {0, 1} a definujeme predikat P(x) pomocou identického zobrazenia;

0 x=0;
P("):{ 1 x=1

Formula Vx [P(x) = P(x)] je vzdy pravdiva (dosad’'te za premennu x hodnoty 0,1 a
presvedcte sa o tom!), ale formula VxP(x) je nepravdiva (lebo P(0) = 0) a formula
P(x) nadobuda aj hodnotu 0 aj hodnotu 1. Potom formula

Vx [P(x) = P(x)] = [P(x) = VxP(x]]

nie je vSeobecne pravdiva—staci dosadit’ za jediny volny vyskyt premennej x hod-
notu 1.

5. Pravidla odvodenia. V predikatovom pocte vystacime s dvoma pravidlami odvode-
nia.

(a) Modus ponens (MP): ak sd odvodené formuly A, A = B predikatového poctu,
tak potom je odvodena aj formula 3:

AaA:>B

(b) Pravidlo zovseobecnenia (generalizacie, GEN): Ak je odvodena formula A predika-
tového poctu, tak potom je odvodena aj formula Vx.A:

A
Vx A’
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Poznamka. Formulu B, ktora bola odvodena z formil A, A = B pomocou pravidla
modus ponens budeme nazyvat bezprostrednym doésledkom formul A, A = B (na zak-
lade pravidla modus ponens). Podobne, formulu Vx4, odvodent z formuly .4 pomocou
pravidla zovSeobecnenia, budeme nazyvat bezprostrednym doésledkom formuly A (na
zaklade pravidla zovseobecnenia).

V predikatovom pocte zavadzame podobne ako vo vyrokovom pocte aj pojmy odvo-
denie, odvodena formula, hypotéza, formula odvodena z mnozZiny hypotéz a teoréma.
Tymto pojmom venujeme nasledujicu podkapitolu.

10.2 Odvodzovanie v predikatovom pocte

You can only find truth with logic if you have already found truth without it.
G.K. Chesterton

Ked uz mame zavedené vsSetky zakladné pojmy predikatového poctu, naucime v
predikatovom pocte formalne odvodzovat tvrdenia a potom ukazeme, ako mozno pouzit
predikatovy pocet ako logicky zaklad pri vystavbe matematickych teérii. Odvodenie v
predikatovom pocte definujeme podobne ako odvodenie vo vyrokovom pocte.

Definicia 10.1. Nech je ' mnoZina formiil predikdtového poctu. Potom postupnost for-

mul Ay,..., An predikdtového poc¢tu nazveme odvodenim predikdtového pocétu (formuly
An) z mnoZiny hypotéz T, ak pre l'ubovolni formulu A; tejto postupnosti plati

1. A je axiéoma predikdtového poétu, alebo
2. Ai € T (Ayje hypotéza z mnoziny T), alebo

3. Aj je bezprostrednym désledkom formil A;, Ay; j, k < ina zdklade pravidla modus
ponens, alebo

4. Aj je bezprostrednym dosledkom formuly A;,j < i na zdklade pravidla zovseobecne-

nia.

Skutocnost, Ze pre formulu A, existuje odvodenie (predikdtového poctu) z mnoZiny hy-
potéz T, zapisujeme symbolicky takto:

' An.

Podobne ako vo vyrokovom pocte zavedieme pojem teorémy predikatového poctu.

Definicia 10.2. Ak existuje odvodenie formuly A, predikdtového poctu z prdzdnej mnoziny
hypotéz, tak potom formulu A, nazveme teorémou predikdtového poctu.
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Poznamka. KedZe mnoZina hypotéz I' je prazdna, v odvodeni teorémy A,, predika-
tového poctu s vyskytuju len axiémy a formuly odvodené z axiém pomocou pravidiel
odvodenia, t.j. teorémy. Ak sme rozumne vybrali axiémy a pravidla odvodenia, zna-
mena to, ze teorémy predikatového poctu su formuly, ktoré maji rovnaku pravdivostnu
hodnotu ako axiémy.!

Vo vyrokovom pocte nam veta o dedukcii velmi pomahala zjednodusovat dokazy.
Podobna veta plati aj v predikatovom pocte, ale mézeme ju pouzivat len za istych doplnu-
jucich predpokladov. Najprv ukazeme, Ze nejaké (aj ked’ zatial nevieme aké) obmedzenia
na pouzitie vety o dedukcii sd v predikatovom pocte potrebné.

Priklad 10.5. UvaZujme predikdt P(x) z predchddzajiiceho prikladu, definovany pomo-
cou identického zobrazenia na mnoZine {0,1}. Ked’2e P(0) = 0, turdenie (v tomto pripade
dokonca vyrok) VxP(x) md pravdivostni hodnotu .

Pre l'ubovolnu formulu A predikdtového poétu mozno pomocou pravidla zovseobecne-
nie odvodit formulu YxA. To znamend, Ze sa dd odvodit’ aj P(x) - VxP(x). Ak by sme teraz
pouZili vetu o dedukcii, dotstali by sme sa k tvrdeniu

P(x) = ¥xP(x)

ktoré je zjavne nepravdivé (staci dosadit’ x = 1.)

Ukazeme, za akych predpokladov mozno v odvodeniach v predikatovom pocte pouzi-
vat vetu o dedukecii. Na to potrebujeme zaviest pojem zdvislosti formiul.

Definicia 10.3. Nech je dand mnozina formul (hypotéz) T, A € T a nech Bq,..., By je ne-
jaké odvodenie z T. Budeme hovorit, Ze formula B; zdvisi od formuly A v tomto odvodenti,

ak

1. Bi=A

2. By je bezprostrednym désledkom nejakych formil B;, By,j, k < i tohto odvodenia
na zdklade pravdidla modus ponens a aspor jedna z formil Bj, By zdvisi v tomto
odvodené od formuly A,

3. Bije bezprostrednym désledkom formuly B;,j < i na zdklade pravidla zovseobecne-
nia a formula B; v tomto odvodent zdvisi od formuly A.

7Z definicie zavislosti formul vyplyva, Ze ak v odvodeni formula B; zavisi od formuly A,
tak sa v tomto odvodeni musi formula A niekde vyskytnut. Ak nie, tak je pre odvodenie
formuly B; zbytocna. Tento poznatok presnejsie formuluje nasledujica veta.

Veta 10.1. A% formula B v odvodeni nezdvisi od formuly Aa T, At B, tak potom '+ B

'Aj v predikatovom poéte ma vyznam skimat také otdzky ako je bezospornost, tplnost, nezavislost
systému axiém. Na rozdiel od vyrokového poctu vSak ziskat odpovede na tieto otdzky nebude jednoduché.
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Dokaz. Nech je By,...,By; B, = B je také odvodenie formuly B z hypotéz NAv ktorom
formula 5B nezavisi od formuly A. Matematickou indukciou vzhl'adom na dlzku odvode-
nia dokazeme, ze potom I' - B.

Nechn=1. Potom By =BaB;+- B. Ale By # A,atedaTl I B.
_ Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky k < n a nech formula B ma odvodenie
dlzky n. Podla definicie odvodenia formula B,, = 5 moze byt
1. axiéma, alebo
2. B, €T, alebo
3. B, = A, alebo
4. Bn = VxBi(x), alebo By, je désledkom formul B; = (B; = Bn) podla pravidla modus

ponens.

V prvych dvoch pripadoch zrejme I' F B. Treti pripad nemoéze nastat’, lebo B nezavisi
od A.

Konec¢ne v poslednom pripade formuly B;, B, By nemoéZu zavisiet od A (ina¢ by aj
formula B zavisela od .A). To znamena, Ze podla induk¢ného predpokladu

reB, THB;, TFB

pretoZe i,j,1 < n. Potom vSak I' - B,,, pretoze formula 5,, bola odvodena pomocou pravid-
la zovSeobecnenia, resp. modus ponens z formuly (formil), ktoré nezaviseli od formuly

A. O

Veta 10.2. (O dedukcii).vetalo dedukcii) Nech T, A - B a nech existuje také odvodenie
formuly B z mnoZiny hyptéz T' | J{.A}, v ktorom sa pri Ziadnom pouZiti pravidla zovseobec-
nenia na formuly, ktoré v tomto odvodeni zdvisia od formuly A kvantifikdtorom neviaze
Ziadna volnd premennd vyskytujica sa vo formule A. Potom

N-A=B.

Dokaz. Nech B;,...,B,; B, = B je odvodenie formuly B, ktoré vyhovuje podmienkam
vety. Matematickou indukciou dokazeme, zZe Vi < n plati

' B;.

Nech i = 1. M6zu nastat’ tieto 3 pripady:

1. B; je axiéma. Potom

1. F By

2. FBi=(A=B) HI

3. F(A= B) modus ponens 1,2
4. T F(A= By)
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2. By € I. Potom

1. T 5B
2. FB = (A= B;) Hl
3. T F(A= By) modus ponens 1,2

3. By = A. V tomto pripade
FA=A T1

a teda

N-A4= A

Predpokladame, Ze tvrdenie plati pre pripady i < n. UkaZeme, Ze tvrdenie vety plati
aj pre i = n. Podobne, ako pre i = 1 rieSime pripady
1. formula B,, je axiéma,
2. BheT,
3. Bn — ./4.
K uvedenym trom pribudaja vsak d’alSie moZnosti:

4. formula B, je désledkom formul B; = By = Bn, Bx podla pravidla modus ponens.
Vtomto pripade vS8ak formuly B;, Bx maju odvodenia dlZzky mensej ako n a podla
indukéného predpokladu plati:

1. T FA= (Bx= Byn) indukény predpoklad
2. T HFA= B indukény predpoklad
3. FA= (Bk=Bn))= (A= B = (A= Bn)) A2

4. T F (A= Bx) = (A= Bn)) MP 1,3

5. T F(A= By)) MP 2,/4.

5. Formula B,, bola odvodend pomocou pravidla zovSeobecnenia z formuly B; : B,, =
VxBi(x). Ked'ze aj dizka odvodenia formuly B; je krat$ia ako n, podla indukéného
predpokladu plati

N (A= By).

Pre formuly B; a A méZe nastat’ jedna z dvoch moznosti:

e formula B; nezavisi od formuly A, alebo

e X nie je vol'na premenna vo formule A.

Rozoberieme obidve moznosti. Ak formula B; nezavisi od formuly A, tak potom
podl'a vety 10.1 dostavame

1. T B indukény predpoklad
2. T FVYxB; GEN 1

3. FVvxB; = (A= VxB;) (Al)

2. T FA=WxB; MP 2,3
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Ostava posledna moznost’, x nie je volna premennd vo formule .A. Potom

r (A= By
Mk vx(A = By)

1
2
3. FVYx(A= Bi) = (A= VxBi)
4

I + (A= VxBi)

indukény predpoklad
GEN 1

A5

MP 2,3.

O]

Podmienky vety o dedukecii st na prvy pohlad dost komplikované. Niekedy vystac¢ime

aj so slabsimi ale jednoduchs§imi predpokladmi.

Dosledok 1. Ak T, A + B a existuje také odvodenie formuly B, v ktorom sa nepouZiva
pravidlo zovseobecnenia na Ziadne premenné, ktoré st volné vo formule A, tak potom

N-A=B.

Dosledok 2. Ak je formula A uzavretd a T, A+ B, tak potom T'= A = B.

Teraz vyslovime a dokdZeme niekol'ko teorém predikatového poctu.

Veta 10.3. Nech sti A, B lubovolné formuly predikdtového poctu, potom nasledujtice for-

muly st teorémy predikdtového poctu:

(a) VxVyA(x,y) = YyVxA(x,y)
(b) Vx(A = B) = (VxA = VxB5)
(¢) ™X(A = B) = (IxA = IxB)
(d) Vx1...¥xnA(x1,...,xn) = A,
(e) A(x) = IxA(x),

() vxA(x) = IxA(x),

(g) (A= B) = (VxA = IxB),
(h) (vxA = 3IxB) = Ix(A = B),
(1) Yx(A&B) = (VxA&VYxBS),

() Ix3yAlx,y) = JyIxA(x,y),
(k) IxFyAlx,y) = YyIxAlx,y).

Ak premenna x nie je vol'na vo formule A, tak

D A=vxA,
(m) A = ElXAa
) Yx(A = B) = (A = VxB)
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(0) X(B= A) = (IxB= A)
Ak premenna y nie je volna vo formule B, ani vo formule A(x) tak

(p) Vx(A(x) = B) =3y(Aly) = B)
(@) Kx(A(x) = B) = Vy(Aly) = B)
(r) (B= VxA(x)) =W(B= Aly)),
(s) (B= IxA(x)) =3y (B = Aly)).

Dokaz.
(a)
1. VxVyA(x,y) H1
2. F o VxVyA(x,y) = YyA(x,y) (A4)
3. VYAl y) = Alx,y) (A4)
4. H1 + WyA(x,y) (MP 1,2)
5. H1 F Alxy) (MP 4,3)
6. H1 F VxA(x,y) (GEN 5)
7. H1 F WyvxA(x,y) (GEN 6)
8. FovxVyA(x,y) = YyvxA(x,y) (VD 1,7)
(b)
1. Vx(A = B) H1
2. VxA(x) H2
3. Vx(A = B) = (A(x) = B(x)) (A4)
4. H1 - (Ax) = B(x)) (MP 1,3)
5. VxA(x) = A(x) (A4)
6. H2 FoA(x) (MP 2,5)
7. H1LH2 + B(x) (MP 4,6)
8. H1,H2 + WVvxB(x) (GEN 7)
9. F Vx(A= B)= (VxA=VxB) 2kratVD 1,2,8
(c)
1. Vx(A = B) H1
2. Vx(A = B) = (A(x) = B(x)) (A4)
3. H1 + (A(x)= B(x)) (MP 1,2)
4. F (Ax) = B(x)) = (—B(x) = —A(x)) kontrapozicia negacie
5. H1 F (—B(x) = —Ax)) (MP 3,4)
6. H1 ~ Vx( B(x) = —A(x)) (GEN 5)
7. F Yx(—B(x) = ~A(x)) = (Vx—B(x) = Vx—A(x)) teoréma (b)
8. + (VX"B(X) = Vx—A(x)) = (—Vx—A(x) = =Vx—B(x)) kontrapozicia negacie
9. F o Vx(—B(x) = ~A(x)) = (IxA(x) = IxB(x)) sylog. 7,8
10. H1 + (IxA(x) = IxB(x)) (MP 6,9)
11. F Vx(A = B) = (IxA(x) = IxB(x)) (VD 1,10)
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V dalsich odvodeniach budeme strucnejsi a uvedieme len klicové kroky odvodenia.
Oporucame citatelovi, aby spravil aj tie kroky, ktoré sme v odvodeniach len naznacili.

(d) Staéi n-x pouzit’ axiému (A4) a pravidlo sylogizmu.

(e)
1. F ¥Yx—A(x) = ~A(x) (A4)
2. F (Wx—Ax) = ~A(x)) = (—A(x) = —Vx—A(x)) kontrapozicia negacie
3. B A(x) = IxA(x) (MP 1,2)
(g)
1. Ix(A(x) = B(x)) Hi
2. IxA(x) H2
3. FAx) = (—=B(x) = —(A(x) = B(x))) teoréma
4. = Wx[A(x) = (=B(x) = —(Alx) = B(x)))] GEN3
5. F o VxA(x) = Vx(—B(x) = —(A(x) = B(x))) teoréma (b)
6. H2 F Vx(—B(x) = ~(A(x) = B(x))) MP 2,5
7. H2 F vx—B(x) = Vx—(A(x) = B(x)) teoréma (b)
8. H2 F Vx—B(x) = Vx—(A(x) = B(x))] =
[FVx—(A(x) = B(x)) = ~Vx—B(x)] kontrapozicia negécie
9. H2 F o 3x(A(x) = B(x)) = IxB(x) MP 7,8
10. HLH2 F 3xB(x) MP 1,9
11. FIx(A(x) = B(x)) = (VxA(x) = IxB(x)) 2x VD 1,2,10
(h)
1. VxA(x) = IxB(x) H1
2. —3Ix(A(x) = B(x)) (=vx—(A(x) = B)) H2
Vsimnite si, Ze ako druhu hypotézu sme si dali negaciu formuly, ktori chceme
dokazat.
3. Foovx=(A(x) = IxB(x)) = ~(A(x) = IxB(x)) (A4)
4. H2 o —(A(x) = B(x)) MP 2,3
5. o —=(Ax) = B(x)) = A(x) teoréma
6. F—(Ax) = B(x)) = —B(x) teoréma
7. H2 - Ax) MP 4,5
8. H2 F o —=B(x) MP 4,6
9. H2 FooYxA(x) GEN 7
10. H1,H2 + 3IxB(x) MP 1,9
11. H2 F o vYx—B(x) (=—3xB(x)) GEN 8
12. F o [3Ix(A(x) = B(x)) = —3xB(x)] =
= [[3x(A(x) = B(x)) = IxB(x)] = Ix(A(x) = B(x))] (A3)
13. F o [3x(A(x) = B(x))] = —3IxB(x) (VD 2,11)
14, F oo [[=3x(A(x) = B(x)) = IxB(x)] = Ix(A(x) = B(x)) MP 12,13
15. H1 o —3x(AX) = B(x)) = 3xB(x) VD 10,2
16. H1 F o oIx(A(x) = B(x)) MP 14,15
17. F oo (WxA(x) = IxB(x)) = Ix(A(x) = B(x)) VD 1,16
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(i) Konjunkciu mézeme vyjadrit pomocou implikacie a negacie takto: A&B Lef —(A =
—B) a ekvivalenciu pomocou implikacie ne konjunkcie A = B def A= B&B = A

a potom dokazovat ekvivalentnu formulu, obsahujicu uz len operacie implikacie a
negacie. Zjednodusime dokaz tym, Ze vyuZijeme teorémy (tautolégie) vyrokového
poctu, popisujice vlastnosti konjunkcie a dokazeme, Ze nasledujice dve formuly
(implikacie) sa teorémy:

o Vx(A(x)&B(x)) = (VxA&VxB(x))
o (VxA&VXB(x)) = Vx(A(x)&B(x))

1. Vx(A(x)&B(x)) Hi1
2. Vx(Ax)&B(x)) = (A(x)&B(x)) A4
3. H1l + (A(x)&B(x)) MP 1,2
4, F(Ax)&B(x)) = A(x) teoréma
5. F (Ax)&B(x)) = B(x) teoréma
6. H1 F A(x MP 3,4
7. H1 F B(x) MP 3,5
8. H1l F vxA(x) GEN 6
9. H1l F VxB(x) GEN 7
10. F YxA(x) = (WxB(x) = (VxA&YxB(x))) teoréma
11. H1 + vxA&VxB(x) 2 x MP 5,8,10
12. FYx(Ax)&B(x)) = (VxA&VxB(x)) VD 1,11
Dokazeme opac¢nu implikéciu.
1. VxA(x)&VYxB(x) H1
2. + VxA(x)&VYxB(x) = VxA(x) teoréma
3. + VxA(x)&VYxB(x) = VxB(x) teoréma
4, H1 + VxA(x) MP 1,2
5. H1 + VxB(x) MP 1,3
6. = VxA(x) = A (A4)
7. - VxB(x) = B (A4)
8. H1 ~ A(x) VD 4,6
9. H1 ~ B(x) VD 5,7
10. + Alx) = (B(x) = (A&B(x))) teoréma
11. H1 + (A&B(x)) 2xVD8,9,10
12. H1 VYxF (A&B(x)) GEN 11
13. F (VxA&VYxB(x)) = Vx(A(x)&B(x)) VD 1,12
(k)
1. F VyA(x,y) = A(x,y) A4
2. F —A(x,y) = “VyA(x,y) kontrapozicia negacie
3. F vx—A(x,y) = Vx—VyA(x,y) GEN 2
4, F =Vx=VYyA(x,y) = -Vx—A(x,y) kontrapozicia negacie
5. F Yy(FyA(x,y) = IxA(x,y)) GEN 4
6. F Jdydlx,y) = YyaxA(x,y) (A5)
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Uloha 10.1. (1) Odvod'te ostdvajtice teorémy z predchddzajticej vety!

(2) vyjadrite konjunkciu &, disjunkciu V a ekvivalenciu = pomocou imlikdcie = a
negdcie — a potom dokdZte (alebo vyvrdtte) nasledujiice formuly!

(@) Vx(A(x)V B(x)) = (IxA(x) V VxB(x)),
(b) Ix(A(x)V B(x)) = (IxA(x) V IxB(x)),
(e) (IxA(x)&IxB(x)) = Ix(A(x) V B(x)),
(d) (IxA(X)&IxB(x)) = Ix(A(x)&B(x)).

10.3 Interpretacia, splnitelnost’ a pravdivost’

V tejto kapitole sme sa uz neraz snazili najst nejaku interpretaciu formaul, predikatovych
a funkcionalnych symbolov pri zdovodnovani toho, ze nejaka formula nemoéze byt teoré-
mou predikatového poctu. Teraz skisime tieto intuitivne predstavy postavit’ na trochu
pevnejsi zaklad.

Formuly (nejakej teérie) maju zmysel len vtedy, ak existuje nejaka interpretacia sym-
bolov, ktoré obsahuji. Pod interpretaciou budeme rozumiet I'ubovolny systém, ktory
pozostava z neprazdnej mnoziny D, nazyvanej oblastou interpretacie a nejakého zo-
brazenia (korespondencie) Z, ktoré

e kazdému n-arnemu predikdtovému symbolu P{* priradi n-arnu reldciu na mnoZine
D (ktora sa da chapat’ aj ako zobrazenie P]*: D™ — {0, 1},

e kazdému n-arnemu funkcionalnemu symbolu f}} priradi n-arnu operaciu na mnozi-
ne D; f: D™ — D;

e kazdej predmetovej konstante a; priradi nejaky konkrétny prvok z mnoziny D.

Predmetové premenné nadobudaji hodnoty z mnoziny D, logické spojky a kvantifikatory
maju obvykly vyznam.

V danej interpretacii predstavuje kazda uzavreta formula (formula bez volnych pre-
mennych) vyrok, ktory moéze byt bud pravdivy alebo nepravdivy. Formula s voI'nymi pre-
mennymi predstavuje nejaku relaciu na mnozine D (oblasti interpretacie), ktora moze
byt splnena pre jedny a nepravdiva pre iné hodnoty predmetovych premennych.

Priklad 10.6. Nech A%(x1,x;) oznacéuje reldciu usporiadania na mnoZine prirodzenych
Ny 2 def
éisel: A%(x1,%x2) = x7 < x2. Potom

e A?(5,7) predstavuje pravdivy vyrok,

o A%(3,1) je nepravdivy vyrok,



186 KAPITOLA 10. PREDIKATOVY POCET

o A%(x,3) je reldcia x < 3, ktord pozostdva zo 4 usporiadanych dvojic; A%(x,3) =
{(0,3),(1,3),(2,3),(03,3);

o Vx3yA2(x,y) je pravdivy vyrok, pretoze skutoéno pre kazdé prirodzené ¢islo existuje
vdcsie prirodzené ¢islo,

o JyVxA?%(x,y) je nepravdivy vyrok, ktory turdi, Ze existuje maximdlne prirodzené ¢éis-
lo,

o IxVyA?(x,y) je pravdivy vyrok, pretoZe skutoéne existuje minimdlne (sii¢asne naj-
mendsie) prirodzené ¢islo (0),

e YyIxA2%(x,y) je pravdivy vyrok, pretoe pretoze ku kasdému prirodzenému éislu ex-
istuje prirodzené ¢islo mensie alebo rovné ako dané ¢islo. (Ked’ze plati A%(0,0),
vyrok YyIxA?%(x,y) je pravdivy aj pre y = 0.)

Intuitivne je zrejmé, Ze formula je tautolégiou vtedy, ak je za kazdych okolnosti (t.j.
nech sa interpretuju funkcionalne a predikatové symboly ktoré obsahuje akokol'vek a
ked sa dosadia za predmetové premenné Fubovolné hodnoty); a kotradikciou, ak jej
negéacia je tautolégiou. Niektoré formuly mo6zu vSak byt za istych okolnosti pravdivé, za
inych nie. Upresnime najprv intuitivne predstavy o pravdivosti formil predikatového
poctu a potom sa budeme zaoberat’ uplnost'ou a bezospornostou predikatového poctu.

Definicia 10.4. Nech je dand oblast’ interpretdcie D, interpretdcia 7 a mnoZina vSetkych
spoéitatelnych postupnosti prvkov z oblasti interpretdcie D, ktort oznacéime symbolom
L. Potom formula A je splnend na postupnosti s, L; s = by,by,... prdve vtedy, ked’
po dosadeni prvku b; na miesto vsetkych volnych vyskytov premennej xi, 1 =1,2,... vo
formule A, dostdvame pravdivé tvrdenie (v danej interpretdcii).

Formula A sa nazyva splnitelnou v danej interpretdcii prdve vtedy, ak existuje takd
postupnost’ s € ¥, na ktorej je formula A splnend.

Formula A sa nazyva pravdivou v danej interpretdcii prdve vtedy, ak je splnend na
kaZdej postupnosti s € ¥.

Formula A sa nazyva nepravdivou v danej interpretdcii prdve vtedy, ak nie je splnend
na Ziadnej postupnosti s € X.

Nech je dand mnozZina formul T'. Interpretdcia 7 sa nazyva modelom danej mnoZiny
formil, ak je v danej interpretdcii kaZdd formula z mnoZinay formil " pravdivd.

Poznamka. V predchadzajicej definicii sme pevne spojili pojmy interpretacie a oblasti
interpretacie. Je mozné uvazovat tu istd interpretaciu a rozlicné oblasti interpreta-
cie. Vzhl'adom na to, aké tulohy v predikatovom pocte rieSime, vystacime s nasou menej
v§eobecnou definiciou.

Uloha 10.2. Dokdzte platnost nasledujiicich tvrdeni:
(a) Formula A je nepravdivd v danej interpretdcii prdve vtedy, ak je formula —A pravdi-

vd v danej interpretdcii. Opacne formula A je pravdivd v danej interpretdcii prdve
vtedy aj je formula —A nepravdivd v danej interpretdcii.
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(b) Ziadna formula neméze byt v suc¢asne pravdivd aj nepravdivd v tej istej interpretdcii.

(¢) Ak su v danej interpretdcii pravdivé formuly A, A = B, tak je v danej interpretdcii
pravdivd aj formula B.

(d) Formula A = B je nepravdivd v danej interpretdcii prdve vtedy, ak je formula A je
pravdivd a formula B je nepravdivd v danej interpretdcii.

(e) Formula A je pravdivd v danej interpretdcii prdve vtedy, ak je formula Yx.A pravdivd
v danej interpretdcii.

(f) Kazdd tautolégia je pravdivd v Pubovolnej interpretdcii.

(g) Ak je formula A uzavretd, tak potom v l'ubovolnej interpretdcii je pravdivd bud’ for-
mula A alebo formula —A; resp. formula AV —A je v kaZdej interpretdcii pravdivd.

Definicia 10.5. Formula A sa nazyva v§eobecne pravdivou formulou predikatového poc-
tu, ak je pravdivd v kaZdej interpretdcii.

Formula A sa nazyva splnitelnou formulou predikatového poctu, ak existuje inter-
pretdcia, v ktorej je formula A splnitelnd.

Formula A sa nazyva kontradikciou predikatového poctu, ak je formula —A vseobecne
pravdivd.

Podobne ako pre vyrokovy pocet, ma zmysel skimat aj v predikatovom pocte také
otazky, ako je bezospornost, tplnost a nezavislost axiém a pravidiel odvodenia. Stu-
dium tychto problémov v predikatovom pocte je technicky pomerne naroéné a presahuje
uroven zakladného kurzu. Preto uvedieme bez dokazov len odpovede na uvedené otazky.
Podrobnejsi vyklad (a samozrejme aj dokazy) danych tvrdeni citatel najde napriklad v
knihe [14].

Veta 10.4. Predikdtovy pocet 1. rddu je bezosporny.

Veta 10.5. (Godelova veta o iplnosti predikdtového poctu.) V predikdtovom pocte 1. radu
st teorémemi prduve tie formuly, ktoré si vSeobecne pravdivé.

Veta 10.6. Systém axiom (A1)—(A5), odvodzovacich pravidiel modus ponens a zovseobec-
nenia predikdtového poctu je bezosporny.

Z praktického hladiska? ma velky vyznam Godelova veta. Ak je nejaka formula
teorémou predikatového poctu, tak musi byt vSeobecne pravdivou formulou. Dokazat o
nejakej formule, Ze je teorémou, znamena zostrojit’ jej dokaz. Ak sa to nedari, mozeme
skusit’ ukazat, Ze formula nie je vSeobecne pravdiva. Na to staci najst’ interpretaciu, v
ktorej dana formula nebude pravdiva.

Priklad 10.7. (1) Uvazujme formulu C = Ix(A = B) = (IxA = IxB). Zvolime dvoj-
pruvkovt oblast’ interpretdcie D = {a, b} a formuly A, B interpretujeme pomocou undrnych

29 teoretickom ani nehovoriac
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predikdtov; A = P} (x),B = P;(x), ktoré su definované nasledovne

X ‘ P}(x) ‘ P;(x)
a 0
b 1 0

Potom je formula IxA pravdivd, lebo P} (b) = 1, ale formula 3IxB je nepravdivd. To zna-
mend, Ze formula (IxA = IxB) je v danej interpretdcii nepravdivd. Na druhej strane
formula Ix(A = B) je v danej interpretdcii pravdivd, pretoZe pre x = a nadobiudaju obe
formuly pravdivostnii hodnotu 0: A(a) = P}(a) = 0; B(a) = P%(a) = 0. To znamend,
Ze formula C nie je pravdivd v danej interpretdcii, a teda nemoze byt teorémou predikd-
tového poctu.

(2) Preskumame formulu IxA(x) = VxA. Zvolime tu istu interpretdciu ako v pred-
chddzajiicom priklade; oblast interpretdcie D = {a,b}, formule A priradime predikdt
P} (x). Ked’2e P} (b) =1, formula IxA(x) je pravdivd. Na druhej strane z toho, Ze P} (a)=0
vyplyva, Ze formula VxA. je v danej interpretdcii nepravdivd. To znamend, Ze formula
IxA(x) = VxA nie je vSeobecne pravdivd, a preto nemdézZe byt teorémou predikdtového
poctu.

Poznamka. Vsimnite si, Ze v jednoprvkovej oblasti interpretacie je formula IxA(x) =
Vx.A pravdiva.

Uloha 10.3. Zistite, & su nasledujtice formuly teorémami predikdtového poctu:
1. Vx3yA(x,y) = FyvxA(x,y)

2. (IxA(x) = IxB(x)) = Ix(A(x) = B(x))
3. Vx(A(x) = B(x)) = (VxA(x) = IvxB(x)).



Kapitola 11

Teorie 1. radu

Studium matematickej logiky nie je samotdelné. Matematicka logika sluzi (okrem i-
ného) na vytvaranie matematickych teérii. Ukazeme, ako pomocou uz znameho predika-
tového po¢tu 1. radu mozno vybudovat matematicku teériu opisujicu niektoré zauji-
mavé vlastnosti celych cisel. Predikatovy pocet bude tvorit’ logicky zaklad nasej tedrie
(vyuZijeme syntaktické pravidla na vytvaranie formil, axiomy a odvodzovacie pravidla
a odvodzovanie teorém v predikatovom pocte.) Problém vSak sposobuje to, Ze samotny
predikatovy pocet 1. radu ni¢ nehovori o celych c¢islach, a tak z neho Ziadne vlastnosti
celych ¢isel neodvodime. Preto musime zaviest’ minimalne niektoré konkrétne predikaty
a funkcionalne symboly; mozno aj konstanty na mnozine celych cisel a pomocou axiém
popisat ich zakladné vlastnosti. Vyber predikatov, funkcionalnych konstant a nasledne
axiém zavisi od toho, na ¢o chceme vytvaranu teériu pouzit. Existuje vSak vztah, ktory
sa vyskytuje v mnohych teériach a nemoze chybat ani v nasej—rovnost’ (v nasom pripade
rovnost’ celych ¢isel). Rovnost, ako sme to videli v 7. kapitole, je relacia ekvivalencie.
Vyjadrime relaciu rovnosti (na mnozine celych ¢isel) pomocou predikatového symbolu
PZ(x,y) def (x =y). Vlastnosti rovnosti popiSeme pomocou novych axiém, ktoré pridame
k axiémam (A1)—(A5) predikatového poctu. Aké axiémy by to mali byt? Na prvy pohlad
sa zda, Ze by bolo rozumné zachytit’ v nich to, Ze rovnost’ je ekvivalencia, t.j. Ze je re-
flexivna, symetricka a tranzitivna relacia. Tieto vlastnosti rovnosti by sa formalne dali
zapisat takto:

1. VxPZ(x,x),
2. VxVy(PZ(x,y) = PZ(y,x),

3. VxVyvzl(PZ(x,y)&P(y,z)) = PZ(x,z)].

Ale rovnost’ ma jednu dolezitu vlastnost, ktoru z tychto troch ,axiéom“ neodvodime.
Ak x = vy, tak potom mozno za istych podmienok x a y zamienat. Preto medzi axémy
rovnosti spomedzi vyssie uvedenych kandidatov zaradime prvid formulu a druhi a tretiu

nahradime novou formulou. Axiémy rovnosti budu potom vyzerat nasledovne (namiesto
trocha tazkopadneho zapisu P2 (x,y) budeme pouzivat §tandardny zapis x = y):

(A6B) Vx(x =x)
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(A7) (x =y) = [A(x,x) = Alx,y)],
Kde x,y su predmetové premenné, A(x,y) je 'ubovolna formula, ktoru dostavame z for-
muly A(x, x) nahradenim niektorych (nemusia to byt vsetky) voI'nych vyskytov premen-

nej x premennou y za predpokladu, Ze y je voI'na vzhfadom na tie vyskyty x, za ktoré ju
dosadzujeme.

Uloha 11.1. Odvod’te z axiém (A1)—(A7) nasledujiice turdenia

1. t =t pre lubovolny term t definovany na mnozine Z,

2
3
4. Wx[A(x) = Fy((x = y)&A(y))],
5
6

. VxJy(x =y).

Budeme pokracovat v budovani tedrie celych ¢isel. Zavedieme funkcionalny symbol

2 (x,y) 4f (x 1+ y).! Vlastnosti stétu definujeme (napriklad) takto:

(A8) x + (y+2z)=(x+y) +z

(A9) x+y=vy+x,

Vyznacné postavenie pri scitani celych ¢isel ma prvok 0. Tento prvok budeme definovat
takto:

(A10) IxVy(x+y =x),
Da sa ukazat), Ze prvok x definovany formulou (A10) je jediny, a teda ho m6Zeme oznacit’
zvlastnym symbolom (0). Prvok 0 predstavuje predmetovi konstantu. K danému celému

¢islu existuje opacné cislo. Jeho existenciu popiSeme pomocou nasledujicej axiomy:

(A11) YxFy(x+y =0).

Ak by sme zaviedli este predikat Péz(x) def (x € Z) a pomocou neho vyjadrili uzavre-

tost mnoziny Z na stcet? :
(A12) (x € Z)&(yeZ)= ((x+y) € Z),

pomocou axiém (A1)—(A12) by sme definovali aditivnu grupu na mnozine Z.

Kvéli sprehladneniu zapisu budeme viak v d’alom zapisovat stéet éisel standardnym spdsobom.
%aj v tomto pripade budeme na vyjadrenie mnozinovej prislusnosti pouzivat’ §tandardné oznadenia
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Uloha 11.2. Zoberte namiesto mnoZiny Z mnoZinu R—{0}. Definujte funkciondlny symbol

fé(x,y) def (x ® y) (studin redlnych déisel).

1. Co vyjadruji axiémy (A8)—(A12) v tomto pripade?

2. Akd konstanta je definovand pomocou axiémy (A10)?

3. Co popisuje systém axiém (A1)—(A12) v tomto pripade?

4. Platia axiomy (A8)—(A12) aj v pripade, ak je oblastou interpretdcie mnozina 7.2

Uloha 11.3. Zavedte na mnoZine R operdcie séitania a ndsobenia a pomocou axiom
popiste ich vlastnosti!

Uloha 11.4. Na mnZine celych éisel je definovany funkcia fé(x, y) def (x®y) (sticin celych

éisel). Napiste formuly, ktoré budu vyjadrovat’: ,x deli y, ,x je prvocislo®, ,x je Stvorcom
nejakého celého Cisla“,,x je najudcsi spolocny delitel’ ¢isel y,z% ,x je najmensi spolocny

ndsobok disel y,z% ,¢isla y, z si nestdelitelné, a pod.

Vytvorime este jednu (d6lezitd) tedriu prvého radu. Teéria S bude mat’

def
= (

1. binarny predikatovy symbol P2 (x,y) x = y) reprezentujici relaciu rovnosti;

2. predmetova konstantu 0;
3. tri funkcionalne symboly

(a) unarny funkcionalny symbol reprezentujuici operaciu nasledovnika:

f1(x) <" s(x);

(b) binarny funkcionalny symbol reprezentujici operaciu s¢itania:
2 def
f5(x,y) = (x®y);

(¢) binarny funkcionalny symbol reprezentujici operaciu nasobenia:

2 (x,y) & (x @ y);

Vlastnosti relacie rovnosti, konstanty 0 a troch operacii su v teérii S definované po-
mocou nasledujicich deviatich axiom.

S2 (x =y) = (s(x) = s(y))

S3 0 #£ s(x)
S4 (s(x) =s(y)) = (x=y)
S5 (x®0)=x

S6 x®s(y) =s(xDy)
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S7Tx®0=0

S8 x®s(y) =(x®y) dx

S9 A(0) = [Vx(A(x) = A(s(x))) = Vx(A(x)]

kde x,y st predmetové premenné, A(x) je 'ubovolna formula tedrie S. Prvych osem

axiom je zrejmych, tazkosti by na prvy pohl'ad mohla sposobovat’ posledna axiéma. Ked
sa vSak na nu lepSie pozrieme, zistime Ze vyjadruje princip matematickej indukcie.

Ak interpretujeme konstantu 0 ako prirodzené ¢islo 0, funkciu nasledovnika s(x) ako
x + 1, sc¢itanie x & y ako scitanie prirodzenych ¢isel x + y, ndsobenie x ® y ako nasobenie
prirodzenych ¢isel x - y,a za oblast’ interpretacie teérie S zvolime mnozinu prirodzenych
¢isel, N3, teéria S popisuje aritmetiku prirodzenych ¢isel.*

Uloha 11.5. Dokdste, Ze teéria S Je tedria prvého rddu s rovnostou; t.j. Ze pomocou axiom
(A1)—(A5), S1—S9, pravidla modus ponens a pravidla zovSeobecnenia mozno odvodit’
axiomy (A6) a (A7)!

Uloha 11.6. Nech si q,7,t lubovol'né termy teérie S. DokdZzte, Ze potom st nasledujiice
formuly teorémy tedrie S:

(a) t=t

b)t=r=r=t

@ t=r=(r=q=>t=q)
dr=t=(g=t=r=q)
(e) t=r=(t®q=1®q)
@ t=0at

(8 s(t)or=s(tor)

(h) tor=rot

D) t=r=(qot=qoT)
G) ter)egq=te(req)
k) t=r=>tq=10q
Mo®t=0

(m) st)@r=(t®r)+r
m) ter=ret

@ t=r=(qat=q®T)

3takato interpretacia sa nazyva Standardnou interpretdciou teérie S
*samozrejme spolu s predikdtovym poétom prvého radu, ktory tvori logicky zaklad teérie S.
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P t(rdq) =trrdteq
(@ rog)t=rxtegqet
) (qe1t=q® (rat)

() (tegq=r®q)=t=r
Zhrnieme naSe poznatky o vytvarani (matematickych) teérii prvého radu:

1. Za logicky zaklad tedrie 1. radu zoberieme predikatovy pocet 1. radu.

2. Pomocou predikatovych symbolov zavedieme zakladné vztahy medzi objektami,
ktoré chceme popisovat’; pomocou funkciondlnych symbolov zavedieme operacie
nad popisovanymi objektami.

3. Vlastnosti relacii a operacii, ktoré su popisané pomocou predikatovych a funkcional-
nych symbolov popiSeme pomocou axiém. Pomocou axiém definujeme aj potrebné
konstanty.

4. Pomocou odvodzovacich pravidiel odvodzujeme z axiém teérémy.

Vsimnite si, Ze tie isté axiomy (A1)—(A5) sa pouzivali aj pri vytvarani aritmetiky
prirodzenych cisel, aj pri vytvarani tedrie griap. Tieto axiomy nazyvame logickymi axié-
mami a su spolotné pre vSetky teérie 1. radu, ktoré vyuzivaju ako svoj logicky zaklad
predikatovy pocet 1. radu. Axiémy (A6), (A7) sa vyskytuju v mnohych axiomatickych
tedriach. Preto sa im niekedy priznava status logickych axiém a predikatovy pocet
1. radu s predikatom x = y a axiomami(A6), (A7) nazyvame predikdtovym pocétom s
rovnostou.

Axiémy (A8)—(A12), resp. S1—S9, ktoré v skutoénosti urcuju obsah tedrie, sa nazy-
vaju vlastnymi axiomami teérie.

Aj v tedriach 1. radu sa skuamaja také otazky, ako je uplnost’ (moznost dokazat
vSetky pravdivé tvrdenia danej tedrie z jej axiém), bezospornost’ (v tedrii neexistuje taka
formula, ktora by bola teorémou a sicasne jej negacia by bola teorémou danej teérie),
nezavislost’ axiém (Ziadna axiéma tedrie nie je nadbytocnd, t.j. neda sa odvodit z os-
tatnych axiém). Skumanie tychto nesporne vel'mi zaujimavych otazok vSak presahuje
ramec tejto knihy. Citatelovi odpordcame [14].

Poznamka. Cislo 1v nazve predikatovy pocet 1. radu, resp. tedrie 1. radu naznacuje
existenciu logik (teérii) inych radov. O tedrii prvého radu hovorime vtedy, ked je jej
logickym zakladom logika (predikatovy pocet) 1. radu. Logika 1. radu sa od logik vyssich
radov odliSuje tym, Ze pouziva len logické pojmy, kym napr. v logike 2. radu sa pouzivaja
také pojmy, ako je mnozina, prirodzené cislo. Rozdiel je aj v pouzivani kvantifikatorovm
kym v logike 1. radu kvantifikatory posobia na nejakej (danej) mnozine M, v logike 2.
radu sa kvantifikatory vztahuji na podmnoziny mnoziny M a na funkcie, v logike 3.
radu kvantifikatory pésobia na mnoziny funkcii, atd’.
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Mnohi logici predpokladajui, Ze neexistuje ina logika okrem logiky 1. radu; t.j. ak
sa pokusime vyjadrit’ vSetky matematické (nie logické) predpoklady o objektoch tedrie
pomocou axiém, axiomy, ktoré dostaneme, mozno vyjadrit v logike 1. radu. To by zna-
menalo, Ze neforméalny pojem dokazatelnosti (matematického tvrdenia), by sa presne
zhodoval s formalnym pojmom dokazatelnosti v logike 1. radu. Toto hladisko sa nazyva
Hilbertovou tézou. Nie vsetci logici prijimaja Hilbertovu tézu. Ale aj ti, ktori s nou su-
hlasia, zd’aleka nie sd ochotni uplatnovat ju v praxi, pretoze logika 1. radu je pomerne
chudobna na vyrazové prostriedky a niektoré mimologické pojmy by sa v nej vyjadrovali
komplikovane. °

Citatel'a, ktory by si zelal obozndmit’ sa hlbsie s formalnymi axiomatickymi teériami,
odkazujeme na pocetnu literatiru (my sme cerpali z klasickych zdrojov [14], [?1,[?], [?];
z novsich [], resp. internetové zdroje). Teéria mnozin je pristupnou formou spracovana v
knihe [14] a [3], formalnu aritmetiku moZno n4jst’ v skoro kazdej knihe o matematicke;j
logike, my sme cerpali z [14].

5Aj pri programovani by bolo mozné pouzivat priamo strojovy kéd, ale z praktického hPadiska je rozum-
nejSie a pohodlnejSie napisat’ program vo vysSom jazyku a ten nechat automaticky spracovat’ (kompila-
torom, assemblerom) do podoby strojového kédu. Na rozdiel od programovania, v logike naviac nie je isté,
Ci sa tedria vyssieho radu d4 ,skompilovat® do podoby tedrie 1. radu.



Kapitola 12

Booleovské funkcie

V tejto kapitole sa znova budeme zaoberat’ vyrokovou logikou, tentoraz véak nebudeme
odvodzovat teorémy, ale Studovat (zlozenym) vyrokom priradené logické (Booleovské)
funkcie.! Ukazeme, Ze pomocou logickych (bindrnych) hodnét mozno jednoznaéne za-
pisovat’ (kédovat’) l'ubovolni informaciu vyjadreni pomocou retazcov znakov nad neja-
kou koneénou abecedou. Ak sa obmedzime na informaciu zapisand v podobe kone¢nych
retazcov znakov nad nejakou koneénou abecedou (textova informaciu), tak spracovanie
informacie v podstate predstavuje nejaku transformaciu, ktorda jednému koneétnému
retazcu znakov priradi iny (alebo ten isty) kone¢ny retazec znakov. Ak je takato trans-
formacia dobre popisana (napriklad pomocou zobrazenia), tak sa da popisat’ aj pomocou
logickych (Booleovskych) funkcii. Booleovské funkcie sa zasa daju realizovat pomocou
fyzikalnych (mozno aj biologickych) systémov. To znamena, Ze ak sa da rieSenie nejakého
problému popisat pomocou Booleovskych funkcii, tak potom (aspon principidlne?) sa da
zostrojit’ fyzikalny systém (logicky obvod) na rieSenie tohto problému. Ako neskoér zistite
pri studiu informatiky, Booleovské funkcie nemozno precenovat’; podstata rieSenia prob-
lému spociva v najdeni vhodnej transformécie a nie vo vyjadreni tejto transformacie
pomocou Booleovskych funkcii. Napriek tomuto obmedzeniu si Booleovské funkcie jed-
nym zo zakladnych objektov, ktoré sa v informatike $tuduja, a to tak kvoli ich Sirokému
uplatneniu v teoretickych disciplinach (vypoctova zlozitost), tedria riadiacich systémov,
tedria testov a iné), ale aj—ako sme uz naznacili vysSie—ich dlohe pri navrhu sidc¢asnych
pocitacov a inych digitalnych systémov.

12.1 Zakladné pojmy

Nech E = {0, 1}. Booleovskou (logickou) premennou budeme nazyvat I'ubovolni premenu,
ktora nadobida hodnoty z mnozZiny E (a Ziadne iné). Booleovské premenné budeme o-
znacovat symbolmi x,y,z a indexovat. Hodnoty 0,1 sa nazyvaju bindrne, logické alebo
Booleovské hodnoty, alebo aj logické konstanty. n-drnou Booleovskou funkciou budeme

IT4to oblast diskrétnej matematiky sa nazyva vyrokova algebra, alebo algebra logiky; zrejme preto, ze
Booleovské funkcie skiima ako algebraické objekty.
2neskér ukazeme, ze takéto riesenia mézu byt tak zlozité, Ze nie su prakticky realizovatelné
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x1 xa|fo f1 2 f3 f4 f5 fe f7 fg fo fio 11 f12 f13 fia fi5
o 0|0 O O O O O O O 1 1 1 1 1 1 1 1
o 170 o0 o0 O 1T 1T 1 1 0 0 O 0 1 1 1 1
1 00 O 1T 1 0 O 1T 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1{0 1 0 1T 0 1 O 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Tabulka 12.1: Booleovské funkcie dvoch premennych

nazyvat T'ubovolné zobrazenie f : E™ — E. n-arna Booleovska funkcia teda prirad’uje
n-ticiam binarnych hodnét opat binarne hodnoty. n-tice vstupnych hodnét Booleovske;j
funkcie chapeme ako hodnoty n-tice Booleovskych premennych. To, Ze Booleovska funk-
cia f zavisi od premennych x1,...,xn, zapisujeme symbolicky nasledovne f(x1,...,xn).
Ked'ze mnozina vstupnych hodnét n-arnej Booleovskej funkcie (binarnych vektorov diZky
n) je kone¢na a konecna je aj mnozina hodnét Booleovskej funkcie, n-arnych Booleov-
skych funkecii je koneéne vela. Oznaéme mnozinu v§etkych n-arnych Booleovskych funkcii
symbolom PJ'. Binarnych vektorov diiky n je 2™ a n-arnych Booleovskych funkcii je
tol’ko, kolko je binarnych vektorov dizky 2", ¢ize 22", Pre n = 2 teda [P3| = 16 a vietky
Booleovské funkcie dvoch premennych su uvedené v tabulke 12.1.

Zavedieme niektoré konvencie, ktoré nam zjednodusia zapis Booleovskych funkcii.
Nech je i prirodzené ¢islo, 0 < i < 2™, potom symbolom o(n,i) budeme oznacovat
n-bitovy binarny zapis cisla i. Aby sme mohli urcit’ hodnoty jednotlivych bitov ¢isla
o(n,1), ozna¢ime symbolom o(n,i,j), 1 < j < n j-ty bit ¢isla o(n,i). Tak napriklad
0(4,12) =1100,0(4,7) =0111,0(3,7) = 111; resp. 0(4,12,1) = 0(4,12,2) =1,0(4,12,3) =

0(4,12,4) = 0. Je zrejmé, ze ak je dany binarny vektor (x1,...,xn), tak tomuto vektoru
zodpoveda binérne ¢islo Y -, x*2™ %, Na druhej strane bindrnemu éslu i mézeme pri-
radit’ n-ticu (binarny vektor) (o(n,1i,1),0(n,1,2),.. y o(n,i,n)). Tuto vzajomne jednoz-

nacnu koreSpondenciu medzi binarnymi vektormi dlzky n a bindrnymi ¢islami budeme
vyuzivat tak, Ze v pripadoch, kde to nepovedie k nedorozumeniu, nebudeme rozliSovat’
medzi bindrnym zapisom n-bitového ¢isla a jemu zodpovedajicim n-bitovym vektorom.
Potom napriklad f(o(2,3)) bude predstavovat zapis f(1,1).

Vsimnite si tabulku 12.1, ktora predstavuje Standardnu tabulku pravdivostnych
hodnét Booleovskych funkcii. Riadky tabulky sd usporiadané vzostupne podla cisel-
nych hodnét vektorov hodnét jednotlivych premennych. Ak sa dohodneme na konvencii,
Ze n-arnu Booleovskud funkciu budeme zadavat pomocou Standardnej tabulky pravdi-
vostnych hodnét 12.2, tak potom je zbyto¢né zapisovat premenné a ich hodnoty a n-
arnu Booleovsku f funkciu mozno jednoznacéne zadat vektorom hodnoét (f(o(n,0)),...,

.., f(a(n,2™—1))). (Takyto zapis je usporny a vhodny pre teoretické vypocty a najméi na
reprezentaciu Booleovskych funkcii v poéitaci, ale pri vacsich hodnotach n je trocha ne-

G(n,Z.“— 1) f(G(n,Z.“— 1))

Tabul'ka 12.2: Pravdivostna tabulka n-arnej Booleovskej funkcie
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prehladny, a preto budeme na zapis Booleovskej funkcie pri ,ruénom” spracovani vacsi-
nou pouzivat Standardnu pravdivostnu tabulku.) Aj vektor hodno6t Booleovskej funkcie
predstavuje prirodzené cislo; tito skuto¢nost’ sme vyuzili aj v tabulke 12.1, kde vektor
hodnét Booleovskej funkcie f; je o(4,1), ¢o nam zjednodusi odvolavanie sa na jednotlivé
funkecie.

Prikroc¢ime teraz ku skimaniu Booleovskych funkcii dvoch premennych. Ak sa pozrie-
me na tabulku 12.1, zistime, Ze obsahuje Booleovské funkcie, ktoré ,nereaguju“ na zme-
ny svojich vstupnych premennych. Krajnym pripadom sua funkcie fy, f15; prva nadobida
pre vSetky vstupné hodnoty 0, druha 1. Tieto funkcie nezavisia od hodnét svojich pre-
mennych a predstavuju konstantné funkcie, alebo struéne—*konstanty 0 a 1. Inym pri-
kladom je funkcia f3, ktora na vystupe kopiruje hodnoty vstupnej premennej x;. To zna-
mena, ze medzi Booleovskymi funkciami dvoch premennych existuju aj funkcie, ktoré by
sa dali zapisat’ ako Booleovské funkcie jednej, resp. Ziadnej premenne;j.

Definicia 12.1. Nech je dand n-drna Booleovskd funkcia f(x1,...,xn). Potom budeme
hovorit, Ze Booleovskd funkcia f(x1,...,xn) podstatne zavisi od premennej x, i € {1,...,n},
ak existuje taky vektor hodnét ay,...,ai 1, aii1,...,Qn Premennych X1,. .., Xi_1,Xit1, - - X1
Ze

f(cn,...,aiq,O,aiH,...,an) #f(ah...,ai,1,1,ai+1,...,an).

Ak Booleouvskd funkcia f podstatane zdvisi od premennej xi, tak premennt x; nazyvame
podstatnou premennou Booleovskej funkcie f. V opacénom pripade premennii x; nazyvame
fiktivnou premennou Booleovskej funkcie f.

Priklad 12.1. Funkcia f12(x1, x2) md podstatni premennt x1, lebo £12(0,0) = 1a f12(1,0) =
0, ale premennd x; je fiktivna, lebo T12(0,x2) =1 a f12(1,x2) =0.

Uloha 12.1. Zistite, ktoré z Booleovskych funkcii fg, ..., T15 podstatne zdvisia od dvoch,
Jjednej a Ziadnej premennej!

Priklad 12.2. Co sa stane, ak n-drnu Booleovski funkciu, ktord podstatne zdvisi od
vSetkych svojich premennych. rozsirime o jednu fiktivnu premennu? Ilustrujeme to na
priklade, ktory potom zovseobecnime. UvaZujme napriklad Booleovski funkciu f = f7
s premennymi x,y a pridajme k nim tretiu premennt, z. Pridanie fiktivnej premennej
sposobilo, Ze sa kazdy riadok pbévodnej pravdivostnej tabulky nahradil dvoma riadka-
mi, v ktorych si hodnoty premennych x,y rovnaké a tretia premennd z v prvom riadku

«Q
x
<
)

— == - O OO O R
— = O O|—= = O o|«
— O|—= Ol = O|—= OfN

Tabul'ka 12.3: Pridanie fiktivnej premennej
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nadobiida hodnotu 0 a v druhom hodnotu 1, ale hodnota funkcie f zdvisi len od hodnoét
premennych x,y, tabulka 12.3.

Uloha 12.2. Kolko Je terndrnych Booleovskych funkcii? Kol'ko z nich podstatne zdvisi od
vsetkych troch premennych?

Zistili sme, Ze pridavanim, ¢i vyskrtdavanim fiktivnych premennych sa sice zvacsu-
je (zmensuje) velkost’ tabulky pravdivostnych hodnot funkcie, ale samotna funkcia sa
nemeni: pre ten isty subor hodnét svojich podstatnych premennych dava vzdy ta ista
hodnotu bez ohl'adu na to, aké hodnoty nadobtudaju jej fiktivne premenné. To nam
umoznuje zjednodusit’ skimanie Booleovskych funkcii; namiesto toho, aby sme uvazo-
vali Booleovské funkcie s rozlicnym poc¢tom premennych, mézeme ich doplnit’ fiktivnymi
premennymi a skamat ich vSetky napriklad ako n-arne Booleovské funkcie.

Skor ako prikro¢ime ku skimaniu vlastnosti Booleovskych funkcii, ukazeme ako
mozno pomocou Booleovskych funkcii zapisat’ funkciu definovani na koneénych, ale nie
bindrnych mnozinéch.

Priklad 12.3. Nech je A = {a,b,c,d,e,f},B = {X M, 1, } a zobrazenie F : A — B je
definované pomocou nasledujicej tabulky:

a b c d e f
Fx) [ & 1 & 1 X

Kazdému proku mnoziny A priradime bindrny vektor dizky 3 a proky mnoziny B za-
koédujeme pomocou bindrnych vektorov diZky 2:

x‘ a b C d e f y‘% &
\OOO 001 010 011 100 101 ‘OO 01 10 11

Zobrazenie F : A — B vyjadrime pomocou dvoch terndrnych Booleovskych funkcii
g1, 92: VSimnite si posledné dva riadky tabulky 12.4. Definiény obor zobrazenia F je 6
prvkovy. Na rozlisenie 6 hodnoét potrebujeme bindrne vektory dl%ky 3. Ale bindrnych
vektorov dizky 3 je 8. Pruych 6 riadkov tabulky 12.4 popisuje pomocou dvoch terndrnych

x| x1 x2 x3|g1 92| F(x)
al0 0 0|0 O B¢
b0 0 1T /0 1 '
clo 1 01 of ¢t
djo 1 1 1 1 &
el1 0 0|1 of ¢t
f11 0 1,0 0 e
—l1 1 0= —| -
11 1= = =

Tabulka 12.4: Zobrazenie F vyjadrené pomocou Booleovskych funkcii g1, g>



12.2. SKLADANIE BOOLEOVSKYCH FUNKCII 199

a; ap by bplca ¢ cola+b=c
o 0 0 0]0 O 0|0 O0 O
o 0 o0 10 O 1T|0 1 1
o o 1 oj0 1T 0|0 2 2
o o 1 10 1T 1]0 3 3
o 1 0 00 O 1|1 0 1
o 1 o0 1|0 1T 0|1 1 2
o 1 1 o0 T 1|1 2 3
o 1 1 11 0 0|1 3 4
1 0 0 0|0 1T 02 0 2
1 0 o0 1T]0 1T 121 3
1T 0 1T 0|1 0 012 2 4
1 0 1T 1|1 0 1|2 3 5
11 0 o000 1T 1|3 0 3
1T 1 0 1|1 0 0|3 1 4
1T 1 1 0|1 0 1|3 2 5
T 1 1 1|1 1 0|3 3 6

Tabulka 12.5: Sucet binarne kédovanych ¢isel

funkcii g1, g, zobrazenie F, posledné dva riadky zodpovedajii tym vektorom hodnot pre-
mennych xy,x2,x3, na ktorych nie st funkcie gi,g> definované. Ako sa takyto prob-
lém riesi, budeme skumat’ pri konstrukcii disjuntivnych normdlnych foriem pre netiplne
zadané Booleovské funkcie.

V uvode tejto kapitoly sme sa zaoberali reprezentaciou celych ¢isel pomocou binarnych
vektorov. V nasledujicom priklade popiSeme s¢itanie prirodzenych ¢isel pomocou Booleov-
skych funkcii 4 premennych.

Priklad 12.4. Nech 0 < a,b < 3 su dve prirodzené ¢isla; a nech a+b = ¢ Zapiseme vsetky
tri ¢isla bindrne; a = (ajaz)z;b = (b1ba)2a ¢ = (cacqco)r. Stdet bindrne kédovanych isel
a, b je popisany v tabulke 12.5

12.2 Skladanie Booleovskych funkcii

Ako sme videli v predchadzajicom priklade, pomocou Booleovskych funkcii je mozné
popisat’ sc¢itanie celych cisel. Podobne by sme mohli realizovat’ nasobenie celych cisel,
celoéiselné delenie (DIV) a modularne delenie (MOD). Vhodnym kédovanim (napriklad
vyhradenim jedného bitu na kédovanie znamienka) by sme mohli zaviest’ zaporné ¢isla
a roz8irit’ aritmetiku z prirodzenych c¢isel na obor celych ¢isel. Ak by sme sa dohodli, zZe
(napriklad) v 2n-bitovom vektore bude prvych n bitov reprezentovat celo¢iselnu cast a
ostavajicich n bitov—zlomkovi ¢ast’ ¢isla, moézeme kédovat raciondlne éisla® a pomocou
Booleovskych funkcii popisat’ aritmetické operacie nad racionalnymi ¢éislami. Princi-
pialne s tym nie su Ziadne problémy. Tie vznikajui, ked by sa teoretické riesenie malo

3y programovacich jazykoch sa oznaéuju ako realne ¢isla, t.j. typ REAL
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funkcia | # pre- | nazov formula | oznace-
mennych nie
fo(x,y) 0 konstanta 0 0 0
f1(x,y) 2 konjunkcia x&y AND
f3(x,y) 1 identita/projekcia X n.a.
fe(x,y) 2 sucet modulo 2 XDy XOR
f7(x,y) 2 disjunkcia xVy OR
fs(x,y) 2 Pierceova funkcia | —(xVy)| NOR
fo(x,y) 2 ekvivalencia X=y n.a.
f12(x,y) 1 negacia —X NOT
f13(x,y) 2 implikacia X =y n.a.
f14(x,y) 2 Shefferova funkecia | —(x&y) | NAND
f14(x,y) 0 konstanta 1 1 1

Tabulka 12.6: Elementarne Booleovské funkcie

prakticky implementovat. Pomocou 16 bitov moéZeme zapisat celé ¢isla bez znamien-
ka z intervalu 0,...,65535, ¢o na praktické tcely asi nebude stacit. Ak by sme chceli
popisat’ s¢itanie dvoch 16 bitovych ¢isel spésobom uvedenym v priklade 12.5, potrebo-
vali by sme na to 17 Booleovskych funkecii 0 32 premennych a tabulku, ktora by mala
232 — 4.294.967.296 riadkov. To asi nie je schodné rieSenie. Naviac, ak by sa mal pre
kazdu Booleovski funkciu navrhovat’ systém (logicky obvod), ktory by ju realizoval, bolo
by potrebné navrhnut a vyrobit’ velky pocet rozlicnych specifickych obvodov. To je neeko-
nomické a prakticky nerealizovatelné. V praxi* sa preto pouziva iny pristup: hlada sa
nejaka rozumnd mnozina zakladnych Booleovskych funkcii, pomocou ktorych je mozné
vyjadrit’ vSetky ostatné Booleovské funkcie. Pre tieto zakladné Booleovské funkcie sa
zostroja logické obvody, ktoré ich realizuju. Pre Booleovsku funkciu, ktoru potrebujeme
realizovat,, sa najprv ndjde vyjadrenie pomocou elementarnych Booleovskych funkecii
a na zaklade tohto vyjadrenia sa z logickych obvodov realizujicich prislusné zaklad-
né Booleovské funkcie posklada logicky obvod realizujici dani Booleovsku funkciu. V
d’algich castiach tejto kapitoly budeme hladat’ odpovede na dve zakladné otazky

1. ako vybrat mnozinu zakladnych Booleovskych funkcii, aby pomocou nich bolo mozné
vyjadrit vSetky ostatné Booleovské funkcie;

2. ked’ uz je danda mnozina zakladnych Booleovskych funkcii, ako najst ¢o najefek-
tivnejsie vyjadrenie Booleovskej funkcie pomocou zakladnych Booleovskych funkeii?

Niektoré spomedzi 16 Booleovskych funkcii dvoch premennych® sa v matematike a
informatike bezne pouzivaju a povazuju sa za elementdrne (Booleovské funkcie). Ide o
Booleovské funkcie fy, f1, f3, g, f7, 12,13, f15 z tabulky 12.1. Pre jednotlivé elementarne
Booleovské funkcie sa zauzivali menej formalne oznacenia, ktoré budeme aj my v d'alSom
vyklade pouzivat. Booleovské funkcie fy, f15 budeme nazyvat logickymi konstantami a
oznacovat’ symbolmi 0, resp. 1; funkciu f; budeme nazyvat konjunkciou, atd’; kvoli

*ani tedéria sa neuspokojila konstatovanim, 7e nejaka tloha je principidlne riegiteIn, ale skimala zlozi-
tost’ dloh a hfadala metédy ich optimélneho riesenia.
5y skutoénosti medzi nimi s aj konstanty a funkcie jednej premennej
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AND OR XOR
y| & y[ T y[=T
| =z | =z | =z
X XL | XL |
NAND NOR NOT
Y & Xﬁ Xﬁ
| o— Z | o— Z — o— Z
X XL | L

Obrazok 12.1: Hradla realizujice elementarne Booleovské funkcie

struénosti a prehladnosti uvadzame elementarne Booleovské funkcie, ich nazvy a sym-
bolické oznacenia prislu$nych operatorov v tabulke 12.6. V tabul'ke 12.6 nie su funkcie
fs, 10, predstavujace identitu fs(x,y) = y a negaciu fqo(x,y) = —y, pretoZe tieto su uz
zastupené funkciami f3,f,. Na druhej strane, kvoli tplnosti sme medzi elementarne
funkcie zaradili aj funkecie fg, f14, ktorymi sa budeme zaoberat’ az v poslednej casti tejto
kapitoly. Operatory pre Shefferovu | a Pierceovu funkciu | sa bezne nepouzivaja, a preto
sme obe funkcie vyjadrili pomocou konjunkcie, disjunkcie a negacie. Pre vacsinu ele-
mentarnych Booleovskych funkecii existuju logické obvody (hradla, logické ¢leny), ktoré
ich realizuju. To znamend, Ze ak napriklad na vstupy logického obvodu AND (ktory
ma dva vstupy a jeden vystup) privedieme signaly zodpovedajice logickym hodnotam
P, 4, na vystupe AND sa objavi signal zodpovedajtci logickej hodnote p&q. Schématické
oznacenie jednotlivych hradiel je uvedené na obrazku 12.1.

Zlozitejsie Booleovské funkcie moézZeme dostat’ skladanim zakladnych Booleovskych
funkcii.

DeﬁniCia 12'2' NeCh Slz f(X],XZ, e aXTL)» g] (Ul» e >Um)a 92(91» e ,ym)) ctty gn(yh e »ym)
Booleovské funkcie. Booleovsku funkciu

F(y1)"')ym) = f(gl(yh---)Um)»QZ(Ul»---»Um)a---»gn(yl»--wym)) (121)
nazveme zloZenou funkciou funkcii f, g1, g, ..., gn. Booleovskd funkcia f(x1,x2,...,%xn) sa
nazyva vonkajsou a Booleovské funkcie g1(y1,...,ym),92(Y1,-. -, Ym),--+, 9n(Y1,. .., Ym)

vnutornymi funkciami zloZenej Booleovskej funkcie F.

Poznamka. KedZe Booleovska funkcia je zobrazenie {0, 1}™ — {0, 1} skladanim Booleov-
skych funkcii dostaneme opéat’ Booleovsku funkciu. Vnuatorné funkcie zloZenej Booleovskej
funkcie by mohli mat rozliéné poéty réznych premennych. Zjednotenim mnozin vstup-
nych premennych jednotlivych Booleovskych funkcii sme dostali mnozinu {y1,...,Yym}
a potom sme jednotlivé Booleovské funkcie g; doplnili fiktivnymi premennymi na m-
arne Booleovské funkcie. Preto sme pri definicii skladania Booleovskych funkcii mohli
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x1 x2|fe fi1 fia F
O 0|0 1 1 0
o 111 0 1 1
1T 01 1 1 0
1T 110 1 0 1

Tabulka 12.7: ZloZzena Booleovska funkcia

predpokladat’, Ze vSetky vnutorné Booleovské funkcie majui rovnaky pocet rovnakych
premennych (aj ked v niektorych pripadoch fiktivnych).

Zlozenu Boleovsku funkciu 12.1 moézeme opiat zadat pomocou tabulky pravdivost-
nych hodnét, ktoru vyplnime nasledovne: aby sme vypocitali hodnotu zloZenej Booleov-
skej funkcie F(yq,...,ym) na vektore vstupnych hodnét o1, ..., o;n potrebujeme najprv
vypocitat hodnoty g1(o1,...,0m),...,9n(01,...,0m), dosadit’ ich za premenné xi,...,xn
funkecie f a potom (napriklad pomocou tabulky pravdivostnych hodnét Booleovskej funk-
cie f) vypoéitame hodnotu zloZenej Booleovskej funkcie.

Priklad 12.5. Nech F(x1,x2) = fg(f11(x1,%x2), f14(x1,x2)). Pravdivostné tabul’ky ¢iastkovych
funkcii fg, 11,114 a zloZenej funkcie F st uvedené v tabulke 12.7

Vsimnite si, Ze zloZend funkcia F(xq1,x2) = f5(x1,%2); tj. skladanim Booleovskych
funkcii, ktoré zdviseli od oboch premennych sme dostali Booleovski funkciu s jednou
fiktivnou premennou.

Uloha 12.3. Zopakujte si zdkladné vlastnosti elementdrnych Booleovskych funkeii z 2.
kapitoly (asociativnost, komutativnost, idempotentnost’ a i.) a preskimajte, ktoré z nich
sa zachovdvaju pri skladani Booleovskych funkcii!

V zapise Booleovskej funkcie pomocou pravdivostnej tabulky sa straca informaécia o
ciastkovych Booleovskych funkciach, pomocou ktorych je dana Booleovska funkcia vy-
jadrena. Tato informacia mdéze vsak byt uzitoéna pri skimani vlastnosti Booleovske;j
funkcie ako aj pri konstruovani logického obvodu, ktory ju realizuje. Preto sa popri
zapise Booleovskych funkcii pomocou pravdivostnych tabuliek pouziva aj ich vyjadrenie
v podobe formul nad nejakou mnozinou zakladnych Booleovskych funkcii. Zavedieme
najprv pojem formuly (algebry logiky)® a potom sa pozrieme na vztah medzi Booleovsky-
mi funkciami a formulami.

Definicia 12.3. Nech je dand mnoZina Booleovskch funkcii D C Ps.

1. Kazdy vyraz tvaru f(x1,...,xn), kde f € D sa nazyva formulou nad D

2. Nech je f(x1,...,xn) Booleovskd funkcia z D a Ay, ...,A; su formuly nad D, potom
aj vyraz f(Aq,...,Ay) je formulou nad D

3. Formulou nad D je Pubovolny koneény vyraz, spliajiici podmienky (1) alebo (2). Iné
formuly nad D nie st.

6V tejto kapitole sa budeme takmer vyluéne zaoberat’ foremulami algebry logiky. Ak to vSak nepovedie
k nedorozumeniu, budem slova ,algebry logiky“ kvéli stru¢nosti vynechavat
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X1 X2 X3

Obrazok 12.2: Logicky obvod pocitajici Booleovsku funkciu F

Formuly algebry logiky budeme oznacovat pismenami A,B,C,.... Ak budeme potre-
bovat’ vyjadrit, z akych funkcii formula skladanim vznikla, uvedieme ich zoznam v
hranatych zatvorkach za nazvom formuly; ak potrebujeme vediet, aké premenné ob-
sahuje, uvedieme ich zoznam v okruhlych zatvorkach za nazvom formuly. Napriklad, ak
zloZenej funkecii F (12.1) priradime formulu A, tak potom formulu A mézZeme zapisat’ ako
Alf, g1,...,dn] alebo A(y1,...,ym). Ak ako mnozinu D; zoberieme podmnozinu elemen-
tarnych Booleovskych funkcii, napriklad

D1 = {x&y,x Vy,x ® Yy, ~x},

tak potom formuly nad D; zodpovedaju zloZenym vyrokom, v ktorych premenné x; zohra-
vajua dlohu logickych premennych alebo elementarnych vyrokov. Pravdivostnd hodnotu
zloZenych vyrokov vieme bez problémov uré¢it. Naviac, ak sa nam podari vyjadrit nejakda
funkciu pomocou formuly nad danou mnoZinou D, tak potom vieme navrhnut logicky
obvod, ktory bude pocitat hodnoty danej Booleovskej funkcie.

Priklad 12.6. UvaZujme Booleovsku funkciu F(xq,x2,x3) zadant nasledujicou formu-
lou:

F(x1,%x2,%3) = ((x1&Xx2) ® —x3) V (x3&—x1).

Hodnoty tejto Booleovskej funkcie bude pocitat’ logicky obvod uvedeny na obrdzku 12.2.

Teraz upresnime intuitivne chapanie suvislosti qledzi Booleovskymi funkciami a for-
mulami algebry logiky. Upravime najprv definiciu hlbky formuly, ktord sme zaviedli pre
formuly vyrokového poctu:

1. Nech A(xq1,...,xn) = f(x1,...,%xn), kde f(x1,...,xn) € D. Potom hl(A) = 0.

2. Nech A(x1,...,xn) =f(Ay,...Ay), kde f € D. Potom hl(A) = max; hl(A), + 1.
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Teraz matematickou indukciou vzhfadom na hibku formuly ukazeme, Ze kazdej formule
algebry logiky mozno jednoznacne priradit Booleovsku funkciu. Nech A(xq,...,xn) je
formula nad D.

1. Ak hl(A) = 0, potom existuje funkcia f(x1,...,xn) € D taka, zZe A(xq1,...,xn) =
f(x1,...,xn). Funkcia f(x1,...,xn) je Booleovska funkcia priradena formule A.

2. Predpokladajme, ze kazdej formule A(x1,...,x) nad D, ktora ma hibku mensiu
ako N dokazeme jednoznacne priradit’ Booleovskud funkciu.

3. Nech hl(A) = N, potom A(x1,...,X%n) = f(A1,...,An), kde f(x1,...,xm) € D a
A, ... A st formuly nad D. KedZe hlbka formul A;,..., A, je mensSia ako N,
kazdej z tychto formul dokdZeme jednoznacne priradit Booleovsku funkciu. O-

znacme tieto funkcie (v poradi) gi(x1,...,%n),...,gm(x1,...,%xn). Potom zloZena
Booleovska funkcia f(g1(x1,...,%Xn),...,gm(x1,...,%xn)), ktora je zadana jednoznac

ne funkciami f, g1,.. ., gm je Booleovskou funkciou priradenou formule A(x1, ..., xn).
Nech A(x1,...,xn) je formula algebra logiky a f(x1,...,xn)—Booleovska funkcia pri-
radena formule A(xq,...,xn). Potom pre 'ubovolny sibor hodnét o7, ..., 0, premennych
X1,...,%xn plati A(oy,...,0n) = f(07,...,0n). Preto hovorime, Ze formula A realizuje
Booleovsku funkciu f(x1,...,xn). UkdZeme teraz na priklade, ako sa formule prirad’uje

Booleovska funkcia.

Priklad 12.7. UvazZujme formulu A(x1,x2,x3) = f7(f2(x1,x3), fo(x1, f10(X2,%3))) nad mno-
zZinou vSetkych bindrnych Booleovskych funkcii z tabulky 12.1. Ndjdeme Booleovskii
funkciu f(x1,x3,x3) priradent formule A a zapiSeme ju pomocou tabul’ky pravdivostnych
hodnét. Budeme postupovat’ nasledovne

e najprv vytvorime tabulku pravdivostnych hodnét Booleovskych funkcii f2(xq,x3) a
f10(x2,%x3). Obe funkcie doplnime na funkcie troch premennych fiktivnymi premen-
nymi (v prvom pripade premennou x,, v druhom — x1) a rozsirené (terndrne) funkcie
oznadéime symbolmi yi(x1,x2,x3) = f2(x1,%x3), resp. y2(x1,x2,x3) = f10(x2, x3).

e Pre jednotlivé subory hodnét o1,0,,03 premennych x1,x2,x3 vypoéitame hodnoty
y2(01, 02, 03) a zostrojime tabul’ku pravdivostnych hodnét funkcie fo(x1,f10(x2,%3)),
ktort kvdli strucnosti oznacime symbolom ys(x1,x2,%x3) = fo(x1,y2).

e Nakoniec v tabulke pravdivostnych hodnoét ndjdeme hodnoty y1(o1,02,03) a ys(o;,
02,03), dosadime ich do funkcie t7 : f7(y1,y3) a na zdklade hodnét, ktoré pre
hodnoty 01,02, 03 funkcia f; nadobida, zostrojime pravdivostni tabulku funkcie
f(x1,%2,%3).

Kazdej formule nad mnoZinou D mozno teda jednoznacne priradit’ Booleovsku funkciu.
Ak by sme dokéazali realizovat’ jednotlivé funkcie z mnoziny D logickymi obvodmi, potom
by sme dokazali vytvorit’ aj logicky obvod, ktory by realizoval (pocital hodnoty) danej
Booleovskej fukncie. Z tohoto hladiska je zaujimava nasledujica otdzka—mozZno pre
danua Booleovsku funkciu n4jst’ formulu nad mnozinou D, ktora ju realizuje? Odpoved
na tuto otazku budeme hladat’ v nasledujucich ¢astiach tejto kapitoly.
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X1 X2 X3|Yr X1 Y2 y3|f7
o 0 O0]0 O 1T 00
o o0 1,10 O 1 010
O 1 010 O 0 1/]1
O 1 1,0 0 0 1/]1
1 0 0|1 1 1 111
1 0 110 O O 00
1 1 00 1T 0 010
1 1 170 1 0 010

Tabulka 12.8: Tabulka pravdivostnych hodnot funkcie priradenej formule A(x1, x>, x3)

12.3 Rozklad Booleovskych funkcii podlPa premennych.
Normalne formy

Uvazujme mnozinu Boleovskych funkcii D, = {x&y, xVy, —x}. UkazZeme, Ze pre 'ubovolna
Booleovski funkciu mozno zostrojit formulu nad D,, ktora dant Booleovsku funkciu rea-
lizuje. Podobne ako pre formuly vyrokového poctu zavedieme aj pre logické premenné
nasledujuice oznacenie:

x% =x&oV (—0)&(—x),kde o € {0, 1}.
Plati
N ak 0 =0,
| x ako=1,
¢o sa da vyjadrit’ aj nasledovne:
o x akx=o,
X =
—x akx#o.

Veta 12.1. (O disjunktivnom rozklade Booleovskej funkcie podla premennych) Nech je

f(x1,...,xn) Pubovolnd Booleovskd funkcia a nech 0 < m < n. Potom plati
f(xl,' .. )Xm)xm+]" .. ?Xn) -
— \/ X7 & ... &XS&F (07, ..., Omy X1, - -+, Xn) (12.2)
01 ,y.eey Om
pricom disjunkcia sa berie cez vSetky mozné vektory hodndét premennych x1, ..., Xm.
Dokaz. Nechje (aj,...,an) 'ubovolny vektor hodn6t premennych x4, ..., x,. Dosadenim

do 12.2 dostavame:

f(a])"->an) =
= \/ a?‘&...&aﬁ{“&f(o‘h...,dm, Amity---,an). (12.3)
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Ak pre nejaké i, 1 <1 < m a; # oy, tak a* = 0 a kazda konjunkcia vo formule 12.3,
ktora obsahuje ¢len a;* nadobuida hodnotu 0. Pre disjunkciu plati x\VV0 = 1. Ak je funkcia
f(x1,...,xn) identicky rovna 0, tak vd’aka ¢lenu f(o7q,..., 0m, mit,. .., an) je kazdy clen
disjunkcie 12.3 nulovy a tvrdenie vety je v tomto pripade pravdivé.

Nech f(x1,...,xn) nie je konstanta 0. Z disjunkcie vypadni vSetky konjunkcie ob-
sahujuce c¢leny af ! také, ze a; # 0 a zostane v nej len clen

(o) (o .
a;'&... &aih&f(oq,...,0m, Qmyt, ..., an), kdeay =03, i=1,...,m.

Potom v8ak a'&...&a%r =1a

flag,...,an) = 1&f(ay,...,an) =f(a,..., an).

Poznamka. Hoci sme rozklad Booleovskej funkcie robili vzhfadom na premenné
X1,...,%Xm, rovnako dobre sme mohli Booleovsku funkciu rozlozit’ aj podla premennych
Xipy e Xi

m

Priklad 12.8. Rozlozime funkciu x1 = x2 vzhladom na obe premenné:

x1=x2 = K&(0=x)]VIXI&(1 = xp)] =
= [ x1&(0 = x2)] V [x1&(1 = x2)]. (12.4)

Ale aj funkcie (0 = x2) a (1 = x2) z formuly 12.4 mozno rozlozit’ vzhl'adom na premennt
X!

0=x2 = [X3&(0=0)]V[x&0=1)] =
= [x2&(0 = 0)] V [x2&(0 = 1)]. (12.5)
Podobne
T=x = K&(1=0)]V &1 =1)=
= [x2&(1 = 0)]V x2&(1 = 1)]. (12.6)

Dosadime teraz formuly 12.6 a 12.5 do formuly 12.4 a upravime:

(31 = x2) = [x1&[(7%2&(0 = 0)) V (%2&(0 = 1))V x1&[(—x2&(1 = 0)) V (x2&(1 = 1))]
= [_‘X1&:ﬁX2&(O = 0)] V [_‘X]&Xz&(o = 1)] V [X]&_‘Xz&i(] = 0)] V x1&x0&(1 = ])]

Kedze (0 =0)=(1=1)=0=1)=1,(1=0) =0, (p&0) =0, (p&1) = p a napokon
(p VO) = p, pre funkciu (x1 = x2) po poslednych tpravdch dostdvame nasledujiicu
formulu:

(x1 = x2) = (x1&x2) V (x1&x2) V (x1&x2).
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Poznamka. Zapis negacie a konjunkcie v predchadzajicich formulach je trochu ne-
prehladny. Vo vyrokovej algebre sa pouziva jednoduchsie oznacenie. Operator kon-
junkcie sa zvykne tam kde to nesp6ésobi nedorozumenie vynechavat a konjunkcia x&y sa
zapisuje ako xy. Negacia premennej (ale vo vSeobecnosti aj formuly) sa oznacuje vodor-
ovnou ¢iarou nad premennou (formulou), na ktori sa negacia vzt'ahuje: tak napriklad
—x1 sa zapisuje ako X7. Formula, ktord dostaneme rozkladom implikécie z predchadza-
juceho prikladu podla oboch premennych, bude mat tvar:

(x1 = x2) =x1%2 Vx1%2 V X1X2.

Dosledky vety 12.1 Uvazujme dva krajné pripady vzhladom na pocet premennych,
podla ktorych sa robi rozklad:

m =1 (Rozklad funkcie podla jednej premennej)

(X1, 0oy Xiy e ooy Xn) =
=x&f (%1, ..., %i-1,0,Xix1, - - -, Xn) Vi &f (%1, ..oy xi01, 1, X401, -+ o, Xn). - (12.7)

m=n (Rozklad funkcie podla vSetkych premennych)

fxr,...,xn) = \/ %7 . .x&f(o1,..., on). (12.8)
07 yeeny On
Ak do Booleovskej funkcie f(x1, ..., x,) dosadime za vSetky premenné nejaké hodnoty,
napriklad oq,..., on, dostavame nularnu funkciu, ¢ize konstantu: f(oq,...,on). Ak vSak
f(o1,...,0n) =0, potom aj
x{' . oxr&f (o7, ..., 0n) =0
a preto z formuly 12.8 mézeme vynechat’ vsetky konjunkcie, pre ktoré f(oq,...,0n) = 0.

V disjunkcii zostavaja tie ¢leny (konjunkcie),

X' . .oxpr&f (o1, .., on) pre ktoré f(oy,...,0n) = 1.
Ale p&1 = p, a preto mozeme vyraz f(o7,...,0n) v konjunkecii
X' oxpr & (o, ..., o)
vynechat’. Po tychto upravach dostavame pre Booleovsku funkciu f(xq,...,x,) formulu
f(x1,...,%Xn) = \/ Xy xS, (12.9)
(O_] Yty UTL)
f(o1,...,0n) =1

ktora sa nazyva uplnou disjunktivnou normdlnou formou ( UDNF) Booleovskej funkcie
f(X1,...,%n).
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x1 X2 x3 | f | elementarna konjunkcia
0O 0 0|1 X1X2X3
0O 0 110
0 1 0|1 X1X2X3
0 1 1|1 X1X2X3
1 0 010
1 0 111 X1X2X3
1T 1 010
1 1 110

Tabulka 12.9: Konstrukcia UDNF pre Booleovsku funkciu f(x1, x2, x3)

Skér ako ukaZzeme, ako sa pre Booleovsku funkciu zostrojuje UDNF, zavedieme nie-
kolko uzitoénych pojmov, ktoré budeme pri popise a skimani disjunktivnych normal-
nych foriem pouzivat. Vyraz x;* ktory predstavoval premennu x; alebo jej negaciu x;

budeme nazyvat literdlom. Nech sud x1, ..., x, premenné (nejakej Booleovskej funkcie) a
nech
i O kde 0 <1<
X e x T, kde 0 <r<mn,
st 'ubovol'né literaly premennych x1, ..., x,. Potom budeme vyraz

(o] O;
K=x"&...&x;""
1 I

nazyvat elementdrnou konjunkciou’. Tam, kde to nepovedie k nedorozumeniu, budeme
operatory konjunkcie (&) vynechavat. Hodnotu r nazveme rangom konjunkcie K, ak
r = 0, hovorime, Ze konjunkcia K je prazdna a jej hodnota je 1. Nech sa K;,..., Ky,
navzajom rozne konjunkcie. Vyraz D = K, V ---V K;, sa nazyva disjunktivnou nor-
mdlnou formou (DNF). Hodnota m sa nazyva dizkou disjunktivnej normdlnej formy D.
Ak m = 0, DNF D je prazdna a jej hodnota je rovna 0. Uplna disjunktivna normalna
forma sa vyznacuje tym, Ze vSetky jej konjunkcie su elementarne a obsahuju literaly
véetkych n premennych. V nasledujicom priklade ukazeme, ako sa konstruuje UDNF
Booleovskej funkcie.

Priklad 12.9. Nech je dand Booleovskd funkcia f(x1,x2,x3) = 10110100. Zapiseme Boo-
leovski funkciu f pomocou tabulky pravdivostnych hodnét. Jednotkovym (nulovym)
riadkom pravdivostnej tabul’ky nazveme riadky zodpovedajiice tym vektorom hodnét pre-
mennych, na ktorych Booleovskd funkcia f nadobiida pravdivostni hodnotu 1 (resp. 0).
Jednotkovému riadku zodpovedajiicemu vektoru o1,02, 03 priradime elementdrnu kon-
Junkciu x7'x52x3° . Tieto elementdrne konjunkcie pospdjame disjunkciami a formula, ktori

takto vytvorime, je uiplnou disjunktivnou normdlnou formou Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3)

f(x1,%x2,%3) = X1%X2X3 V X1%x2X3 V X1%X2%X3 V X2X3.

Vsimnite si, Ze elementdrna konjunkcia x{'x3*x3* nadobiida pravdivostni hodnotu 1 len

na jedinom vektore; 01,02, 03 Uplnd disjunktivna normdlna forma Booleovskej funkcie

"Elementarnost konjunkcie spoéiva v tom, Ze jej operandami st literaly. Ak by operandom konjunkcie bo-
la iné zloZena formula, vyraz by predstavoval konjunkciu, ktora by vsak nebola elementarnou konjunkciou,
napriklad: x; &(x2 = x3.)
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X1 X2 X3 | X1X2X3 | X1%2X3 | X1x2x3 | x1%X2%3 || f(x71,%2,%3)
0O 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 0 0
o 1 0 0 1 0 0 1
o 1 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 1
1 1T 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0

Tabulka 12.10: UDNF Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3)

X1 X2 X3 | X1X3 | X1x2 | Xx1X2x3 || f(x71,%2,%3)
0O 0 0 1 0 0 1
0O 0 1 0 0 0 0
o 1 0 1 1 0 1
o 1 1 0 1 0 1
1T 0 O 0 0 0 0
1T 0 1 0 0 1 1
1T 1 0 0 0 0 0
1T 1 1 0 0 0 0

Tabulka 12.11: Realizacia Booleovskej funkcie f(x1, x2, x3) pomocou DNF D*

v podstate predstavuje zoznam vektorov hodnét, na ktorych dand Booleovskd funkcia
nadobida hodnotu 1. Pre Booleovski funkciu f(xq,x2,x3) to ndzorne ukazuje tabulka
12.10.

Je uplna disjunktivna norméalna forma jedinou formulou, ktora realizuje Booleovsku
funkciu f(x1, x2, x3) z predchadzajiuceho prikladu? Ukazeme, Ze nie. Ked'ze

X1%2%3 V X1x2X3 = X1%3(x2 V X2) = X1X3

X1X2X3 V X1X2X3 = X1X2,

Ako je dobre vidiet’ z tabulky 12.11 Booleovsku funkciu f(x1, x2, x3) moZno realizovat’ aj
pomocou disjunktivnej norméalnej formy

D* =x1x3VX1%x2 V x1X2X3.

Uloha 12.4. Zostrojte logicky obvod realizujiici Booleovski funkciu f(x1,x2,x3)!
Uloha 12.5. Zostrojte UDNF aspori pre 5 rozliénych Booleovskych funkcii troch premen-
nych!

Ked'Ze pre vacsinu Booleovskych funkcii existuje viacero disjunktivnych norméalnych
foriem, ktoré ich realizuji, na realizaciu danej Booleovskej funkcie sa zvycajne vybera
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optimalna DNF. Existuje viacero kritérii, pomocou ktorych mozno posudzovat DNF.
Uvedieme dve najcastejSie pouzivané: DNF realizujica danu Booleovsku funkciu f sa
nazyva

1. minimdlnou, ak zo vSetkych DNF realizujicich dani Booleovski funkciu obsahuje
minimalny pocet literalov;
2. najkratsou, ak zo vsetkych DNF realizujicich dant Booleovska funkciu ma min-

imalnu dlzku (obsahuje minimalny pocet konjunkeii).

Zjednodusene povedané, vyber minimalnej DNF minimalizuje pocet spojeni medzi
hradlami a vyber najkratSsej DNF zasa minimalizuje pocet hradiel v logickom obvode
realizujicoum dand Booleovskd funkciu f.® Zakladmi optimalizacie DNF sa budeme
zaoberat’ v nasledujucej casti tejto kapitoly.

Uloha 12.6. Zostrojte minimdlne a najkratsie DNF pre funkcie

1. x1 = x2,

2. f(X1,X2,X3) = (O]O] 10”),

3. f(x1,%x2,x3) = (11011001).

Co spravime v pripade, ked mame realizovat konstantu 0? Pre tu sice neexistuje

UDNF (ak za UDNF nepovazujeme prazdnu DNF), ale konstantu 0 mézeme vyjadrit
napriklad pomocou formuly x&¥x, Tymto sme uzavreli dékaz nasledujicej vety:

Veta 12.2. Lubovolnii Booleovskii funkciu mozno realizovat’ pomocou formuly nad mnoZi-

nou Booleovskych funkcii {x1&x2,%x1V x2,7x}.

Okrem disjunktivnej normalnej formuly existuji aj iné spésoby vyjadrenia Booleov-
skych funkcii v podobe formul nad mnozinou {x;&x>,x1 V x2,—x}. Jednou z nich je tzv.
konjuktivna normdlna forma.

Veta 12.3. (O konjuktivnom rozklade Booleovskej funkcie) Nech je f(x1,...,xn) lubovolnd
Booleovskd funkcia a nech 1 < m < n. Potom plati

f(xb-u)xm)Xerb--an) =
= N XV VXTIV (o1, Oy Xy Xn) (12.10)

kde symbol N\ oznacuje konjunkciu a konjunkcia sa berie cez vSetky mozné vektory hodnot
premennych x1,...,%n.

Dokaz. Veta sa dokazuje analogicky ako veta 12.1. O

8zjednodusenie spoéiva v predpoklade, Ze sa v logickom obvode pouziju hradla, ktoré maju dostatoény
pocet vstupov na realizaciu elementarnej konjunkcie, resp. disjunkcie v§etkych konjunkcii danej DNF. Ak
sa pouziju hradla AND a OR s dvoma vstupmi a jednym vystupom, vztah medzi dizkou DNF a poctom
hradiel bude zlozitejsi.
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Dosledok. Pre I'ubovolnd Booleovsku funkciu f(x1,...,xn) # 1 plati
f(x1,...,xn) = A\ SSLRVARRAVA'LLY (12.11)
01,...,0n

f(o1,...,0n) =0

Formula 12.11 sa nazyva uplnd konjuktivna forma (UKNF) Booleovskej funkcie
f(x1,...,xn). UKNF pre danu Booleovski funkciu zostrojime tak, Ze kazdému nulové-
mu riadku pravdivostnej tabulky (t.j. riadku, prislichajicemu vektoru (o7, ..., 0n), pre
ktory f(o1,...,0n) = 0) priradime tzv. elementarnu disjunkciu x7" V .-V xZ* a potom
tieto elementarne disjunkcie pospdjame konjunkciami. UKNF pre Booleovsku funkeciu
z prikladu 12.16 ma tvar

(x1Vx2VX3)&(Xx1 Vx2Vx3)&(X1 VX2V x3)&(%X71 VX2V X3).

Uloha 12.7. Vyberte si aspori 5 Booleovskych funkcii troch premennych a zostrojte pre ne
UKNF!

Uloha 12.8. Zostrojte konjunktivny rozklad funkcie x1 = x, podla oboch premennych!

Ako je vyhodnejSie zadavat’ Booleovské funkcie—formulami, alebo pravdivostnymi
tabulkami? Formuly nad {x;&x;, x1V x3, =x} nebudi rozhodne zlozitejsie ako pravdivost-
né tabulky, pretoze UDNF a UKNF zloZitostou priblizne zodpovedaju pravdivostnym
tabulkdam. Existuju vSak Booleovské funkcie, ktoré sa zapisuju pomocou formiul pod-
statne jednoduchsie v porovnani so zdpisom pomocou pravdivostnych tabuliek. Naprik-
lad funkcia f(x1,...,%x100) = x1&...&x100. Formula pre realizujica tiuto funkciu ma 100
literalov a 99 znakov konjunkcie, zatial ¢o pravdivostna tabulka (ktora mimochodom
obsahuje jediny jednotkovy riadok) ma 2% = 1267650600228229401496703205376 riadkov.

12.4 Minimalizacia disjunktivnych normalnych foriem

V predchéadzajicej ¢asti tejto kapitoly sme ukazali dve podstatné skutoénosti: kazdd?
Booleovsktu funkciu mozno realizovat pomocou disjunktivnej norméalnej formy a pre
danu Booleovski funkciu spravidla existuje viacero DNF, ktoré ju realizuju. KedZze
priemerna n-arna Booleovska funkcia ma pribliZne polovicu jednotkovych vektorov, jej
UDNF bude mat dizku ~ 2™ a bude obsahovat ~ n2™ literdlov. V praktickych a-
plikaciach sa pracuje s binarnymi veli¢inami o velkosti niekol'ko desiatok bitov (¢isla,
znaky, instrukcie). Popisat spracovanie (napriklad) dvoch 32-bitovych ¢isel pomocou
Booleovskych funkcii a tie realizovat pomocou UDNF je prili§ zlozité a neefektivne. V
praxi sa na navrh logickych obvodov pouziva ina metéda: zlozity problém sa rozlozi
na jednoduchsie, tie sa popiSu pomocou Booleovskych funkcii, navrhnu sa pre ne efek-
tivne obvody a riesenie globalneho problému sa ,posklada“ z ¢ciastkovych rieseni. Rozsah
ciastkovych problémov je taky maly, Ze je mozna optimalizacia ich rieSeni. Napriklad

9Pripominame, ze kon$tantu 0 mozno realizovat pomocou prazdnej DNF a konstantu 1 pomocou UDNF
x1 VXi.
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ai by T |Tio¢
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 0 1
0 1 1 1 0
1 0 0 0 1
1 0 1 1 0
1 1 0 1 0
1 1 1 1 1

Tabulka 12.12: Jednobitova séitacka

scitanie dvoch n-bitovych ¢isel sa da realizovat pomocou n jednobitovych séitaciek, z
ktorych kazda vypocitava sucet troch jednobitovych ¢isel (dvoch jednobitovych sc¢itancov
a prenosu z nizsieho radu). Vysledny 2n-bitovy sumator bude mat zlozitost' (vyjadrena
poctom literalov) 10n (pozri priklad 12.10). Ak by sme sc¢itanie realizovali pomocou log-
ickych obvodov vychadzajicich z DNF 2n-arnych Booleovskych funkcii, potrebovali by
sme n+ 1 takychto Booleovskych funkcii a zlozitost’ takto zostrojeného logického obvodu
by bola ~ n?- 2™,

Priklad 12.10. Sumdtor so sériovymn prenosom. Vstupom st dve bindrne hodnoty a;, b,
a prenos z predchddzajiceho niZsieho rddu ri_q. Vystupom sumdtora je stucet c; = ai ®
by = aib; V aib; a prenos do vyssieho radu: ri = aib; V airi_1 V biri_1. Pocet literdlov vo
formuldch pre vystupni hodnoty ci, i je zhora ohranicenyl® éislom 10.

Ako vsak najdeme optimalnu DNF pre dana Booleovskiu funkciu? UvaZujme n-arnu
Booleovsku funkciu f(x1,...,xn). Existuje 3™ rozlicnych elementarnych konjunkcii pre-
mennych x1,...,xn; pretoze pre 'ubovolné 1 < i < n elementarna konjunkcia

e premennu x; neobsahuje, alebo
e obsahuje premennt x;, alebo

e obsahuje negaciu premennej xi; X;.

Kazda disjunktivna normalna forma je jednoznaéne urcena vyberom konjunkcii—je zrej-
mé, ze kazda z 3™ rozlicnych elementarnych konjunkcii bud’ patri alebo nepatri do DNF.
Celkovo je teda moznych 23" DNF premennych x1, ..., xn. Teoreticky by sme teda mohli
postupovat’ nasledovne: usporiadali by sme vSetky DNF (napriklad najprv podl'a poctu
literalov a potom lexikograficky) a potom by sme postupne preverovali, ¢i DNF realizuje
zadanu Booleovski funkciu alebo nie. Prva DNF, ktoru by sme takymto spésobom nasli,
by bola minimalna DNF danej Booleovskej funkcie. Zial, principidlne jednoduchd met6-
da je pouzitelna nanajvys pre funkcie troch premennych, pretoZze mnozina konjunkcii,
ktoré mozu patrit do DNF je prili§ velka. Prakticky sa tento problém riesi tak, Ze sa
najprv podstatne zizi mnozina kandidatov na konjunkcie v DNF a potom sa na ziZena

Yriegenie, ktoré sme zostrojili, potrebovalo 10 literdlov. Nie je vyliéené, Ze existuje lepsie rieSenie, ktoré
vystaci s mensim pocCtom literalov. Ale nasa konstrukcia zarucuje, zZe 10 literalov bude urcite stacit’.
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mnozinu aplikuju sofistikované metédy preberania. Optimalizacia (minimalizacia) DNF
je mimoriadne zaujimava tak z praktického (konstrukcia logickych obvodov) ako aj teo-
retického hladiska. Mnohé optimalizacné problémy mozno previest na minimalizaciu
DNF a tak najdenie efektivnej metédy na minimalizdciu DNF by pomohlo vyriesit aj
cely rad tazkych, uzitoénych a zaujimavych optimaliza¢nych tloh. Preto sa minimaliza-
cia DNF intenzivne Studuje od polovice minulého storo¢ia a navrhom rozli¢nych schém
realizujicich Booleovské funkcie a skimaniu ich zlozitosti sa zaobera samostatna dis-
ciplina. My sa teoretickych poznatkov o zloZitosti Booleovskych funkcii dotkneme len
okrajovo a sustredime sa na prezentaciu dvoch metéd konstrukcie optimalnych a sub-
optimalnych DNF Booleovskych funkcii; metédu Quine-McCluskey a metédu zalozenu
na Karnaughovych mapach.

12.4.1 Geometrické principy minimalizacie DNF

Minimalizcia DNF ma velmi ndzornud geometricku interpretaciu—zodpoveda konstrukeii
pokrytia grafu Booleovskej funkcie $pecidlnymi podgrafmi. Zavedieme najprv niektoré
potrebné pojmy a potom sa budeme zaoberat’ minimalizaciou DNF.

Definicia 12.4. Nech u = (a,...,a,),v = (b1,...,by) st bindrne vektory dl/zvky n.

(a) Pocet jednotkovych zloZiek vektora u budeme nazyvat Hammingovou vdhou vektora
a oznacovat symbolom wt(u).

(b) Pocet zloZiek, v ktorych sa vektory wa,v odlisuji, budeme nazyvat’ Hammingovou
vzdialenostou vektorov u,v a oznacovat’ symbolom d(u,v).

Poznamka. dJe zrejmé, ze = wt(u @ v).

Definicia 12.5. (Graf Booleovskej funkcie).

(a) n-rozmernou Booleovskou kockou nazveme graf B™ = (V,U), kde V = {c(n,0),...,

ooy o(n, 20— 1)) a U = {(vy,v;);d(o(m, 1), o(m,§) = 1))

(b) Nech f(x1,...,xn) je n-drna Booleovskd funkcia, N¢ ={(ai,...,an);f(as,...,an) =1}
Jje mnoZina jednotkovych vektorov funkcie f. Vrcholom o(n,1) Booleovskej kocky
B™ priradime hodnoty f(o(n,1)); vrcholy zodpovedajiice vektorom z mnoZiny Ng
nazveme jednotkovymi vrcholmi. Grafom Booleovskej funkcie f nazveme podgraf
indukovany mnozinou jej jednotkovych vrcholov.1!

Priklad 12.11. Na obrdzku 12.16 st uvedené 0,1, 2, 3 rozmerné Booleovské kocky. UvaZu-
jme napriklad funkciu v z tabulky 12.23. Graf tejto funkcie je zndzorneny na obrdzku
12.4 hrubymi ¢iarami.

"Nech je dany graf G = (V,U) a V; C V je nejakd podmnozina nboziny vrcholov grafu G. Podgrafom
grafu G indukovanym mnozinou vrcholov V; je graf G; = (Vi,U;), kde U; = (Vi x Vi) N U tj. hranami
podgrafu G; su prave tie hrany grafu G, ktoré su incidentné s vrcholmi z mnoziny V;. Graf Booleovske;j
funkcie je potom B™(f) = (V(f), U(f)); V(f) = {o(n,1) € V;o(n,i) € N¢, U(f) = UNV(f) x V(f).
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Obrazok 12.3: Booleovské kocky
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Obrazok 12.4: Graf Booleovskej funkcie r;
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Pozrieme sa, ako sa operacie s funkciami prejavia na ich grafoch. Nech su f, g dve
n-arne Booleovské funkcie premennych x1,...,xn; B*(f) = (V¢, Ug) a B™(g) = (Vg, Ug) s
grafy tychto funkeii. Potom

(a) grafom funkcie —f je podgraf B™ indukovany mnozinou vrcholov {0, 1}™ — V4;
(b) grafom funkcie f&g je podgraf B™ indukovany mnoZinou vrcholov V¢ N Vy;

(c) grafom funkcie f V g je podgraf B™ indukovany mnoZinou vrcholov V¢ U V.

Ako sme ukazali v predchadzajucom priklade, graf Booleovskej funkcie predstavu-
je iny spdsob reprezentacie Booleovskej funkcie. Urcit’ hodnotu Booleovskej funkcie f
na vektore o1, ..., 0, znamen4, zistit, ¢i jej graf B™(f) obsahuje vrchol o7,..., on. Efek-
tivnost’ takéhoto vypoctu zavisi od toho, ako efektivne sa podari charakterizovat’ graf
B"(f). Jeden z moznych spdsobov je zostavit’ zoznam vsetkych jednotkovych vrcholov
grafu B™(f). Takyto pristup vSak (vzhI'adom na pocet jednotkovych vektorov priemerne;j
Booleovskej funkcie) uz pre relativne malé hodnoty n vedie k znacne rozsiahlym zoz-
namom. Preto sa hladaju vzt'ahy medzi jednotkovymi vrcholmi grafu B™(f), ktoré by
umoznili zaradit’ ich do takych skupin (podmnozin) spiflajﬁcich nasledujtice prirodzené
poziadavky

e kazdy jednotkovy vrchol grafu B™(f) patri do aspon jednej skupiny vrcholov,

e kazda skupina vrcholov sa d4 jednoducho charakterizovat a prislusnost’ vrcholu do
skupiny sa da efektivne urcit’.

Implicitne sa predpoklad4, Ze ziadna skupina neobsahuje nejaky nulovy vrchol, pretoze
to by znamenalo zmenu p6vodnej Booleovskej funkcie.

Takéto rieSenie zodpoveda konstrukcii zvlastneho pokrytia grafu B™(f).

Definicia 12.6. (Vrcholové pokrytie) Nech je dany graf G = (V,U) a nech si G; =
(Vi, Uy), i =1...,k podgrafy grafu G. Potom hovorime, Ze

(a) graf Gy = (V;i, U;) pokryva mnoZinu vrcholov V; grafu G,
(b) grafy G; tvoria (vrcholové) pokrytie grafu G, ak | J; Vi = V.

Pokrytie na prvy pohl'ad pripomina rozklad mnoziny vrcholov na triedy ekvivalencie.
Od rozkladu sa vsak odliSuje tym, Ze jednotlivé skupiny vrcholov nemusia byt disjunkt-
né.

Teraz je dolezité najst’ podgrafy, pomocou ktorych by bolo mozné pokryt graf B™(f).
Pozrieme sa najprv na to, aky je vztah medzi formulou (DNF) a grafom Booleovskej
funkcie, resp. ¢o zodpoveda elementarnym konjunkciam z DNF Booleovskej funkcie v
jej grafe B™(f). Kvo6li nazornosti budeme pracovat’ s trojrozmernou Booleovskou koc-
kou z obrazka 12.16 a budeme vytvarat DNF a grafy rozlicnych Booleovskych funkecii.
Zactneme konstantou 0. Konstanta 0 nemda Ziadne jednotkové vektory a teda jej graf

neobsahuje Ziadne vrcholy a je prazdny. Lubovolnej elementérnej konjunkeii x{*x3%x3°
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zodpoveda jediny jednotkovy vektor o7,0,,03 a jemu prislichajuici jednotkovy vrchol
v Booleovskej kocke B3. Zaujimava situdcia nastane vtedy, ked sa v kocke vyskytuji
susedné (t.j. spojené hranou) jednotkové vrcholy. Napriklad, dvojici susednych (jed-
notkovych) vrcholov 111,110 v kocke B3 odpovedaji elementdrne konjunkcie x1x>x3 a
x1x2%3 a UDNF danej funkcie by mala tvar xixox3 V x1x2X3. Pouzijeme distributivny
zékon a upravime UDNF nasledovne:

x1x2%3 V x1X2%X3 = x1x2(x3 V X3) = x1%x21 = x1%)2.

7 hladiska pokrytia to znamena, Ze dvojicu (jednotkovych) vrcholov 111,110 moéZeme
pokryt hranou (jednorozmernou Booleovskou kockou). Zoberne napokon Stvoricu (jed-
notkovych) vrcholov leziacich napriklad na prednej stene kocky B3: 000,010,011, 001.
Téato Stvorica je pokrytd dvojrozmernou kockou. V UDNF bude uvedenej $tvorici jed-
notkovych vrcholov zodpovedat’ formula

xX1x2%x3 V X1x2x3 V X1x2X%3 V X1X2X3
Opakovanym pouzitim distributivneho zakona tito formulu upravime na tvar
X1(X2%3 V x3%x3 V Xox3 V x2x3) = X7.

Teraz uz vieme dost’ na to, aby sme mohli popisat’ vzt'ahy medzi geometrickym modelom
Booleovskej funkcie a jej DNF.

(a) elementarnej konjunkeii xz hoL. ,xz ' zodpoved4 mnoZina vrcholov/vektorov tvoria-
cich jednotkovi podkocku dimenzie n — r. Vrcholy/vektory tejto podkocky maja

fixované zlozky iy, ...,1r, na ktorych nadobudaji hodnoty oy, , ..., oy,.

T

(b) DNF Booleovskej funkcie zodpoveda pokrytie vrcholov jej grafu jednotkovymi pod-
kockami.

(¢) UDNF Booleovskej funkcie zodpoveda pokrytie vrcholov jej grafu jednotkovymi pod-
kockami dimenzie 0.

Konstrukcia DNF teda zodpoveda konstrukcii pokrytia vrcholov grafu Booleovskej funkcie
jednotkovymi podkockami. Jednotkovy vrchol vSak moze byt pokryty podkockami ro-
zlicnych dimenzii. Uvazujme napriklad Booleovsku funkciu f(xq,x2,x3) = (01111111).
Potom vrchol 111 mozZno pokryt 0-rozmernou podkockou zodpovedajicou elementarne;j
konjunkecii x1x2x3, 1-rozmernou podkocou (hranou) zodpovedajicou elementarnej kon-
junkeii x1x,, dvojrozmernou podkockou zodpovedajicou elementarnej konjunkeii x;.!2
Videli sme, Ze ¢im vicsSia je dimenzia podkocky, tym jednoduchsia je jej prisluchaju-
ca konjunkcia a tym viac jednotkovych vrcholov pokryva. Ak mame mozZnost pokryt
nejaky jednotkovy vrchol podkockami viacerych rozmerov, vyberieme z nich preto pod-
kocku maximalneho rozmeru. Tento pojem je pre d’alsi vyklad taky doélezity, ze si zasluzi
formalnu definiciu.

Definicia 12.7. Nech je B™(f) graf (nejakej) Booleovskej funkcie f. Jednotkovd podkocka
C grafu B™(f) sa nazyva maximdlnou jednotkovou podkockou grafu B™(f), ak v grafe
B™(f) neexistuje jednotkovd podkocka C' takd, Ze C je podgrafom C'.

2yrchol 111 mozno pokryt aj inymi podkockami rozliénych rozmerov.
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101 111
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100 110

00 010
Obrazok 12.5: Maximalne podkocky

V tedrii DNF sa elementarne konjunkcie zodpovedajice jednotkovym podkockam
grafu B™(f) nazyvaja aj implikanty. Tento nazov vyplyva z toho, ze ak K; je elemen-
tarna konjunkcia zodpovedajica jednotkovej podkocke C; grafu B™(f), tak potom je im-
plikacia K; = f pravdiva. UvazZujme postupnost jednotkovych podkociek Cq,...,Cy,
grafu B™(f), pricom C; je zaroven podkockou Ci;; a postupnost im prislichajicich e-
lementarnych konjunkcii Ky,...,K;,. Potom platia implikacie K; = Ki;1,1 <i<ma
Km = f. Ak v grafe B™(f) neexistuje jednotkova podkocka, ktora by obsahovala pod-
kocku C,,, tak potom je C,, maximalna podkocka. Elementarna konjunkcia zodpoveda-
juca maximalnej podkocke sa nazyva prostym implikantom (prime implicant). Vyznam
pojmu implikant si najlepsie uvedomime vtedy, ked’ v implikacii K; = f nahradime ele-

mentarnu konjunkciu K; elementarnou konjunkciou K # Ki. Nech K{(a;...,a,) =1a
Ki(aj...,an) =0, potom je implikacia K; = f na vektore a;...,a,) pravdiva (0 = 0 = 1),
ale implikdcia K| = f na vektore a; ..., a,) je nepravdiva (1 = 0 = 0). Dobrou stratégiou

(aspon na prvy pohlad) pri konstrukeii minimélnej DNF by mohlo byt vytvorenie zozna-
mu vSetkych prostych implikantov Booleovskej funkcie f (resp. maximalnych podkociek
grafu B™(f)). Vzhladom na to, ako sme definovali implikanty, resp. prosté implikanty
Booleovskej funkcie, tvori aj ich disjunkcia DNF Booleovskej funkcie.

Definicia 12.8. Nech je f l'ubovolnd Booleovskd funkcia a Ky, ..., Ksje mnoZina vsetkych
prostych implikantov funkcie f. Disjunktivna normdlna forma

KiV---VKg
sa nazyva skrdtenou disjunktivnou normdlnou formou Booleovskej funkcie f.

Priklad 12.12. Na obrdzku 12.5 je uvedeny graf Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3) = (11011011).
Booleovskd funkcia md 6 prostych implikantov a jej skrdtend DNF vyzerd nasledovne:

f(x1,%x2,%3) = x1%2 V x2x3 V X1x3 V X1%2 V XoX3 V X1X3.

Predchadzajuci priklad ukazuje, Ze vSetky prosté implikanty zo skratenej DNF ne-
musia byt potrebné na realizaciu Booleovskej funkcie. Booleovsku funkciu z predchadza-
juceho prikladu by bolo mozné realizovat DNF obsahujicou tri prosté implikanty:

f(x1,%2,%3) = x1%2 V X1%3 V X2X3.
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Na vylacenie nadbyto¢nych prostych implikantov zo skratenej DNF a na konstrukeciu
novej DNF sa pouziva nasledujica induktivna metéda, pri ktorej vyuzijeme korespon-
denciu medzi prostymi implikantami K; a maximalnymi podkockami C; grafu prislusne;j
Booleovskej funkcie:

1. vyberieme nejaky prosty implikant K;, a zaradime ho do DNF;

2. predpokladdme, Ze v DNF sd uZ nejaké implikanty K;,,...,K;_,,m > 1anechKj
je nejaky prosty implikant zo skratenej DNF. Ak existuje vrchol podkocky C;, . ktory
nie je pokryty podkockami C;,,...,C;, ,,zaradime K; , do DNF, v opa¢nom pripade
ho do DNF nezaradime. Tento krok opakujeme pre vSetky prosté implikanty zo
skratenej DNF.

Po ukonceni vyssie uvedenej procedury dostavame DNF, z ktorej nemozno vyradit ziaden
prosty implikant, pretoze vysledna DNF by potom uz nerealizovala dant Booleovsku
funkciu. Takato DNF, v ktorej sa nevyskytuju nadbytocné prosté implikanty, sa nazyva
iredudantnou DNF. Je zrejmé, zZe iredudantnych DNF danej Booleovskej funkcie moze
byt viacero (pozri 12.5). Napriek tomu konstrukcia miniméalnej DNF vyzera principidlne
jednoducho—najprv zostrojime UDNF, potom z UDNF skréateni DNF a elemindaciou nad-
byto¢nych prostych implikantov dostaneme niekol'ko iredudantnych DNF, medzi ktory-
mi bude jedna alebo niekolko minimélnych. Teéria je vSak nedprosna—principidlne
jednoducha metéda sa vo v§eobecnom pripade neda pouZit’, pretoze

e skratena DNF je velmi zlozita,
e iredudantnych DNF je velmi vela,

e univerzalne a efektivne metdédy preberania mnoziny prostych implikantov nie su
zname.

K tymto vysledkom sa eSte vratime v zavere tejto ¢asti, zatial sa vSak nimi nebudeme
zataZovat a pozrieme sa na prakticky pouZitelné metédy konstrukcie skratenej DNF.13

12.4.2 Quine-McCluskeyova metoda

Quineho-McCluskey-ova metéda sa vyhodne pouziva pre funkcie zavisiace od 5 a vac¢sieho
poctu premennych. My ju vysvetlime na priklade funkcie 4 premennych. Nech je dana
Booleovska funkcia f(x1,x2,x3, x4) zadana pravdivostnou tabulkou 12.13

Z konstrukcie pokryti grafov Boleovskych funkcii vieme, Ze spajat’ mozno len sused-
né vrcholy, t.j. také, ktorych Hammingovska vzdialenost je 1. Zostrojime preto zoz-
nam vSetkych jednotkovych vektorov Booleovskej funkcie f usporiadanych podfa ich
Hammingovej vahy. V zozname budeme mat 5 skupin vrcholov: vrcholy/vektory vahy
0,...,4, pozri tabulka 12.14. Vyhodou tohto usporiadania je, Ze susedné vrcholy/vektory

I3Existencia takychto metéd vobec nespochybiiuje pesimistické teoretické vysledky. Znamenad len to, Ze
existuju pripady, pre ktoré sa minimélna DNF d4 efektivne zostrojit’ a Ze mnohé praktické problémy patria
do tejto kategorie.
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Tabulka 12.13: Pravdivostna tabulka Booleovskej funkcie f.
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Tabulka 12.14: Quine-McCluskey

‘ X1X2X3X4 ‘

sa nachadzaju v susednych skupinach. VSimneme si, Ze nam vypadla skupina vektorov
vahy 3. Teraz budeme kombinovat vektory: v geometrickej interpretacii to znamena4,
Ze budeme susedné jednotkové vrcholy pokryvat hranami. Algebraicka interpretacia
,kombinovania“ vektorov znamena pouzitie distributivneho zakona a nahradenie dvo-
jice konjunkcii xK V XK jednou konjunkciou K. Aby sme nestratili prehfad o tom, ktoré
premenné sme vynechali, v prisluSsnom vektore hodnét nahradime hodnotu vynechane;j
premennej znakom "(don’t care). Vysledky 1. kola ,kombinovania“ vektorov st uvedené
v tabul'ke 12.15. Pripomenieme este, Ze ak sme tuspesne skombinovali dvojicu vektorov
z tabul'ky 12.14, oba vektory ozna¢ime znakom v'.

V 1. kole sme nasli vSetky dvojice jednotkovych vrcholov, ktoré bolo mozné pokryt
hranami. V 2 kole budeme h'adat’ moznosti pokrytia vrcholov 2-rozmernymi jednotkovy-
mi kockami; t.j. moznosti nahradenia dvojice susednych jednotkovych hran dvojrozmer-
nou jednotkovou kockou. To znamena4, Ze v tabulke 12.15 budeme opéat hladat dvojice
vektorov s Hammingovou vzdialenost'ou 1, nahradzat’ zlozku, v ktorej sa odliSuja sym-
bolom don’t care a vySkrtavat z implikantov literal v ktorom sa odlisuju. Kedze vektory
v tabulke 12.15 obsahuji symboly don’t care, kombinovat mozno len tie vektory, ktoré
maju symbol don’t care na tom istom mieste, pozri tabulku 12.16

Vysledky 2. kola kombinovania vektorov uvadzame v tabulke 12.20. V predchadza-
jucej tabulke 12.15 oznacéime tie vektory, ktoré boli pouzité v 2. kole-ide o vektory,
ktoré boli pokryté dvojrozmernymi kockami. KedZe dvojrozmerna kocka sa sklada z
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X1 X2 X3 X4 | implikant | kombinacia | kontrola
O 0 0 — X1X2X3 0,1 v
o 0 — 0 X1X2X4 0,2 v
O — 0 0 X1X3X4 0,4 v
-0 0 0 X2X3X4 0,8 v
o 0 — 1 X1X2X4 1,3 v
o o0 1 - X1X2X3 2,3 v
0o — 1 0 X1X3X4 2,6 v
o 1 — 0 X1X2X4 4,6 v
-0 0 1 X2X3X4 1,9 v
1 o 0 - X1X2X3 8,9 v
1 0 O X2X3X4 4,12 v
— 0 0 X1X3X4 8,12 v

Tabulka 12.15: Quine-McCluskey, 1.kolo

X1 X2 X3 X4 | implikant | kombinacia
o 0 0 -— X1X2X3 0,1

o o0 1 - X1X2X3 2,3

o 0o - - X1X2 0,1,2,3

Tabulka 12.16: kombinacie vektorov obsahujtcich don’t care

dvoch dvojic hran, mozno ju vytvorit dvoma rozliénymi spésobmi. Preto v kazdom
kroku budeme kontrolovat, ¢i sme nevytvorili implikant, ktory sa uz v nasom zozname
nachadza; ak ano, nebudeme ho zapisovat’ este raz, ale oznacime ako pouziti (pokryta)
aj druhu dvojicu vektorov, ktorej kombinaciou dany implikant vznikol.

Vektory z tabulky 12.20 uZz nemame s ¢im kombinovat. (Inak povedané, v grafe
Booleovskej funkcie sa nevyskytuju jednotkové podkocky dimenzie 3 a vyssej.) V neo-
znacenych riadkoch predchadzajuicich troch tabuliek 12.14, 12.15 a 12.20 sa nachadzaja
vSetky prosté implikanty Booleovskej funkcie f. Skratena DNF Booleovskej funkcie f
vyzera nasledovne:

X1X2 VXox3 V X1X4 V X3X4 V X1X2X3X4.

X1 X2 X3 x4 | implikant | kombinacia

o 0 - - X1X2 0,1,2,3
- 0 0 - X2X3 0,1,8,9
o — — 0 X1X4 0,2,4,6
- — 0 0 X3X4 0,4,8,12

Tabulka 12.17: Quine-McCluskey, 2. kolo
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12.4.3 Karnaughove mapy

Pre Booleovské funkcie mensieho poctu premennych (< 4) mozno na konstrukciu skrate-
nej DNF a casto aj na konstrukciu minimalnej DNF pouzit metédu zaloZend na inom
geometrickom modeli Booleovskej funkcie, na tzv. Karnaughovych mapach. Karnaugho-
va mapa je tabulka, do ktorej sa zapisuji hodnoty Booleovskej funkcie. Namiesto toho,
aby sme ich definovali formalne, ukdZzeme, ako sa Karnaughove mapy konstruuja. Tieto
mapy ma zmysel konstruovat’ aspon pre funkcie jednej premennej. Booleovska funk-
cia jednej premennej ma pravdivostni tabulku s dvomi riadkami, to znamena4, ze Kar-
naughova mapa musi mat’ dve policka. Aby sme nemuseli popisovat jednotlivé policka
tabul'ky, ozna¢ime to policko, pre ktoré nadobuda jedina premenna Booleovskej funkcie
hodnotu 1. Je zrejmé, ze na druhom policku nadobuda hodnotu 0.

X1

Obrazok 12.6: (Prazdna) Karnaughova mapa funkcie jednej premennej

Karnaughovu mapu pre funkciu dvoch premennych (f(x1, x2)) dostaneme tak, Ze spo-
jime dve Karnaughove mapy pre funkcie jednej premennej—f(x1,1) a f(x1,0), obrazok
12.7.

X2

X1

Obrazok 12.7: (Prazdna) Karnaughova mapa funkcie dvoch premennych

Karnaughovu mapu pre funkciu troch premennych f(x1,x2,x3) dostaneme spojenim
dvoch Karnaughovych map pre funkcie dvoch premennych f(x1,x,0) a f(x1,%x2, 1), podob-
ne ako Karnaughovu mapu pre funkciu styroch premennych dostaneme spojenim dvoch
Karnaughovych map pre funkcie troch premennych, obrazok 12.8.

Daju sa zostrojit’ aj Karnaughove mapy pre Booleovské funkcie piatich a vicsieho
poctu premennych, ale v tychto mapach uz oblasti, v ktorych sd jednotlivé premenné
jednotkové, nie su suvislé. V d’alSom sa budeme podrobnejsie zaberat Karnaughovou
mapou pre funkciu 4 premennych. Najprv explicitne uvedieme akym vektorom hodnét
zodpovedaju jednotlivé policka Karnaughovej mapy, Obr. 12.9.

Zapisme teraz do Karnaughovej mapy hodnoty Booleovskej funkcie. Podobne ako
v pripade grafu Booleovskej funkcie, kde sme sa zaoberali len jednotkovymi vrcholmi
a ich pokrytim, budeme aj do Karnaughovej mapy zapisovat len jednotkové hodnoty
Booleovskej funkcie. Na obrazku 12.10 je Karnaughova mapa funkcie 4 premennych,
ktord sme pouzili na ilustraciu Quine-McCluskeyovej metédy.

Priamo na zéklade Karnaughovej mapy mozno zostrojit UDNF Booleovskej funkcie.
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X4

X2

X2

X1
X1

X3 X3

Obrazok 12.8: (Prazdne) Karnaughove mapy funkcie troch a styroch premennych

X4

0000 | 0010 | 0011 | 0001

0100 | 0110 | 0111 | 0101
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1100 | 1110 | 1111 | 1101

X1

1000 | 1010 | 1011 | 1001

X3

Obrazok 12.9: ,Adresy“ policok v Karnaughovej mape Styroch premennych
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X2

X1

= |

X3

Obrazok 12.10: Karnaughova mapa Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3, X4)
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X4 X4
& *
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X2 X2
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X1 X1
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X3 X3

Obrazok 12.11: Susednost’ v Karnaughovej mape

Kazdému jednotkovému policku priradime elementarnu konjunkciu na zaklade jeho
yadresy“—napriklad jednotkové policko s adresou 0111 leZi v prieniku oblasti v ktorych
premenné x-, x3, x4 nadobuidaji hodnoty 1 a premenna x; hodnotu 0; jednotkovému vek-
toru 0111 teda priradime elementdrnu konjunkciu x1x,x3x4.14 Na kongtrukciu UDNF
by sme nepotrebovali konstruovat Karnaughovu mapu, ale vystacili by sme s pravdi-
vostnou tabulkou Booleovskej funkcie. Karnaughova mapa nam umoznuje viac—najst’
prosté implikanty Booleovskej funkcie. VSimneme si vektory-adresy policok Karnaugh-
ovej mapy na obrazku 12.9; kazdé policko susedi so Styrmi d’al§imi-polickom nad, pod,
napravo a nalavo, pricom susednost presahuje cez okraj Karnaughovej mapy, prozri
obrazok 12.11

Susedné jednotkové policka mozZno spojit’ do vacsich jednotkovych oblasti s 2, 4, 8,
16 polickami. Jednotkovému policku zodpoveda elementarna konjunkcia (v tomto pri-
pade) rangu 4. Dve susedné jednotkové policka tvoria oblast’, ktorej prislicha elemen-
tarna konjunkcia rangu 3. Na obrazku 12.12 st znazornené rozlicné jednotkové oblasti
so 4 polickami a im prislichajice implikanty. Implikant (elementarnu konjunkciu)
zodpovedajicu jednotkovej oblasti Karnaughovej mapy uréime tak, Ze do konjunkcie
zaradime literaly urcujice oblasti, do prieniku ktorych dana jednotkova oblast’ patri.
Ak sa v jednotkovej oblasti nachadzaju policka z oblasti x; aj X;, literal premennej x; sa v
konjunkecii nebude vyskytovat’; ak dana jednotkova oblast’ lezi cela v oblasti xi, jej kon-
junkcia bude obsahovat premenni x; a napokon, ak jednotkova oblast lezi mimo oblasti
xi jej konjunkcia bude obsahovat’ negaciu tejto premennej— X;.

Vratime sa ku Karnaughovej mape Booleovskej funkcie f(x1, x2, x3,%x4). V Karnaugh-
ovej mape vyznacime jednotkové oblasti a im prislichajice prosté implikanty (obrazok
12.13):

1. 1. stipec zlava: X3X4

2. 1. riadok zhora: X1x>

3. lavy horny kvadrant: x1x4

“Inak povedané, jednotkovému vektoru o1, 0203, 04 priradime (ako sa dalo oéakavat) elementdrnu kon-
0y 030

junkeciu x]'x52x3%x,*. Pointa je v tom, Ze v Karnaughovej mape su vyznadéené len oblasti, v ktorych nadobu-
daju jednotlivia premenné jednotkové hodnoty a nie vektory hodnot premennych.
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X4 X4
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X1%x2 V X1X3 X2X3 V XoXx3

Obrazok 12.12: Jednotkové oblasti v Karnaughovej mape
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X4
1)1) 11
1 N 1/, N
1 1
N ™ A7 X1
1 1
X3
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Obrazok 12.13: Prosté implikanty Booleovskej funkcie f(x1,x2, x3, X4)
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4. vsetky 4 rohy: X>x3

5. izolovana jednotka v pravom dolnom kvadrante: x1x,x3%x4

Skratena a zaroven minimalna DNF Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3,x4) je

X1%x2 V XoX3 V X1%X4 V X3X4 V X1X2X3X4.

12.4.4 Vyber pokrytia

Predpokladajme, ze sme dspesne zostrojili skratenti DNF; t.j. nasli vSetky prosté imp-
likanty Booleovskej funkcie. Dalsim krokom je odstranenie nadbytoénych prostych imp-
likantov a konstrukcia iredudantnej DNF. Ako sa ukaze v nasledujucej ¢asti, Booleovska
funkcia mo6ze mat’ velky pocet prostych implikantov a vybrat z nich tie, ktoré tvoria min-
imalnu DNF je vo vSeobecnosti veI'mi naroéna tloha. Pre maly poéet'® premennych sa
pokrytie da zostrojit pomocou tabulky pokrytia a niekolkych relativne jednoduchych
pravidiel. Tabulka pokrytia Booleovskej funkcie f vyzera nasledovne: kazdému jed-
notkovému vektoru funkcie f je priradeny stipec (kvéli zjednoduseniu oznacenia sa na-
miesto o(n,1i) oznacuje stipec len symbolom m; a nulové vektory do tabulky pokrytia
nezapisujeme). Riadkom matice pokrytia su priradené prosté implikanty Booleovske;j
funkcie f. Ak implikant K; pokryva vrchol/vektor m;, na priesecniku riadka K; a stip-
ca my je v tabul'ke pokrytia jednotka. V opa¢nom pripade ponechame kvoli prehladnosti
poli¢ko tabulky prazdne. Na ilustraciu uvadzame tabulku pokrytia funkcie f(x1, x2,x3,x4)
z predchadzajaceho prikladu, tabul'ka 12.18.

mp 1M1 M2 M3 TMg Mg 1Mg Mo TMy2 1My5 | Cena
X1X2 1 1 1 1 2
X2X3 1 1 1 1 2
X1X4 1 1 1 1 2
X3X4 1 1 1 1 2
X1X2X3X4 1 4

Tabulka 12.18: Tabulka pokrytia Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3, X4)

Kazdému prostému implikantu sme priradili cenu, v tomto pripade vyjadrend poc-
tom jeho literalov. Cena moéze byt stanovena aj inac¢ a zohrava délezitu tlohu pri rozhodo-
vani, ktory z prostrych implikantov zaradime do pokrytia a ktory vylucime. Je zrejmé,
Ze na to, aby vysledna DNF realizovala danu Booleovskd funkciu, je potrebné vybrat
do DNF (resp. jej zodpovedajiceho pokrytia) prosté implikanty tak, Ze ak ponechame
v tabulke len riadky zodpovedajice vybranym prostym implikantom, kazdom stipci
tabul'ky pokrytia bude aspon jedna jednotka. Pri vybere prostych implikantov budeme
vyuzivat nasledujuce pravidla:

pojem maly je relativny. Pred niekolkymi rokmi sa $tudenti naprogramovali konstrukciu minimélne;j
DNF. Program sam o sebe nebol zlozity, ale ked ho testovali na vtedy modernej 286-ke, problémy sa prejavili
uz pri funkcidch 8 premennych. Efektivnejsie kédovanie implikantov umoznilo zvysit' poc¢et premennych o
1, ale podstatné vylepSenie neprinieslo.
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Pravidlo podstatného prostého implikantu. Prvé pravidlo je jednoduché a logické:
ak je v niektorom sipci tabulky pokrytia jedina jednotka, prislusny prosty im-
plikant musi byt zaradeny do DNF (a to bez ohl'adu na jeho cenu) do DNF, pretoze
bez neho sa DNF realizujica dand Booleovsku funkciu zostrojit nedda. Takyto prosty
implikant sa nazyva podstatny. Z tabulky 12.14 vidime, Ze su vSetky implikanty pod-
statné a teda skratenda DNF je zaroven aj minimalnou DNF danej Booleovskej funkcie.
Vo vSeobecnom pripade to také jednoduché nebude. Najdenie podstatného implikantu
(napriklad K;) nam v8ak umozni zjednodusit’ tabul'ku pokrytia—mozZeme z nej odstranit’
vietky stipce, ktoré maju v riadku zodpovedajicemu Kj jednotky. Vektory/vrcholy pris-
lichajice tymto stipcom su uz pokryté vybranym prostym implikantom

Pravidlo dominujuceho riadka. Pre pravidlo dominujiceho riadka je podstatné roz-
miestnenie jednotkovych prvkov v riadku a cena riadka. Nech ma riadok r; jednotkové
hodnoty v stipcoch i1,...,1s; cenu c; a riadok 7y jednotkové hodnoty v stipcoch ..., L
a cenu cx . Budeme hovorit, Ze riadok r; dominuje nad riadkom r¢ prave vtedy, ak
{L,..., g € {i1,...,1s) a ¢5 < cy; t.j. riadok 1y pokryva len nejakd podmnoZinu tych
vektorov, ktoré pokryva riadok r; a m4 vyssiu alebo rovnaku cenu ako riadok r;. Pravidlo
dominujiceho riadka potom znie ak v tabulke pokrytia riadok r; dominuje nad
riadkom r, mozZno z nej riadok r, vynechat.

‘ mp M7 M2 M3 Mg Mg M2 Mis ‘ cena
x1x2 | 1 1 1 1 2
Xox3 | 1 1 2

Tabulka 12.19: Dominujuci riadok

Na zaciatku konstrukcie DNF obsahuje tabulka pokrytia len prosté implikanty a
pravidlo dominujiceho riadka nemozno uplatnit’. Po uplatneni inych pravidiel z tabulky
vypadnu niektoré riadky a stipce a mozu sa objavit aj dominujice riadky. Ilustrujeme
to na priklade, ktory sme dostali modifikaciou'® tabulky 12.14. Predpokladajme, ze
nejakym sposobom uz boli pokryté vektory mg, mo. Potom riadok X;Xx» dominuje nad
riadkom X,x3 a teda riadok X,x3 mozno z tabul'ky pokrytia vylacit'.

Pravidlo dominujuceho stipca Nech stipce m,, mg tabul'ky pokrytia, maji jednotko-
vé hodnoty v riadkoch iy, ..., 1k, resp. j1,...,jt Stipec m, dominuje nad stipcom ms prave
vtedy, ak {i1,...,4} C {j1,...,ju t.J. kazdy implikant, ktory pokryva m,, pokryva aj ms.
Pravidlo dominujticeho stipca: ak stipec m, dominuje nad stipcom ms, tak stipec
ms mozno z tabulky pokrytia vyradit’. Napriklad v tabulke 12.14 dominuje stipec
m3 nad stipcami mo, My, My, Mg nad my4 a pod.

Pri konstrukcii pokrytia (minimalizacii DNF) sa pokisame opakovane pouzivat jed-
notlivé pravidla. Niekedy sa stava, Ze sa uz Ziadne z uvedenych pravidielned4 pouzit ale
konstrukcia DNF nie je ukoncena (ostali nepokryté stipce a niekol'ko prostych implikan-
tov, z ktorych je potrebné vyberat.). Vtedy je potrebné rozumnym spésobom prebrat’

16 pripominame, e teraz uz nejde o minimalizaciu povodnej Booleovskej funkcie
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vSetky moznosti: vyberieme stipec, ktory obsahuje najmenej jednotiek (napriklad 2), vy-
berieme prosty implikant zodpovedajtici prvej jednotke, zaradime ho do DNF a pokracu-
jeme v konstrukcii DNF. Potom vyberieme prosty implikant zodpovedajuici druhej jed-
notke, zostrojime DNF, napokon porovname obe DNF a vyberieme z nich ti, ktora ma
nizsiu cenu.

Prinavrhu logickych obvodov byvaju transformacie, ktoré je potrebné realizovat, ¢as-
to popisané pomocou Booleovskych operdtorov. (Pripominame, Ze Booleovsky
operator je zobrazenie F™™ : {0,1}" — {0,1}™, ktoré sa da interpretovat ako m-tica
n-arnych Booleovskych funkcii.) Booleovsky operator by sme mohli realizovat pomo-
cou DNF jeho jednotlivych Booleovskych funkcii. Takato realizacia vsak nevyuziva to,
ze Ciastkové funkcie Booleovského operatora nemusia byt nezavislé (mo6zu sa medzi
nimi dokonca vyskytovat rovnaké funkcie) a pre kazdd z nich konstruuuje samostat-
nu DNF. Quineho-McCluskeyova metéda konstrukcie prostych implikantov a uvedena
metdda konstrukcie DNF sa da upravit’ aj na konstrukciu disjunktivnych normalnych
foriem realizujicich Booleovské operatory. Modifikacia Quineho-McCluskeyovej metédy
spoc¢iva vo vyhladavani vSetkych spolo¢nych (skupinovych) prostych implikantov pre
vSetky mozné kombinacie ¢iastkovych Booleovskych funkcii Boolovského operatora. To
potom pri konstrukcii pokrytia (DNF) umoznuje rozhodovat o tom, ktoré jednotkové vr-
choly jednotlivych ¢iasktovych Booleovskych funkci sa budi pokryvat individudlne a u
ktorych sa pokrytie bude zdielat. Konstrukcia skupinovych prostych implikantov nie je
principialne zlozit4, problém spociva v tom, Ze netrivialnych kombinacii m Booleovskych
funkcii je 2™ — 2 a rozliénych skupinovych prostych implikantov mo6ze byt uz pre malé
hodnoty n, m netrividlne vela.

12.4.5 *Odhady parametrov DNF

V predchadzajucich ¢astiach tejto kapitoly sme neraz narazili na problém, Ze princi-
pidlne jednoducha konstrukcia nemusi byt prakticky pouzitelna. Jednoduchym pri-
kladom je UDNF. n-arna Booleovska funkcia je zadana vektorom svojich pravdivostnych
hodnét, ktory ma dizku 2™. Typick4a Booleovska funkcia f ma priblizne polovicu jednotiek
a polovicu nil; presnejsi odhad dostaneme pomocou éebyéevovej nerovnosti:

27— p(n) - 2V2 < INg| < 2T 4 p(n) - 272,

kde ¢p(n) — oo pre n — oo je Tubovolna pomaly rastica funkcia. To znamenad, ze dlz-
ka UDNF typickej n-arnej Booleovskej funkcie bude priblizne 2™, Problémy spojené s
minimalizaciou DNF viedli k skimaniu dlzok a po¢tov rozlicnych DNF Booleovskych
funkcii. Dosiahnuté vysledky umoznili vytvorit’ si ucelenejsiu predstavu o zlozitosti
problémov, na ktory pri minimalizacii DNF nardazame a postdeniu efektivnosti metod
minimalizacie. Vysledky su prebraté z [9] a uvadzame ich bez dékazov. Budeme pouZzi-
vat nasledujtce oznacenie: ak A oznacuje nejaky parameter Booleovskych funkcii, tak
A(f) oznacuje hodnotu tohto parametra na funkcii f a A(n) = max¢ A(f), pricom maximum
sa berie cez vSetky n-arne Booleovské funkcie.
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Dizka skratenej DNF. Nech 15(f) oznacuje dizku skratenej DNF Booleovskej funkcie

f. Potom!”
—<lsn)x —.
n > Vn
Pritom pre skoro vSetky n-arne Booleovské funkcie plati
n(l—égl)lglgn 2N < 15(f) < n(1+6§()1glgn m

kde §,,8” — 0 pre n — oo.

Pocet iredudantnych DNF. Nech t(f) oznacuje pocet iredudantnych DNF Booleovskej
funkcie f. Najprv uvedieme odhad maximéalnej hodnoty:

()" <y < (22)77

kde veli¢iny ¢/, (pre n > 3) su zdola a ¢!, zhora ohrani¢ené kladnymi konstantami. Pre
skoro vSetky n-arne Booleovské funkcie je pocet iredudantnych DNF ohrani¢eny nasle-
dovne:

)

(221171 ) (1—¢l)1gnlglgn <) < (22n7] ) (1+e)1gnlglgn

kde ¢/, e!) — 0 pre n — oo. To znamen4, Ze prehladavanie mnoziny iredudantnych DNF
na to, aby sme nasli minimalnu DNF je mimoriadne naroc¢né.

Poéet najkratsich DNF. Najkrat$ia DNF m4 minimalnu dizku, t.j. poéet konjunkeii.
Da sa ocakavat, Ze pre jednu Booleovski funkciu bude existovat viacero najkratsich
DNF. Oznaéme symbolom q(f) pocet najkratsich DNF Booleovskej funkcie f. Je znamy
len dolny odhad maximéalnej hodnoty parametra q(n):

(22“)‘:”H < t(n).

Djika iredudantnej DNF. Nech 11(f) je maximalna dizka iredudantnej DNF a 1 (f)
dlzka najkratsej DNF. Potom
lk(n) ~ 2™,

a pre skoro vSetky Booleovské funkcie
k() ~ 2™

Dizka najkratsej DNF. Oznaéme symbolom l¢(f) dizka najkratsej DNF. Potom
lk(n) =21,
a pre skoro vSetky n-arne Booleovské funkcie

anl om
- @ @< I
Ignlglgn ~ tlf) < lgn’

"Symbol < vyjadruje vztah mensi alebo radovo rovny.
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Relativna dizka iredudantnej DNF. Pre danu Booleovsku funkciu existuje—ako
sme videli—vel'a iredudandntych DNF. Bolo by zaujimavé vediet’, do akej miery sa ich
dlzky odliSuju od optima, ktoré predstavuje dizka najkratSej DNF. Relativnou dizkou
iredudantnej DNF sa nazyva pomer jej dlzky k dizke najkratsej DNF. Pre funkciu f
zavadzame parameter Y(f), nazyvany rozptylom, ktory je definovany ako maximalna re-
lativna dizka iredudantnej DNF Booleovskej funkcie f. Pre maximalnu hodnotu rozptylu
dizok plati
Y(n) = 2n(175))

kde ¢ — 0, pre n — co. Pre typicku Booleovsku funkciu je rozptyl dizok DNF podstatne
mensi, aj ked rastie vzhl'adom na velkost n:

Ign <X F(f) Z1gnlglgn.

Ked'Zze iredudantnych DNF je prili§ vel'a na uplné preberanie, alternativou uplného pre-
berania by mohol byt ndhodny vyber a nasledné uplné preberanie podmnoziny iredu-
dantnych DNF. Posledny odhad hovori, Ze takymto spésobom by sme mohli dostat’ ire-
dudantna DNF, ktorej dizka by bola minimélne lgn-krat dlhsia, ako je dizka najkratsej
DNF.

12.4.6 Neuplne urcené Booleovské funkcie

V niektorych tlohach sa stretdvame s Booleovskymi funkciami, ktoré nie su definované
pre vSetky hodnoty svojich vstupnych premennych (pozri napriklad tabulku 12.4). Dalo
by sa ocakavat), Ze tato neurcitost bude pri realizacii Booleovskych funkcii sposobovat
problémy. Prekvapujtce je, Ze nie a dokonca realizacia nedplne urcenych Booleovskych
funkcii méze byt jednoduchsia, ako v pripade plne definovanych funkcii. Co vlastne—
z hladiska realizacie—znamena, Ze Booleovska funkcia je na nejakom vektore svojich
hodnét neurcena? MozZe sa to chapat dvojako: bud je z nejakych dévodov jedno, aka
hodnotu Booleovska funkcia na danom vektore nadobuda; alebo je dana vstupna hodno-
ta zakazana a tak je v konetnom doésledku tiez jedno, akii hodnotu bude Booleovska
funkcia na zakazanom vstupe nadobudat. OsSetrenie vstupov formuly alebo obvodu
realizujuceho Booleovsku funkciu nie je nasou tlohou. Budeme predpokladat’, Ze ten-
to problém je vyrieSeny a pre nas neurcena hodnota znamena, Ze ju mézeme definovat’
ako sa nam hodi. Rozumné je ponechat’ si moznost’ dodefinovat’ funkciu otvorenu ¢o na-
jdlhsie. To sa da spravit’ tak, Ze sa neurcenym hodnotam priradi symbol - (don’t care).
Pri hladani prostych implikantov s "don’t care" narabame tak, ako keby predstavoval
hodnotu 1, s vynimkou pripadov, ked’ by sme mali zostrojit prosty implikant, ktory by
pokryval samé "don’t care" -vektory. To vSak oSetrime pri konstrukecii pokrytia; v zahlavi
tabul'ky pokrytia uvedieme len jednotkové vrcholy, a to znamena, Ze prosté implikanty,
ktoré by pokryvali len "don’t care" vrcholy sa do tabulky nedostant, resp. vypadnu au-
tomaticky na zaklade pravidla o dominujicom riadku. Metédu ilustrujeme na priklade.
Na obrazku 12.14 je uvedena Karnaughova mapa neuplne urcenej Booleovskej funkcie
4 premennych.

Na zaklade Karnaughovej mapy zostrojime priamo DNF Booleovskej funkecie:

X1X2 V X3X4 V X2X3.
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Obrazok 12.14: Karnaughova mapa neuplne urcenej Booleovskej funkcie
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Obrazok 12.15: Doplnenie netplne urcenej Booleovskej funkcie

Tri "don’t care" -vektory sme definovali ako jednotkové, jeden ako nulovy—obrazok 12.15

Zostrojime teraz pomocou Qiune-McCluskeyovej metédy zoznam vSetkych prostych
implikantov netplne urcenej Booleovskej funkcie a potom zostrojime pokrytie jednotkovych
vektorov, resp. jemu zodpovedajicu minimalnu DNF danej Booleovskej funkcie.

Teraz zostrojime tabulku pokrytia. Vektor mis je pokryty jedine prostym implikan-
tom x,x3; t.j. implikant x;x3 je podstatny. 1. riadok (x1X;) dominuje nad 5. riadkom
(X1x3), 4. riadok (X3X4) nad 6. riadkom (x,X4). Po odstraneni 7. riadka a stipca mis,
5. a 6. riadku dostavame nasledujicu tabulku pokrytia: Z tabulky pokrytia vyplyva,
Ze podstatné implikanty su X1X,, ktory pokryva vektor ms a X3x4, ktory pokryva vektor
my2. Tieto dva implikanty vSak pokryvaju vSetky ostavajuce jednotkové vektory, a teda
minimalna DNF pre netplne urcend Booleovsku funkciu f bude:

X1%x2 V X3X4 V X2X3.

Pripomenieme, Ze tuto istit DNF sme dostali podstatne jednoduchs§im spdésobom pomocou
karnaughovej mapy.
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X1 X2 X3 X4 | implikant ¢islo kontrola
0 0 0 0| X1X2X3X4 0 v
0O 0 0 1 X1X2X3X4 1 v
0 0 1 0 | X1X2x3X4 2 v
0 1 0 0| X1x2X3X4 4 v
1 0 0 0| x1X2X3Xs 8 v
0 0 1 1 X1X2X3X4 3 v
0 1 1 0 | X1x2Xx3X4 6 v
1 0 0 1 X1X2X3X4 9 v
1 1 0 0| x1x2X3X4 12 v
0 1 1 1 X1X2X3X4 7 v
1 1 1 0 | Xx1X2X3X4 14 v
1 1 1 1 X1X2X3X4 15 v
o 0 0 -— X1X2X3 0,1 v
o 0 — 0 X1X2X4 0,2 v
o — 0 0 X1X3X4 0,4 v
-0 0 0 X2X3X4 0,8 v
0o 0 — 1 X1X2X4 1,3 v
o 0o 1 - X1X2X3 2,3 v
0o — 1 0 X1X3X4 2,6 v
o 1 — 0 X1X2X4 4,6 v
— 0 0 1 X2X3X4 1,9 v
1 o 0 - X1X2X3 8,9 v
— 1 0 0 X2X3X4 4,12 v
1T — 0 0 X1X3X4 8,12 v
0o — 1 1 X1X3X4 3,7 v
0 1 1T — X1X2X3 6,7 v
— 1 1 0 X2X3X4 6,14 v
1 1 — 0 X1X2X4 12,14 v
-1 1 1 X2X3X4 7,15 v
1 1 1 - X1X2X3 14, 15 v
o 0 - - X1X2 0,1,2,3
- 0 0 - X2X3 0,1,8,9
o - — 0 X1X4 0,2,4,6
- — 0 0 X3X4 0,4,8,12
o - 1 - X1X3 2,3,6,7
-1 - 0 X2X4 4,6,12,14
— 1 - X2X3 6,7,14,15

Tabulka 12.20: Prosté implikanty Booleovskej funkcie f
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implikant
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Mo My My M3 Mg Mg M2 Mis5

cena

X1X2
X2X3
X1X4
X3X4
X1X3
X2X4
X2X3

1 1
1

1 1

1
1
1

NN NN NN

implikant

Tabulka 12.21: Tabulka pokrytia (1)

mo My My M3 Mg Mg Mj2

cena

X1X2
1X2X3

1 1 1 1
1 1

X1X4
X3X4

[\SI SR NS}

1
1
1

Tabulka 12.22: Tabulka pokrytia (2)

12.5 ijlnost’ a uzavretost’ systému Booleovskych funkcii

Podla vety 12.2 stacia Booleovské funkcie {x1&x,,x7 V x2,~x} na vyjadrenie vSetkych
ostatnych Booleovskych funkcii. Existuju aj iné mnoziny Booleovskych funkcii s touto
vlastnostou? Ak je dana mnozina Booleovskych funkcii, vieme urcit, ¢i sa pre 'ubovolnu
Booleovsku funkciu da vytvorit' formula nad touto mnozinou, ktora dant Booleovsku
funkciu realizuje? Odpovede na tieto otdazky budeme hladat v tejto casti. Zaéneme
upresnenim niektorych zakladnych pojmov.

Definicia 12.9. Nech je M mnozina Booleovskych funkcii. Budeme hovorit, Ze M je
uplnd (M tvori uplny systém Booleovskych funkcii), prdve vtedy ak Pubovolni Booleovski
funkciu mozno realizovat’ pomocou formuly nad M.

Priklad 12.13. Nasledujiice mnoZiny Booleovskych funkci tvoria iplné systémy.

1. MnoZina P, vSetkych Booleovskych funkcii,
2. Mnozina {x1&x2,x1V x2,7X},

3. Lubovolnd mnoZina Booleovskych funkcii, ktord je nadmnoZinou mnoZiny
{x1&x2,%1 V x2,7x} alebo inej tuplnej mnoZiny Booleovskych funkcii.

Na druhej strane nie vSetky mnozZiny Booleovskych funkcii si iplné. Napriklad —x
nestaci na vyjadrenie konjunkcie; obe konstanty 0 a 1 st nularne (nemaju podstatné
premenné), a preto z nich nemozno vyjadrit’ ani funkciu s apon jednou podstatnou pre-
mennou. Nasledujiica veta dava navod na to, ako zistit, ¢i nejakd mnozina Booleovskych
funkei tvori uplny systém.

Veta 12.4. Nech su dané dve mnozZiny Booleovskych funkcii z P,, F = {f1,f2,...,fs} a

G =1{91,92,..., 9t} také Ze:
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1. F tvort uplny systém Booleovskych funkcii a

2. kazdd funkcia z F sa dd realizovat’ pomocou formuly nad mnoZinou G.

Potom mnoZina G tvori uiplny systém Booleovskych funkcii.

Dokaz. Nech je hTubovolna funkcia z P,. Potom existuje formula A[F], ktora realizuje
funkciu h; A =1y (fy,, ..., fi, ), Vkfi, € F. Podl'a predpokladu vety mozno kazdu funkciu
fi € F realizovat’ pomocou formuly nad G; f; = B;[G]; B; = g, (9j,, ..., ;. ). Ak vo formule
A nahradime kazdu funkciu z F, formulou nad G, ktora ju realizuje, dostavame formulu
A'lG] = A[F]. KedZe F tvori uplny systém Booleovskych funkcii, kazdi Booleovska
funkciu z P, moézZeme realizovat pomocou formuly nad F a tato formulu zasa mozeme
vyjadrit pomocou funkcii z G. To znamend, Ze aj G tvori uplny systém Booleovskych
funkeii. O

Vyuzijeme tvrdenie vety 12.4 a zostrojime niekolko d’alSich tuplnych systémov
Booleovskych funkeii.

Priklad 12.14. 1. MnoZina Booleovskych funkcii {—x,x1&x,} tvori uiplny systém, pre-
toZze x1V x2 = ~(—x1&—x2), podobne

2. mnozZina Booleovskych funkcii {—x,x1 V x2} tvori uplny systém, pretoZe x1&x; =
ﬁ(_‘X1 Vv ﬁXz).

Uloha 12.9. Zistite, ¢i nasledujiice mnoZiny Booleovskych funkcii tvoria tuiplné systémy:
A, x = Xk
AL = xal;
. {O)X1 = XZ};

1
2
3
4. {x1&x2,x1 = x2};
5. {f14}, Pierceova funkcia;
6

. {fg}, Shefferova funkcia.

Zaujimavy uplny systém Booleovskych funkcii predstavuje nasledujiica mnozina:
D3 = {x1&x2,x1 & %2, 1}.

Podl'a predchadzajicej vety na dokaz uplnosti stac¢i ukazat, Ze pomocou funkcii z D3
vyjadrime vSetky funkcie nejakého tplného systému, napriklad {—x, x1&x;}. Mnozina D3
obsahuje konjunkciu, ale neobsahuje negaciu. Negacia sa vSak da vyjadrit’ takto:

x=x1. (12.12)

To znamenad, Ze mnoZina D3 tvori skutoéne uplny systém Booleovskych funkcii. Kon-
junkcia a séitanie modulo 2 si komutativne operacie a plati pre ne distributivny zakon
(operator & kvoéli zjednoduSeniu zapisu vynechavame):

x1(x2 ® x3) = x1%2 D X1X3. (12.13)
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Ak vyuZijeme vztahy 12.12 a 12.13, moZeme l'ubovolnd formulu'® nad mnozinou D;
vyjadrit v algebraickej normdlnej forme (ANF), nazyvanej aj Zegalkinovym polynémom:

fx1,....m) = @ a0 & &, (12.14)

11 yeeey s

kde znak @ oznacuje sucet modulo 2 a suma sa berie cez vSetky mozné podmnoziny
mnoziny {1,...,n} a koeficienty a;, ;i nadobudaji hodnotu z mnoziny {0, 1}.

.....

Skor, ako sa budeme zaoberat ANF Booleovskych funkcii podrobnejsie, ilustrujeme
na priklade, ¢o sa skryva za trocha neprehladnym zapisom 12.14.

Priklad 12.15. Zapiseme vseobecny tvar algebraickej normdlnej formy Booleovskej funkcie
3 premennych.

f(x1,%2,%3) =
= ap @ a1x1 @ axx2 @ azx3 @ aj 2x1xX2 @ a13x1x3 B a2 3x2x3 O a1 23X1X2X3.

Vsimnite si, Ze zlozity index 1iy,...,1s konsStanty ai, i, nevyjadruje ni¢ iné, len in-
dexy premennych, ktoré vystupuju v prislusnej konjunkeii ay, i xi, &...&x;,. Takéto
oznacenie konstant je dobré pri teoretickom skiimani vlastnosti algebraickych normal-
nych foriem. Pri konstrukcii ANF pre konkrétne Booleovské funkcie mensieho poctu
premennych sa obvykle pouziva jednoduchsie oznacenie, napriklad ANF Booleovskej
funkcie 3 premennych sa da zapisat’ aj v tvare:

f(x,y,2) = ao® a1x ® ayy P azz ® asxy & asxz & agyz $ ayxyz.

Zapis Booleovskej funkcie v ANF je vhodny na skimanie viacerych vlastnosti Booleovskych
funkcii. My ho budeme pouzivat pri zistovani linearity Booleovskej funkcie. Z tplnosti
systému D3 vyplyva, Ze kazdi Booleovsku funkciu mozno zapisat’ v ANF. Nasledujica
veta tvrdi, Ze tento zapis je jednoznacny.

Veta 12.5. Pre lubovolnii Booleovsku funkciu f € P, existuje prdve jedna formula v
algebraickej normdlnej forme, ktord realizuje Booleovski funckiu f.

Dokaz. V ANF n-arnej Booleovskej funkcie je 2™ binarnych koeficientov. Ak sa dohod-
neme na pevnom poradi ¢lenov v ANF, moézeme ANF Booleovskej funkcie jednoznacne
zadat’ pomocou binarneho vektora diiky 2™. ANF n-arnych Booloevskych funkcii je
prave tol'ko, kolko je n-arnych Booloevskych funkcii. Z uplnosti systému D3 vyplyva,
Ze kazdua Booleovski funkciu mozno zapisat v ANF. Predpokladajme, Ze tento zapis nie
je jednoznacny, t.j. jednej Booleovskej funkcii by boli priradené dve rozlicné formuly v
ANF. Potom by

e existovala n-arna Booleovska funkcia, pre ktoru neexistuje formula v ANF. To je v
spore s uplnostou systému Ds.

e alebo by jedna formula v ANF realizovala dve rozliéné n-arne Booleovské funkcie,
o je v spore s jednoznacnost'ou Booleovskej funkcie realizovanej formulou.

183 teda aj Fubovolni Booleovsku funkciu
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Poznamka. Dokazeme jednoznac¢nost’ priradenia ANF Boleovskej funkcii inym sp6-
sobom. Nech si Booleovskej funkeii f(xq,...,xy) priradené dve rozlicné formuly v ANF:

f(x1,...,xn) = QPax1 @ B anxXn® a1 2x1xX2 B -+ - B aq
f(x1,...,xn) = bo®bix1 & - Bbaxn ®byx1%2 & -+ P by

nX] oo Xn

.....

.....

Scitame modulo 2 pravé i l'avé strany poslednych dvoch rovnosti. Dostavame

O0=co®c1X1 @ - Denxn®Cipx1X2 @ -+ - D Cy, nX1...Xn, (12.15)
kde

Ciy,ds = A4y, is Dby i

Zistime, aké hodnoty nadobtudaju koeficienty c¢; ANF konstantej funkcie 0.1° Vo vztahu

12.15 polozime x1 =x2 =--- = x5 = 0. Potom co =0 a
O=ciXx1 D Denxn®C12X1X2 DB -~ D C1,. . nXT...Xn, (12.16)
Dosadime x;1 =Tax; =--- =x,, = 0do vztahu 12.16. Dostavame ¢c; =0 a
0= CX2D - D CnXn B C12X1X2 D - - - D €1, nX1...%n,
Podobnym spésobom uré¢ime hodnoty koeficientov c; = ...c, = 0 a pre ANF dostavame

0=cC12%1X2 D - @ Cn1 nXn—1Xn D €123X1X2X3 D - - D €1 nX1 ... Xn.

Dosadime do posledného vztahu: x; = x; = 1;x3 = --- = xn = 0 a dostdvame c;, = 0.
Takto postupne urc¢ime hodnoty vsetkych koeficientov:

Co=cl=-r=cn=Cl2=-=C . . n=0.
To ale znamena, zZe
aO:bO)a1:blv'-')a1,...,n:b1 ..... 115
a obe ANF Booleovskej funkcie f(x1,...,xn) sa zhoduju.

Priklad 12.16. Zostrojime ANF pre Booleovski funkciu f(x1,x2,x3) = 10110100 z pri-
kladu . Vieobecny tvar ANF Booleovskej funkcie troch premennych je

f(x1,x2,%3) =
= ap @ ar1x1 @ axx2 @ azx3z @ ay 2x1X2 G a13x1x3 B az 3x2x3 O a1 2 3X1X2X3.

Polozime x1 = x2 = x3 = 0. Vsetky ¢leny ANF, ktoré obsahovali aspori jednu premenni,
sa anulovali a ostal len absoliitny ¢len, ag. Ked’Ze £(0,0,0) =1, a0 =1a

f(x1,%2,%x3) =
=1® aix; D arxa ® azxz P a1,2X1X2 D a13X1X3 D a2 3X2X3 D A123X1X2X3.

Yresp. funkcie f(x1,...,xn) ® f(x1,...,xn)
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X1 X2 X3 f(X],Xz,Xg) koeficient
0.0 0 0 1 ap =1 ap=1
1./!'1T 0 0 0 1®a;=0 a; =1
2.0 1 0 1 T®da=1 a; =0
3.0 0 1 0 1®az3=0 az; =1
411 1 0 0 1®1daz=0 ajp=0
501 0 1 1 Teldarz=1 ajz=1
6.0 1 1 1 Te1eldayz=1 a3 =0
701 1 1 0 101010 1@ay23=0] aj3=0

Tabulka 12.23: Konstrukcia ANF

Teraz uréime koeficient a;. Dosadime do posledného vztahu x1 = 1,x, = x3 = 0. Dostd-
vame rovnost’ f(1,0,0) = 1 & a;, pretoze vypadli vsetky ¢leny ANF, ktoré obsahovali pre-
menné xy,x3. Z pravdivostnej tabulky funkcie zistime, Ze f(1,0,0) = 0, to znamend,
Ze a1 = 1. Odvodenie d’alsich koeficientov ANF Booeleovskej funkcie uvddzame kvdli
strucnosti a prehladnosti v tabulke 12.23. Vyslednd ANF Booleovskej funkcie f(x1,x2,x3)
md tvar:

1®x1 ®x3 D x1%3.

Uloha 12.10. Zostrojte ANF pre funkcie fo, ..., f15!

Uloha 12.11. Zadajte pomocou tabulky pravdivostnych hodnét 5 funkcii troch premen-
nych a zostrojte pre ne ANF!

ANF pre Booleovské funkcie mézeme konstruovat aj tak, ze transformujeme niek-
tort vhodnu formulu realizujicu danta Booleovski funkciu na ANF. Napriklad

x1Vx2=—=("x1)&(x2)) = [T (1@&x1)(Tex)] = 1@ (1Bx1 Dx2Dx1%2)] = X1 D X2 B X1X2.

Doterajsie poznatky o uplnosti systémov Booleovskych funkcii stac¢ia na to, aby sme
pre systém, ktory je uplny vedeli jeho tplnost’ dokazat. Aby sme vedeli exaktne zdévod-
nit’, Ze nejaky systém Booleovskych funkecii nie je uplny a povedat preco, potrebujeme
vytvorit aparat, ktory ndm umozni efektivne popisat vsSetky funkcie, ktoré mozeme
dostat’ skladanim funkcii zo skimaného systému Booleovskych funkeii. Zavedieme preto
dva dolezité pojmy: uzdveru mnoZiny a uzavretej mnoZiny Booleovskych funkcii.

Definicia 12.10. Nech je M lubovol'nd mnozina Booleovskych funkcii; M C P,. MnozZinu
vSetkych Booleovskych funkcii, ktoré mozno realizovat’ pomocou formuly nad M nazveme
uzdverom mnoziny M a oznac¢ime ju symbolom [M]. MnoZinu Booleovskych funkcii M
budeme nazyvat’ (funkciondlne) uzavretou, ak [M] = M.

Zakladné vlastnosti uzaveru mnoziny funkcii popisuje nasledujica veta.

Veta 12.6. Nech su M, My, M3 lubovolné mnoziny Booleovskych funkcii, potom

1. M C[M],
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3. ak My C My, tak potom [M;] C [M3],
4. [Mi]U[M;] C [M7UM,].

Dokaz. Ponechavame citatelovi ako cvicenie. O
Uloha 12.12. Dokdste vetu 12.6!

Uloha 12.13. Ndjdite priklady mnoZin Booleovskych funkcii, pre ktoré vo vztahoch uve-
denych vo vete 12.6 rovnost’ nastdva (nenastdva)!

Priklad 12.17. Uvedieme niekol’ko prikladov mnozZin funkcii, ktoré sii [ nie su funkciondlne
uzavreté.

1. P, je uzavretd trieda Booleovskych funkcii, lebo skladanim Booleovskych dostaneme
opdt’ Booleovsku funkciu.

2. {—x} nie je uzavretd trieda Booleovskych funkcii, lebo ——x = x € [{—x}],
3. {1,x ® y} nie je uzavretd trieda Booleovskych funkcii, lebo1 1 =0 ¢ {1,x Dy}
4. mnoZina [M] je uzavretd pre Pubovolnii mnoZinu Booleovskych funkcii M.

Uloha 12.14. Vytvorte aspori 10 rozli¢nych uzavretych mnozin Booleovskych funkcit!

Pomocou pojmu uzaver mézeme jednoducho definovat tiplnost mnoziny Booleovskych
funkcii M: mnozina M tvori uplny systém prave vtedy, ak [M] = P».

Veta 12.4 obsahovala kritérium, na zaklade ktorého bolo mozné rozhodnut), ¢i je ne-
jaka mnozina Booleovskych funkcii tiplna. Ak vsak uplna mnozina F obsahuje viacero
Booleovskych funkcii, toto kritérium nemusi byt pre praktické ucely vhodné. Naviac, ak
sa nam nepodari vyjadrit nejaku funkciu z F pomocou formuly nad G, nevieme povedat,
Ci je to nasa neschopnost’, alebo sa dana funkcia objektivne neda vyjadrit pomocou for-
muly nad G. V nasledujtcej ¢asti preto odvodime jednoduchsie kritérium uplnosti, ktoré
pre dani mnoZinu Booleovskych funkcii da jednoznaénua odpoved, resp. lepsie povedané,
ak sa jedna o mnozinu konkrétnych Booleovskych funkcii, spominani kritérium dplnosti
da odpoved ano, mnozina je tiplna alebo nie, dana mnozina Booleovskych funkcii netvori
uplny systém. MnoZina Booleovskych funkcii M v§ak nemusi byt zadana len vymeno-
vanim vsetkych svojich prvkov, ale mozno ju vyjadrit pomocou mnozinovych operacii nad
mnozinami Booleovskych funkcii, resp. Specifikovanim vlastnosti, ktoré by Booleovské
funkcie z danej mnoziny mali mat. V tomto pripade nemusi byt informacia o prvkoch
mnoziny M (Booleovskych funkcidch) dostatocna a odpoved’ moze zniet: ak v mnozine
M existuja funkcie s takymito vlastnost’ami, tak potom (nie) je tplna.

12.6 Preduplné triedy. Veta o uplnosti

Pri zistovani tplnosti mnozZiny Booleovskych funkecii sa vyuziva 5 zvlastnych uzavretych
mnozin Booleovskych funkcii. Teraz tieto mnozZiny charakterizujeme a potom vyslovime
a dokazeme vetu o uplnosti.
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12.6.1 Triedy TO a T]

Definicia 12.11. Trieda?’ Booleovskych funkcii
T ={f(x1,...,xn) € P2 f(0,...,0) =0}

sa nazyva triedou (m-drnych) Booleovskych funkcii zachovdvajicich 0. Trieda n-drnych
Booleovskych funkcii

T ={f(x1,...,xn) € Py f(1,...,1) =1}

sa nazyva triedou (n-drnych) Booleovskych funkcii zachovdvajiicich 1. Triedy Booleovskych
funkcii zachovdvajicich 0, resp. 1 potom definujeme nasledovne:

o=t Ti=Um
n n

Tabulka hodnét n-arnej Booleovskej funkcie patriacej do triedy Ty sa vyznacuje tym,
Ze v prvom riadku ma hodnotu 0, zatial’ ¢o v ostatnych 2™ — 1 riadkoch moZe nadobudat’
Tubovolné hodnoty. Z toho vyplyva, Ze, Ze trieda To obsahuje 22" ~! n-arnych Booleovskych
funkcii. Podobne, n-arne Booleovské funkcie z triedy T; maju v poslednom riadku svo-
jej pravdivostnej tabulky hodnotu 1 a v ostatnych 2™ — 1 riadkoch moZu nadobudat
T'ubovolné hodnoty. Potom zrejme T; obsahuje rovnako ako trieda To 22" ' n-arnych

Booleovskych funkcii. UkazZeme, ze trieda Ty je uzavretd. Nech f,gq,...,gn € Ty (bez
ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat, Ze funkcie f, g1, ..., gn sS4 n-arne a zavisia
od premennych (x1,...,xn). Nech je F(x1,...,xn) = f(g1(x1,...,%n),..., g1m(x1,...,%Xn))

zloZzena Booleovska funkcia. Potom
F(0,...,0) =1f(g1(0,...,0),...,9n(0,...,0)) =1(0,...,0) =0,

a Booleovska funkcia F(xq,...,xn) patri do Ty. To znamena, Ze trieda T, je uzavreta
vzhladom operaciu skladania Booleovskych funkcii. Podobne by sme dokazali aj uvavre-
tost’ triedy T;. Z elementarnych Booleovskych funkcii patri do triedy Ty napriklad kon-
junkcia, disjunkcia, identicka funkcia, sicet modulo 2; do triedy T; patri konjunkcia,
disjunkcia, indenticka funkcia, ekvivalencia, implikdcia. Negacia nepatri ani do T, ani
do T, implikacia nepatri do T.

12.6.2 Trieda linearnych funkecii, L

Definicia 12.12. Booleovskd funkcia f(xq,...,xn) sa nazyva n-drnou linedrnou Booleov-

skou funkciou, ak jej algebraickd normdlna forma obsahuje len linedrne éleny; t.j.
f(x1,...,%n) = a0 ® a1x1 @ -+ © Anxn

Triedou L™ nazveme mnoZinu vsetkych n-drnych linedrnych Booleovskych funkcii. Triedu
L linedrnych Booleovskych funkcii definujeme ako

L:UL“.
n

20y teérii Booleovskych funkcii na oznaéenie mnoziny funkcii ¢asto pouZiva pojem trieda alebo systém
Booleovskych funkecii. Tejto konvencie sa budeme pridizat’ aj my.
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Poznamka. Pristudiu kryptografickych vlastnosti Booleovskych funkcii sa Booleovské
funkcie z triedy L nazyvaja afinnymi Booleovskymi funkciami a pojem linearna Booleovska
funkcia sa rezervuje pre taku Booleovsku funkciu, ktorej AFN ma tvar f(xq,...,xn) =
aix1 @ - - @ anxn; t.j. koeficient ag v ANF je nulovy. My sa budeme pridrziavat Stan-
dardného oznacenia.

Ked'ze ANF linearnej Booleovskej funkcie mé n+1 koeficientov, [L"| = 2™+, Uk4zeme

este, Ze tieda linearnych funkecii je uzavreta. Nech sa f, g1, ..., gn € L n-arne Booleovské
funkcie;
flyr,...,yn) = @@ a1y1 @ -+ ® anyn,

g1(x1,...,xn) = b1o®b11x7--- D bynXn,

g2(x1,...,xn) = b2o®b21x7--- D brnxn,

InlX1,...,xn) = brno®brixy - @ bnnxn.
Potom

F(X],...,Xn):f(g](X],.. X'Tl.) --»gnx» )):

(
= a0@ai(bip®brixr--- Bbynxn) ® @an(bno@bmm S @ bpnxn) =
= (ap@a1b1p® - @ anbnp) Exi(aiby 1 @ arbr1 & - ® anbn1) @
@ x2(a1b12® azbro @ @ anbn2) @ - Bxn(atbin @ a2b2n @ - @ anbnn) =
codDcix1 D D cnXn-

To znamena4, Ze zlozena funkcia F je linearna, resp. trieda L je uzavretda vzhl'adom na
operaciu skladania Booleovskych funkeii.

Uloha 12.15. Dokdzte uzavretost’ tried Ty, T, L bez predpokladov, Ze

e vsetky Ciastkové funkcie st n-drne,

e Ciastkové funkcie zdvisia od tych istych premennych.

12.6.3 Trieda monoténnych funkcii, M

V matematickej analyze sme sa stretli s pojmami monoténne rasticej realnej funkcie;
f(x) bola monoténne rastica, ak platilo Vxg,x1 € Rl(xg < x1) = (f(x0) < f(x1))]. Zavede-
nie monoténnosti pre Booleovské funkcie nardaza na problém—ako porovnavat bindrne
vektory? Ani lexikografické usporiadanie, ani usporiadanie zaloZeni na tom, Ze binarne
vektory reprezentuju prirodzené cisla nebolo pouzitelné. Preto na mnozine binarnych
vektorov diiky n najprv definujeme relaciu ¢iastocného usporiadania a potom pomocou
neho zavedieme pojem monoténnej Booleovskej funkcie.
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Definicia 12.13. Nech «, € {0,1}™;, « = (a1,...,an), B = (b1,...,bn). Budeme hovorit,
Ze vektor o predchddza vektor B prdve vtedy, ak a; < by 1 = 1...,n. Tto skuto¢nost’
budeme symbolicky zapisovat nasledovne: x < 3

Priklad 12.18. Vektor (0,0,1) predchddza vektor 0,1,1. Medzi vektormi (0,1) a (1,0)
neexistuje vztah predchddzania, pretoZe a1 < by a ay > by Takéto vektory sa nazyvaju
neporovnatelné. Ked’3e reldcia < je definovand na vektoroch rovnakej dizky, nedd sa
aplikovat’ na vektory rozli¢nej dizky: napr. (0,0,1) a (0,0).

Uloha 12.16. Ilustrujte reldciu < na mnozine {0, 1)} pomocou orientovaného grafu rddu
8. (Ndvod: vrcholu v; priradite vektor (3,1), 1=0,...,7. Ak o(3,1) =< 0(3,j), vrcholy vi,v;
spojte orientovanou hranou (vi,v;)!)

Teraz zavedieme pojem monoténnej Booleovskej funkcie.

Definicia 12.14. (n-drna )Booleovskd funkcia f(x1,...,xn) sa nazyva monoténna, ak pre
Pubovolné dva vektory o« = (ay,...,an),p = (b1,...,bn) také, Ze x < B plati f(aq,...,an) <
f(b1,...,bn). Triedu vsetkych n-drnych monoténnych Booleovskych funkcii budeme oz-
nacovat’ symbolom M™ a triedu vsetkych monoténnych Booleovskych funkcii budeme oz-
nacovat’ symbolom M.

Monotonnost’ Booleovskej funkcie sa neprejavuje tak jednoducho v tabulke pravdi-
vostnych hodnot (ako v pripade funkcii zachovavajticich hodnotu 0 alebo 1) ani v tvare
ANF Booleovskej funkcie (ako v pripade afinnych/linearnych Booleovskych funkcii.) Pre-
to sa zatial nepodarilo najst’ presné vyjadrenie pre mohutnost M™ Pre velké n plati
tento asymptoticky odhad: ??

2
n o) n (] n n .
IM™| ~ 2'n/2) exp K(n/Z)—]) <2n/2 + 75 + 2n+4>] 1 je parne,

resp. pre neparne n

|M“| ~2. 2((11—“1)/2) %

n 1 n? n n 1 n?
<X\ (n_3y2) \ammz T e T s ) T\ n—1y2) oz T anea

Zapis an ~ by vyjadruje skutocnost, Ze lim;, g—;‘ = 1 a ¢ita sa ,,an je asymptoticky
rovné b,,.“

Dokazeme uzavretost triedy M. Nech f(y1,...,Ym),91(x1,...,%n), ..., gm(X1,...,Xn) €
M. Potom zloZen4 funkcia
F(Xh"' )XTL) = f(g](X],... )Xn)w*')gm(x])"- )XTL))
je monoténnou funkciou. Skuto¢ne, nech st « =, 3 = (b,...,by) F'ubovolné dva binarne

vektory také, ze o < . Kedze g, ... dmn si monoténne funkcie, plati pre ne

ci=gilar,...,an) < gi(by,...,bn) =ds
c2=gz(ay,...,an) < gz(by,...,bn) =d2

IN

szgm(al)---»a—n) gm(bh---)bn):dm
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To vSak znamena, Ze (c1,...,cm) = (d1,...,dm). Ale aj funkcia f(y1,...,Yym) je monotén-

na, a teda
f(C],...,Cm) S f(dh»dm)

Pre zlozenu funkciu F postupne dostavame:

F(a])"'van) :f(91(a1»~wan))u-)gm(a]w'-)an) =
=flcr,...,em) < f(di,...,dm) = 1f(g1(b1,...,bn), ., gm(br, ... b)) = F(by, ..., bn).

Priklad 12.19. Konjunkcia, disjunkcia, obidve konstanty a identickd funkcia si monoton-
ne funkcie, negdcia, implikdcia, ekvivalencia, sticet modulo 2 nie st monoténne funkcie.

12.6.4 Trieda samodualnych funkcii S

Samodudlna funkcia sa vyznacuje takou velkou symetriou svojej tabulky pravdivost-
nych hodnét, Ze na dplné zadanie samodudlnej Booleovskej funkcie staci polovica jej
tabul'ky pravdivostnych hodnot. Na druhej strane, samodudlnost je menej nazorna ako
ostatné vlastnosti Booleovskych funkcii. Za¢neme preto jednoduchsim pojmom duélnosti
Booleovskych funkecii.

Definicia 12.15. Booleovskd funkcia f(x1,...,xn) sa nazyva dudlnou funkciou k Booleov-
skej funkcii g(x1,...,xn), ak

f(x1,...,%n) = g(X1,...,Xn).

Ilustrujeme si pojem dualnosti funkecii na prikladoch.

Priklad 12.20. 1. Funkcia f1(x,y) (konjunkcia) je dudlna ku funkcii f;(x,y) (dis-
Junkcii):
x&y = (x Vy)
a opacne disjunkcia je dudlnou funkciou konjunkcie, lebo

xVy = (x&y)
2. funkcia f12(x,y) (negdcia) je dudlna k sebe samej, lebo ——(—x) = —x a funkcia
f3(x,y) (identita) je dudlna k sebe samej, lebo —(—x) = x.
Zavedieme pojem samodualnej funkcie:
Definicia 12.16. Booleovskd funkcia f(x1,...,xn) sa nazyva samodudlnou funkciou, ak
f(X],. . »XTL) = ¥(i1» e ain);

t.j. ak je dudlna k sebe samej.

Trieda samoduéalnych funkcii je neprazdna, pretoze podl'a predchadzajiceho prikladu
medzi samodudlne funkcie patria napriklad identicka funkcia x a negéacia —x. Tabulka
pravdivostnych hodnét samoduédlnej funkcie sa vyznacuje tym, Ze v riadkoch prislicha-
jucich opa¢nym vektorom vstupnych hodnét si opacné hodnoty. Nazorne si to ukazeme
na nasledujicom priklade.
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X1 x2 x3| X1 X2 X3 | f(x1,%2,%3) | f(X1,%2,%3) |
O 0 o1 1 1 1 0
0O 0 1 1T 1 0 0 1
o 1T o1 0 1 0 1
o 1 1 1T 0 O 1 0

Tabulka 12.24: Tabulka samoduéalnej funkcie

Priklad 12.21. Definujme samodudlnu funkciu fxq,x,,x3) troch premennych. Aby sme
dosiahli samodudlnost funkcie f musime zaistit’ komplementdrnost hodnét na opaénygh
vektoroch. V tabulke 12.24 su kvéli ndzornosti uvedené opacné vektory v susednych stip-
coch.

Nech napriklad £(0,0,0) = 1. Potom f(1,1,1) = 1a —f(1,1,1) = 0. Zvolime hodnoty
funkcie fx1,x2,x3) na prvych 4 vektoroch, napriklad 1(0,0,0) = 1,1(0,0,1) = 0,1(0,1,0) =
0,f(0,1,1) =1 Tym su jednoznacne definované hodnoty funkcie fx1,x2,x3) aj na opacnych
vektoroch—pozri tabulku 12.24.

Ako sme videli v predchadzajicom priklade, na jednozna¢né urcenie samodudlnej
Booleovskej funkcie staci urcit’ jej hodnotu na jednom z kazdej dvojice opa¢nych vek-
torov. To znamena, Ze n-arna samodudlna Booleovska funkcia je zadana napr. prvou
polovicou tabulky, resp. binarnym vektorom dizky 2"'. Z uvedeného faktu potom vy-
plyva, ze n-arnych samoduélnych Booleovskych funkeii je 22" = v/22". UkaZeme, Ze aj
trieda S samodualnych funkcii je uzavreta na skladanie Booleovskych funkcii. Nech sa
flyr,...,Yym), 91(x1,...,Xn), - .., gm(x1,...,xn) € S. Potom zloZena funkcia

F(X1)~">XTL) :f(91(x1)'-~»Xn)wH»gm(X]»H-)Xn))

je samodualnou funkciou. Negujeme najprv premenné zloZzenej funkcie F:

F(x1,...,xn) = f(g1(x1,... . Xn), -y gm(Xa, .. X))
Kedze funkcie g1, ..., gm sd samodudlne, plati pre ne
gi(ih e »in) :gi(xl)' . vXTL)'

Vonkajsia ¢iastkova funkcia zlozenej funkcie F, funkcia f je tieZ samodualna, preto

f(g1(xX1y .-y Xn)y ooy Gm(X1y ooy X)) = F(G1 (X1, oo, X))y v v oy Tn(X T+ -0y X)),
resp. ~
f(g1,...,9m) =f(g1,...,9m).
7 vyssie uvedenych vztahov vyplyva, Ze
F(X1,...,%n) =flg1(x1, ..., %n)y .o, Gm(X1, ..., Xn)) = F(X1,...,%Xn),
a teda trieda samoduélnych Booleovskych funkcii je uzavreta.
Teraz moézeme sformulovat’ kritérium uplnosti systému Booleovskych funkcii.

Veta 12.7. (O funkciondlnej tiplnosti) MnoZina Booleovskych funkcii D tvori tplny sys-
tém Booleovskych funkcii prdve vtedy, ak nie je podmnoZinou Ziadnej z tried Tp, T1,L, S, M.
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Dokaz. Nutnost. Triedy Ty, T7,L,S, M st uzavreté a zZiadna z nich nie je tplna (pre
kazdu z nich vieme najst’ Booleovsku funkciu, ktori neobsahuje). Ak by D bola uplna
a zaroven bola podmnozZinou niektorej z tried Ty, T7, L, S, M, napriklad D C M, potom by
podla tvrdenia 3 vety 12.6 muselo platit’

DCM= [M]=MD[D]="P,.
Spor.

Ukazeme, Ze podmienka je aj postacujica; t.j. ak D nie je podmnoZinou Ziadnej z
tried Ty, T7,L, S, M, tak dokazeme vytvorit formuly nad D realizujice funkcie —x, x&y,
ktoré tvoria uplny systém Booleovskych funkcii.

KedZe D nie je podmnozinou Ziadnej z tried Ty, T7,L,S, M, méZeme predpokladat,
Ze obsahuje funkcie fo & Tp,f1 &€ Tq,fs € S,fpm € M. Funkcie fy, f1, fpm, fr, fs nemusia
byt nutne rézne a fp, f; sa nezhoduju s funkciami fy, f; z tabulky 12.1. Bez ujmy na
vSeobecnosti méZeme predpokladat, ze vsetky uvedené funkcie st n-arne.

1. Najprv zoberieme funkciu fy. Kedze fy & To, fo(0,...,0) = 1. Stotoznime vSetky
premenné funkcie fy a vytvorime novid funkciu jednej premennej: ¢(x) = fo(x,...,x).
Je zrejmé, ze ¢(0) = 1. Pozrieme sa na opac¢ny koniec tabul'ky pravdivostnych hod-
not Booleovskej funkcie fp, aby sme zistili, akd hodnotu nadobuda funkcia ¢(x) pre
x = 1. St dve mozZnosti:

(a) fo(1,...,1) = 1. V tomto pripade funkcia ¢(x) = 1 nema podstatné premenné
a predstavuje konstantu 1.

(b) V druhom pripade fo(1,...,1) =0, ateda ¢(1) =0, resp. d(x) = —x.

2. Teraz vyuzijeme funkciu f; € T;. Tak ako v predchadzajicom pripade stotoznime
vSetky premenné funkcie f; a vytvorime novi funkciu jednej premennej: P(x) =
fi(x,...,x). Plati {(1) = f1(1,...,1) = 0. Zaujma nas hodnota \(0) = f;(0,...,0).
Podobne ako v pripade funkcie ¢(x), m6zu aj tu nastat dve moznosti

(a) P(0) =f1(0,...,0) = 0. V tomto pripade \(x) = 0 predstavuje konstantu 0.
(b) AkP(0) =11(0,...,0) =1, P(x) = —x.

V optimalnom pripade sme z funkcii fo, f; vytvorili obe konstanty a negaciu, v
horsom pripade bud obe konstanty alebo samotna negaciu (Obr.12.16). Ukazeme,
Ze v pripade, ked sme skonstruovali ,len“ obe konstanty, vytvorime pomocou nemono-
ténnej funkcie negaciu.

3. Ked'ze fp € M, existuju také dva vektory hodnét o = (aq,...,an),p = (by,...,bn)
také, zZe x < P a
f(a1,...,an) = ], f(b1,...,bn) =0.
KedZze « =< B, potom existuju také hodnoty iy,...,1, Ze a;, = 0,by, =1, j =
1,...,kaa; = by prei ¢ {iy,...,ix}. Bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpo-
kladat, zZe sa vektory «, 3 odliSuju na prvych k miestach a na zostavajicich n — k
miestach maja rovnaké hodnoty, t.j.:

(X,:(O,...,O,ak+],...,an), B:(],---,],ak+],---,an)-



244

KAPITOLA 12. BOOLEOVSKE FUNKCIE

Definujeme teraz funkciu 9(x) = fm(x,...,x, axs1,..., an). Pre funkciu 8(x) plati

8(0) = fM(O, ,O,akﬂ,...,an) =1

3(]) = fM(1,...,1,ak+1,...,an) =0.
Potrebné konstanty sme vytvorili z funkcii fp, f;. Funkcia jednej premennej &(x)
predstavuje negaciu.

Ak sa nam z funkcii fy, f; podarilo vytvorit’ len negaciu, obe konstanty zaskame
pomocou negacie a funkcie fs, ktora nie je samodualna.

. Kedze fs ¢ S, existuju také dva navzajom opacné vektory hodnot « = (ai,...,an)
« = (day,...,dn), na ktorych funkcia fs nadobida rovnaka hodnotu;
fs(ar,...,an) =fs(as, ..., an).

(Pripomenieme vyznam oznacenia x°, ktoré sme zaviedli na zaciatku tejto kapi-
toly: x° =xak 0 = 0 a x® = x ak 0 = 1.) Podobne ako v predchadzajucich pri-
padoch vyuzijeme funkciu fs na vytvorenie Booleovskej funkcie jednej premennej.
PoloZime

Takuto funkciu dokazeme zostrojit pomocou negaciu, ktori sme uz vytvorili. Z
definicie vyrazu x° vyplyva, ze 1° = o a 0° = —0. Pomocou tychto vztahov vy-
jadrime hodnoty funkcie w(x) (jednej premennej):

w(1) =A~g(14,...,19) =fg(ay,...,an) =fs(ay,...,an) =fg(0%,...,0%) = w(0).

Funkcia w(x) teda predstavuje konstantu. Z funkcie w(x) nedokazZeme sice zostro-
jit predpisand konstantu, ale to nepredstavuje Ziaden problém, pretoze druhu
konstantu polahky vytvorime pomocou negacie a funkcie w(x).

. Vysledkom nasich doterajsich snazeni su funkcie 0, 1, —x. Z tchto troch funkcii a ne-

linearnej funkcie f; ¢ L vytvorime konjunkciu. Z toho, Ze funkcia f| nie je linearna,
vyplyva Ze v jej ANF sa vyskytuje konjunkcia asponn dvoch premennych. Bez ujmy
na vSeobecnosti méZeme predpokladat, Ze ide o premenné x1, x2. Vyuzijeme komu-
tativnost’ a asociativnost’ s¢itania modulo 2, distributivny zdkon pre konjunkciu a
sucet modulo 2 a upravime ANF Booleovskej funkcie f; na nasledujuci tvar:

fL(X] yoe e ,Xn) = X]Xz&f(Lz)(Xg, Ce ,Xn) ) X1&f(1)(X3, e ,Xn) ©®
©® Xz&f[z)(X3, . ,Xn) 5> f(@)(X3, cen ,Xn). (1217)
Preusporiadali sme vSetky cleny ANF Boleovskej funkcie fi (x1,...,x) a rozdelili

ich do 4 skupin (zatvoriek) tak, Ze prva skupina pozostava zo vSetkych tych ¢lenov
ANPF, ktoré obsahuju konjunkciu x1x,, druhu tvoria tie ¢leny ANF, ktoré obsahuju
premennu xi ale nie x,, tretiu—tie cleny ANF, ktoré obsahuju premenni x; ale nie
x1 a napokon, do poslednej sme zaradili tie ¢cleny ANF, ktoré neobsahuju ani x1, ani
x2. Zo vSetkych clenov prvej skupiny sme na zaklade distributivneho zakona vynali
pred zatvorku konjunkciu x1x; a vyraz v zatvorke vyjadrili pomocou Booleovske;j
funkcie f(; 7)(x3,...,xn). Rovanako sme upravili ostatné tri skupiny ¢lenov ANF.
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Vsimnite si, Ze po vynati x1x», X1, X2 z prvej, druhej, resp. tretej skupiny ¢lenov
pred zatvorku, zostavajice vyrazy v zatvorkach uz neobsahovali premenné x, x,.
Poslednd, stvrta skupina pozostavala z ¢lenov ANF, ktoré nezaviseli od x1,x3. To

znamena, Ze vyrazy v zatvorkach predstavuju funkcie premennych x3, ..., xn.
Nakolko ANF Booleovskej funkcie fi obsahuje konjunkciu x1x,, musi existovat
aspon jeden taky subor hodnét (asz,...,an) premennych x3,...,xn, Ze
f2)(as,...,an) = 1. Vytvorime novi Booleovski funkciu dvoch premennych
®(x1,x2) dosadenim konstant (as, ..., a,) do funkcie f:

O (x1,%x2) = fr(x1,%x2,a3,...,an).

Zo zapisu funkcie f; 12.17 vyplyva, ze

O(x1,x2) = x1%2&f(12)(a3,...,an) ®x1&f(1)(az, ..., an) ®x2&f(z)(az,...,an) @
D f(@)(ag), s, an) = doxixo @ dixg D doxy P ds. (12.18)

Koeficienty do, d;, d2, d3 si kontanty—hodnoty funkcii f(; ), f(1),f(2), fp) na vek-
tore (asz,...,an). Je zrejmé, Ze dop = 1. Ak by boli ostatné koeficienty di, d», ds
nulové, funkcia @(x1,x;) by uz predstavovala potrebni konjunkciu. Ale konjunkciu
z @ (x1,x2) 'ahko vytvorime aj v pripade, ked je aspon jeden z koeficientov dq, d,, d3
nenulovy. Na zaklade hodnét dq, d, transformujeme premenné funkcie ®(x1,x2) a
vyslednu funkciu este v pripade potreby negujeme. Dostavame opét’ funkciu dvoch
premennych O(x1,x2):

O(x1,x2) =DO(x1 ® da,x2d dq) ® didr @ ds. (12.19)

Pripominame, Ze x®1 = —x a x®»0 = x. Dokazeme, Ze O(x1,x2) = x1&x;. Vyjadrime
O(x1,x2) pomocou vzt'ahov 12.18 a 12.19.

O(x1,%x2) = (x1 @ d2)(x2 @ dq1) @ di(x1 @ d2) ®da(x2® dy) Dd3® didy @ d3 =
= X X2®x1d1dxpdy ®d1doPx1d1 D d1dy P x2dy @ d1dry B dzs P didy D ds =
= X]&Xz.

Vsetky upravy funkcie f1, ktoré sme robili, sa dali realizovat pomocou dosadzova-
nia konstant a negacie premennych, resp. negacie funkcie. To znamena, Ze pomo-
cou konstant 0, 1, negacie —x a nelinearnej funkcie mozno vytvorit’ konjunkciu.

Pomocou patice funkecii g, f1, faq, f1, s sme vytvorili funkcie —x, x1&x,, ktoré tvoria uplny
systém Booleovskych funkcii. To znamena, ze tak funkcie fg, f1,fpm, f, fs, ako aj trie-
da/mnozina D tvoria dplny systém Booleovskych funkcii. Prehladna schéma dokazu
tejto vety je zobrazena na obrazku 12.16. O

Priklad 12.22. Dékaz vety 12.7 je pomerne dlhy a zlozity. Kvéli lepSiemu pochopeniu ho
teraz ilustrujeme na dvoch konkrétnych prikladoch.
1. Ukdzeme najprv, Ze mnoZina Booleovskych funkcii {x = y, 0} tvori uplny systém.

(a) Funkcia x = y nepatri do triedy To, lebo 0 = 0 = 1. Ked’2e 1 = 1 =1, funkcia
x = x predstavuje konstantu 1,
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W {
fo & To
{0} {—} {0} {—x}
figh f1¢ T
{—x} {0,1}
fm € M fr €L fs &S
e

Obrazok 12.16: Schéma dokazu vety 12.7

(b) Funkcia 0 nepatri do triedy T;.

(¢c) Implikdcia nie je monoténnou funkciou, lebo 0 = 0 = 1, ale 1 = 0 = 0.
Skonstruujeme pomocou nej a konstanty 0 negdciu: x = 0 = —x.

(d) Funkcia x = y nie je linedrna. Zostrojime jej ANF a z nej vytvorime kon-
Junkciu. Vseobecny tvar ANF Booleovskej funkcie dvoch premennych je:

f(x,y) = ap @ a1x ® ay ® azxy.

Uréime hodnoty jednotlivych koefcientov funkcie f(x,y) = x = y. Jednotlivé
kroky odvodenia st uvedené v nasledujiicej tabulke

hodnota rovnica koeficient
f(0,0):] Cl():] (10:1
f(1,0) =0 1®ap=0 a; =1
f(0,1) =1 1®a,=1 a=0
f(L,)=1 1®1®az=1 az3=1

ANF implikdcie x = y md teda tvar:
x=y=lexexy (=0(x,y)).

Zostrojili sme funkciu ®(x,y), v ktorej koeficienty d; nadobtidaji nasledujiice
hodnoty: do = dy =d3z =1a d, = 0. Vytvorime funkciu GO(x,y):

Ox,y)=Px,y®1)®1=-0(x,~y) =[x = (y=0)) = 0l.

2. Ukdzeme, ako sa upravuje zloZitejsia ANF.

f(x1,%2,%3,%4) = TDx1Dx2Dx1X2 D X2X3 D X3X4 D X1X3X4 D X1X2X3 B X1X2X3X4 =
= x1%2(1 @ x3 ® x3x4) © x7(1T D x3x4) D x2(x7 B x3) © (1 D x3%4).
f(X])XZ)O)]) = ®(X1aX2):X]X2@X]@X2@1)

f(¥1)¥2)0)]) = G)(X])XZ) = X1X2.
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funkcia |[To T; L S M
0 + - + - +

1 -+ + - +

X + + + + +

—X - - + + -
x&y + + - - +
xVy + + - - +
X=1Y -+ = = =
X=yY - + + - -
xDy + - + = =
xNANDy | — — — — -—
xNORy |- — — — —

Tabulka 12.25: Prislusnost’ elementarnych Booleovskych funkcii do tried Ty, Ty, L, S, M.

Viimnite si, Ze rovnica
(1®x3Dx3x4) =1

md tri rieSenia:
(@) x3=x4=0,
(b) X3 = O,X4 = ],

(c) x3=x4=1.

Uloha 12.17. Kazdd uzavretd trieda A C P, je obsiahnutd v asporni jednej z tried
To, T7,L, S, M.

Uloha 12.18. Zostrojte Vennov diagram pre mnoZiny n-drnych Booleovskych funkcii
T3 T34 L™, S™ a urcéte mohutnosti vSetkych 16 mnozin, ktoré si pomocou neho definované!

Pri skimani uplnosti nejakej mnoziny Booleovskych funkeii, resp. pri konstrukecii
uplného systému Booleovskych funkcii méze byt uzitoén4 nasledujiaca tabulka: Aby bola
nejaka mnozina Booleovskych funkcii iplna, musi mat’ v kazdom zo stipcov To, T1,L,S,M
aspon jeden znak —. Preto sd napriklad mnoziny {—x,x V y},{x = y,x ® y} uplné, ale
{x&y,x V y} nie je uplna. Rozhodnut o tom, ¢i nejaka zlozZitejSia Booleovska funkcia
patri/nepatri do tried L, S, M na zédklade definicii tried mo6ze byt pomerne narocné. Pre
praktické pouzitie vSak casto vystacime so slabsimi ale podstatne jednoduchsimi krité-
riami. Na ich zavedenie potrebujeme jeden jednoduchy pojem.

Definicia 12.17. n-drna Booleovskd funkcia f je balancovand, ak md mnoZina jej jed-
notkovych vektorov (vektorov pravdivostnych hodnét, na ktorych f nadobiida hodnotu 1)
mohutnost’ 22" .

e Ak je Booleovska funkcia samoduadlna, tak je balancovana.

e Ak je Booleovska funkcia linearna, tak je bud konstantna, alebo balancovana.
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e Ak je n-arna Booleovska funkcia f(x1,...,x,) monoténna a f(0,...,0) = 1, alebo
f(1,...,1) =0, tak f(x1,...,xn) je konStantna.

Podrla tychto kritérii rychle zaradime napriklad implikaciu: nie je to ani konstantna,
ani balancovana funkcia, preto neméze patrit’ do tried L, S, na vektore (0,0) nadobuda
hodnotu 1, a teda nie je monoténna.

Triedy Booleovskych funkcii Ty, T7, L, S, M st vynimocné, predstavuji jediné tzv. pred-
uplné triedy Booleovskych funkcii v ;. Preskiimame ich vlastnosti podrobnejsie.

Definicia 12.18. Mnozina Booleovskych funkcii A C P, sa nazyva prediuplnou triedou
(Booleovskych funkcii), ak [A] # P, ale pre lubovolnu Booleovskiu funkciu f, ktord nepa-
tri do A plati [A U{f}] = Pa.

Poznamka. Preduplnost triedy A znamena:

1. A je uzavretd, pretoZe ina¢ by sme mohli zobrat’ Booleovsku funkciu f € [A] — A,
pre ktord by potom platilo: [A U{f}] = [A] # P».

2. A je neuplna trieda, lebo [A] # P, ale

3. triede A chyba k tuplnosti tak malo, Ze staci zobrat’ 'ubovolni Booleovsku funkciu,
ktora do triedy A nepatri, pridat’ ju k A, aby sme dostali tplny systém.

Zdoraznujeme este raz, Ze posledni uvedend vlastnost’ musi mat’ 'ubovol'na a nie Specidlne
vybrana funkcia z A€. V opatnom pripade by totiz 'ubovolna uzavreta neidplna mnozi-
na Booleovskych funkcii tvorila preddaplny systém, ktory by sa dal ,zaplnit“ pridanim
napriklad Shefferovej alebo Pierceovej funkcie (NAND alebo NOR).

Nasledujuca veta je fakticky dosledkom vety 12.7. Kvoli zavaznosti jej obsahu ju
formulujeme ako samostatnu vetu.

Veta 12.8. V triede P, existuje prdve pdt preduplnych tried; To, T1,L,S, M.

Dokaz Vsetky triedy To, T7,L,S, M su neidplné a uzavreté. Staci, aby sme o kazdej z
nich ukazali, Ze nie je podmnozZinou inej (preduiplnej) triedy. Tento dékaz ponechavame
citatel'ovi ako cvicenie. My pri dokaze budeme vychadzat priamo z definicie prediplne;j
triedy, vety 12.7 a tabulky 12.25.

Preduplnost’ triedy Ty. Trieda Ty obsahuje okrem inych Booleovskych funkcii aj
funkcie x, x&y, x @ y. Vyberieme I'ubovolni funkciu f ¢ Tp. Potom na zaklade tejto
funkcie bud’ vytvorime negéciu, ktora spolu s konjunkciou tvori uplny systém, ale-
bo zostrojime konstantu 1, dosadime ju do funkcie x ©y a dostavame negaciu x® 1,
ktora potom spolu s konjunkeciou tvori uplny systém.

Preduplnost’ triedy T,. Vyberieme 'ubovolnu funkciu f ¢ T;. Ak z tejto funkcie vytvo-
rime negaciu, tak uz mame tuplny systém, lebo konjunkcia patri do triedy T;. Ak
pomocou f vytvorime ,len“ konstantu 0, tak pouzijeme implikaciu z triedy T; a
vytvorime negaciu v tvare x = 0.
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Preduplnost’ triedy M Obe kostanty, konjunkcia a disjunkcia st monoténne funkcie.
Z nemonotonnej Booleovskej funkcie f ¢ M dosadzovanim konstant zostrojime
negaciu, ktora spolu s (monoténnou) konjunkciou tvori tplny systém.

Preduplnost’ triedy L Trieda linearnych funkcii obsahuje obe konstanty aj negaciu.
Z nelinearnej Booleovskej funkcie f € L vytvorime konjunkciu.

Preduplnost’ triedy S Trieda samodualnych funkcii obsahuje negaciu. Pomocou nega-
cie a nesamodualnej funkcie f ¢ S vytvorime obe konstanty. Trieda n-arnych
samoduélnych funkcif obsahuje 22* ' a trieda n-arnych linearnych funkeii obsahu-
je len 2! Booleovskych funkcii. To znamen4, Ze v triede S existuje samodudlna
a zaroven nelinearna funkcia aspon troch premennych, z ktorej vytvorime kon-
junkciu.

Predpokladajme, Ze v triede P, existuje d’alSia prediplna trieda, ozna¢me ju X. Trieda
X je uzavreta a nesmie byt obsiahnuta v ziadnej z prediplnych tried Ty, T7,L, S, M. To
v8ak znamena, ze X je uplna. Spor. O

Uloha 12.19. Zistite & su nasledujiice mnoZiny Booleovskych funkcii tiplné:

. x&Yy,0,1,x Py Pz
. x&y,x =y, 1

. XY, xX=y,x =y
. x = (y&—z)

. xVy

1

2

3

4

5 xd(yVz),x=z
6

7. ~x&y

8

. X=> "y
9. xV—y
Uloha 12.20. Dokdste, se neexistuje samodudlna nelinedrna funkcia dvoch premennych!

Uloha 12.21. Ndjdite vietky samodudlne nelinedrne Booleovské funkcie troch premen-
nych! Ndvod: vytvorte ANF Booleovskej funkcie 3 premennych f(x,y,z) a rieste rovnost’
f(x,y,z) = (X, Y, z) vzhladom na koeficienty ay, ..., a7

Hoci mnoziny Booleovskych funkcii mézu byt velmi rozsiahle, ale ako sa ukazalo
v predchadzajacich vetach, tplnost mnoziny Booleovskych funkcii méze zaistit uz jej
mal4d podmnozina. V idealnom pripade bude obsahovat jednu Booleovsku funkciu—
NAND, NOR alebo podobni Booleovsku funkciu tvoriacu dplny systém. V najhorSom
pripade by to nemalo byt viac, ako vetou 12.7 garantovanych 5 funkcii. Nasledujica
veta ukazuje, Ze sa horny odhad na poéet funkcii tvoriacich minimélny tplny podsystém
da este trocha stlacit’.

Veta 12.9. Z kazdej iiplnej mnoziny D Booleovskych funkcii mozno vybrat’ uplni podm-
noZinu ubsahujicu najviac 4 Booleovské funkcie.
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Dokaz. Ponechavame ¢itatelovi ako cviéenie. O

Zatial sme uvaZzovali o iplnosti vzhladom na triedu vsetkych Booleovskych funkcii,
P». Pojem uplnosti je vSak mozné zov§eobecnit’ aj na 'ubovolnu inu uzavreti triedu.

Definicia 12.19. MnoZina Booleovskych funkcii {f1,...,fy, ...} uzavretej triedy A sa nazy-
va uplnou v triede A, ak sa jej uzdver rovnd A.

Definicia 12.20. MnoZina Booleovskych funkcii {f1,..., Ty, ...} uzavretej triedy A sa nazy-
va bdzou triedy A, ak je tuplnd v triede A a Ziadna jej vlastnd podmnoZina nie je tuplnd v
triede A.

Priklad 12.23. Bdzy tried Booleovskych funkcii.

1. {x&y,—x} tvori bdzu P>,
2. {0,1,x Vy,x&y} tvori bdzu M,
3. {1,x ® y} tvori bdzu L.
Na zaver tejto kapitoly uvedieme dva vysledky, ktoré pre uzavreté triedu Booleovskych
funkecii dokazal americky matematik Emil Post.
Veta 12.10. Kazdd uzavretd trieda z P> md konecénu bdzu.

Veta 12.11. Mohutnost mnoziny uzavretych tried v P, je spocitatelnd.



Kapitola 13

Diskrétna matematika a
informatika

13.1 Niektoré aplikacie funkcii v informatike

13.1.1 Sifrovanie informacie

Pomocou komunikaénych sieti sa casto prenasaju doverné spravy, ktorych prezradenie
nepovolanym osobam by mohlo sposobit’ problémy. KedZe pristupu nepovolanych os-
0b ku komunikaénym kanalom spravidla nie je mozné zabranit, dovernost’ prenasanej
informacie sa chrani pomocou §ifrovania. Existuje vela §ifrovacich algoritmov! my ilus-
trujeme pouzitie funkcii na priklade klasickej substitu¢nej Sifry. Podstata Sifrovania
spo¢iva v nahradeni udajov zapisanych v otvorenom tvare (otvoreného textu) Sifrovym
textom. Nech je M mnozZina vSetkych otvorenych textov, C mnozina vSetkych Sifrovych
textov, potom Sifru (Sifrovaci systém, kryptosystém) mozno definovat pomocou zobraze-
nie (Sifrovacej funkcie) E : M — C, ktoré kazdému otvorenému textu priradi sifrovy text?
a opacnej funkecie k Sifrovacej funkcii (desifrovacej funkcie)D : C — M. Podobne ako pri
kédovani je najdolezitejSou poziadavkou, ktord kladieme na Sifrovaciu a desifrovaciu
funkciu je jednoznacnost’ desifrovania, ktora sa da vyjadrit nasledovne:

vm[(m € M) — D(E(m)) = m].

Bezpecnost’ takejto Sifry by vSak bola pochybnd, spocivala by v utajeni desifrovacej
funkcie D. Ak by sa nepovolana osoba dostala k desifrovacej funkcii, bola by schopna
uspesne desifrovat’ I'ubovolniu zachytenu Sifrovd spravu. Preto sa voli iny pristup—
kryptosystém nepozostava z jedinej dvojice (E, D) ale dostato¢ne velkej mnozZiny dvojic
kryptografickych funkcii (Ey, D), parametrizovanej pomocou parametra k, nazyvaného
kryptografickym kIicom. Na Sifrovanie/desifrovanie informacie sa sice pouziva ten isty
kryptosystém, ale zakazdym ina dvojica kryptografickych funkcii (Ey, Dy). Klasicky

Thistérii kryptolégie je venovana skvela kniha [10], dobrym tdvodom do kryptolégie je [16].
Zexistuju tzv polyalfabetické Sifry, kde sa namiesto Sifrovacej funkcie pouziva len relacia, ale takymito
Siframi sa teraz nebudeme zaoberat’
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kryptosystém vyuZiva na Sifrovanie nahradzanie znakov inymi znakmi (najcastejSie tej
istej abecedy). Sifrovacia a desifrovacia funkcia st permutdcie abecedy, nad ktorou sa
zapisuju otvorené aj Sifrové texty a mozno ich zadat’ pomocou tabul'ky. Substitu¢nu Sifru
ilustrujeme na priklade tzv Cézarovej Sifry, ked je znak abecedy nahradeny znakom,
ktory v abecede nasleduje bezprostredne za nim a ako nasledovnik znaku ‘z’ je defino-
vany znak ‘a’. Tabulka Sifrovacej funkcie vyzera nasledovne:

o albjc|d|e|f|g|h|i|j|k|[] | m
E(x)||b|lc|d|e|f|g|lh|i|j|k|]l|m|n
x njfo|p|lq|r|s|tju|v | w|x|y| z
E(x)||o|p|lq|r|s|tju|v|w|x|y|z]|a

Sifrovy text [16] je rozdeleny do blokov dfiky 5 (zachovanie dizok povodnych slov by
protivnikovi vel'mi ulahéilo kryptoanalyzu)

uifsf bsfux pljoe tpgds zquph sbgiz Jjouij txpsm edszg uphsb
gizui buxjm mtupg =zpvsl Jetjt ufsgs pnsfb ejohz pvsgj mftbo
edszg uphsb gizui buxjm mtupg nbkps hpwfs onfou gspns fbejo
hzpvs gjmft wuijtc ppljt becpvu uifmb uufs

13.1.2 Hasovacie funkcie
13.1.3 Primitivne rekurzivne funkcie
13.1.4 Lexikografické usporiadanie

Pri spracovani textov potrebujeme definovat usporiadanie na mnozine slov nad nejakou
abecedou. Nie je problém usporiadat’ jednotlivé symboly abecedy napriklad takto: najprv
pismend, potom &islice a nakoniec $pecidlne znaky. Tazkosti sposobuje porovnavanie
slov nerovnakej dizky. Tento problém sa dé riesit rozliénymi spésobmi, prirodzenym
rieSenim je vSak tzv. lexikografické usporiadanie.

Definicia 13.1. Nech je (A, <a) usporiadand mnoZina. Lexikografickym usporiadanim
mnoZiny A* = Jiso A" indukovanym usporiadanim <a nazyvame reldciu < definovani
takto: pre x,y € A*; x = (x1,...,%Xm), Y = (Y1,...,Yn) plati

x<LYy=
= 31[(1 < m)&(xi <A yl)&:V][(] < l) — (Xj = yj)]] \Y [(m < Tl)&VJ[(] < m) — (Xj = yj)]]-

Poznamka. V definicii lexikografického usporiadania treba rozliSovat relacie uspori-
adania <A, <a; to st usporiadania mnoziny A, <; je lexikografické usporiadanie mnoziny
A* a < je prirodzené usporiadanie mnoziny N. Pripominame, Ze A* oznacuje mnoZinu
vSetkych retazcov nad abecedou A. Formalna definicia lexikografického usporiadania
je na prvy pohlad dost’ komplikovana. Skutocnost’, ktord vyjadruje, je vSak pomerne
jednoducha: slovo (ret’azec) x predchadza slovo (ret’azec) y ak
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1. x je prefixom slova y, alebo

2. slova x,y maju nejaky spoloény prefix dizky r (0 < r < min(A(x),A(y)) a (v + 1)-vy
symbol slova x, x,,1 predchadza v usporiadani <, (v + 1)-vy symbol y,; slova y.

Priklad 13.1. UvaZujme slovd ,demokracia®, ,demonstrdcia“ a ,demon®. Vsetky tri
maji spoloény prefix ,demo®, o usporiadani bude rozhodovat’ piaty symbol. V slove
»demokracia® je piaty symbol ,k“ a v slovdch ,demonstrdcia® a ,,demon® je piaty sym-
bol ,n“ KedZe ,k“<,n“ v lexikografickom usporiadani uvedenych troch slov bude na
prvom mieste ,demokracia®. Slovo ,demon® je prefixom slova ,demonstrdcia“, a preto ho
v lexikografickom usporiadani bude predchddzat. V lexikografickom usporiadani bude
teda poradie ,demokracia®, ,demon®, ,demonstrdcia®

Uloha 13.1. Nech <A nie je uplné usporiadanie na mnoZine A. Bude lexikografické
usporiadanie na mnozine A*, < indukované usporiadanim < tuplné? Zdévodnite!

Uloha 13.2. Dokdzte, Ze lexikografické usporiadanie < indukované usporiadanim <a
Je usporiadanim na mnozine A*. (Ndvod: ukdzte, Ze <[ je reflexivna, tranzitivna a anti-
symetrickd reldcial)

Uloha 13.3. (Pokradovanie.) Dokdste, Ze ak jereldcia <a uplné usporiadanie na mnozine
A., tak potom reldcia < je uplnym usporiadanim na mnoZine A*!

Uloha 13.4. Nech E = {0, 1}. Na mnoZine vektorov E3 definujeme usporiadanie takto:
(a1,az,a3) <g (b1,b2,b3) = (a1 < by)&(az < by)&(az < bs),
pricom 0 < 0,0 < 1,1 < 1. Zostrojte Hasseho diagram pre (E3, <¢)!

Uloha 13.5. Zostrojte Hasseho diagram pre lexikografické usporiadanie mnoziny E3 a
porovnajte ho s Hasseho diagramom z predchddzajiiceho prikladu!

Uloha 13.6. Usporiadajte lexikograficky nasledujiice slovd: a, ano, ale, aba, alebo, ani,
abraham, anna, andrej, ada,adalin, adolf, andrea, adrenalin, anton, aldo, alf, alfa, au-
gust, aurel, augustus, atom, axis, avenarius, alveola, aorta, ascendentny; za predpokladu,
Zea<b<c... <z

Zoznam potencidalnych tém pre tuto kapitolu

1. Usporiadania a triedenia
2. algoritmy ako funkcie. Rekurzivna vycislitelnost

3. spocitatelnost’ algoritmicky riesitelnych problémov potencialne vs. aktualne nekonecno
(konstruktivistickd matematika)

4. datové stuktury
5. relacie, databazy

6. reprezentacia mnozin, relacii, zobrazeni,... v programovacich jazykoch



254 KAPITOLA 13. DISKRETNA MATEMATIKA A INFORMATIKA



Kapitola 14

Prilohy

14.1 Zermelo-Fraenkelov systém axiom

Zermel-Fraenkelov systém axiém je najrozsirenejsi axiomaticky systém tedrie mnozin.
Zermel-Fraenkelov systém axiém sa oznacuje skratkou ZF, ak sa k jeho axiémam prida-

va axiéma vybery, oznacuje sa ako ZFC (Zermel-Fraenkelov systém axiém s axiémou
vyberu). Axiémy ZF, aj rozSireného systému ZFC zarucuju existenciu dostato¢ne bo-
hatého univera mnozin, postacujiiceho pre potreby sticasne matematiky. Zermel-Fraenkelov
systém axiom je uvedeny prakticky v kazdej monografii alebo uc¢ebnici teérie mnozin, my
sme ho prebrali z prace [4].

Axioma existencie mnozin

(existuje aspon jedna mnozina.)
Axioma extenzionality
VWyllx=y) & z:(zex& zey)]

(Axiéma extenzionality vyjadruje, Ze dve mnoZiny (x, y) sa rovnaju prave vtedy, ak
obsahuju tie isté prvky.)

Axioma dvojice
VxVy3dz = (z = {x, y}).

(Tubovolné dve mnozZiny x,y urcuju dvojprvkovd mnoZinu {x, y}.
Axioma Schéma separacie
VxVy(z €y & (z € x&b(x)))

(Ak je x mnozina a ¢ formula, tak existuje mnozina z tych prvkov mnoziny x, ktoré
maju vlastnost’ ¢.)
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Axioma sumy
Vadzvx(x € z & Jy(x € y&y € a))

(pre kazdiu mnozinu a existuje mnozina v§etkych prvkov, ktoré patria do niektorého
z prvkov mnoziny a.)

Axioma regularity
A#£D= (Ix)[x €c A&(VY)ly ex =y € A)l)
Ziadna mnoZina nie je porvkom seba samej.
Axioma nekonec¢nej mnoziny
Ix(0 € x&Vy € x: (S(y) € x))

Nasledovnik mnoziny x je definovany ako mnozina x U {x}. Axiéma nekonecnej
mnoziny tvrdi, Ze existuje mnozina obsahujica prazdnu mnoZinu a je uzavreta
vzhl'adom na operaciu nasledovnika.

Vxdylzey &z C x).

Inymi slovami, ak je x mnozZina, tak aj sibor vSetkych jej podmnoZin je mnoZina
(nazyvana potencnou mnozinou).

Schéma axiém nahradenia Nech 1(u,v) je formula, ktora neobsahuje vol'né premen-
né w, z. Potom formula

Yuvwww((P(u, v)&P(u, w)) — (v=w)) = Vadzv¥v(v € z & Ju(u € a&p(u,v)))
(definovatelné zobrazenie zobrazuje mnoZinu na mnozinu.)

Axioma vyberu
I#0&iieD) = [[xi#0
iel
Prvok mnoZiny [ [;.;x; sa nazyva vyberova funkcia. Axiéma vyberu sa da for-
mulovat’ aj jednoduchsie. Jedno z tvrdeni ekvivalentnych axiéme vyberu tvrdi, Ze
karteziansky sucin neprazdnych mnozin je neprazdna mnozina. Ina formulacia ax-
i6my vyberu znie, Ze pre 'ubovolnd mnozinu neprazdnych mnozin existuje mnozi-
na, ktora obsahuje po jednom prvku z kazdej mnoziny danej mnoziny mnozin.
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