
V texte pri prai s relaiami pouzivame dve ekvivalentne oznaenia a to (x, y) ∈
R a xRy.Ako pisat priklady na pisomkeNetreba sa zlaknut dlzky rieseni. Vsetky priklady sa daju zmysluplne napisatna niekolko riadkov. Riesenia v tomto dokumente su dlsie z viaeryh dovodov.Pouziva sa trosku pestrejsi jazyk, taktiez pre lepsiu itatelnost sa pouziva menejmatematikyh symbolov. Napriklad miesto

• Neh x(AS)y. Z de�niie skladania relaii existuje z take, ze xAz a zSy. Zde�niie inverzneho zobrazenia dostavame zA−1x a kedze S je symetrika,vieme aj ze ySz. Potom vsak z de�niie skladania relaii y(SA−1)x a tedaaj yRx.je uplne vhodne napisat
• x(AS)y ⇒ ∃z xAz ∧ zSy ⇒ zA−1x . . . . Nad implikaiu pekne napisemeodvovodnenie (napr S je sym.), ak sa nevmesti pomozeme si vetou. Tak-tiez mozeme efektivne vyuzivat via smerov v rovine. sipky preto mozusmerovat z predpokladov do dosledkov bez prepisovania predpokladov.Priklad 1 Neh A je relaia a S je symetrika relaia. Dokazte, ze relaia

R = AS ∪ SA−1je symetrika. Dalej dokazte, ze R je zaroven najmensia symetrika relaiaobsahujua AS−1.Riesenie. Najprv dokazeme, ze R je symetrika relaia. Neh xRy. Potomplati bud x(AS)y alebo x(SA−1)y.
• Neh x(AS)y. Z de�niie skladania relaii existuje z take, ze xAz a zSy. Zde�niie inverzneho zobrazenia dostavame zA−1x a kedze S je symetrika,vieme aj ze ySz. Potom vsak z de�niie skladania relaii y(SA−1)x a tedaaj yRx.
• Neh x(SA−1)y. Z de�niie skladania relaii existuje z take, ze xSz a

zA−1y. Z de�niie inverzneho zobrazenia dostavame yAz a kedze S jesymetrika, vieme aj ze zSx. Potom vsak z de�niie skladania relaii
y(AS)x a teda aj yRx.Tym sme dokazali, ze ak plati xRy tak plati aj yRx a teda R je symetrika.Dalej ukazeme ze R je najmensia symetrika relaia obsahujua AS−1. Zanemetym, ze R obsahuje AS−1. Kedze S je symetrika S−1 = S. Kedze R =

AS ∪ SA−1, AS ⊆ R a teda aj A−1S ⊆ R.Pokraujeme dokazanimminimality R. Dokaz sporom. Neh existuje symetrikarelaia P taka, ze (AS−1 =)AS ⊆ P ( R. Z P ( R mame ze existuje x a ytake, ze neplati xPy a plati xRy. Potom plati bud x(AS)y alebo x(SA−1)y.
• Neh x(AS)y. Kedze AS ⊆ P tak aj xPy. Spor.1



• Neh x(SA−1)y. Z de�niie skladania relaii existuje z take, ze xSz a
zA−1y. Z de�niie inverzneho zobrazenia dostavame yAz a kedze S jesymetrika, vieme aj ze zSx. Potom vsak z de�niie skladania relaii
y(AS)x. Kedze AS ⊆ P tak aj yPx. Kedze P je symetrika, plati aj xPy.Spor.Tym je dokaz ukoneny. 2Poznamka. Pokial neviete dokazat minimalitu je pekne ukazat aspon . symet-rikost RPriklad 2 Najdite nejaku najmensiu (o do potu prvkov) relaiu R taku ze prenu suastne plati

• R je re�exivna
• R je symetrika
• R nie je relaiou ekvivalenieRiesenie. Neh R ⊆ {0, 1, 2}2, R = {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (0, 1), (1, 0), (1, 2), (2, 1)}.
• R je re�exivna - plati 0R0, 1R1 aj 2R2

• R je symetrika - ak plati xRy, plati aj yRx (lahko mozno overit postupnepre vsetky prvky R).
• R nie je tranzitivna - plati 0R1 a 1R2, ale neplati 0R2. Preto R nemozebyt relaiou ekvivalenie.Ukzeme ze zvolena relaia je minimalna. Lahko mozno vydiet, ze vsetkyre�exivne a symetrike relaie na 0, 1 alebo 2 prvkoh su tranzitivne (jeih dokopy 4). Prvky (x, x) musia byt vo vsetkyh vhodnyh relaiah.Pokial tam nie je nijaky iny prvok navyse relaia je identitou a teda jetranzitivna. Teda do tejto relaie musi patrit aj nejaky iny prvok (x, y),

x 6= y. Zo symetrikosti potom do relaie patri aj prvok (y, x). Takatorelaia je vsak stale tranzitivna: Neh aRb a bRc. Tak bud a = b alebo
a = x, b = y alebo b = x, a = y. Vo vsetkyh pripadoh mozeme lahkooverit, ze pre lubovolnu volbu c bude platit aj aRc. Preto potrebujemeeste jednu inu dvojiu (z, w), z 6= w, (z, w) 6∈ {(x, y), (y, x)}. Potom vsakaj (w, z) je v relaii A navyse je rozny od skorsie spomenutyh prvkov.Tym sme ukazali pritomnost aspon 5 prvkov v R, preto nami zvolena Rje najmensia.

2Poznamka. Ked uz nevieme ktora je minimalna tak je vhodne aspon najstnejaku vhodnu relaiu. Taktiez je pekne ked je o najmensia, mozno bude min-imalna a budu body navyse (aj ked bez dokazu nie mo).
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Priklad 3 Zistite, i je nasledujui vyrok tautologia alebo kontradikia.
∀x [a(x) → (b(x) → c(x))] → [∀x a(x) → (∀x b(x) → ∀x c(x))]Riesenie. Tvrdenie plati. Dokazeme sporom. Znegujeme vyrokovu formu.
∀x [a(x) → (b(x) → c(x))] ∧ ∀x a(x) ∧ ∀x b(x) ∧ ∃x ¬c(x).Existuje x take, ze plati ¬c(x). Neh je to t. o je spor s ∃x ¬c(x). Kedze

∀x [a(x) → (b(x) → c(x))], plati aj a(t) → (b(t) → c(t)). Kedze ∀x a(x),plati aj a(t). a teda plati aj b(t) → c(t). Kedze ∀x b(x), plati aj b(t), a kedze
b(t) → c(t) plati aj c(t). To je vsak v spore s platnostou ¬c(t).
2Priklad 4 Najdite bijektivne zobrazenie medzi mnozinou priamok v rovine amnozinou bodov v rovineRiesenie. Najprv si uvedomime s akymi objektami praujeme. Bod v rovineje jednoduho zobrazit dvojiou jeho suradni (x, y). Priamky ktore nie surovnobezne s y-ovou osou mozno taktiez popisat dvojiou isel (k, l). Tejtodvojii priradime priamku y = kx + l. Priamky rovnobezne s y-ovou osoubudeme reprezentovat jednym realnym islom (x-ovou suradniou). Stai namteda najst bijekiu f z R × R ∪ R do R × R. Na vyriesenie tohoto problemupouzijeme prinip zlodeja. Realne isla zobrazime na dvojie tvaru (1, x)(=
(20, x)) tie zase na dvojie tvaru (2, x) tie zese na dvojie tvaru (22, x), atd.De�nujme

f(x) =







(1, x) x ∈ R

(2(k+1), y) x = (2k, y), k ∈ N(vratane0)
(y, z) x = (y, z), y 6= 2k, k ∈ N.Ukazeme, ze f je bijekia. Urobime to tak ze najdeme inverzne zobrazenie:

g((x, y)) =







y x = 1
(2k, y) x = 2k+1, k ∈ N(vratane0)
(y, z) x 6= 2k, k ∈ N.Dosadenim a rozdelenim na pripady lahko ukazeme ze f(g(x)) aj g(f(x)) suidentike zobrazenia.

2Poznamka. Ak sa uz nepodari najst bijekia, k nejakym bodom mozu viest ajjednotlive injektivne zobrazenia.Priklad 5 Zjednoduste kardinalne islo ℵ
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)2ℵ0Poznamka. Vypoty s mohutnostami na pisomke z vieni este nebudu, takzetento priklad je tu skor ako pomoka pri priprave na skusku.3



Riesenie. Pretoze (

ab
)c

= ab.c

ℵℵ0

0 ×
(

2ℵ
2

0

)2ℵ0

= ℵ
ℵ

2

0

0 .2ℵ02ℵ0

.Odhadneme tento vyraz:
22ℵ0

≤ ℵ
ℵ

2

0

0 .2ℵ02
ℵ0

≤ 2ℵ02
ℵ0

.2ℵ02ℵ0

≤ 2ℵ02
ℵ0

≤ 22ℵ02ℵ0

≤ 22ℵ0Postupne sme pri tom vyuzivali vztahy:
• Pre lubovolne kardinalne islo m, m < 2m.
• Pre nekonene kardinalne islo m a konene kardinalne islo k, mk = m.

2Poznamka. V pripade ze priklad neviete vyriesit uplne, je vhodne skratit for-mulu pokial to ide.
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