
Skript�a "V�ypo�ctov�a zlo�zitos�t" neobsahuj�u v�setko, �co treba vedie�t na sk�u�ske
z predmetu "V�ypo�ctov�a zlo�zitos�t a vypo�c��tate�lnos�t" a tie�z obsahuj�u nie�co
naviac, �co netreba vedie�t. V �dal�som je uveden�e, �co a z ktor�eho �studijn�eho
materi�alu (skript�a a Dodatok) treba vedie�t. (�Studijn�e pozn�amky netreba
vôbec pou�zi�t.)

Zo skr��pt treba vedie�t v�setko, okrem Kapitoly 3.2 (Praktick�e NP-�upln�e
probl�emy), Dôkazu Vety 4.2.1, Kapitoly 6 (Modul�arna aritmetika), Kapi-
toly 7 (Kolmogorovsk�a zlo�zitos�t) a Kapitoly 8 (Informa�cn�a vzdialenos�t). Z
dôkazu Cook-Levinovej Vety sta�c�� vedie�t hlavn�e idey, treba pozna�t vz�tah
medzi re�tazcami D a premenn�ymi yj;s a treba vedie�t zostroji�t v�yraz H.

Z Dodatku treba vedie�t v�setko s nasleduj�ucimi obmedzeniami:

(a): Netreba vedie�t odvodi�t dôkaz pre odhad nepresnosti aproxima�cn�eho
algoritmu pre 0-1 knapsack probl�em (kapitola 1); sta�c�� mu rozumie�t.

(b): Sta�c�� vedie�t dôkazy iba pre F2 a F4 vo Vete 2 a dôkaz iba pre F8 vo
Vete 5 (kapitola 5.1).

(c): Sta�c�� vedie�t idey dôkazu Lemy B (kapitola 5.2) a Lemy D (kapitola
5.3); pre dôkaz Lemy D treba e�ste vedie�t, ako sa �c��sluj�u in�strukcie, T-stroje,
kon�gur�acie a v�ypo�cty a ak�y je vz�tah medzi funkciami Tun, tobs a tvp.

(d): Tabu�lku v kapitole 6 netreba vedie�t, sta�c�� jej rozumie�t.
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1 Aproxima�cn�y algoritmus pre 0-1 knapsack

probl�em

V tejto �casti si najprv uk�a�zeme presn�y algoritmus na rie�senie kon�struk�cn�eho
0-1 knapsack probl�emu, ktor�eho �casov�a zlo�zitos�t mô�ze by�t na niektor�ych
vstupoch a�z exponenci�alna a potom ho jednoduchou �upravou prerob��me na
kvalitn�y aproxima�cn�y algoritmus pre tento probl�em, ktor�eho �casov�a zlo�zitos�t
je v�zdy polynomi�alna.

NP-optimaliza�cn�y 0-1 knapsack probl�em je dan�y cie�lom max, rel�aciou R a
hodnotovou funkciou m, kde:

R = f(x; y)jx= d(v1)# : : :#d(vn)#d(w1)# : : :#d(wn)#d(W );

y= d(S); S � f1; 2; : : : ; ng;X
i2S

wi � Wg;

m(x; y) =
X
i2S

vi;

pri�com vi je cena i-teho objektu, wi je v�aha i-teho objektu a W je nosnos�t
batoha, vi; wi;W 2 N 8i a d(u) je bin�arny z�apis �c��sla/mno�ziny u.

Kon�struk�cn�y 0-1 knapsack probl�em je dan�y nasledovne:

Pre vstup v1; : : : ; vn; w1; : : : ; wn;W (form�alne, pre vstup x)
n�ajdi v�ystup S � f1; 2; : : : ; ng (form�alne v�ystup y = d(S)) tak, �ze
(x; y) 2 R a m(x; y) =

P
i2S vi = maxS0�f1;:::;ngfPi2S0 vij

P
i2S0 wi � Wg.

Rozhodovac�� 0-1 knapsack probl�em je dan�y jazykom:

L = fx#d(k)j9S � f1; 2; : : : ; ng : Pi2S wi � W;
P

i2S vi � kg.
Veta. Jazyk L (pre 0-1 knapsack probl�em) je NP-�upln�y.

Nasleduj�uci presn�y algoritmus pre kon�struk�cn�y 0-1 knapsack probl�em m�a dve
�casti. V prvej �casti sa dynamick�ym programovan��m postupne vyp�l�na tabu�lka
W (�; �) a indukciou na imo�zno dok�aza�t, �zeW (i; v) je v�aha naj�lah�sieho v�yberu
z prv�ych i objektov s cenou v. Idea indukcie je nasledovn�a:

(a) Ak naj�lah�s�� v�yber z prv�ych i+1 objektov s cenou v neobsahuje (i+1)-v�y
objekt, potom tak�yto v�yber je tie�z naj�lah�s�� v�yber z prv�ych i objektov s cenou
v a teda W (i+ 1; v) = W (i; v).
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(b) Ak od naj�lah�sieho v�yberu z prv�ych i+ 1 objektov s cenou v odoberieme
(i+1)-v�y objekt, (ak ho obsahuje), potom dostaneme naj�lah�s�� v�yber z prv�ych
i objektov s cenou v � vi+1, ktor�y je o v�ahu wi+1

�lah�s��, teda W (i + 1; v) =
W (i; v � vi+1) + wi+1.

�Ci�ze, v oboch pr��padoch plat�� (*) z presn�eho algoritmu ni�z�sie.

V druhej �casti presn�eho algoritmu sa najprv zist�� maxim�alna cena u =
maxfvjW (n; v) � Wg optim�alneho v�yberu S, (pozri presn�y algoritmus).
Optim�alny v�yber S nie je v tom �case behu algoritmu e�ste zn�amy - zn�ama je
len jeho cena a v�aha a potom sa v cykle postupne zis�tuje, �ci n-t�y, (n�1)-v�y,
: : : objekt patr�� do S a to takto:

AkW (n�1; u) > W (n�1; u�vn)+wn, potom pod�la (*), (a) a (b) dostaneme,
�ze n-t�y objekt patr�� do S. Algoritmus v takom pr��pade prid�a n do S, zn���zi u
o vn a analogicky pokra�cuje v cykle pre (n� 1)-v�y, (n� 2)-h�y, : : : objekt.

AkW (n�1; u) � W (n�1; u�vn)+wn, potom pod�la (*), (a) a (b) dostaneme,
�ze existuje tak�y optim�alny v�yber S, do ktor�eho n-t�y objekt nepatr��. Algorit-
mus v takom pr��pade v �dal�som tak�y v�yber S n�ajde a analogicky pokra�cuje v
cykle pre (n� 1)-v�y, (n� 2)-h�y, : : : objekt.

Presn�y algoritmus pre kon�struk�cn�y 0-1 knapsack probl�em

Algoritmus n�ajde optim�alny v�yber S � f1; : : : ; ng tak�y, �ze:P
i2S vi = maxS0�f1;:::;ngfPi2S0 vij

P
i2S0 wi � Wg.

(1) Vypl�n tabu�lku W (0::n; 0::nV ), kde V = maxfv1; : : : ; vng,
pou�zi: W (i+ 1; v) = minfW (i; v);W (i; v � vi+1) + wi+1g; (�)
za�cni s: W (i; v) 18 v; i, ale W (0; 0) 0.

(W (i; v) je v�aha naj�lah�sieho v�yberu s cenou v z prv�ych i objektov.)

(2) u maxfvjW (n; v) � Wg (zrejme u =
P

i2S vi pre optim�alny
v�yber S, pozri vy�s�sie)

S  ;
for i n� 1 to 0 do (rekon�strukcia S pomocou W (i; v))

ifW (i; u) > W (i; u�vi+1)+wi+1 then S  S[fi+1g a u u�vi+1
end
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�Casov�a zlo�zitos�t uveden�eho algoritmu je zrejme �(n2V ), �co nie je poly-
nomi�alna zlo�zitos�t pre v�setky vstupy, napr��klad pre vstupy s ve�lk�ymi cenami:
x = d(v1)# : : :#d(vn)#d(w1)# : : :#d(wn)#d(W ), jd(v1)j = � � � = jd(vn)j =
jd(w1)j = � � � = jd(wn)j = jd(W )j = n, V = 2�(n), jxj = (2n + 1)(n + 1)� 1,

n = �(
q
jxj); v takomto pr��pade je �casov�a zlo�zitos�t �(n2V ) = �(n22�(n)) =

�(jxj2�(
p
jxj)).

Nasleduj�uci aproxima�cn�y algoritmus pre kon�struk�cn�y 0-1 knapsack probl�em
zostroj��me z presn�eho algoritmu pre tento probl�em jednoducho tak, �ze vy-
del��me ceny objektov vhodnou kon�stantou d, �c��m dosiahneme, �ze �casov�a
zlo�zitos�t tak�ehoto aproxima�cn�eho algoritmu bude polynomi�alna pre v�setky
vstupy a naviac, takouto �upravou tie�z dosiahneme �-aproximovate�lnos�t 0-1
knapsack probl�emu pre �lubovo�ln�y koe�cient � > 1, teda jeho dobr�u aproxi-
movate�lnos�t.

Aproxima�cn�y algoritmus pre kon�struk�cn�y 0-1 knapsack probl�em

Pre �lubovo�ln�e �, 1 < � � 2, algoritmus n�ajde aproxima�cn�y v�yber ~S �
f1; : : : ; ng tak�y, �ze Pi2S vi � �

P
i2 ~S vi a

P
i2 ~S wi � W , kde S � f1; : : : ; ng

je optim�alny v�yber, pre ktor�y:
P

i2S vi = maxS0�f1;:::;ngfPi2S0 vij
P

i2S0 wi �
Wg.
(1) d b(�� 1)V=(n+1)c, (kde V = maxfv1; : : : ; vng = vl pre najak�e l)

(2) N�ajdi optim�alny v�yber ~S pomocou presn�eho algoritmu pre 0-1 knap-
sack probl�em pre vstup: ~v1; : : : ; ~vn; w1; : : : ; wn;W , kde

~vi = bvi=dc pre ka�zd�e i: (3)

(Ak d = 0, potom pou�zi presn�y algoritmus pre vstup: v1; : : : ; vn,
w1; : : : ; wn;W .)

end

�Casov�a zlo�zitos�t aproxima�cn�eho algoritmu:
Ak d � 1, potom �casov�a zlo�zitos�t aproxima�cn�eho algoritmu je zrejme �(n2 ~V ),
kde ~V = maxf~v1; : : : ; ~vng = ~vl = bvl=dc = bV=dc � V=d, (pozri �cas�t (1)
aproxima�cn�eho algoritmu a (3)). Teda, t�ato �casov�a zlo�zitos�t �(n2 ~V ) =
O(n2V=d) = O(n3=(� � 1)) je polynomi�alna, ke�d�ze (� � 1)V=(2n) �
(�� 1)V=(n+ 1) � d+ 1 � 2d, (pozri �cas�t (1) aproxima�cn�eho algoritmu).

4



Podobne, ak d = 0, potom (�� 1)V < n+ 1 a preto �casov�a zlo�zitos�t aprox-
ima�cn�eho algoritmu je �(n2V ) = O(n3=(�� 1)), �ci�ze tie�z polynomi�alna.

Nepresnos�t aproxima�cn�eho algoritmu:
Na�sim cie�lom je teraz dok�aza�t, �ze pre �, S a ~S z aproxima�cn�eho algoritmu
pre 0-1 knapsack probl�em plat��:X

i2S

vi � �
X
i2 ~S

vi: (4)

Z toho dôvodu najprv dok�a�zme nasleduj�ucu s�eriu odhadov:X
i2 ~S

vi � d
X
i2 ~S

~vi (pod�la (3))

� d
X
i2S

~vi (optim�alnos�t ~S vzh�ladom na ~vi)

� X
i2S

(vi � d) (pod�la (3), pou�zi ~vi + 1 � vi=d)

� (
X
i2S

vi)� nd (lebo jSj � n)

a teda X
i2 ~S

vi � (
X
i2S

vi)� nd: (5)

Bez ujmy na v�seobecnosti mô�zeme predpoklada�t, �ze �ziadny objekt nie je �ta�z�s��,
ne�z W , (�ta�z�sie objekty s�u pre rie�senie 0-1 knapsack probl�emu nepou�zite�ln�e)
a za tak�eho predpokladu plat��:

~vj �
X
i2 ~S

~vi pre ka�zd�e j; (6)

lebo cena jedn�eho objektu nemô�ze by�t v�a�c�sia, ne�z cena optim�alneho v�yberu.
�Dalej tie�z dok�a�zme, �ze plat��:

nd=(�� 1) � V � d=(�� 1) (pozri �cas�t (1) aprox. algoritmu)

� V � d (lebo pod�la predpokladu: 1 < � � 2)

= vl � d (pozri �cas�t (1) aprox. algoritmu)

� dbvl=dc = d~vl (pod�la (3), pou�zi vl=d � bvl=dc+ 1)
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� d
X
i2 ~S

~vi (pod�la (6))

� X
i2 ~S

vi (pod�la (3))

a preto
nd=(�� 1) �X

i2 ~S

vi: (7)

Z (5) a (7) dostaneme

X
i2S

vi � nd+
X
i2 ~S

vi � (�� 1)
X
i2 ~S

vi +
X
i2 ~S

vi = �
X
i2 ~S

vi;

�c��m sme dok�azali (4). Dôkaz nasleduj�ucej Vety teraz vypl�yva z (4) a z toho,
�ze �casov�a zlo�zitos�t aproxima�cn�eho algoritmu pre kon�struk�cn�y 0-1 knapsack
probl�em je polynomi�alna, (pozri vy�s�sie).

Veta. NP-optimaliza�cn�y 0-1 knapsack probl�em je dobre aproximovate�ln�y.
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2 Pravdepodobnostn�e algoritmy

V tejto kapitole sa obozn�amime s niektor�ymi z�akladn�ymi pojmami a vlast-
nos�tami pravdepodobnostn�ych algoritmov. Pravdepodobnostn�e algoritmy
pou�z��vaj�u gener�atory n�ahodn�ych �c��sel, (obvykle po�c��taj�uce n�ahodn�e �c��sla z
intervalu <a; b>) a v dôsledku toho mô�ze ma�t pravdepodobnostn�y algorit-
mus na tom istom vstupe viacero rôznych v�ypo�ctov aj s rôznymi v�ysledkami.
To znamen�a, �ze pravdepodobnostn�y algoritmus mô�ze v niektor�ych v�ypo�ctoch
robi�t chyby, ale to nemus�� z praktick�eho h�ladiska vadi�t, ke�d je pravepodob-
nos�t v�yskytu chyby (z praktick�eho h�ladiska) zanedbate�ln�a.

Ukazuje sa, �ze pomocou pravdepodobnostn�ych algoritmov mo�zno rie�si�t
ur�cit�e typy probl�emov efekt��vnej�sie, ne�z pomocou deterministick�ych algorit-
mov.

Z technick�ych dôvodov nebudeme v �dal�som pou�z��va�t gener�ator n�ahodn�ych
�c��sel po�c��taj�uci n�ahodn�e �c��sla z intervalu <a; b>, ale namiesto toho budeme
pou�z��va�t proced�uru brand, ktor�a vr�ati 0 s pravdepodobnos�tou 1=2 a vr�ati
1 tie�z s pravdepodobnos�tou 1=2. (Pomocou proced�ury brand mô�zeme gen-
erova�t n�ahodn�e m-bitov�e �c��sla z intervalu < 0; 1 > nasledovne: m-kr�at za-
vol�ame brand s v�ysledkami b1; : : : ; bm a �c��slo s bin�arnym z�apisom 0:b1 : : : bm
je vygenerovan�e n�ahodn�e �c��slo z intervalu <0; 1>.)

�
�

�
�=
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Z
Z
Z~

q

0 1

�
�
�
��
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q
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A
A
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z
q

q

0 1

�
�
�
��

A
A
A
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z
q

q

0 1

�
�
�
��
a
q

C
C
C
CW

q

0 1

�
�
�
��
a
q

C
C
C
CW
z
q

q

0 1

Na obr�azku v�lavo je strom pravdepodobnost-
n�ych v�ypo�ctov algoritmu A na vstupe x.
Vn�utorn�e vrcholy zodpovedaj�u volaniam
proced�ury brand. Z vn�utorn�eho vrcholu
pokra�cuje v�ypo�cet s pravdepodobnos�tou 1=2
v�lavo alebo vpravo (pod�la hodnoty brand).
V ka�zdom liste kon�c�� v�ypo�cet bu�d akcepto-
van��m (a), alebo zamietnut��m (z).

Rôzne pravdepodobnostn�e v�ypo�cty A na x zodpovedaj�u rôznym cest�am z
kore�na do listov stromu, (pozri obr�azok vy�s�sie). Teda pravdepodobnos�t
v�yskytu konkr�etneho v�ypo�ctu obsahuj�uceho l volan�� proced�ury brand je 2�l.
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Ozna�cenie. Z�apisom Pr[U ] ozna�c��me pravdepodobnos�t toho, �ze nastala uda-
los�t U .

De�n��cia 1. Nech A je pravdepodobnostn�y algoritmus a x je vstup pre A.
Nech v1; : : : ; vm s�u v�setky pravdepodobnostn�e, akceptuj�uce v�ypo�cty A na x
a nech pi je pravdepodobnos�t v�yskytu v�ypo�ctu vi pre i = 1; 2; : : : ;m. Potom
pravdepodobno�t toho, �ze A akceptuje x, je de�novan�a nasledovne:
Pr[A akceptuje x] = �m

i=1pi. Podobne, Pr[A zamietne x] je suma pravde-
podobnost�� v�yskytov v�setk�ych zamietaj�ucich v�ypo�ctov A na x. Zrejme tie�z
plat��: Pr[A akceptuje x] = 1� Pr[A zamietne x].

Pr��klad: Pre pravdepodobnostn�e v�ypo�cty z obr�azku vy�s�sie palt��: A akceptuje
x s pravdepodobnos�tou Pr[A akceptuje x] = 2�2 + 2�3 + 2�4 = 7=16 a A
zamietne x s pravdepodobnos�tou Pr[A zamietne x] = 2�2+2�4+2�2 = 9=16.

De�n��cia 2. Hovor��me, �ze pravdepodobnostn�y algoritmus A akceptuje jazyk
L � �� s chybou �, (0 � � < 1=2), ak 8x 2 �� plat��: Ak x =2 L, potom
Pr[A akceptuje x] � � a ak x 2 L, potom Pr[A zamietne x] � �.

De�n��cia 3. Hovor��me, �ze �casov�a zlo�zitos�t pravdepodobnostn�eho algoritmus
A je T (n), ak A vykon�a v ka�zdom v�ypo�cte na ka�zdom vstupe d�l�zky n najviac
T (n) krokov.

Veta (o vylep�sovan��). Nech A je pravdepodobnostn�y algoritmus akcep-
tuj�uci jazyk L v �case T (n) s chybou �, (0 < � < 1=2). Potom pre ka�zd�e �0,
(0 < �0 < �), existuje pravdepodobnostn�y algoritmus A0 akceptuj�uci L v �case
O(T (n)) s chybou �0.

Dôkaz: Nech m je nep�arne prirodzen�e �c��slo tak�e, �ze

1

2
(4(1� �)�)m=2 � �0: (1)

Tak�e m existuje pre � a �0, lebo limn!1 �n = 0 pre ka�zd�e �, 0 � � < 1. V
na�som pr��pade � = 4(1��)� = 4(1=2+�)(1=2��) = 1�4�2 pre � = 1=2��
a teda 0 � � < 1, lebo 0 < � < 1=2, ke�d�ze 0 < � < 1=2.

Pravdepodobnostn�y algoritmus A0 na vstupe x n�ahodne vyberie a simu-
luje m pravdepodobnostn�ych v�ypo�ctov A na x a A0 akceptuje [zamietne] x,
ak je v�a�c�sina n�ahodne vybran�ych v�ypo�ctov akceptuj�ucich [zamietaj�ucich].
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Dok�a�zme, �ze plat�� (2) a (3):

Ak x 2 L; potom Pr[A0 zamietne x] � 1

2
(4(1� �)�)m=2; (2)

ak x =2 L; potom Pr[A0 akceptuje x] � 1

2
(4(1� �)�)m=2: (3)

Uva�zujme dva pr��pady.
Pr��pad 1. Nech x 2 L. Nech �x je pravdepodobnos�t toho, �ze n�ahodne vy-
bran�y v�ypo�cet algoritmu A na x je zamietaj�uci. Teda 0 � �x � � a 1� �x je
pravdepodobnos�t toho, �ze n�ahodne vybran�y v�ypo�cet algoritmu A na x je ak-
ceptuj�uci. Pre jednoduchos�t uva�zujme nasleduj�uci pr��klad. Nech p je pravde-
podobnos�t toho, �ze postupnos�t 5 n�ahodne vybran�ych v�ypo�ctov algoritmu A
na x je tvaru: a; z; z; a; z, kde a je akceptuj�uci a z je zamietaj�uci v�ypo�cet.
Zrejme p = (1��x) ��x ��x �(1��x) ��x = (1��x)2�3x. Ke�d�ze po�cet postupnost��
d�l�zky 5 s dvomi a a tromi z je

�
5
2

�
, potom

�
5
2

�
(1� �x)2�3x je pravdepodobnos�t

toho, �ze postupnos�t 5 n�ahodne vybran�ych v�ypo�ctov algoritmu A na x ob-
sahuje 2 akceptuj�uce a 3 zamietaj�uce v�ypo�cty. Zov�seobecnen��m dostaneme,
�ze Sx = �

bm=2c
j=0

�
m
j

�
(1 � �x)

j�m�jx je pravdepodobnos�t toho, �ze postupnos�t m

n�ahodne vybran�ych v�ypo�ctov algoritmu A na x obsahuje najviac bm=2c ak-
ceptuj�ucich v�ypo�ctov, (t.j., obsahuje viac zamietaj�ucich, ne�z akceptuj�ucich
v�ypo�ctov). Teda, Pr[A0 zamietne x] = Sx pre x 2 L a dok�a�zme teraz pomo-
cou tejto rovnosti, �ze plat�� (2).

Ak �x = 0 potom �m�jx = 0 pre ka�zd�e j = 0; 1; : : : ; bm=2c a preto
Pr[A0 zamietne x] = Sx = 0 pre x 2 L. Teda (2) plat�� pre �x = 0. Nech teraz
�x > 0. Potom, pod�la predpokladu plat�� 0 < �x � � < 1=2, z �coho dostaneme
(4) a (5):

1 < (1� �x)=�x; (4)

(1� �x)�x � (1� �x)�x + (�� �x)| {z }
�0

(1� �� �x)| {z }
>0

= (1� �)�: (5)

Preto

Sx �
bm=2cX
j=0

 
m

j

!
(1� �x)

j�m�jx ((1� �x)=�x)
m=2�j (pod�la (4))

= (1� �x)
m=2�m=2

x (
bm=2cX
j=0

 
m

j

!
)
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=
1

2
(22(1� �x)�x)

m=2 (lebo
bm=2cX
j=0

 
m

j

!
= 2m=2)

� 1

2
(4(1� �)�)m=2 (pod�la (5)).

Teda Pr[A0 zamietne x] = Sx � 1
2
(4(1 � �)�)m=2 pre x 2 L, �ci�ze (2) plat�� aj

pre �x > 0.
Pr��pad 2. Nech x =2 L. V tomto pr��pade mo�zno dok�aza�t (3) podobne, ako
sme dok�azali (2) pre Pr��pad 1.

Tverdenie Vety dostaneme teraz z (1), (2) a (3). 2

Dôsledok. Nech A je pravdepodobnostn�y algoritmus akceptuj�uci jazyk L �
�� s chybou �, (0 < � < 1=2). Nech A0 je pravdepodobnostn�y algoritmus,
ktor�y na vstupe x 2 �� d�l�zky n vykon�a 2n+1 n�ahodne vybran�ych v�ypo�ctov
A na x, pri�com A0 akceptuje [zamietne] x, ak je v�a�c�sina vybran�ych v�ypo�ctov
akceptuj�ucich [zamietaj�ucich]. Potom pravdepodobnos�t toho, �ze A0 vykon�a
na x 2 �� d�l�zky n chybn�y v�ypo�cet, (t.j., akceptuj�uci, ak x =2 L alebo zami-

etaj�uci, ak x 2 L), je najviac 1
2
(4(1� �)�)n+

1
2 .

Dôkaz: Sta�c�� dok�aza�t (rovnak�ym spôsobom) tvrdenia (2) a (3) z dôkazu Vety
o vylep�sovan�� pre m = 2n+ 1. 2

Veta. Nech L � f0; 1g� je �lubovo�ln�y jazyk, pre ktor�y existuje pravdepodob-
nostn�y algoritmus, ktor�y akceptuje L v polynomi�alnom �case s chybou �,
(0 < � < 1=2). Potom existuje polyn�om p(n) a pravdepodobnostn�y algorit-
mus A s polynomi�alnou �casovou zlo�zitos�tou tak, �ze pre ka�zd�e n existuje pos-
tupnos�t bn = bn1 ; b

n
2 ; : : : ; b

n
p(n), kde b

n
i 2 f0; 1g8i, tak�a, �ze 8x 2 f0; 1gn plat��:

V�ypo�cet algoritmu A na x, v ktorom v�ysledok i-teho volania proced�ury brand
je bi pre ka�zd�e i = 1; 2; : : : ; p(n), je akceptuj�uci, ak x 2 L a je zamietaj�uci,
ak x =2 L, (t.j., A poznaj�uc bn neurob�� chybu na �ziadnom x 2 f0; 1gn).
Dôkaz: Pod�la Vety o vylep�sovan�� existuje pre L pravdepodobnostn�y algorit-
mus A1 s polynomi�alnou �casovou zlo�zitos�tou akceptuj�uci L s chybou �0 = 1

7
.

Zrejme existuje polyn�om p(n) a pravdepodobnostn�y algoritmus A2 s �casovou
zlo�zitos�ou p(n) tak�y, �ze A2 na vstupe x 2 f0; 1gn n�ahodne vyberie a simuluje
2n+1 v�ypo�ctov algoritmu A1 na x a A2 akceptuje [zamietne] x, ak je v�a�c�sina
vybran�ych v�ypo�ctov akceptuj�ucich [zamietaj�ucich].

Upravme algoritmus A2 tak, aby tesne pred akceptovan��m [resp. zamiet-
nut��m] vstupu d�l�zky n vykonal e�ste to�lko volan�� proced�ury brand, aby ich
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celkov�y po�cet bol p(n) a a�z potom, aby vstup akceptoval [resp. zamietol].
Nech A ozna�cuje takto upraven�y algoritmus A2.

?

6

6

?

p(n)�l

lv

q

�
�	

q

@
@R

q

q

�
�	q

�
�	qa
�
�
�
�
�
�

A
A
A
A
A
A

a a � � � � a| {z }
2p(n)�l

Na obr�azku v�lavo je zn�azornen�y akceptuj�uci
v�ypo�cet v algoritmu A2 na vstupe x d�l�zky n,
ktor�y obsahuje l volan�� proced�ury brand. Po
pred�l�zen�� v�ypo�ctu v o �da�l�s��ch p(n)� l volan��
proced�ury brand vznikne 2p(n)�l akceptuj�ucich
v�ypo�ctov algoritmu A na x a ka�zd�y z nich ob-
sahuje p(n) volan�� proced�ury brand.

Fakt 1. Nech x 2 f0; 1gn. Potom v�setk�ych chybn�ych v�ypo�ctov (t.j. akcep-
tuj�ucich, ak x =2 L a zamietaj�ucich, ak x 2 L) algoritmu A na x je najviac

2p(n) � (1
2
)n+

3
2 .

Dôkaz: Nech v1; : : : ; vr s�u v�setky chybn�e v�ypo�cty algoritmu A2 na x a nech
li je po�cet volan�� proced�ury brand vo v�ypo�cte vi pre i=1; 2; : : : ; r. Ke�d�ze A2

vykon�a na x v�ypo�cet vi s pravdepodobnos�tou 2�li , potom �r
i=12

�li je pravde-
podobnos�t toho, �ze A2 vykon�a na x chybn�y v�ypo�cet a t�ato pravdepodobnos�t
je pod�la Dôsledku Vety o vylep�sovan�� najviac 1

2
(4(1� 1

7
)1
7
)n+

1
2 = 1

2
(24
49
)n+

1
2 <

(1
2
)n+

3
2 . Teda �r

i=12
�li < (1

2
)n+

3
2 .

Ke�d�ze pred�l�zen��m chybn�eho (t.j. akceptuj�uceho, ak x =2 L a zami-
etaj�uceho, ak x 2 L) v�ypo�ctu vi o �da�l�s��ch p(n) � li volan�� proced�ury brand
vznikne 2p(n)�li chybn�ych v�ypo�ctov A na x, (pozri text pri obr�azku vy�s�sie),
potom v�setk�ych chybn�ych v�ypo�ctov A na x je �r

i=12
p(n)�li = 2p(n) ��r

i=12
�li <

2p(n)�(1
2
)n+

3
2 ; posledn�a nerovnos�t vypl�yva z toho, �ze �r

i=12
�li < (1

2
)n+

3
2 , (pozri

vy�s�sie). 2

Nech x 2 f0; 1gn a nech u je�lubovo�ln�y v�ypo�cet algoritmu A na x. Budeme
hovori�t, �ze postupnos�t b = b1; b2; : : : ; bp(n), kde bi 2 f0; 1g 8i, sa vysky-
tuje vo v�ypo�cte u, ak v�ysledok i-teho volania proced�ury brand vo v�ypo�cte
u je bi 8i. Ke�d�ze tak�ychto postupnost�� b je 2p(n), �co je viac, ne�z v�setk�ych
chybn�ych v�ypo�ctov algoritmu A na v�setk�ych x 2 f0; 1gn, (lebo t�ych je -
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pod�la Faktu 1 - najviac 2n � 2p(n) � (1
2
)n+

3
2 < 2p(n)), mus�� existova�t postup-

nos�t bn = bn1 ; b
n
2 ; : : : ; b

n
p(n), ktor�a sa nevyskytuje v �ziadnom chybnom v�ypo�cte

algoritmu A na �ziadnom x 2 f0; 1gn. 2
De�n��cia 4. Pravdepodobnostn�y Turingov stroj je podobn�y nedetermini-
stick�emu Turingovmu stroju, ktor�y m�a v ka�zdej situ�acii najviac dve mo�znosti,
ako pokra�cova�t vo v�ypo�cte a ak m�a pr�ave dve mo�znosti, potom ka�zd�a nastane
s pravdepodobnos�tou 1

2
; toto zodpoved�a volaniu proced�ury brand. Naviac,

ka�zd�y kone�cn�y v�ypo�cet skon�c�� akceptovan��m alebo zamietnut��m vstupu.

Je zrejm�e, �ze takto de�novan�e Turingove stroje mô�zeme povazova�t za �speci�alny
druh pravdepodobnostn�ych algoritmov a teda mô�zeme na ne aplikova�t de�n��cie
1 a�z 3.

De�n��cia 5. BPP je trieda jazykov, ktor�e mo�zno akceptova�t pravdepodob-
nostn�ymi Turingov�ymi strojmi v polynomi�alnom �case s nejakou chybou 0 �
� < 1

2
.

Veta. P � BPP � PSPACE.

Dôkaz: Vz�tah P � BPP je zrejm�y z de�n��cie 4. Dok�a�zme teraz, �ze BPP �
PSPACE. Nech L 2 BPP a nech M je pravdepodobnostn�y Turingov
stroj akceptuj�uci L v nejakom polynomi�alnom �case p(n) s nejakou chy-
bou 0 � � < 1

2
. Nech M 0 je deterministick�y Turingov stroj s pam�a�tovou

zlo�zitos�tou p(n), ktor�y bude akceptova�t L nasledovne: M 0 na vstupe x d�l�zky
n postupne generuje (v lexikogra�ckom porad��) na niektorej pracovnej p�aske
v�setky bin�arne slov�a d�l�zky najviac p(n) a po vygenerovan�� ka�zd�eho slova
simuluje M 0 tak�y v�ypo�cet T-stroja M na x, v ktorom postupnos�t v�ysledkov
volan�� proced�ury brand zodpoved�a aktu�alne vygenerovan�emu slovu. Naviac,
v priebehu simulovania v�setk�ych tak�ychto v�ypo�ctov vypo�c��ta M 0 hodnotu
Pr[M akceptuje x] a potom M akceptuje x pr�ave vtedy, ke�d
Pr[M akceptuje x] � 1 � �. Ke�d�ze ka�zd�emu vygenerovan�emu slovu nemus��
zodpoveda�t nejak�y v�ypo�cet M na x , lebo d�l�zka vygenerovan�eho slova mô�ze
by�t v�a�c�sia alebo men�sia, ne�z po�cet volan�� proced�ury brand v simulovanom
v�ypo�cte, mus�� M 0 tak�eto simulovan�e v�ypo�cty ignorova�t, aby vypo�c��tal ko-
rektn�u hodnotu Pr[M akceptuje x]. 2
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Pozn�amka:

- vieme, �ze plat�� P � NP � PSPACE
- nie je zn�amy �ziadny vz�tah medzi NP a BPP
- nie je zn�ame, �ci P = BPP alebo, �ci BPP = PSPACE

13



3 Aplik�acie RSA �sifrovacieho syst�emu

Digit�alny podpis.

Dvojica (M;SU(M)) je digit�alne podp��san�y dokumentM �u�castn��kom U , kde
SU je tajn�y k�l�u�c �u�castn��ka U . Ke�d�ze verejn�y k�l�u�c PU �u�castn��ka U je zn�amy,

mô�zno zisti�t pravos�t podpisu overiac rovnos�t M
?
= PU(SU(M)).

Utajen�e rie�senie NP-�upln�eho probl�emu.
RSA �sifrovac�� syst�em umo�z�nuje rie�si�t aj nasleduj�uci probl�em: Predpoklada-
jme, �ze osoba A chce presved�ci�t osobu B o tom, �ze vie zafarbi�t (ak je to
mo�zn�e) vrcholy �lubovo�ln�eho grafu G = (V;E) tromi farbami tak, aby �ziadne
dva vrcholy spojen�e hranou namali rovnak�u farbu. (Probl�em vrcholov�eho far-
benia grafov tromi farbami je NP-�upln�y.) Osoba B sa v�sak nesmie dozvedie�t,
ako graf G zafarbi�t. Rie�senie je nasleduj�uce:

(1) Osoba A prefarb�� vrcholy grafu G pod�la n�ahodne vybranej permut�acie
troch farieb. (Nech �c��sla 0,1,2 ozna�cuj�u tieto tri farby).

(2) Osoba A vytvor�� verejn�y a tajn�y RSA k�l�u�c Pi a Si pre ka�zd�e i 2 V .
(Pi resp. Si je ur�cne�y dvojicou (ei; ni) resp. (di; ni), kde ni = pi � qi.)

(3) Nech bi 2 f0; 1; 2g je farba vrcholu i 2 V . Osoba A vyberie n�ahodn�e
prirodzen�e �c��slo xi < ni=3. Nech yi = Pi(3xi + bi). Pre ka�zd�e i 2 V
ozn�ami osoba A osobe B dvojicu (Pi; yi).

(4) Potom osoba B vyberie n�ahodne hranu (i; j) 2 E a po�ziada osobu A,

aby ozn�amila k�l�u�ce Si a Sj na zistenie, �ci bi
?
= bj, kde

bi = Si(yi) mod 3 = (3xi + bi) mod 3,
bj = Sj(yj) mod 3 = (3xj + bj) mod 3.

(5) Uveden�y proces opakuj�u osoby A a B kjEj-kr�at.

Ak A klame, (t.j., ak G nemo�zno zafarbi�t tromi farbami), potom pravde-
podobnos�t toho, �ze B neodhal�� klamstvo, teda, B nevyberie (v bode (4))
hranu s rovnako zafarben�ymi vrcholmi po�cas kjEj v�yberov, je najviac
( jEj�1

jEj
)kjEj = (1� 1

jEj
)kjEj � e�k; (pripome�nme: e�k = limn!1(1� 1

n
)kn):

Ak B nevie v rozumne kr�atkom �case de�sifrova�t za�sifrovan�e farby yl, potom
sa B dozvie o farben�� grafu G len to�lko, �ze vrcholy n�ahodne vybratej hrany
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(v bode (4)) maj�u rôznu farbu, ke�d�ze A prefarb�� (v bode (1)) vrcholy grafu
pod�la n�ahodnej permut�acie troch farieb.
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4 PSPACE

PSPACE =
S
k>0DSPACE(n

k):

De�n��cia. Jazyk L � �� je polynomi�alne transformovate�ln�y na jazyk l0 �
��
0, ak existuje deterministick�y T-stroj s polynomi�alnou �casovou zlo�zitos�tou,

ktor�y vstup w 2 �� pretransformuje na v�ystup w0 2 ��
0, tak�y, �ze w 2 L i�

w0 2 L0.

De�n��cia. Jazyk L0 je PSPACE-�upln�y, ak L0 2 PSPACE a ka�zd�y L 2
PSPACE je polynomi�alne tranformovate�ln�y na L0 .

De�n��cia. Booleovsk�a formula s kvanti�k�atormi je �uplne kvanti�kovan�a, ak
ka�zd�a jej premenn�a je v oblasti pôsobnosti niektor�eho kvanti�k�atora.

Pr��klad. 8x9y((x _ y) ^ (:x _ :y)) je �uplne kvanti�kovan�a formula.

Pozn�amka. Ka�zd�u �uplne kvanti�kovan�u formulu mo�zno nap��sa�t v tvare
Q1x1Q2x2 : : : Qnxn �(x1; x2; : : : ; xn), kde ka�zd�e Qi je nejak�y kvanti�k�ator a
�(x1; : : : ; xn) neobsahuje �ziadny kvanti�k�ator.

Nech TQBF = f< � > j� je pravdiv�a, �uplne kvanti�kovan�a formulag.
(< � > je k�od formuly �; formuly s kvanti�k�atormi s�u k�odovan�e podobne,
ako formuly v jazyku SAT .)

Veta. Jazyk TQBF je PSPACE-�upln�y.

Dôkaz. Jazyk TQBF patr�� do PSPACE, lebo nasleduj�uci deterministick�y
algoritmus rozpozn�ava TQBF s line�arnou pam�a�tou.

Algoritmus pre TQBF:

(1) Ak � nem�a premenn�e, (t.j. m�a len kon�stanty), ohodno�t � a akceptuj
�, ak je pravdiv�a; inak zamietni �.

(2) Ak � je tvaru 9x	, rekurz��vne 2-kr�at volaj algoritmus pre vstup 	;
raz pre x = 0 a raz pre x = 1. Ak jeden z v�ypo�ctov akceptuje, potom
akceptuj �, inak zamietni.

(3) Ak � je tvaru 8x	, postupuj podobne ako v (2).
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Pam�a�tov�a zlo�zitos�t algoritmu je line�arna, lebo h�lbka rekurzie nepresahuje
po�cet premenn�ych, �co je najviac d�l�zka k�odu formuly a to je d�l�zka vstupu.
Naviac, na ka�zdej �urovni rekurzie sta�c�� v z�asobn��ku blok rozsahu O(1). Preto
je celkov�a pam�a�tov�a zlo�zitos�t line�arna a teda TQBF 2 PSPACE.

Nech L 2 PSPACE, L � ��. Dok�a�zme teraz, �ze L je polynomi�alne
transformovate�ln�y na TQBF (a t�ym dok�a�zeme, �ze TQBF je PSPACE-
�upln�y).

Podobne, ako v dôkaze Cook-Levinovej Vety mo�zno uk�aza�t, �ze pre L
existuje polyn�om S(n) a deterministick�y T-stroj M akceptuj�uci L, ktor�y
nem�a pracovn�e p�asky, ale mô�ze prepisova�t symboly na vstupnej (smerom
doprava nekone�cnej) p�aske, pri�com pri rozpozn�avan�� vstupu d�l�zky n mô�ze
pou�zi�t �usek p�asky d�l�zky najviac S(n). A podobne, ako v dôkaze Vety o
pam�a�tovej hierarchii mo�zno dok�aza�t, �ze T-stroj M sa na vstupe d�l�zky n
dostane najviac do q(S(n) + 1)tS(n) � cS(n) � 2rS(n) rôznych kon�gur�aci��,
pre vhodn�e c; r � 1, kde q je po�cet stavov a t je po�cet p�askov�ych symbolov
T-stroja M . Teda �cas v�ypo�ctu T-stroja M na vstupe d�l�zky n je najviac
2rS(n).

Ka�zd�u kon�gur�aciu, do ktorej sa dostane T-stroj M na vstupe d�l�zky n,
mo�zno zak�odova�t pomocou m = (S(n) + 2)(t+ q) booleovsk�ych premenn�ych
x1; : : : ; xm (priraden��m hodnôt 0/1 t�ymto premenn�ym) podobn�ym spôsobom,
ako je zak�odovan�y hociktor�y re�tazec Di (v dôkaze Cook-Levinovej Vety) po-
mocou (p(n)+2)j�0[Qj booleovsk�ych premenn�ych yj;s, kde i(p(n)+2)+1 �
j � (i+1)(p(n) + 2) a s 2 �0 [Q. Tak�e priradenie hodnôt 0/1 booleovsk�ym
premenn�ym x1; : : : ; xm, ktor�e reprezentuje kon�gur�aciu C, budeme naz�yva�t
booleovsk�y k�od kon�gur�acie C a budeme ho ozna�cova�t ~C.

Na�sim cie�lom je pre ka�zd�e l = 1; 2; 4; 8; : : : ; 2rS(n) zostroji�t booleovsk�u
formulu �l(~x; ~y), kde ~x = x1; : : : ; xm [resp. ~y = y1; : : : ; ym] je postupnos�t
booleovsk�ych premenn�ych pre k�odovanie kon�gur�acie C1 [resp. C2], pri�com
bude plati�t, �ze �l( ~C1; ~C2) je �uplne kvanti�kovan�a a je pravdiv�a i� M prejde
z C1 do C2 po�cas najviac l krokov, kde ~C1 [resp. ~C2] je booleovsk�y k�od kon-
�gur�acie C1 [resp. C2]. Taktie�z uvid��me, �ze ka�zd�e slovo w 2 �� d�l�zky nmo�zno
transformova�t vhodn�ym deterministick�ym T-strojom v polynomi�alnom �case
(vzh�ladom na n) na k�od �uplne kvanti�kovanej formuly �2rS(n)( ~Cw

0 ; ~Cacc), kde
~Cw
0 , [resp. ~Cacc] je booleovsk�y k�od po�ciato�cnej kon�gur�acie Cw

0 pre vstup
w, [resp. akcepta�cnej kon�gur�acie Cacc]. Vy�s�sie uveden�e tvrdenia potom
pou�zijeme na dôkaz polynomi�alnej transformovate�lnosti jazyka L na jazyk
TQBF .
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Kon�strukcia �1(~x; ~y), kde ~x = x1; : : : ; xm [resp. ~y = y1; : : : ; ym] je postup-
nos�t booleovsk�ych premenn�ych pre k�odovanie kon�gur�acie C1 [resp. C2].
Pou�zijeme podobn�e formuly, ako H�

i , H
��
i , (pre i = 0) a Fj z dôkazu Cook-

Levinovej Vety, pri�com polyn�om p(n) je nahraden�y polyn�omom S(n) a pre-
menn�e yj;s (pre i(S(n) + 2) + 1 � j � (i + 1)(S(n) + 2)) s�u nahraden�e
premenn�ymi x1; : : : ; xm a premenn�e yj;s (pre (i + 1)(S(n) + 2) + 1 � j �
(i+ 2)(S(n) + 2)) s�u nahraden�e premenn�ymi y1; : : : ; ym:

�1(~x; ~y) = ((H�
i ^H��

i ) _ (~x � ~y)) ^ ( ^
i(S(n)+2)+1�j�(i+2)(S(n)+2)

Fj):

Podformula H�
i ^H��

i kontroluje, �ci M prejde v 1 kroku z kon�gur�acie C1 do
kon�gur�acie C2, podformula ~x � ~y kontroluje, �ci C1 = C2 a podformula

^
i(S(n)+2)+1�j�(i+2)(S(n)+2)

Fj

kontroluje zmysluplnos�t k�odovania.

Kon�strukcia �2l(~u; ~v) pomocou �l(~x; ~y). Ke�d�ze M prejde z kon�gur�acie C1

do kon�gur�acie C2 po�cas najviac 2l krokov i� M prejde z C1 do nejakej
kon�gur�acie C3 po�cas najviac l krokov a z C3 do C2 po�cas najviac l krokov,
pon�uka sa nasleduj�uce tzv. dlh�e rie�senie.
Dlh�e rie�senie:

�2l(~u; ~v) = 9~z(�l(~u; ~z) ^ �l(~z; ~v));

pre l = 1; 2; 4; 8; : : : ; 2rS(n)�1 a kde ~u = u1; : : : ; um, resp. ~v = v1; : : : ; vm, resp.
~z = z1; : : : ; zm je postupnos�t booleovsk�ych premenn�ych pre k�odovanie kon-
�gur�acie C1 resp. C2 resp C3. Ale po�cet v�yskytov booleovsk�ych premenn�ych
v formule �2rS(n)(~u; ~v) je aspo�n 2rS(n), lebo po�cet v�yskytov booleovsk�ych pre-
menn�ych v formule �2l(~u; ~v) je aspo�n 2-kr�at tak�y, ako v �l(~x; ~y) pre ka�zd�e
l = 1; 2; : : : ; 2rS(n)�1 a �1(~x; ~y) obsahuje aspo�n jednu booleovsk�u premenn�u.
To ale znamen�a, �ze tak�eto rie�senie je nepou�zite�ln�e, ke�d�ze slovo w 2 �� d�l�zky
n nemo�zno transformova�t v polynomi�alnom �case (vzh�ladom na n) na k�od

formuly �2rS(n)( ~Cw
0 ; ~Cacc), ktor�eho d�l�zka je zrejme tie�z aspo�n 2rS(n).

Kr�atke rie�senie:

�2l(~u; ~v) = 9~z 8~x8~y((((~x � ~u) ^ (~y � ~z)) _ ((~x � ~z) ^ (~y � ~v)))) �l(~x; ~y));
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pre l = 1; 2; 4; 8; : : : ; 2rS(n)�1 a kde ~u = u1; : : : ; um, resp. ~v = v1; : : : ; vm, resp.
~z = z1; : : : ; zm je postupnos�t booleovsk�ych premenn�ych pre k�odovanie kon-
�gur�acie C1 resp. C2 resp C3 a ~x = x1; : : : ; xm a ~y = y1; : : : ; ym s�u pomocn�e
postupnosti booleovsk�ych premenn�ych. Po�cet v�yskytov booleovsk�ych pre-
menn�ych v formule �2rS(n)(~u; ~v) je O(11m�(rS(n)�1))+O(S(n)) = O(S2(n)),
teda polynomi�alny (vzh�ladom na n), lebo po�cet v�yskytov booleovsk�ych pre-
menn�ych v formule �2l(~u; ~v) je o 11m v�a�c�s��, ne�z v �l(~x; ~y) pre ka�zd�e l =
1; 2; : : : ; 2rS(n)�1 a po�cet v�yskytov booleovsk�ych premenn�ych v formule �1(~x; ~y)
je O(m) = O(S(n)). To ale znamen�a, �ze tak�eto rie�senie je pou�zite�ln�e, ke�d�ze je
relat��vne jednoduch�e a slovo w 2 �� d�l�zky n mo�zno transformova�t vhodn�ym
deterministick�ym T-strojom v polynomi�alnom �case (vzh�ladom na n) na k�od

formuly �2rS(n)( ~Cw
0 ; ~Cacc), ktor�eho d�l�zka je zrejme tie�z polynomi�alna (vzh�ladom

na n).
To, �ze L je polynomi�alne transformovate�ln�y na TQBF , vyplynie teraz

z nasleduj�ucich �uvah: Indukciou na l (postupne pre l = 1; 2; 4; 8; : : : ; 2rS(n))
mo�zno dok�aza�t, �ze ak M prejde z nejakej kon�gur�acie C1 do nejakej kon-
�gur�acie C2 po�cas najviac l krokov, potom je formula �l( ~C1; ~C2) pravdiv�a
a �uplne kvanti�kovan�a, kde ~C1 [resp. ~C2] je booleovsk�y k�od kon�gur�acie
C1 [resp. C2]. Indukciou na tak�eto l mo�zno tie�z dok�aza�t, �ze ak je formula
�l( �D1; �D2) pravdiv�a a �uplne kvanti�kovan�a, pri�com �D1 je booleovsk�y k�od ne-
jakej kon�gur�acie D1, potom �D2 je booleovsk�y k�od nejakej kon�gur�acie D2,
do ktorej sa M dostane z D1 po�cas najviac l krokov. (C1, C2, D1 a D2 s�u
kon�gur�acie v r�amci pam�ate S(n).) Pre l = 2rS(n) preto plat��: Slovo w d�l�zky
n patr�� do L i� M prejde z po�ciato�cnej kon�gur�acie Cw

0 (pre vstup w) do ak-

cepta�cnej kon�gur�acie Cacc po�cas najviac 2
rS(n) krokov i� �2rS(n)( ~Cw

0 ; ~Cacc)

je pravdiv�a a �uplne kvanti�kovan�a i� k�od formuly �2rS(n)( ~Cw
0 ; ~Cacc) patr�� do

TQBF .
To znamen�a, �ze L je polynomi�alne transformovate�ln�y na TQBF , ke�d�ze

ka�zd�e w 2 �� d�l�zky n sa d�a transformova�t na k�od formuly �2rS(n)( ~Cw
0 ; ~Cacc)

deterministick�ym T-strojom v polynomi�alnom �case, pozri vy�s�sie. TQBF je
preto PSPACE-�upln�y, ke�d�ze TQBF 2 PSPACE, pozri vy�s�sie. 2
Hra BF
- dan�a je booleovsk�a formula �(x1; : : : ; xn), (bez kvanti�k�atorov 8, 9)
- hru hraj�u striedavo dvaja hr�a�ci H1 a H2; za�c��na H1

- hr�a�ci postupne a striedavo ur�cuj�u hodnoty b1; b2; : : : ; bn premenn�ym x1; x2;
: : : ; xn (v ka�zdom kroku hry jednu bi; H1 nep�arnym premenn�ym aH2 p�arnym)
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- hru vyhral hr�a�c H1 i� �(b1; : : : ; bn) = 1

Pr��klad 1: �(x1; x2; x3) = (x1 _ x2) ^ (x2 _ x3) ^ (�x2 _ �x3)
H1 : x1 = 1 (= b1)
H2 : x2 = 0 (= b2)
H1 : x3 = 1 (= b3)

teda �(1; 0; 1) = 1, �ci�ze H1 vyhral.

De�n��cia. Hr�a�c H1 m�a v���tazn�u strat�egiu pre �(x1; : : : ; xn), ak H1 mô�ze
vyhra�t pre ka�zd�u postupnos�t krokov hr�a�ca H2, (t.j., ak formula
9x18x29x38x4 : : : �(x1; : : : ; xn) je pravdiv�a).

Pr��klad 2: Hr�a�c H1 m�a nasleduj�ucu v���tazn�u strat�egiu pre � z Pr��kladu 1:
H1 : x1 = 1
H2 : x2 = b2
H1 : x3 = �b2

Nech BF = f< �(x1; : : : ; xn) > j�(x1; : : : ; xn) je booleovsk�a formula, pre
ktor�u m�a H1 v���tazn�u strat�egiug.

(< �(x1; : : : ; xn) > je k�od formuly �(x1; : : : ; xn).)

Veta. Jazyk BF je PSPACE-�upln�y.

Dôkaz. Sta�c�� dok�aza�t, �ze jazyk BF 2 PSPACE, (to sa dok�a�ze podobne, ako
pre TQBF ) a �ze PSPACE-�upln�y jazyk TQBF je polynomi�alne transformo-
vate�ln�y na jazyk BF . Nech � je �uplne kvanti�kovan�a booleovsk�a formula.
Ak � je tvaru 9x18x29x38x4 : : : �(x1; : : : ; xn), potom < � > mo�zno deter-
ministicky a v polynomi�alnom �case pretransformova�t na < � > a zrejme
plat��: < � >2 TQBF i� H1 m�a v���tazn�u strat�egiu pre � i� < � >2 BF .
Ak � je in�eho tvaru, napr��klad � = 8x19x29x38x4�(x1; : : : ; x4), potom
< � > mo�zno deterministicky a v polynomi�alnom �case pretransformova�t na
< �0(y1; x1; x2; y2; x3; x4) >=< �(x1; : : : ; x4)^(y1 _ �y1)| {z }

1

^ (y2 _ �y2)| {z }
1

> a zrejme

plat��: < � >2 TQBF i� � je pravdiv�a i� formula 9y18x19x28y29x38x4
�0(y1; x1; x2; y2; x3; x4) je pravdiv�a i� H1 m�a v���tazn�u strat�egiu pre �0 i�

< �0 >2 BF . 2
Hra GG
- dan�y je orientovan�y graf G a jeho vrchol b
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- hru hraj�u striedavo dvaja hr�a�ci H1 a H2; za�c��na H1 vo vrchole b
- hr�a�ci postupne a striedavo nav�stevuj�u (z moment�alne nav�st��ven�eho vrchulu)
e�ste nenav�st��ven�e susedn�e vrcholy, (v ka�zdom kroku jeden vrchol)

- hru prehral hr�a�c, ktor�y u�z nemô�ze nav�st��vi�t �ziadny e�ste nenav�st��ven�y vrchol

Pr��klad 3:
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Q
Q
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s
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1
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Hru za�cal hr�a�c H1 vo vrchole 0.
�C��sla pri vrcholoch ud�avaj�u poradie,
v akom boli nav�stevovan�e vrcholy grafu.
Hr�a�c H1 hru prehral.

De�n��cia. Hr�a�c H1 m�a v���tazn�u strat�egiu pre < G; b >, ak H1 mô�ze vyhra�t
pre ka�zd�u postupnos�t krokov hr�a�ca H2.

Nech GG = f< G; b > jG je orientovan�y graf, b je jeho vrchol a
H1 m�a v���tazn�u strat�egiu pre < G; b >g.

Veta. Jazyk GG je PSPACE-�upln�y.
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5 Rekurz��vne funkcie, registrovv�e stroje a

Turingove stroje

V tejto kapitole bude na�sim hlavn�ym cie�lom dok�aza�t, �ze �ciasto�cne rekurz��vne
funkcie, registrov�e stroje a Turingove stroje s�u z h�ladiska vypo�c��tate�lnosti
ekvivalentn�e.

5.1 Rekurz��vne funkcie

V tejto podkapitole budeme uva�zova�t len funkcie typu f : Nn ! N ,
(N = f0; 1; 2; : : :g), pri�com funkcia f nemus�� by�t tot�alna.

Ozna�cenia.

(a) Funkcia Inm, (1 � m � n), je n-�arna funkcia, pre ktor�u plat��:
Inm(x1; : : : ; xn) = xm pre v�setky x1; : : : ; xn 2 N .

(b) Funkcia s je un�arna funkcia, pre ktor�u plat��: s(x) = x + 1, 8x 2 N .
(Funkcia s je nasledovn��k.)

(c) Symbol 0 ozna�cuje (okrem in�eho aj) nula-�arnu funkciu s kon�stantnou
hodnotou 0.

De�n��cia. Nech f je n-�arna funkcia a g; f1; : : : ; fn s�u m-�arne funkcie. Funk-
cia g vznikne skladan��m z funkci�� f; f1; : : : ; fn, ak pre v�setky x1; : : : ; xm 2 N
plat��:

g(x1; : : : ; xm) = f(f1(x1; : : : ; xm); : : : ; fn(x1; : : : ; xm)).

Pozn�amka. V�simnime si, �ze z�apis funkcie g napr��klad v tvare g(x1; x2; x3) =
f(x1; f2(x1; x3); f3(x1; x2; x3)) nezodpoved�a celkom po�ziadavk�am z de�n��cie
oper�acie skladania funkci��, ke�d�ze pod�la tejto de�n��cie m�a by�t po�cet argumen-
tov v�yslednej funkcie g a tie�z v�setk�ych funkci�� f1; : : : ; fn rovnak�y, (v na�som
pr��pade 3). Toto sa v�sak d�a napravi�t pomocou funkci�� Inm napr��klad takto:
g(x1; x2; x3) = f(I31 (x1; x2; x3); f2(I

3
1 (x1; x2; x3); I

3
3 (x1; x2; x3)); f3(x1; x2; x3)).

Preto ani v �dal�som nebudeme ve�lmi dba�t na rovnak�u aritu funkci�� pri oper�acii
skladania.
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De�n��cia. Nech h je n-�arna funkcia, g je (n+2)-�arna funkcia a f je (n+1)-
�arna funkcia. Funkcia f vznikna z funkci�� g a h oper�aciou primit��vnej

rekurzie, ak pre v�setky x1; : : : ; xn; y 2 N plat��:

f(0; x1; : : : ; xn) = h(x1; : : : ; xn),

f(y + 1; x1; : : : ; xn) = g(y; f(y; x1; : : : ; xn); x1; : : : ; xn).

Z de�n��cie primit��vnej rekurzie vypl�yva, �ze ak vieme vypo�c��ta�t funkcie h a
g, potom dok�a�zeme (rekurz��vne) vypo�c��ta�t aj funkciu f .

Pr��klad 1: Funkcia f(y; x) = y + x vznikne oper�aciou primit��vnej rekurzie z
funkci�� g(y; z; x) = z + 1 a h(x) = x, lebo plat��:

f(0; x) = x = h(x),
f(y + 1; x) = y + 1 + x = f(y; x) + 1 = g(y; f(y; x); x).

De�n��cia. Funkcia f je primit��vne rekurz��vna, ak vznikne z funkc�� 0,
s a Inm kone�cn�ym po�ctom oper�aci�� skladania funkci�� a primit��vnej rekurzie.
(Primit��vne rekurz��vne funkcie s�u preto tot�alne.)

Pr��klad 2: Funkcie h a g z Pr��kladu 1 s�u primit��vne rekur��vne, lebo h(x) =
x = I11 (x) a g(y; z; x) = z+1 = s(I32 (y; z; x)). Preto je aj funkcia f z Pr��kladu
1 primit��vne rekurz��vna.

Veta 1. Kon�stantn�a funkcia K0(x) = 0, 8x 2 N , je primit��vne rekurz��vna.

Dôkaz. Je �lahko vidie�t, �ze funkcia K0(x) vznikne oper�aciou primit��vnej
rekurzie z primit��vne rekurz��vnych funkci�� g a h, kde h je 0-�arna funcia 0,
(pozri bod (c) vy�s�sie) a funkcia g(y; z) = I22 (y; z) = z, lebo plat��:

K0(0) = 0 = h,
K0(y + 1) = 0 = K0(y) = I22 (y;K0(y)) = g(y;K0(y)). 2

Dôsledok 1. Nech j � 1. Potom kon�stantn�a funkcia Kj(x) = j, 8x 2 N ,
je primit��vne rekurz��vna.

Dôkaz. Ke�d�ze obe funkcie K0(x) a s (nasledovn��k) s�u primit��vne rekurz��vne,

potom aj funkcia Kj(x) = j =

j�kr�atz }| {
s(s(: : : s(K0(x)) : : :)), ktor�a vynikne opako-

van�ym sladan��m z funkci�� s a K0(x), mus�� by�t primit��vne rekurz��vna. 2

Veta 2. Funkcie F1 a�z F7 s�u primit��vne rekurz��vne.

F1(x; y) = x+ y

F2(x; y) = x � y
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F3(x; y) = yx

F4(x) = sg(x) =

(
0; ak x = 0
1; inak

F5(x) = sg(x) = 1� sg(x)

F6(x; y) = y :� x =

(
0; ak y < x
y � x; ak y � x

F7(x; y) = jx� yj = (x :� y) + (y :� x)

Dôkaz.

Pre F1: Pozri Pr��klad 2 vy�s�sie.

Pre F2: Ke�d�ze funkcia F1 je primit��vne rekurz��vna, (pozri vy�s�sie), je aj funk-
cia g(x; z; y) = F1(I

3
2 (x; z; y); I

3
3 (x; z; y)) = z+y primit��vne rekurz��vna. Preto

je aj F2 primit��vne rekurz��vna, ke�d�ze vznikne oper�aciou primit��vnej rekurzie
z primit��vne rekurz��vnych funkci�� K0 (z Vety 1) a g(x; z; y), lebo plat��:

F2(0; y) = 0 = K0(y),

F2(x+ 1; y) = (x+ 1)y = x � y + y = F2(x; y) + y = g(x; F2(x; y); y).

Pre F3: Dôkaz je podobn�y, ako pre F2.

Pre F4: Funkcia F4(x) = sg(x) je primit��vne rekurz��vna, ke�d�ze vznikne
oper�aciou primit��vnej rekurzie z primit��vne rekurz��vnych funkci�� 0 a g(x; y),
kde 0 je nula-�arna funkcia z bodu (c) vy�s�sie, g(x; y) = K1(I

2
1 (x; y)) = 1, (K1

je z Dôsledku Vety 1), lebo plat��:

sg(0) = 0, (nula vpravo je nula-�arna funkcia 0),

sg(x+ 1) = 1 = g(x; sg(x)).

Pre F5: Dôkaz je podobn�y dôkazu pre F4, ke�d�ze plat��:

sg(0) = 1 = s(0), (vo v�yraze s(0) s�u funkcie s a 0 z bodov (b) a (c) vy�s�sie),

sg(x+ 1) = 0 = K0(I
2
1 (x; sg(x))), (K0 je z Vety 1)

Pre F6: (Idea.) Podobne, ako pre F4 alebo F5 mo�zno dok�aza�t, ze funkcie
F 0
6(x) = x :� 1 a F6 s�u primit��vne rekurz��vne, lebo plat��:

F 0
6(0) = 0, (nula vpravo je nula-�arna funkcia z bodu (c) vy�s�sie),

F 0
6(x+ 1) = x = I21 (x; F

0
6(x)) a

F6(0; y) = y = I11 (y),

F6(x+ 1; y) = (y :� x) :� 1 = F 0
6(I

3
2 (x; F6(x; y); y)).

Pre F7: Funkcia F7 je primit��vne rekurz��vna, lebo vznikne (opakovanou)
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oper�aciou sladania z primit��vne rekur��vnych funkci�� F1, F6, I
2
1 a I22 , ke

�d�ze
plat��:

F7(x; y) = F1(F6(I
2
2 (x; y); I

2
1 (x; y)); F6(x; y)). 2

Dôsledok 2. Funkcie �F3(x; y) = xy a �F6(x; y) = x :� y s�u primit��vne
rekurz��vne.

Dôkaz : Je podobn�y Dôkazu pre F7 (z Vety 2), lebo plat��:
�F3(x; y) = F3(I

2
2 (x; y); I

2
1 (x; y)) = F3(y; x) = xy a

�F6(x; y) = F6(I
2
2 (x; y); I

2
1 (x; y)) = F6(y; x) = x :� y. 2

Veta 3. Nech h(y; x1; : : : ; xn) je primit��vne rekurz��vna funkcia. Potom aj
funkcie

f1(y; z; x1; : : : ; xn) =
y+zX
i=z

h(i; x1; : : : ; xn);

f2(y; z; x1; : : : ; xn) =
y+zY
i=z

h(i; x1; : : : ; xn);

s�u primit��vne rekurz��vne.

Dôkaz : Zrejme plat��:

f1(0; z; x1; : : : ; xn) = h(z; x1; : : : ; xn)

f1(y + 1; z; x1; : : : ; xn) =
y+zX
i=z

h(i; x1; : : : ; xn) + h(y + z + 1; x1; : : : ; xn)

= f1(y; z; x1; : : : ; xn) + h(y + z + 1; x1; : : : ; xn)

= g(y; f1(y; z; x1; : : : ; xn); z; x1; : : : ; xn);

pre funkciu
g(y; u; z; x1; : : : ; xn) = u+h(y+z+1; x1; : : : ; xn) = F1(u; h(s(F1(y; z)); x1; : : : ; xn)),
kde F1 je z Vety 1 a s je nasledovnt��k, (pozri bod (b) vy�s�sie). Ke�d�ze g je
primit��vne rekurz��vna, (vznikne oper�aciou skladania z primit��vne rekurz��vnych
funkci�� F1, s a h), potom aj f1 je primit��vne rekurz��vna funkcia, lebo vznikne
z primit��vne rekurz��vnych funkci�� h a g oper�aciou primit��vnej rekurzie.

Dôkaz pre f2 je podobn�y. 2

De�n��cia. �Ciasto�cn�a funkcia f(x1; : : : ; xn) vznikne z �ciasto�cnej funkcie
g(y; x1; : : : ; xn) minimaliz�aciou, zapisujeme

f(x1; : : : ; xn) = �y(g(y; x1; : : : ; xn) = 0);
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ak pre v�setky x1; : : : ; xn plat��: f(x1; : : : ; xn) = y i� ke�d pre v�setky z < y je
g(z; x1; : : : ; xn) de�novan�a a kladn�a a g(y; x1; : : : ; xn) = 0. (y je prv�y nulov�y
bod funkcie g vzh�ladom na x1; : : : ; xn.)

Ak naviac f a g s�u tot�alne, hovor��me, �ze f vznikne z g regul�arnou

minimaliz�aciou.

Pozn�amka. Oper�acie minimaliz�acie nezachov�ava tot�alnos�t a ani primit��vnu
rekurz��vnos�t.

Pr��klad : Nech f(0) = 0 a nech f(x) nie je de�nivan�a pre �ziadne x > 0. Pre
f plat��: f(x) = �y(I

2
2 (y; x) = 0).

De�n��cia. Funkcia f je rekurz��vna, ak f vznikne z funkci�� 0, s a Inm
kone�cn�ym po�ctom oper�aci�� skladania funkci��, prit��vnej rekurzie a regul�arnej
minimaliz�acie. (Rekurz��vne funkcie s�u preto tot�alne.)

Pozn�amka. Ka�zd�a primit��vne rekurz��vna funkcie je rekurz��vna.

De�n��cia. �Ciasto�cn�a funkcia f je �ciasto�cne rekurz��vna, ak f vznikne z
funkci�� 0, s a Inm kone�cn�ym po�ctom oper�aci�� skladania funkci��, primit��vnej
rekurzie a minimaliz�acie.

Veta 4. Nech funkcie g(y; x1; : : : ; xn) a h(x1; : : : xn) s�u primit��vne rekurz��vne
a nech pre ka�zd�e x1; : : : ; xn existuje u � h(x1; : : : ; xn) tak�e, �ze g(u; x1; : : : ; xn) =
0. Potom je funkcia f(x1; : : : ; xn) = �y(g(y; x1; : : : ; xn) = 0) primit��vne
rekurz��vna.

Dôkaz. Dok�a�zme najprv, �ze pre ka�zd�e x1; : : : ; xn plat��:

f(x1; : : : ; xn) =
h(x1;:::;xn)X

y=0

sg(
yY
i=0

g(i; x1 : : : ; xn)); (1)

kde sg je z Vety 2.
Vyberme �lubovoln�e x1; : : : ; xn. Pod�la predpokladov Vety 4, pre tieto

x1; : : : ; xn existuje u � h(x1; : : : ; xn) tak�e, �ze g(u; x1; : : : ; xn) = 0. Bez ujmy
na v�seobecnos�ti predpokladajme, �ze u je najmen�sie s takouto vlastnos�tou.
Teda: g(u; x1; : : : ; xn) = 0 a v�setky �cleny postupnosti

g(0; x1; : : : ; xn); g(1; x1; : : : ; xn); : : : ; g(u� 1; x1; : : : ; xn)
s�u kladn�e. Preto, pod�la de�n��cie minimaliz�acie dostaneme,

f(x1; : : : ; xn) = u (2)
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a naviac, pre s�u�cin
Qy

i=0 g(i; x1; : : : ; xn) plat��: Ak y � u� 1, potom je tento
s�u�cin kladn�y, lebo v�setky jeho �cinitele g(i; x1; : : : ; xn) s�u kladn�e, a ak y �
u, potom m�a tento s�u�cin hodnotu 0, lebo aspo�n jeden jeho �cinite�l (a to
g(u; x1; : : : ; xn)) m�a hodnotu 0. V dôsledku toho:

sg(
yY
i=0

g(i; x1; : : : ; xn)) =

(
1; ak y � u� 1;
0; ak y � u:

Preto z (2) dostaneme:

h(x1;:::;xn)X
y=0

sg(
yY
i=0

g(i; x1; : : : ; xn)) =
u�1X
y=0

sg(
yY
i=0

g(i; x1; : : : ; xn))+
h(x1;:::;xn)X

y=u

sg(
yY
i=0

g(i; x1; : : : ; xn))

= u+ 0 = u = f(x1; : : : ; xn):

T�ym sme dok�azali (1). Z (1) vypl�yva, �ze f je primit��vne rekurz��vna, lebo ju
mo�zno zostroji�t z primit��vne rekurz��vnych funkci�� g, h a sg pomocou oper�acie
skladania a aplikovan��m Vety 3 (pre s�u�cin aj s�u�cet). 2

Veta 5. Funkcie F8 a�z F15 s�u primit��vne rekurz��vne.

F8(x; y) = bx=yc, (bx=yc = 0; ak y = 0)

F9(x; y) = x mod y, (x mod y = x; ak y = 0)

F10(x; y) = div(x; y) =

(
1; ak y del�� x
0; inak

F11(x) = nd(x) =

(
po�cet delite�lov �c��sla x; ak x 6= 0
0; inak

F12(x) = chp(x) =

(
0; ak x je prvo�c��slo
1; inak

F13(x) = �(x) = po�cet prvo�c��sel nepresahuj�ucich x

F14(x) = p(x) = x-t�e prvo�c��slo (t.j., p(0) = 2; p(1) = 3; p(2) = 5; : : :)

F15(x; y) = ex(x; y) = exponent prvo�c��sla p(x) v rozklade �c��sla y na
prvo�c��sla; (ex(x; y) = 0 pre y = 0)

Dôkaz. Ke�d�ze plat�� bx=yc = sg(y)
P(x�: 1)+1

i=1 sg(i � y �: x), potom je funkcia
F8 primit��vne rekurz��vna, lebo ju mo�zno zostroji�t z primit��vne rekurz��vnych
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funkci�� F2, F4, F5 a F6 (z Vety 2) a K1 (z Dôsledku Vety 1), pomocou oper�aci��
skladania a aplikovan��m Vety 3 nasledovne:

Funkcia h(i; x; y) = F5(F6(y; F2(i; x))) = sg(i �x�: y) je primit��vne rekur-
z��vna, lebo vznikne skladan��m z F2, F6 a F5. Pod�la Vety 3 je potom aj
funkcia f(u; v; x; y) =

Pu+v
i=v h(i; x; y) primit��vne rekurz��vna. Teda aj funkcia

F8(x; y) = F2(F4(y); f(F6(K1(y); x); K1(y); x; y))

= sg(y)
(x�: 1)+1X

i=1

sg(i � y �: x) = bx=yc;

ktor�a vznikne skladan��m z F2, F4, f , F6 a K1, je primit��vne rekurz��vna.
Pre funkcie F9 a�z F13 s�u dôkazy podobn�e, (ale Veta 3 sa pou�zije len pre

F11 a F13), pri�com sa vyu�zij�u tieto rovnosti:

x mod y = x�: y � bx=yc, div(x; y) = sg(x mod y),

nd(x) = sg(x)
P(x�: 1)+1

i=1 div(x; i), chp(x) = sg(jnd(x)� 2j) a

�(x) =
Px

i=0 sg(chp(i)).

V dôkaze pre F14 je pou�zit�a Veta 4 (namiesto Vety 3) a je vyu�zit�a rovnos�t
p(x) = �y(j�(y) � (x + 1)j = 0) a tie�z fakt, �ze p(x) � 22

x

; (h(x) = 22
x

je
funkcia h z Vety 4). Podobne, v dôkaze pre F15 je pou�zit�a Veta 4, �dalej
rovnos�t ex(x; y) = �u(sg(y) � div(y; (p(x))u+1) = 0) a fakt, �ze ex(x; y) � y;
(h(x; y) = I22 (x; y) = y je funkcia h z Vety 4). 2

5.2 Registrov�e stroje

V tejto podkapitole dok�a�zeme, �ze registrov�e stroje a Turingove stroje s�u z
h�ladiska vypo�c��tate�lnosti ekvivalentn�e. Registrov�y stroj je podobn�y Turingovmu
stroju, ale namiesto p�asok m�a registre.
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Registrov�y stroj m�a:

- kone�cne ve�la stavov q0; q1; : : : ; qk, (q1 je po�ciato�cn�y a q0 je koncov�y stav)

- kone�cne ve�la registrov R0; R1; : : : ; Rt, (obsah ka�zd�eho Ri je nejak�e �c��slo
z N = f0; 1; 2; : : :g)

- kone�cne ve�la in�strukci�� typu:

(qi; Rj; ql; qm), (t.j. v stave qi vykonaj: if Rj = 0 then goto ql else goto qm)

(qi; Rj;+1; qm), (t.j. v stave qi vykonaj: Rj  Rj + 1 a goto qm)

(qi; Rj;�: 1; qm), (t.j. v stave qi vykonaj: Rj  Rj �: 1 a goto qm)

De�n��cia. Registrov�y stroj M po�c��ta funkciu f(x1; : : : ; xn), ak na za�ciatku
v�ypo�ctu je M v stave q1, pre v�setky i = 1; : : : ; n plat�� Ri = xi a ostatn�e reg-
istre obsahuj�u 0 a na konci v�ypo�ctu jeM vstave q0 a plat�� R0 = f(x1; : : : ; xn).
Ak hodnota f(x1; : : : ; xn) nie je de�novan�a, potom sa v�ypo�cet neskon�c��.

De�n��cia. Turingov stroj (so vstupnou p�askou a s pracovn�ymi p�askami)
po�c��ta funkciu f(x1; : : : ; xn), ak m�a na za�ciatku v�ypo�ctu na vstupnej p�aske
slovo 01x10 : : : 01xn0 a na konci v�ypo�ctu m�a na prvej pracovnej p�aske slovo
1f(x1;:::;xn). Ak hodnota f(x1; : : : ; xn) nie je de�novan�a, potom sa v�ypo�cet na
vstupe 01x10 : : : 01xn0 neskon�c��.

Pre registrov�e a Turingove stroje po�c��taj�uce funkcie platia nasleduj�uce Lemy
A a B.

Lema A. Ka�zd�y registrov�y stroj po�c��taj�uci nejak�u funkciu f(x1; : : : ; xn)
mo�zno simulova�t nejak�ym Turingov�ym strojom.

Dôkaz. NechM je registrov�y stroj, ktor�y po�c��ta nejak�u funkciu f(x1; : : : ; xn)
a nech M m�a t registrov. Turingov stroj T (s t pracovn�ymi p�askami) bude
simulova�t strojM nasledovne. Na za�ciatku v�ypo�ctu si T skop��ruje zo vstupu
podslovo 1xi na (i + 1)-v�u pracovn�u p�asku pre ka�zd�e i. Potom in�strukciu
(qi; Rj;+1; qm) [resp. in�strukciu (qi; Rj;�: 1; qm)] simuluje tak, �ze hlavu na
(j + 1)-vej pracovnej p�aske presunie o jedno pol���cko vpravo [resp. v�lavo, ak
je to mo�zn�e]. Pri simul�acii in�strukcie (qi; Rj; ql; qm) mus�� T zisti�t, �ci Rj = 0;
T to zist�� tak, �ze hlava na (j + 1)-vej pracovnej p�aske je �uplne na jej �lavom
kraji. 2
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Lema B. Ka�zd�y Turingov stroj po�c��taj�uci nejak�u funkciu f(x1; : : : ; xn)mo�zno
simulova�t nejak�ym registrov�ym strojom.

Dôkaz. Nech T1 je Turingov stroj (s pracovn�ymi p�askami) po�c��taj�uci funkciu
f(x1; : : : ; xn). Nech T2 je Turingov stroj (bez pracovn�ych p�asok) simuluj�uci
T1; T2 m�a jednu vstupn�u, obojstranne nekone�cn�u prepisovaciu p�asku, pri�com
na za�ciatku v�ypo�ctu m�a na vstupnej p�aske slovo 01x10 : : : 01xn0 a na konci
v�ypo�ctu slovo 01f(x1;:::;xn)0l, pre nejak�e l � 1. (Nulami vpravo za slovom
01f(x1;:::;xn)0 prep���se T-stroj pred koncom v�ypo�ctu �usek p�asky, ktor�y pou�zil
pre v�ypo�cet funkcie f(x1; : : : ; xn), ke�d�ze v tomto dôkaze predpoklad�ame, �ze
T-stroj nemô�ze prep��sa�t symboly rôzne od B na symbol B, kde B je blank
a tie�z, �ze ka�zd�y �c��tan�y symbol B mus�� by�t n�asledne prep��san�y na najak�y
symbol rôzny od B).

Kone�cne nech T3 je Turingov stroj bez pracovn�ych p�asok, s jednou vs-
tupnou, obojstranne nekone�cnou prepisovacou p�askou a s p�askovou abecedou
� = f0; 1; Bg simuluj�uci T2. T-stroj T3 k�oduje s symbolov T-stroja T2 pomo-
cou s slov z f0; 1gm, kde s � 2m pre najak�em. T3 m�a na za�ciatku v�ypo�ctu na
vstupnej p�aske slovo �0�1x1�0 : : : �0�1xn�0 a na konci v�ypo�ctu slovo �0�1f(x1;:::;xn)�0l

0

,
pre nejak�e l0 � 1, kde �0 = 0m a �1 = 0m�11, (t.j. slovo �0 = 0m resp. �1 = 0m�11
k�oduje symbol 0 resp. 1 p�askovej abecedy T-stroja T2). (V tomto dôkaze
pou�zijeme T-stroj T3 namiesto T1 alebo T2, lebo T3 s vy�s�sie uveden�ymi vlast-
nos�tami je z technick�ych dôvodov pre simul�aciu registrov�ym strojom ove�la
vhodnej�s��, ne�z T1 alebo T2.

Budeme hovori�t, �ze T-stroj T3 je v kon�gur�acii C = uqav, kde u; v 2
f0; 1g�, a 2 f0; 1; Bg a q je stav T-stroja T3, ak je na jeho vstupnej p�aske
slovo uav, ka�zd�y symbol v�lavo aj vpravo od slova uav je symbol B, hlava
�c��ta symbol a a T3 je v stave q.

Pre ka�zd�e d 2 f0; 1g+, nech num(d) je �c��slo, ktor�eho bin�arny z�apis je
slovo d. Napr��klad, num(101) = 5.

Predpokladajme, �ze T3 prejde v 1 kroku v�ypo�ctu z kon�gur�acie C = uqav
do kon�gur�acie C 0 = u0q0a0v0, kde napr��klad:

C =

uz}|{
010 q0

vz }| {
1100, C 0 =

u0z }| {
0101 q01

v0z}|{
100, t.j. a = 0 a a0 = 1.

Je zrejm�e, �ze obsah vstupnej p�asky T-stroja T3 v�lavo od jeho hlavy je
v kon�gur�acii C jednozna�cne k�odovan�y �c��slom num(1u), (v na�som pr��klade
num(1010)). Ved�uca 1 v�lavo od u je pridan�a preto, aby bola zaru�cen�a jed-
nozna�cnos�t k�odovania; bez nej by rôzne slov�a, napr. 010 a 00010, mali rov-
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nak�y k�od num(010) = num(00010) = 2.
Podobne obsah vstupnej p�asky T-stroja T3 vpravo od jeho hlavy je v

kon�gur�acii C jednozna�cne k�odovan�y �c��slom num(1vR), (v na�som pr��klade
num(10011)). Aj v tomto pr��pade je z rovnak�ych dôvodov pridan�a ved�uca 1
a naviac, namiesto slova v je pou�zit�y jeho zrkadlov�y obraz vR a to preto, aby
boli najmenej v�yznamn�e bity bin�arneho z�apisu �c��sla num(1vR) najbli�z�sie k
hlave T-stroja T3. (V pr��pade �c��sla num(1u) to plat�� priamo pre slovo 1u.)

To znamen�a, �ze �stvorica num(1u); q; a; num(1vR) jednozna�cne k�oduje
kon�giur�aciu C a �stvorica num(1u0); q0; a0; num(1v0R) jednozna�cne k�oduje
kon�giur�aciu C 0.

Preto mô�ze registrov�y stroj M simulova�t 1 krok v�ypo�ctu T-stroja T3
nasledovne: Z �c��sel num(1u), num(1vR), (ulo�zen�ych v registroch) a z hodnôt
q, a, vypo�c��ta M �c��sla num(1u0), num(1v0R), (ulo�z�� ich do registrov) a zist��
hodnoty q0 a a0. Naviac, M m�a pre ka�zd�u dvojicu (q; a) podprogram, ktor�ym
simuluje in�strukciu �(q; a) = (q0; b; posun hlavy) T-stroja T3, pri�com hod-
noty q0, b a "posun hlavy" s�u u�z vopred zakomponovan�e do simuluj�uceho
podprogramu.

Uk�a�zme si teraz, ako mo�zno z hodnôt num(1u); q; a; num(1vR) zisti�t hod-
noty num(1u0); q0; a0; num(1v0R) pre pr��pad, ke�d sa hlava T-stroja T3 posunie
vpravo. (Ke�d sa hlava posunie v�lavo alebo zostane na mieste, postupuje sa
podobne.)
V�ypo�cet num(1u0): Je zrejm�e, �ze ke�d sa hlava posunie vpravo, potom plat��:

u0 = ub, kde b je symbol, na ktor�y je prep��san�y symbol a �c��tan�y v kon�gur�acii
C. (V na�som pr��klade vy�s�sie: u = 010, a = 0, b = 1, u0 = 0101.) Preto tie�z
plat�� 1u0 = 1ub, �ci�ze:

num(1u0) = 2 � num(1u) + b.
Pripome�nme, �ze M pozn�a hodnoty b a "posun hlavy", lebo tieto s�u u�z vo-
pred zakomponovan�e do podprogramu simuluj�uceho in�strukciu �(q; a), pozri
vy�s�sie.
V�ypo�cet num(1v0R): Ak v 2 f0; 1g+ a hlava sa posunie vpravo, potom slovo

v0 dostaneme zo slova v odstr�anen��m jeho naj�lavej�sieho symbolu, �co je na-
jpravej�s�� symbol slova vR a preto tie�z slovo 1v0R dostaneme zo slova 1vR

odstr�anen��m jeho najpravej�sieho symbolu. (V na�som pr��klade vy�s�sie: v =
1100 a v0 = 100.) A ak v = �, (t.j., v�setky symboly vpravo od hlavy s�u B) a
hlava sa posunie vpravo, potom v0 = �, (lebo op�a�t v�setky symboly vravo od
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hlavy s�u B). Z vy�s�sie uveden�eho dostaneme:

num(1v0R) =

( bnum(1vR)=2c; ak v 2 f0; 1g+; (t.j., ak num(1vR) � 2)
1; ak v = �; (t.j., ak num(1vR) = 1)

Zistenie symbolu a0: Ak v 2 f0; 1g+ a hlava sa posunie vpravo, potom a0 je

naj�lavej�s�� symbol slova v, �co je najpravej�s�� symbol slova vR a teda aj slova
1vR. Ak v = �, (t.j., v�setky symboly vpravo od hlavy s�u B) a hlava sa
posunie vpravo, potom a0 = B. Teda:

a0 =

8><
>:

0; ak num(1vR) je p�arne �c��slo a v 2 f0; 1g+
1; ak num(1vR) je nep�arne �c��slo a v 2 f0; 1g+
B; ak v = �

Zistenie stavu q0 a zistenie �dal�sej simulovanej in�strukcie: Podprogram pre
simulovanie in�strukcie �(q; a) = (q0; b; posun hlavy), (do ktor�eho s�u u�z vopred
zakomponovan�e hodnoty q0; b; posun hlavy), je naprogramovan�y tak, �ze po
skon�cen�� simul�acie prejde na podprogram pre simulovanie in�strukcie �(q0; a0).

Uk�a�zme si teraz, ako M n�asob�� a del�� dvomi pri v�ypo�cte num(1u0) a
num(1v0R). M del�� dvomi nasledovne: V cykle priebe�zne z registra R (ob-
sahuj�uceho na za�ciatku cyklu num(1vR)) odpo�c��tava 2-kr�at jednotku a do
registra R0 pripo�c��tava 1-kr�at jednotku; ke�d bude R = 0, potom bude R0 =
bnum(1vR)=2c = num(1v0R). Podobne postupuje M pri n�asoben�� dvomi.

M zis�tuje paritu �c��sla num(1vR) - pri zis�tovan�� symbolu a0 - nasledovne:
Z registra R obsahuj�uceho num(1vR) odpo�c��tava v cykle jednotku; ak bude
R obsahova�t 0 v p�arnom [nep�arnom] kroku cyklu, potom je num(1vR) p�arne
[nep�arne] �c��slo. Ak nechceme z pam�ate stroja M vymaza�t �c��slo num(1vR),
(aby sme ho mohli pou�zi�t v �dal�s��ch v�ypo�ctoch), mô�zeme - pri odpo�c��tavan��
jednotky z R - s�u�casne pripo�c��tava�t jednotku do pomocn�eho registra R0; ke�d
bude R = 0, potom bude R0 = num(1vR). (T�ymto spôsobom si M mô�ze
vytv�ara�t z�alo�zn�e k�opie rôznych �c��sel v rôznych v�ypo�ctoch.)

Z vy�s�sie uveden�eho je zrejm�e, �ze M dok�a�ze simulova�t v�ypo�cet T-stroja
T3 z po�ciato�cnej kon�gur�acie C0 = q1�0�1

x1�0 : : : �0�1xn�0 = u0q10v0 do koncovej
kon�gur�acie Ct = q0�0�1

f(x1;:::;xn)�0l
0

= utq00vt za predpokladu, �ze na za�ciatku
simul�acie m�a M , v niektor�ych dvoch registroch, �c��sla num(1vR0 ) a num(1u0)
a �ze M pozn�a stav a �c��tan�y symbol v kon�gur�acii C0. M pozn�a posledn�e
tri zo �styroch uveden�ych hodnôt, lebo u0 = �, (ke�d�ze v�lavo od hlavy s�u len
symboly B), t.j., num(1u0) = 1, �dalej T3 za�c��na v�ypo�cet v stave q1 a jeho
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hlava �c��ta (v kon�gur�acii C0) naj�lavej�s�� symbol naj�lavej�sieho podslova �0 na
p�aske, �co je 0. Teda, M si mus�� pred za�ciatkom simul�acie e�ste vypo�c��ta�t
�c��slo num(1vR0 ) z �c��sel x1; : : : ; xn, ktor�e m�a na za�ciatku v�ypo�ctu v registroch
R1; : : : ; Rn.
V�ypo�cet num(1vR0 ): Zrejme v0 = 0m�1�1x1�0 : : : �0�1xn�0 a teda num(1vR0 ) =

1�0(�1R)xn�0 : : : �0(�1R)x10m�1, kde �1R = 10m�1 a �0 = 0m. M si najprv vypo�c��ta
a do registrov ulo�z�� �c��sla r1; : : : ; rn a z1; : : : ; zn+1, kde:

ri = num((�1R)xi) = 2m�1 � (
xi�1X
j=0

2mj); pre i = 1; 2; : : : ; n;

z1 = m� 1; zi+1 = zi +m(xi + 1); pre i = 1; 2; : : : ; n:

(zi je po�cet bitov vpravo za podslovom (�1R)xi v slove 1vR0 pre i = 1; 2; : : : ; n.
zn+1 je po�cet bitov vpravo za ved�ucou 1 v slove 1vR0 .) M vypo�c��ta num(1vR0 )
takto:

num(1vR0 ) = 2zn+1 +
nX
i=1

ri2
zi :

Potom M simuluje v�ypo�cet T-stroja T3 z kon�gur�acie C0 do Ct a po
ukon�cen�� simul�acie mus�� M e�ste vypo�c��ta�t �c��slo f(x1; : : : ; xn) pomocou �c��sla
num(1vRt ), kde vt = 0m�1�1f(x1;:::;xn)�0l

0

. Ke�d�ze v slove vt je pr�ave f(x1; : : : ; xn)
symbolov 1, (v ka�zdom podslove �1 = 0m�11 je jeden symbol 1), potom v slove
1vRt je pr�ave f(x1; : : : ; xn) + 1 symbolov 1. Preto mô�ze M vypo�c��ta�t �c��slo
f(x1; : : : ; xn) pomocou nasleduj�uceho algoritmu:

R num(1vRt ); R0  0;
L: ak R obsahuje nep�arne �c��slo, potom R0  R0 + 1; (zisten�a �dal�sia 1 v vRt )

R bR=2c ;
ak R � 1 goto L;
R0  R0 � 1; (odpo�c��tan�a ved�uca 1 v slove 1vRt )

Po vykonan�� algoritmu plat��: R0 = f(x1; : : : ; xn). 2

5.3 Ekvivalencia �ciasto�cne rekurz��vnych funkci�� a

Turingov�ych strojov

V tejto podkapitole dok�a�zeme, �ze �ciasto�cne rekurz��vne funkcie a Turingove
stroje s�u z h�ladiska vypo�c��tate�lnosti ekvivalentn�e.
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Fakt 1.

(a) Pre ka�zd�u funkciu 0, s a Inm existuje Turingov stroj, ktor�y ju po�c��ta.

(b) Ak pre ka�zd�u funkciu f; f1; : : : ; fm existuje Turingov stroj, ktor�y ju
po�c��ta a funkcia g vznikne z funkci�� f; f1; : : : ; fm oper�aciou skladania,
potom aj pre funkciu g existuje Turingov stroj, ktor�y ju po�c��ta.

(c) Ak pre funkcie g a h existuj�u Turingove stroje, ktor�e ich po�c��taj�u a
funkcia f vznikne z g a h oper�aciou primit��vnej rekurzie, potom aj pre
funkciu f existuje Turingov stroj, ktor�y ju po�c��ta.

(d) Ak pre funkciu g existuje Turingov stroj, ktor�y ju po�c��ta a funkcia f
vznikne z g oper�aciou minimaliz�acie, potom aj pre f existuje Turingov
stroj, ktor�y ju po�c��ta.

Dôkaz. Je zrejm�y. 2

Lema C. Pre ka�zd�u �ciasto�cne rekurz��vnu funkciu existuje Turingov stroj,
ktor�y ju po�c��ta.

Dôkaz. Vypl�yva z Faktu 1. 2

Lema D. Ak pre funkciu f : Nn ! N existuje Turingov stroj, ktor�y ju
po�c��ta, potom f je �ciasto�cne rekurz��vna.

Dôkaz. Bez ujmy na v�seobecnosti a pre jednoduchos�t budeme uva�zova�t de-
teministick�e Turingove stroje bez pracovn�ych p�asok a s obojstranne nekone�cnou
vstupnou p�askou. T-stroj m�a p�askov�u abecedu � = fa0; a1; : : : ; arg, pre na-
jak�e r � 1, kde a0 = B (blank symbol) a mno�zinu stavov Q = fq0; q1; : : : ; qsg,
pre nejak�e s � 1, kde q1 je po�ciato�cn�y a q0 je koncov�y stav. Tak�yto T-
stroj m�a na za�ciatku v�ypo�ctu funkcie f(x1; : : : ; xn) na vstupnej p�aske slovo
01x10 : : : 01xn0 a na konci v�ypo�ctu slovo 01f(x1:::;xn)0.

Na�sim cie�lom je zostroji�t vhodn�e �ciasto�cne rekur��vne funkcie, pomocou
ktor�ych mo�zno simulova�t v�ypo�cty T- strojov. K tomu potrebujeme prirodze-
n�ymi �c��slami k�odova�t rôzne �strukt�ury s�uvisiace s v�ypo�ctami T-strojov.
�C��slovanie in�strukci��: Nech c(i; j) je poradov�e �c��slo usporiadanej dvojice (i; j)
v postupnosti (0; 0); (0; 1); (1; 0); (0; 2); (1; 1); (2; 0); (0; 3); (1; 2); (2; 1); (3; 0); : : :,
kde c(0; 0) = 0. (D�a sa dok�aza�t, �ze c(i; j), l(m) a r(n) s�u primit��vne
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rekurz��vne funkcie, kde l(c(i; j)) = i a r(c(i; j)) = j pre v�setky i; j.) Nech pi
je i-te prvo�c��slo; (p0 = 2; p1 = 3; : : :). Potom p

3c(m;k)+x+1
c(i;j) je �c��slo in�strukcie

�(qi; aj) = (qm; ak; x), kde x = 1 [resp. x = 2 resp. x = 0], ke�d sa hlava
posunie v�lavo [resp. vpravo resp. zostane na mieste].
�C��slovanie T-strojov: �C��slo T-stroja je s�u�cin �c��sel jeho in�strukci��.

�C��slovanie kon�gur�aci��:
Pr��klad: Kon�gur�acia a3a2q3a1a2 m�a �c��slo 22�3 � 32�2 � 52�3+1 � 72�1 � 112�2, pri�com
hlava �c��ta symbol vpravo od nej (t.j. a1), p�arne exponenty k�oduj�u p�askov�e
symboly a nep�arny exponent k�oduje stav a poz��ciu hlavy. V�simnime si, �ze
pri k�odovan�� s�u pou�zit�e postupne prvo�c��sla 2; 3; 5; 7; 11.

Vo v�seobecnosti plat��: kon�gur�acia al0al1 : : : ali�1
qjali+1

: : : aln , kde l0 6= 0

a ln 6= 0, m�a �c��slo : 22l0 � 32l1 � � � p2li�1

i�1 � p2j+1i � p2li+1

i+1 � � � p2lnn , kde pi je i-te
prvo�c��slo.

Jeden krok v�ypo�ctu, ke�d sa hlava T-stroja presunie v�lavo, kontroluje funkcia

prechL(x; y; z) =

8>>><
>>>:

0; ak plat�� (a) - v tomto pr��pade prejde T-stroj s �c��slom z
v 1 kroku (s presunom hlavy v�lavo) z kon�gur�acie
s �c��slom x do kon�gur�acie s �c��slom y

1; inak.

(a) ((x je �c��slo nejakej kon�gur�acie)^(y je �c��slo nejakej kon�gur�acie)^
(z je �c��slo nejak�eho T-stroja)^
(9m1;m2; v; i; j; k;m; n � x+ y tak�e, �ze:
(((x = m1 � p2vi � p2j+1i+1 � p2ki+2 �m2)_(hlava je celkom v�lavo))^
(y = m1 � p2m+1

i � p2vi+1 � p2ni+2 �m2)^
(ani pi ani pi+1 ani pi+2 nedel�� �c��slo m1 �m2)^
(T-stroj s �c��slom z obsahuje in�strukciu �(qj; ak) = (qm; an; 1)))

Pr��klad: Nech C a C 0 s�u nasleduj�uce kon�gur�acie:
C = al0 : : : ali�1

av qjakali+3
: : : alt ,

C 0= al0 : : : ali�1
qmavanali+3

: : : alt ,
teda,

C m�a �c��slo x = 2l0 � � � p2li�1

i�1| {z }
m1

� p2vi � p2j+1i+1 � p2ki+2 � p2li+3

i+3 � � � p2ltt| {z }
m2

,

C 0 m�a �c��slo y = m1 � p2m+1
i � p2vi+1 � p2ni+2 �m2.

Ak T-stroj s �c��slom z obsahuje in�strukciu �(qj; ak) = (qm; an; 1), potom tento
T-stroj prejde v 1 kroku z C do C 0, �ci�ze prechL(x; y; z) = 0.
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Podobne mô�zeme zostroji�t funkcie prechN(x; y; z) resp. prechP (x; y; z) pre
pr��pad, ke�d sa hlava nepohybuje resp. pre pohyb hlavy vpravo. D�a sa
dok�aza�t, �ze prechL(x; y; z), prechN(x; y; z), prechP (x; y; z) a prech(x; y; z)
s�u primit��vne rekurz��vne funkcie, kde

prech(x; y; z) =

(
0; ak prechL(x; y; z) = 0 _ prechN(x; y; z) = 0 _ prechP (x; y; z) = 0
1; inak.

�C��slo v�ypo�ctu C0; C1; C2; : : : ; Ct, kde Ci je kon�gur�acia pre ka�zd�e i, je �c��slo

2cislo(C0) � 3cislo(C1) � � � pcislo(Ct)
t ;

kde pi je i-te prvo�c��slo a cislo(Ci) je �c��slo kon�gur�acie Ci pre ka�zd�e i.
Nech ex(i; x) je exponent prvo�c��sla pi v rozklade �c��sla x na prvo�c��sla.

(Funkcia ex(i; x) je primit��vne rekurz��vna, pozri Vetu 5.) Teda, ak x je �c��slo
v�ypo�ctu C0; C1; : : : ; Ct, potom ex(i; x) = cislo(Ci) pre 1 � i � t.

To, �ci postupnos�t C0; C1; : : : ; Ct je v�ypo�cet T-stroja, kontroluje funkcia

vyp(x; y; z) =

8><
>:

0; ak plat�� (b) - v tomto pr��pade x je �c��slo v�ypo�ctu
T-stroja s �c��slom y za�c��naj�uceho kon�gur�aciou s �c��slom z

1; inak.

(b) (8i � x)(ex(i + 1; x) 6= 0 ) (prech(

cislo(Ci)z }| {
ex(i; x);

cislo(Ci+1)z }| {
ex(i+ 1; x); y) = 0)) ^

(ex(0; x)| {z }
cislo(C0)

= z)

D�a sa dok�aza�t, �ze funkcia vyp a �dal�sie funkcie tvp a tobs, s�u primit��vne
rekurz��vne, kde

tvp(x; y; x1; : : : ; xn) =

8>>>>>><
>>>>>>:

0; ak x je �c��slo v�ypo�ctu T-stroja s �c��slom y, ktor�y za�c��na
kon�gur�aciou q101

x10 : : : 01xn0 a kon�c�� nejakou
kon�gur�aciou q001

z0, t.j., tobs(x) = z;
(funkcia tobs je de�novan�a ni�z�sie)

1; inak.

Funkcia tvp je zostrojen�a pomocou vyp a �dal�s��ch primit��vne rekurz��vnych
funkci�� a funkcia tobs je de�novan�a nasledovne:

tobs(x) = po�cet jednotiek v poslednej kon�gur�acii v�ypo�ctu s �c��slom x:
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Ke�d�ze tobs a tvp s�u primit��vne rekurz��vne, potom nasleduj�uca funkcia
Tun mus�� by�t �ciasto�cne rekurz��vna.

Tun(y; x1; : : : ; xn) = tobs(�x(tvp(x; y; x1; : : : ; xn) = 0)): (�)

Teraz u�z �lahko dok�a�zeme Lemu D. Nech f : Nn ! N je �lubovo�ln�a funk-
cia, pre ktor�u existuje T-stroj (nech m�a �c��slo j), ktor�y ju po�c��ta. Ak je f
de�novan�a pre x1; : : : ; xn, potom existuje jedin�y a kone�cn�y v�ypo�cet (nech m�a
�c��slo x̂) T-stroja s �c��slom j z kon�gur�acie q101

x10 : : : 01xn0 do kon�gur�acie
q001

f(x1;:::;xn)0. Preto tvp(x̂; j; x1; : : : ; xn) = 0, x̂ = �x(tvp(x; j; x1; : : : ; xn) =
0), tobs(x̂) = f(x1; : : : ; xn) a teda, pod�la (*) dostaneme:

Tun(j; x1; : : : ; xn) = tobs(�x(tvp(x; j; x1; : : : ; xn) = 0)) = f(x1; : : : ; xn).

To ale znamen�a, �ze f je �ciasto�cne rekurz��vna, lebo Tun je �ciasto�cne rekurz��vna.
Z (*) tie�z vypl�yva, �ze Tun(y; x1; : : : ; xn) je univerz�alna funkcia pre v�setky

T-stroje po�c��taj�uce n-�arne funkcie, kde y je �c��slo T-stroja. 2

Veta 1. Ka�zd�u �ciasto�cne rekurz��vnu funkciu mo�zno zostroji�t pomocou na-
jviac jednej minimaliz�acie.

Dôkaz. Nech f(x1; : : : ; xn) je �lubovo�ln�a, �ciasto�cne rekurz��vna funkcia. Pod�la
Lemy C existuje pre f T-stroj (nech m�a �c��slo j), ktor�y ju po�c��ta. Rovnako,
ako v dôkaze Lemy D plat��:

Tun(j; x1; : : : ; xn) = tobs(�x(tvp(x; j; x1; : : : ; xn) = 0)) = f(x1; : : : ; xn).

Teda funkciu f mo�zno zostroji�t pomocou najviac jednej minimaliz�acie, lebo
funkcie tobs a tvp s�u primit��vne rekurz��vne a daj�u sa zostroji�t bez mini-
maliz�acie. 2

Veta 2. Ka�zd�a tot�alna, �ciasto�cne rekurz��vna funkcia je rekurz��vna.

Dôkaz. Nech f(x1; : : : ; xn) je �lubovo�ln�a, �ciasto�cne rekurz��vna funkcia, ktor�a
je naviac tot�alna. Rovnako ako v dôkaze Vety 1 plat��:

Tun(j; x1; : : : ; xn) = tobs(�x(tvp(x; j; x1; : : : ; xn) = 0)) = f(x1; : : : ; xn),

kde j je �c��slo T-stroja, ktor�y po�c��ta f . Ke�d�ze f je tot�alna, mus�� existova�t
jedin�y a kone�cn�y v�ypo�cet (s nejak�ym �c��slom x) T-stroja s �c��slom j na ka�zdom
vstupe x1; : : : ; xn. To ale znamen�a, �ze funkcia

gj(x1; : : : ; xn) = �x(tvp(x; j; x1; : : : ; xn) = 0)
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je tot�alna. Naviac, tvp je primit��vne rekurz��vna a teda aj tot�alna a preto
je minimaliz�acia (pou�zit�a v gj) regul�arna. �Ci�ze, f sa d�a zostroji�t pomocou
jedinej minimaliz�acie, ktor�a je regul�arna a preto je f rekurz��vna. 2

Hlavn�a veta o ekvivalencii v�ypo�ctov�ych modelov

Veta. Pre ka�zd�u funkciu f : Nn ! N plat��: f je �ciasto�cne rekurz��vna i� f je
vypo�c��tate�ln�a nejak�ym T-strojom i� f je vypo�c��tate�ln�a nejak�ym registrov�ym
strojom.

Dôkaz: Pozri Lemy A a�z D.

Hlavn�a veta o rekurz��vnych funkci�ach

Veta.

(a) Existuje �ciasto�cne rekurz��vna funkcia, kror�u nemo�zno dode�nova�t na
�ziadnu rekurz��vnu funkciu. (Teda, existuje �ciasto�cne rekurz��vna funk-
cia, ktor�a nie je rekurz��vna.)

(b) Existuje funkcia f : Nn ! N , ktor�a nie je �ciasto�cne rekurz��vna.

(c) Existuje rekurz��vna funkcia, ktor�a nie je primit��vne rekurz��vna.

Dôkaz (a): Diagonaliz�aciou. K�od �ciasto�cne rekurz��vnej funkcie f je slovo
(nad vhodnou abecedou �) obsahuj�uce popis kon�strukcie funkcie f oper�aciami
skladania, primit��vnej rekurzie a minimaliz�acie z funkci�� 0, s a Inm. Nech
w0; w1; w2; : : : s�u lexikogra�cky usporiadan�e v�setky k�ody un�arnych �ciasto�cne
rekurz��vnych funkci��. Nech fi je �ciasto�cne rekurz��vna funkcia s k�odom wi pre
i = 0; 1; 2; : : :Mo�zno dok�aza�t, �ze existuje T-strojM , ktor�y vstup 01j01x0 pre-
transformuje na v�ystup 01fj(x)0; (M najprv n�ajde wj (postupne generuj�uc
a testuj�uc v�setky slov�a nad �) a potom zostroj�� v�ystup 01fj(x)0 poznaj�uc
kon�strukciu fj pop��san�u v k�ode wj). Teda M po�c��ta funkciu G(j; x) = fj(x)
pre v�setky j a x.

Z Lemy D dostaneme, �ze G je �ciasto�cne rekurz��vna funkcia. (G je uni-
verz�alna funkcia pre v�setky un�arne �ciasto�cne rekurz��vne funkcie.) Nech

H(j) = G(j; j) + 1 = fj(j) + 1 pre v�setky j: (1)
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Funkcia H je �ciasto�cne rekurz��vna, lebo s, G a I11 s�u �ciasto�cne rekurz��vne a
plat��: H(j) = s(G(I11 (j); I

1
1 (j))).

Nech �H je funkcia, ktor�a vznikne z H jej dode�novan��m (�lubovo�ln�ym
spôsobom) na nejak�u tot�alnu funkciu. Dok�a�zme teraz (sporom), �ze �H nemô�ze
by�t �ciasto�cne rekurz��vna a teda ani rekurz��vna. Ak by �H bola �ciasto�cne
rekurz��vna, potom by mala k�od wl pre najak�e l, t.j. �H = fl. Funkcia fl
je tot�alna, (lebo fl = �H a �H je tot�alna) a preto, (pod�la(1)), je hodnota
H(l) pre l de�novan�a a plat�� H(l) = fl(l) + 1. Ke�d�ze �H vznikla z H jej
dode�novan��m na tot�alnu a hodnota H(l) je pre l de�novan�a, mus�� pre l tie�z
plati�t: �H(l) = H(l). Z vy�s�sie uveden�ych rovnost�� dostaneme:

fl(l) = �H(l) = H(l) = fl(l) + 1;

�co je spor!
Preto funkcia �H nie je �ciasto�cne rekurz��vna a teda ani rekurz��vna. To zna-

men�a, �ze �ciasto�cne rekurz��vnu funkciuH nemo�zno dode�nova�t na rekurz��vnu.

Dôkaz (b): Funkcia �H z dôkazu (a) nie je �ciasto�cne rekurz��vna.

In�y dôkaz pre (b): Mno�zina v�setk�ych un�arnych �ciasto�cne rekurz��vnych funkci��
je spo�c��tate�ln�a, (lebo mno�zina ich k�odov je spo�c��tate�ln�a), ale mno�zina v�setk�ych
funkci�� f : N ! N nie je spo�c��tate�ln�a (jej kardinalita je c.)

Dôkaz (c): Je podobn�y dôkazu pre (a); rozdiel je v tom, �ze w0; w1; w2; : : :
s�u lexikogra�cky usporiadan�e v�setky k�ody un�arnych primit��vne rekurz��vnych
funkci��, (tieto k�ody neobsahuj�u minimaliz�acie). Teda funkcie f0; f1; f2; : : : s�u
primit��vne rekurz��vne. Rovnako, ako v dôkaze (a) sa dok�a�ze, �ze funkcia

H(j) = fj(j) + 1 (2)

je �ciasto�cne rekurz��vna. Naviac, H je aj tot�alna, lebo ka�zd�a fj je primit��vne
rekurz��vna a teda tot�alna. Preto je H rekurz��vna, (pod�la Vety 2). Ak by H
bola primit��vne rekurz��vna, potom by mala k�od wl pre nejak�e l, t.j., H = fl.
T�ato rovnos�t a (2) n�am d�ava:

fl(l) = H(l) = fl(l) + 1;

�co je spor! Preto je funkcia H rekurz��vna, ale nie je primit��vne rekurz��vna.

In�y dôkaz pre (c): O Ackermanovej funkcii, ktor�a je pomerne �lahko de�no-
vate�ln�a (a nie je tak abstrakn�a, ako funkcia H), sa d�a tie�z dok�aza�t, �ze je
rekurz��vna, ale nie je primit��vne rekurz��vna. Dôkaz je ale komplikovanej�s��.
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2

Churchova t�eza

Pojem algoritmus nem�a presn�u form�alnu de�n��ciu. Existuj�u len charakteri-
stick�e �crty tohto pojmu, napr��klad:

(1) Diskr�etnos�t: Algoritmus je proces postupn�eho zostrojovania veli�c��n
(t.j. �c��sel, slov,...), ktor�y postupuje v diskr�etnom �case. Na za�ciatku
je dan�y kone�cn�y syst�em veli�c��n a v ka�zdom �dal�som diskr�etnom �case
vznikne syst�em veli�c��n zo syst�emu veli�c��n z predch�adzaj�uceho diskr�etneho
�casu pod�la ist�eho pravidla/z�akona/programu.

(2) Deterministi�cnos�t: (Zrejm�e.)

(3) Element�arnos�t krokov: Pravidlo, pod�la ktor�eho vznikne nasleduj�uci
syst�em veli�c��n z predch�adzaj�uceho, mus�� by�t jednoduch�e.

(4) Rezultat��vnos�t: Ak sa vo v�ypo�cte u�z ned�a pokra�cova�t, mus�� by�t
ur�cen�e, �co je v�ysledok.

(5) Hromadnos�t: Po�ciato�cn�y syst�em veli�c��n sa mô�ze vybera�t z (potenci�alne)
nekone�cnej mno�ziny (t.j. existuje (potenci�alne) nekone�cne ve�la vs-
tupn�ych in�stanci��).

Churchova t�eza. Syst�em v�setk�ych algoritmicky (�ciasto�cne) vypo�c��tate�ln�ych
funkci�� f : Nn ! N je toto�zn�y so syst�emom v�setk�ych (�ciasto�cne) rekurz��vnych
funkci��.
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6 RAM po�c��ta�ce

RAM po�c��ta�c je v�ypo�ctov�y model, ktor�y je (na rozdiel od Turingovho stroja
alebo Registrov�eho stroja) dos�t podobn�y re�alnemu po�c��ta�cu, ale m�a aj �crty
Turingovho stroja.

RAM po�c��ta�c m�a:

- vstupn�u kone�cn�u p�asku (rozdelen�u na pol���cka), na ktorej sa pohybuje (ale
len vpravo) �c��tacia hlava riaden�a in�strukciou READ (pozri tabu�lku ni�z�sie)

- v�ystupn�u (doprava nekone�cn�u) p�asku (rozdelen�u na pol���cka), na ktorej sa
pohybuje (tie�z len vpravo) zapisovacia hlava riaden�a in�strukciou WRITE
(pozri tabu�lku ni�z�sie)

- riadiacu jednotku, v ktorej je program zostaven�y z in�strukci�� uveden�ych v
tabu�lke ni�z�sie

- nekone�cn�u pam�a�t, ktor�a pozost�ava z registrov r0, r1, r2,... Ka�zd�y register
a aj ka�zd�e pol���cko vstupnej aj v�ystupnej p�asky mô�ze obsahova�t lubovo�lne
ve�lk�e cel�e �c��slo. Register r0 je �speci�alny - vykon�avaj�u sa v �nom aritmetick�e
oper�acie.

Nech v(a) ozna�cuje hodnotu operanda a a nech c(i) ozna�cuje obsah i-teho
registra ri. (Teda pam�a�t RAM po�c��ta�ca si mô�zeme predstavi�t ako nekone�cn�e
celo�c��seln�e pole c.) In�strukcie RAM po�c��ta�ca mô�zu ma�t operandy troch nasle-
duj�ucich typov:

= i alebo i alebo �i
kde i je cel�e �c��islo pre prv�y typ a prirodzen�e �c��islo pre druh�y a tret�� typ.
Hodnota tak�ychto operandov je ur�cen�a nasledovne:

v(a) =

8><
>:
i; ak a je typu "= i",
c(i); ak a je typu i,
c(c(i)); ak a je typu �i, (nepriama adres�acia).

Pr��klad: In�strukcia ADD a spôsob�� pripo�c��tanie hodnoty v(a) do registra r0
t.j. c(0) c(0) + v(a). Teda,

c(0) c(0) + 7, ak a je operand = 7,
c(0) c(0) + c(7), ak a je operand 7,
c(0) c(0) + c(c(7)), ak a je operand �7.
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Cena in�strukcie RAM po�c��ta�ca.

Pre RAM po�c��ta�ce sa pou�z��va bu�d:

- jednotkov�a cena in�strukcie (t.j., vykonanie ka�zdej in�strukcie trv�a rovnak�u
jednotku �casu a ka�zd�e cel�e �c��slo zaber�a v pam�ati, na vstupe aj v�ystupe rov-
nak�u jednotku, alebo

- logaritmick�a cena instrukcie - t�a je uveden�a v tabu�lke ni�z�sie a je zalo�zen�a
na tom, �ze na z�apis cel�eho �c��sla i (vr�atane znamienka) v pam�ati, na vstupe
aj v�ystupe treba l(i) bitov a sta�c�� l(i) + 1 bit , kde

l(i) =

( blog jijc+ 1; ak i 6= 0,
1; ak i = 0:

Nech t(a) je logaritmick�a cena operanda a, pre ktor�u plat��:

t(= i) = l(i),
t(i) = l(i) + l(c(i)),
t(�i) = l(i) + l(c(i)) + l(c(c(i))).

V nasleduj�ucej tabu�lke s�u uveden�e in�strukcie RAM po�c��ta�ca, v�yznam a log-
aritmick�a cena in�strukci��. Pod pojmom vstup (v riadkoch READ i a READ
�i) mysl��me obsah aktu�alne �c��tan�eho pol���cka vstupnej p�asky a podobne, pod
pojmom v�ystup (v riadku WRITE a) mysl��me aktu�alne sn��man�e pol���cko
v�ystupnej p�asky.
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in�strukcia v�yznam logaritmick�a cena
LOAD a c(0) v(a) t(a)
STORE i c(i) c(0) l(c(0)) + l(i)
STORE �i c(c(i)) c(0) l(c(0)) + l(i) + l(c(i))
ADD a c(0) c(0) + v(a) l(c(0)) + t(a)
SUB a c(0) c(0)� v(a) l(c(0)) + t(a)
MULT a c(0) c(0) � v(a) l(c(0)) + t(a)
DIV a c(0) bc(0)=v(a)c l(c(0)) + t(a)
READ i c(i)  �c��tan�y vstup;

tie�z posun hlavy vpravo
l(vstup) + l(i)

READ �i c(c(i))  �c��tan�y vstup;
tie�z posun hlavy vpravo

l(vstup) + l(i) + l(c(i))

WRITE a hodnota v(a) je zap��sa-
n�a na v�ystup; tie�z po-
sun hlavy vpravo

t(a)

JUMP b goto b 1
JGTZ b if c(0) > 0 then goto b l(c(0))
JZERO b if c(0) = 0 then goto b l(c(0))
HALT stop 1

�Casov�a zlo�zitos�t RAM programu rozpozn�avaj�uceho jazyk

RAM program mô�ze rozpozn�ave�t jazyk L � ��. V takom pr��pade o�c��slujeme
symboly abecedy � �c��slami 1; 2; : : : ; j�j a namiesto slova w = w1w2 : : : wm,
kde wi 2 � pre ka�zd�e i, m�a RAM na vstupe zodpovedaj�ucu postupnos�t
kod(w) = kod(w1); : : : ; kod(wm), kde kod(wi) je �c��seln�y k�od symbolu wi

zap��san�y v i-tom pol���cku vstupnej p�asky.

De�n��cia. RAM program rozpozn�ava jazyk L � ��, ak pre ka�zd�e slovo
w 2 �� plat��: w 2 L i� RAM program sa na zodpovedaj�ucom vstupe kod(w)
zastav�� a na v�ystupe m�a zap��san�u 1.

Nech RAM program rozpozn�ava jazyk L � ��. Nech w je �lubovo�ln�e slovo z
�� a nech Skod(w) je suma logaritmick�ych cien v�setk�ych in�strukci�� vykonan�ych
RAM programom po�cas v�ypo�ctu na vstupe kod(w).
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De�n��cia. �Casov�a zlo�zitos�t RAM programu rozpozn�avaj�uceho jazyk L � ��

s logaritmickou cenou in�strukci�� je funkcia T (n) = maxfSkod(w)jw 2 �ng.
Ak v sume Skod(w) je jednotkov�a cena in�strukci��, namiesto logaritmickej ceny,
potom T (n) je �casov�a zlo�zitos�t RAM programu rozpozn�avaj�uceho jazyk L �
�� s jednotkovou cenou in�strukci��.

Veta A. Nech L je jazyk rozpozn�avan�y deterministick�ym T-strojom M v
�case T (n) � n. Potom existuje RAM program rozpozn�avaj�uci L s �casovou
zlo�zitos�tou O(T (n)) resp. O(T (n) log T (n)) v pr��pade jednotkovej resp. log-
aritmickej ceny in�strukci��.

Dôkaz: RAM program simuluje (krok za krokom) T-stroj M nasledovne.
Pre ka�zd�y vn�utorn�y stav T-stroja M m�a RAM program vhodn�y podprogram
simuluj�uci �cinnos�t T-stroja M v tomto stave. Nech m�a M vstupn�u p�asku a
k � 1 pracovn�ych p�asok (spolu k p�asok). Obsah i-teho pol���cka j-tej p�asky
T-stroja M si RAM program pam�at�a v (k � i + j + d)-tom registri; vhodn�a
kon�stanta d umo�z�nuje RAM programu pam�ata�t si v prv�ych d registroch
inform�acie potrebn�e na simul�aciu T-stroja M , (napr��klad poz��cie hl�av na
p�askach). Teda po�cas simul�acie T (n) krokov nepou�zije RAM program viac
ne�z k � T (n) + k + d registrov, lebo i � T (n), (ke�d�ze �ziadna z hl�av T-stroja
M sa nedostane vpravo za T (n)-t�e pol���cko p�asky) a j � k. V (j + k)-
tom registri, (1 � j � k), si RAM program pam�at�a aktu�alnu poz��ciu hlavy
na j-tej p�aske a v j-tom registri si pam�at�a �c��slo k � c(j + k) + j + d, �co je
adresa registra obsahuj�uceho aktu�alne �c��tan�e pol���cko j-tej p�asky. Obsah toho
registra zist�� RAM program pomocou nepriamej adres�acie, ke�d�ze c(c(j)) =
c(k � c(j + k) + j + d).

Na za�ciatku v�ypo�ctu RAM program pre�c��ta v�setky pol���cka jeho vstup-
nej p�asky a ulo�z�� ich do registrov reprezentuj�ucich vstupn�u p�asku T-stroja
M . Potom RAM program simuluje T-stroj M spôsobom uveden�ym vy�s�sie,
pri�com jeden krok v�ypo�ctu T-stroja M dok�a�ze RAM program simulova�t
pomocou O(1) svojich in�strukci��. Teda O(T (n)) je �casov�a zlo�zitos�t RAM
programu simuluj�uceho M v pr��pade jednotkovej ceny in�strukci��, ke�d�ze M
vykon�a T (n) krokov.

V pr��pade logaritmickej ceny in�strukci�� je situ�acia trochu in�a. Ke�d�ze
RAM program pou�zije po�cas simul�acie najviac kT (n)+k+d registrov, (pozri
vy�s�sie), potom adresy pou�zit�ych registrov s�u �c��sla najviac O(T (n)). Pri
simul�acii s�u p�askov�e symboly T-stroja M k�odovan�e prirodzen�ymi �c��slami
a preto obsahy registrov simuluj�ucich pol���cka p�asok T-stroja M s�u �c��sla
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rozsahu O(1). Ostatn�e �c��sla, ktor�e sa vyskytn�u po�cas v�ypo�ctu RAM pro-
gramu v r�amci simul�acie, (napr��klad v�ypo�cty poz��ci�� hl�av na p�askach, v�ypo�cty
adries pre nepriamu adres�aciu, zis�tovanie �c��seln�ych k�odov p�askov�ych sym-
bolov �c��tan�ych hlavami T-stroja M), s�u tie�z �c��sla najviac O(T (n)).

Preto O(log T (n)) [resp. O(T (n) log T (n))] je �casov�a zlo�zitos�t RAM pro-
gramu s logaritmickou cenou in�strukci�� simuluj�uceho jeden krok v�ypo�ctu
[resp. cel�y v�ypo�cet] T-stroja M . 2

Veta B. Nech L je jazyk rozpozn�avan�y RAM programom s logaritmickou
cenou in�strukcie v �case T (n). Potom L mo�zno rozpozn�ava�t deterministick�ym
T-strojom v �case O(T 3(n)). Naviac, ak RAM nepou�z��va in�strukciu MULT
ani DIV, potom L mo�zno rozpozn�ava�t deterministick�ym T-strojom v �case
O(T 2(n)).

Dôkaz. RAM program je simulovan�y T-strojom nasledovne. T-stroj m�a
simulovan�y program zak�odovan�y vo svojej riadiacej jednotke a pre ka�zd�u in-
�strukciu v RAM programe m�a T-stroj podprogram, ktor�ym ju simuluje. T-
stroj m�a, okrem vstupnej p�asky, e�ste 4 pracovn�e p�asky. Na prvej pracovnej
p�aske m�a T-stroj zap��san�y aktu�alny obsah registra r0. Obsah 2. pracovnej
p�asky je tvaru

##i1#c(i1)##i2#c(i2)## : : :##iu#c(iu)BB : : :

pre nejak�e u, kde B je blank symbol, ij je �c��slo registra a c(ij) je jeho ob-
sah; �c��sla ij a c(ij) s�u zap��san�e v bin�arnom tvare. �Dalej, ij � 1 pre ka�zd�e
j, lebo obsah registra r0 je na prvej p�aske. Ak simulovan�a in�strukcia za-
pisuje do m-t�eho registra, pre nejak�e m � 1, potom T-stroj prip���se slovo
##m#c(m) na koniec neblankov�eho �useku 2. pracovnej p�asky (e�ste po�cas
simul�acie tejto in�strukcie). Teda, T-stroj n�ajde aktu�alny obsah i-teho te-
gistra tak, �ze najprv na 2. pracovnej p�aske n�ajde naj�lavej�s�� blank a potom
prech�adza t�uto p�asku do�lava h�ladaj�uc najpravej�s�� v�yskyt slova ##i#. Po-
tom �c��slo c(i) bezprostredne vpravo za n�ajden�ym slovom je aktu�alny obsah
i-teho regista. Tretiu pracovn�u p�asku pou�z��va T-stroj na pomocn�e v�ypo�cty
a na 4. pracovnej p�aske simuluje v�ystupn�u p�asku RAMu.

Uk�a�zme teraz, ako T-stroj simuluje in�strukcie ADD �40 a STORE 33 a z
toho bude jasn�y princ��p simul�acie aj �dal�s��ch in�strukci��.

Pri simul�acii in�strukcie ADD �40, T-stroj n�ajde na 2. pracovnej p�aske
(spôsobom pop��san�ym vy�s�sie) aktu�alny obsah 40-teho registra, t.j. �c��slo c(40)
a �c��slo c(40) skop��ruje na 3. pracovn�u p�asku. Rovnak�ym spôsobom potom
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n�ajde na 2. pracovnej p�aske aktu�alny obsah c(40)-teho registra, t.j. �c��slo
c(c(40)), ktor�e tie�z skop��ruje na 3. pracovn�u p�asku. Na z�aver simul�acie
in�srukcie ADD �40 pripo�c��ta �c��slo c(c(40)) z 3. pracovnej p�asky k �c��slu
c(0) na prvej pracovnej p�aske. Je zrejm�e, �ze posta�cuj�uci �cas pre T-stroj
na simulovanie tejto in�strukcie, (ale bez �casu potrebn�eho na preh�lad�avanie
na 2. pracovnej p�aske), je O(l(40) + l(c(40)) + l(c(c(40))) + l(c(0))), pri�com
l(40)+l(c(40))+l(c(c(40)))+l(c(0)) je logaritmick�a cena in�strukcie ADD �40.

Pri simul�acii in�strukcie STORE 33, T-stroj najprv n�ajde koniec neblanko-
v�eho �useku 2. pracovnej p�asky a tam prip���se slovo ##33#, za ktor�e n�asledne
skop��ruje �c��slo c(0) z 1. pracovnej p�asky. Tie�z je zrejm�e, �ze posta�cuj�uci
�cas pre T-stroj na simulovanie tejto in�strukcie, (ale bez �casu potrebn�eho na
preh�lad�avanie na 2. pracovnej p�aske), je O(l(33) + l(c(0))), pri�com l(33) +
l(c(0)) je logaritmick�a cena in�strukcie STORE 33.

Nech I1; I2; : : : ; Ih je postupnos�t in�strukci�� vykonan�ych RAM programom
na vstupe kod(w), kde w 2 �n a nech cena(It) je logaritmick�a cena in�strukcie
It pre t = 1; : : : ; h. Pod�la de�n��cie �casovej zlo�zitosti pre logaritmick�u cenu
in�strukci�� plat��: Skod(w) =

Ph
t=1 cena(It) � T (n) a preto h � T (n), ke�d�ze

cena(It) � 1 pre v�setky t.
D�a sa �lahko dok�aza�t, �ze ak je na koniec neblankov�eho �useku 2. pracovnej

p�asky prip��san�e nejak�e slovo ##j#c(j) po�cas simul�acie in�strukcie It, potom
plat��:

j##j#c(j)j � cena(It) + 5: (3)

(Pripome�nme, �ze j aj c(j) s�u na p�aske zap��san�e v bin�arnom tvare a na ich
z�apis sta�c�� l(j)+1 resp. l(c(j))+1 bit vr�atane znamienka.) Napr��klad, ak It je
STORE �i, potom na 2. pracovn�u p�asku je prip��san�e slovo ##c(i)#c(c(i)),
kde c(c(i)) = c(0) a teda

j##c(i)#c(c(i))j = j##c(i)#c(0)j � l(c(i))+l(c(0))+5 � cena(STORE�i)+5:
V pr��pade in�strukc�� STORE i, READ �i a READ i je dôkaz podobn�y;
v pr��pade in�ych in�strukci�� sa obsah 2. pracovnej p�asky nemen��, lebo in�e
in�strukcie nezapisuj�u do �ziadneho registra ri, kde i � 1.

Z (3) teda dostaneme, �ze celkov�a d�l�zka neblankov�eho �useku 2. pracovnej
p�asky je najviac �h

t=1(cena(It)+5) � T (n)+5h = O(T (n)), lebo h � T (n)),
pozri vy�s�sie.

Ak RAM program nepou�z��va in�strukcie MULT ani DIV, potom T-stroj
dok�a�ze simulova�t ka�zd�u in�strukciu It v �case O(T (n)) +O(cena(It)), lebo:
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1. �Cas potrebn�y na n�ajdenie naj�lavej�sieho blanku na 2. pracovnej p�aske
alebo na n�ajdenie aktu�alneho obsahu i-teho registra (pr��padne c(i)-teho reg-
istra v pr��pade nepriamej adres�acie) na tejto p�aske je O(T (n)), lebo d�l�zka
neblankov�eho �useku tejto p�asky je O(T (n)), (pozri vy�s�sie).
2. �Cas potrebn�y na ostatn�e �cinnosti v r�amci simul�acie in�strukcie It jeO(cena(It)),
�co mo�zno zdôvodni�t podobne, ako pri popise simul�acie in�strukci�� ADD �40 a
STORE 33, pozri vy�s�sie.

Teda, celkov�y �cas potrebn�y na simul�aciu postupnosti I1; I2; : : : ; Ih je
O(hT (n)) +O(�h

t=1cena(It)) = O(T 2(n)) +O(T (n)) = O(T 2(n)).
V pr��pade, ke�d RAM program pou�z��va in�strukcie MULT a DIV je T-

stroj schopn�y simulova�t ka�zd�u in�strukciu It v �case O(cena
2(It))+O(T (n)) =

O(T 2(n)), lebo cena(It) � Ph
i=1 cena(Ii) � T (n), pozri vy�s�sie a teda, celkov�y

�cas potrebn�y na simul�aciu postupnosti I1; I2; : : : ; Ih je O(T 3(n)) 2

Dôsledok. RAM programy s logaritmickou cenou in�strukci�� a determini-
stick�e T-stroje s�u polynomi�alne ekvivalentn�e.

Dôkaz. Vypl�yva z Vety A a z Vety B. 2

Pozn�amka. Na T-stroji je problematick�e efekt��vne simulova�t v�ypo�cet RAM
programu s jednotkovou cenou in�strukci��, lebo v takom pr��pade mô�ze RAM
program po�cas O(n) krokov vypo�c��ta�t �c��sla ve�lkosti a�z 
(22

n

), napr��klad
tak�ymto programom:

x 2; for i 1 to n do x x � x

ale na z�apis tak�ychto �c��sel na p�asku T-stroja treba a�z 
(2n) pol���cok p�asky a
teda aj to�lko �casu.
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