Skripta " Vypoctova zlozitost” neobsahuji vietko, ¢o treba vediet na skiiske
z predmetu ”Vypoctova zlozitost a vypoéitatelnost” a tiez obsahuji nieco
naviac, ¢o netreba vediet. V dalsom je uvedené, ¢o a z ktorého studijného
materidlu (skriptd a Dodatok) treba vediet. (Studijné pozndmky netreba
vobec pouzit.)

Zo skript treba vediet vSetko, okrem Kapitoly 3.2 (Praktické NP-tplné
problémy), Dokazu Vety 4.2.1, Kapitoly 6 (Moduldrna aritmetika), Kapi-
toly 7 (Kolmogorovské zlozitost) a Kapitoly 8 (Informaéné vzdialenost). Z
dokazu Cook-Levinovej Vety staéi vediet hlavné idey, treba poznat vztah
medzi retazcami D a premennymi y; 5 a treba vediet zostrojit vyraz H.

Z Dodatku treba vediet vetko s nasledujicimi obmedzeniami:

(a): Netreba vediet odvodit dokaz pre odhad nepresnosti aproxima¢ného
algoritmu pre 0-1 knapsack problém (kapitola 1); sta¢i mu rozumief.

(b): Staci vediet dokazy iba pre Fy a Fy vo Vete 2 a dokaz iba pre Fg vo
Vete 5 (kapitola 5.1).

(¢): Staci vediet idey dokazu Lemy B (kapitola 5.2) a Lemy D (kapitola
5.3); pre dokaz Lemy D treba este vediet, ako sa ¢isluji instrukcie, T-stroje,
konfigurdcie a vypocty a aky je vztah medzi funkciami Tun, tobs a tup.

(d): Tabulku v kapitole 6 netreba vediet, staci jej rozumiet.



1 Aproximaény algoritmus pre 0-1 knapsack
problém

V tejto casti si najprv ukdzeme presny algoritmus na rieSenie konstrukéného
0-1 knapsack problému, ktorého ¢asovd zlozitost moze byt na niektorych
vstupoch az exponencidlna a potom ho jednoduchou tUpravou prerobime na
kvalitny aproximaé¢ny algoritmus pre tento problém, ktorého ¢asova, zlozitost
je vzdy polynomiélna.

NP-optimalizacny 0-1 knapsack problém je dany cielom maz, reliciou R a
hodnotovou funkciou m, kde:

R={(z,y)|x=d(v)# ... #d(v,)#d(w1)# ... #d(w,)#dW),
=d(S),S C{1,2,...,n},> w; <W},

€S

:ZUh

1€S

pricom v; je cena i-teho objektu, w; je vaha i-teho objektu a W je nosnost
batoha, v;, w;, W € N Vi a d(u) je bindrny zéapis ¢isla/mnoziny u.
Konstrukény 0-1 knapsack problém je dany nasledovne:

Pre vstup vy, ..., vp, w1,. .., w,, W (formalne, pre vstup )

najdi vystup S C {1,2,...,n} (formélne vystup y = d(95)) tak, ze

(z,y) € Ram(x,y) = YVics Vi = MaXgrc(1,..n}{ 2ics Vil Lics Wi < WH.
Rozhodovaci 0-1 knapsack problém je dany jazykom:

L={a#d(k)[35 C{1,2,...,n}: Yicgw; < W, Xieg v > k}.

Veta. Jazyk L (pre 0-1 knapsack problém) je NP-iplny.

Nasledujtci presny algoritmus pre konstrukény 0-1 knapsack problem ma dve
casti. V prvej casti sa dynamickym programovanim postupne Vyplna tabulka
W (-, -) aindukciou na i mozno dokazat, ze W (i, v) je vaha najlahsicho vyberu
z prvych ¢ objektov s cenou v. Idea indukcie je nasledovna:

(a) Ak najlahsf vyber z prvych i+ 1 objektov s cenou v neobsahuje (i+1)-vy

objekt, potom takyto vyber je tiez najlahsi vyber z prvych i objektov s cenou
vateda W(i+1,v)=W(,v).



(b) Ak od najlahsieho vyberu z prvych i + 1 objektov s cenou v odoberieme
(i41)-vy objekt, (ak ho obsahuje), potom dostaneme najlahsi vyber z prvych
i objektov s cenou v — vy 1, ktory je o vdhu w;, lahsi, teda W (i + 1,v) =
W (i, v — vig1) + Wit1-

Cize, v oboch pripadoch plati (*) z presného algoritmu nizsie.

V druhej casti presného algoritmu sa najprv zisti maximalna cena u =
max{v|W(n,v) < W} optimalneho vyberu S, (pozri presny algoritmus).
Optimdlny vyber S nie je v tom ¢ase behu algoritmu eSte zndmy - znama je
len jeho cena a vaha a potom sa v cykle postupne zistuje, ¢i n-ty, (n —1)-vy,
... objekt patri do S a to takto:

Ak W(n—1,u) > W(n—1,u—v,)+w,, potom podla (*), (a) a (b) dostaneme,
ze n-ty objekt patri do S. Algoritmus v takom pripade prida n do S, znizi u
o v, a analogicky pokracuje v cykle pre (n — 1)-vy, (n — 2)-hy, ... objekt.
Ak W (n—1,u) < W(n—1,u—uv,)+w,, potom podla (*), (a) a (b) dostaneme,
ze existuje taky optimdlny vyber S, do ktorého n-ty objekt nepatri. Algorit-
mus v takom pripade v dalsom taky vyber S najde a analogicky pokracuje v
cykle pre (n — 1)-vy, (n — 2)-hy, ... objekt.

Presny algoritmus pre konstrukény 0-1 knapsack problém
Algoritmus ndjde optimélny vyber S C {1,...,n} taky, ze:
Dies Vi = maXS’Q{Lm,n}{ZieS’ Vi Yiesr wi < W
(1) Vypli tabulku W (0..n,0..nV), kde V = max{v, ..., v,},
pouzi: W(i+1,v) = min{W(i,v), W(i,v — vi11) + wir1}, (%)
zacni s: W(i,v) < ocoVu,1, ale W(0,0) < 0.

(W (i,v) je véha najlahsieho v¥beru s cenou v z prvych i objektov.)

(2) v+ max{v|W(n,v) < W} (zrejme u = Y ;g v; pre optimélny
vyber S, pozri vyssie)
S0
fori<-n—1to 0do (rekonstrukeia S pomocou W (i, v))

W (i,u) > W(i,u—v;y1)+w;q then S < SU{i+1} au + u—v;1
end



Casovd zlozitost uvedeného algoritmu je zrejme O(n?V), ¢o nie je poly-
nomialna zlozitost pre vsetky vstupy, napriklad pre vstupy s velkymi cenami:
v = d(v ) ... (o) () . A (w, ) AV, d(vn)] = -+ = |d(v,)| =
jd(w)] = - = |d(w,)| = [d(W)| = n, V =20 |z = 2n + 1)(n+ 1) - 1,
n = O(y/|z|); v takomto pripade je ¢asové zlozitost ©(n?V) = O(n?2°M) =

O(|z|20WlD).

Nasledujici aproximacny algoritmus pre konstrukény 0-1 knapsack problém
zostrojime z presného algoritmu pre tento problém jednoducho tak, ze vy-
delime ceny objektov vhodnou konstantou d, ¢im dosiahneme, ze casova
zlozitost takéhoto aproximacného algoritmu bude polynomidlna pre vsetky
vstupy a naviac, takouto tpravou tiez dosiahneme a-aproximovatelnost 0-1
knapsack problému pre lubovolny koeficient @ > 1, teda jeho dobri aproxi-
movatelnost.

Aproximacény algoritmus pre konstrukény 0-1 knapsack problém
Pre lubovolné o, 1 < a < 2, algoritmus najde aproximacny vyber S C
{1,...,n} taky, ze Yjesv; < adX,cqv a Y cgw; < W, kde S C {1,...,n}
je iptimélny vyber, pre ktory: Y ,csv; = maxXgcgr,.n{ X ics Vil Dies wi <
Wi,

(1) d« [(a—=1)V/(n+1)], (kde V=max{vy,...,v,} = v, pre najaké )

(2) N&jdi optimélny vyber S pomocou presného algoritmu pre 0-1 knap-

sack problém pre vstup: vq,...,0,,wy,...,w,, W, kde
0; = |v;/d| pre kazdé i. (3)
(Ak d = 0, potom pouzi presny algoritmus pre vstup: vy, ..., Up,
Wiy ey Wy, W)
end

Casova zlozitost aproximacného algoritmu:

Ak d > 1, potom ¢asové zlozitost aproximaéného algoritmu je zrejme @(ngff),
kde V = max{y,...,0,} = 0, = |v/d] = |V/d] < V/d, (pozri cast (1)
aproximaéného algoritmu a (3)). Teda, tito casovd zlozitost ©(n?V) =
O(n?V/d) = O(n®/(a — 1)) je polynomialna, kedze (a — 1)V/(2n) <
(o —1)V/(n+1) <d+ 1< 2d, (porri ¢ast (1) aproximaéného algoritmu).



Podobne, ak d = 0, potom (o — 1)V < n + 1 a preto ¢asovd zlozitost aprox-
imac¢ného algoritmu je O(n?V) = O(n?®/(a — 1)), ¢ize tiez polynomidlna.

Nepresnost aproximac¢ného algoritmu: )
Nasim cielom je teraz dokdzat, Ze pre o, S a S z aproxima¢ného algoritmu
pre 0-1 knapsack problém plati:

Zviﬁazvi- (4)

i€s ics
7 toho dovodu najprv dokazme nasledujicu sériu odhadov:

v > ddY (podia (3))

i€8 i€S
> dY Y (optimélnost S vzhladom na ;)
ics
> > (v —d) (podla (3), pouzi & + 1 > v;/d)
ics

(lebo | S| < n)

v
Ing
<
|
3

IS

a teda

> v > (O v) — nd. (5)

icS €S

Bez ujmy na vSeobecnosti mozeme predpokladat, Ze ziadny objekt nie je ta251,
nez W, (tazsie objekty st pre riesenie 0-1 knapsack problému nepoumtelne)
a za takého predpokladu plati:

o; <> @  pre kazdé j, (6)
icS
lebo cena jedného objektu neméze byt vicsia, nez cena optimalneho vyberu.

Dalej tiez dokdzme, ze plati:

nd/(a—1) < V—d/(a—1) (pozri cast (1) aprox. algoritmu)
< V-d (lebo podla predpokladu: 1 < a < 2)
= uy—d (pozri ¢ast (1) aprox. algoritmu)
< dly/d] = dy (podia (3), pouzi v;/d < |v;/d| +1)
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< dz 0; (podla (6))

< Do (podla (3))

a preto

nd/(a—1) <> . (7)

€S
Z (5) a (7) dostaneme
Zvi < nd—l—Zvi <(a-— 1)2vi —i—Zvi = OéZUZ',
i€s ic8 icS icS icS

¢im sme dokazali (4). Dokaz nasledujicej Vety teraz vyplyva z (4) a z toho,
7e ¢asova zlozitost aproximaéného algoritmu pre konstrukény 0-1 knapsack
problém je polynomidlna, (pozri vyssie).

Veta. NP-optimalizacny 0-1 knapsack problém je dobre aproximovatelny.



2 Pravdepodobnostné algoritmy

V tejto kapitole sa oboznamime s niektorymi zakladnymi pojmami a vlast-
nostami pravdepodobnostnych algoritmov. Pravdepodobnostné algoritmy
pouzivaji generdtory ndhodnych ¢isel, (obvykle pocitajice ndhodné ¢isla z
intervalu <a,b>) a v dosledku toho moze mat pravdepodobnostny algorit-
mus na tom istom vstupe viacero roznych vypoctov aj s roznymi vysledkami.
To znamend, ze pravdepodobnostny algoritmus moze v niektorych vypoctoch
robit chyby, ale to nemusi z praktického hiadiska vadif, ked je pravepodob-
nost vyskytu chyby (z praktického hladiska) zanedbatelna.

Ukazuje sa, Ze pomocou pravdepodobnostnych algoritmov mozno riesit
urcité typy problémov efektivnejsie, nez pomocou deterministickych algorit-
mov.

7 technickych déovodov nebudeme v dalsom pouzivat generdtor ndhodnych
¢isel pocitajuci ndhodné ¢isla z intervalu <a, b>, ale namiesto toho budeme
pouzivat procediru brand, ktord vriti 0 s pravdepodobnostou 1/2 a vrati
1 tiez s pravdepodobnostou 1/2. (Pomocou procediry brand mozeme gen-
erovat ndhodné m-bitové ¢isla z intervalu < 0,1 > nasledovne: m-krat za-
volame brand s vysledkami b, ...,b,, a ¢islo s binarnym zapisom 0.b; ...0b,,
je vygenerované ndhodné ¢islo z intervalu <0,1>.)

Na obrazku vlavo je strom pravdepodobnost-
nych vypoc¢tov algoritmu A na vstupe .
Vnitorné vrcholy zodpovedaji volaniam
procedury brand. 7 vnutorného vrcholu
pokracuje vypocet s pravdepodobnostou 1/2
vlavo alebo vpravo (podla hodnoty brand).
V kazdom liste konéi vypocet bud akcepto-
vanim (a), alebo zamietnutim (2).

Rozne pravdepodobnostné vypocty A na x zodpovedaji roznym cestam z
koreiia do listov stromu, (pozri obrdzok vyssie). Teda pravdepodobnost
vyskytu konkrétneho vypoétu obsahujticeho [ volani procediry brand je 2.



Oznacenie. Zapisom Pr[U] oznacime pravdepodobnost toho, 7e nastala uda-
lost U.

Definicia 1. Nech A je pravdepodobnostny algoritmus a x je vstup pre A.
Nech vy, ...,v, su vsetky pravdepodobnostné, akceptujiice vypocty A na x
a nech p; je pravdepodobnost vyskytu vypoétu v; prei =1,2,...,m. Potom
pravdepodobnot toho, 7e A akceptuje x, je definovand nasledovne:

Pr[A akceptuje x] = X ,p;. Podobne, Pr[A zamietne x| je suma pravde-
podobnosti vyskytov vsetkych zamietajucich vypoctov A na x. Zrejme tiez
plati: Pr[A akceptuje x| = 1 — Pr|A zamietne x].

Priklad: Pre pravdepodobnostné vypocty z obrazku vyssie palti: A akceptuje
x s pravdepodobnostou Pr[A akceptuje ] = 272 +273 4+ 271 = 7/16 a A
zamietne x s pravdepodobnostou Pr[A zamietne z] = 27242714272 = 9/16.

Definicia 2. Hovorime, ze pravdepodobnostny algoritmus A akceptuje jazyk
L C ¥* s chybou €, (0 < € < 1/2), ak Yz € ¥* plati: Ak x ¢ L, potom
Pr[A akceptuje x] < € a ak x € L, potom Pr[A zamietne x] < e.

Definicia 3. Hovorime, Ze ¢asova zlozitost pravdepodobnostného algoritmus
A jeT(n), ak A vykond v kazdom vypocte na kazdom vstupe dlzky n najviac
T(n) krokov.

Veta (o vylepsovani). Nech A je pravdepodobnostny algoritmus akcep-
tujiici jazyk L v ¢ase T(n) s chybou €, (0 < € < 1/2). Potom pre kazdé €,
(0 < € <€), existuje pravdepodobnostny algoritmus A" akceptujici L v case
O(T'(n)) s chybou €.

Doékaz: Nech m je neparne prirodzené c¢islo také, ze

;(4(1 — e < ¢, (1)

Také m existuje pre € a €, lebo lim,_,o, " = 0 pre kazdé 5,0 < g < 1. V
nasom pripade 3 =4(1—e)e = 4(1/24+a)(1/2—a) =1—4a? prea = 1/2—¢
ateda 0 < B <1, lebo 0 < a<1/2 kedze 0 < e < 1/2.
Pravdepodobnostny algoritmus A’ na vstupe z ndhodne vyberie a simu-
luje m pravdepodobnostnych vypoctov A na x a A’ akceptuje [zamietne] z,
ak je vdacsina ndhodne vybranych vypoétov akceptujicich [zamietajicich].



Dokézme, ze plati (2) a (3):

1
Ak x € L, potom Pr[A" zamietne z] < 5(4(1 —€)e)™/?, (2)

1
ak x ¢ L, potom Pr[A" akceptuje z] < 5(4(1 —€)e)™/2. (3)

Uvazujme dva pripady.
Pripad 1. Nech # € L. Nech ¢, je pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vy-
brany vypocet algoritmu A na x je zamietajuci. Teda 0 < ¢, <eal—¢, je
pravdepodobnost toho, Ze ndhodne vybrany vypocet algoritmu A na x je ak-
ceptujtici. Pre jednoduchost uvazujme nasledujici priklad. Nech p je pravde-
podobnost toho, Ze postupnost 5 ndhodne vybranych vypoctov algoritmu A
na x je tvaru: a,z,z2,a,z, kde a je akceptujuici a z je zamietajici vypocet.
Zrejme p = (1—€,) €p-€p- (1 =€) €, = (1 —¢,)%€3. Kedze pocet postupnosti
dizky 5 s dvomi a a tromi 2 je (g), potom (g)(l —€;)%€ je pravdepodobnost
toho, Ze postupnost 5 ndhodne vybranych vypoctov algoritmu A na x ob-
sahuje 2 akceptujice a 3 zamietajuce vypocty. Zovseobecnenim dostaneme,
7e Sy = E]L%?J (7?)(1 — €,)7€™J je pravdepodobnost toho, Ze postupnost m
ndhodne vybranych vypoétov algoritmu A na x obsahuje najviac |m/2] ak-
ceptujuicich vypoctov, (t.j., obsahuje viac zamietajicich, nez akceptujicich
vypoctov). Teda, Pr[A’ zamietne x| = S, pre z € L a dokdzme teraz pomo-
cou tejto rovnosti, ze plati (2).

Ak €, = 0 potom €™/ = 0 pre kazdé j = 0,1,...,|m/2] a preto
Pr[A" zamietne ] = S, = 0 pre x € L. Teda (2) plati pre ¢, = 0. Nech teraz
¢, > 0. Potom, podla predpokladu plati 0 < ¢, < e < 1/2, z ¢oho dostaneme

(4) a (5):

1< (1—e)/e (4)
(1—e)ex < (L—€p)ep+(e—€)(1—e—e;) = (1 —¢)e. (5)

Preto

lm/2l 70, o A .
5.2 3 (M)a-ape - pod ()

i=0 \/J

_ eSS (”T‘))

j=0 \J



m/2) g
- ;(22(1—@,;)6‘7:)7”/2 (lebo <]) =2"/2)

=0

< ;(4(1 — e (podia (5)).

Teda Pr[A’ zamietne ] = S, < 1(4(1 — €)e)™? pre x € L, &ize (2) plati aj
pre €; > 0.
Pripad 2. Nech x ¢ L. V tomto pripade mozno dokazat (3) podobne, ako
sme dokézali (2) pre Pripad 1.

Tverdenie Vety dostaneme teraz z (1), (2) a (3). O

Dosledok. Nech A je pravdepodobnostny algoritmus akceptujici jazyk L C
¥* s chybou ¢, (0 < € < 1/2). Nech A’ je pravdepodobnostny algoritmus,
ktory na vstupe x € ¥* dl,zvky n vykona 2n + 1 nahodne vybranych vypoctov
A na x, pricom A" akceptuje [zamietne] x, ak je vidésina vybranych vypoctov
akceptujicich [zamietajiicich]. Potom pravdepodobnost toho, ze A’ vykond
na z € Y% dizky n chybny vypocet, (t.j., akceptujici, ak © ¢ L alebo zami-
etajiici, ak x € L), je najviac 5(4(1 — €)e)"ts.

Dékaz: Stacf dokézat (rovnakym sposobom) tvrdenia (2) a (3) z dokazu Vety
o vylepsovani pre m = 2n + 1. O

Veta. Nech L C {0,1}* je lubovolny jazyk, pre ktory existuje pravdepodob-
nostny algoritmus, ktory akceptuje L v polynomialnom c¢ase s chybou e,
(0 < € < 1/2). Potom existuje polyném p(n) a pravdepodobnostny algorit-
mus A s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou tak, 7e pre kazdé n existuje pos-
tupnost 0" = b7, by, ... by, kede b7 € {0,1}Vi, takd, ze Vo € {0,1}" plati:
Vypocet algoritmu A na x, v ktorom vysledok i-teho volania procediiry brand
je by pre kazdé i = 1,2,...,p(n), je akceptujici, ak x € L a je zamietajici,
ak x ¢ L, (t.j., A poznajiic b" neurobi chybu na ziadnom z € {0,1}").

Dékaz: Podla Vety o vylepsovani existuje pre L pravdepodobnostny algorit-
mus A; s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou akceptujici L s chybou ¢ = %
Zrejme existuje polyném p(n) a pravdepodobnostny algoritmus A, s ¢asovou
zlozitosou p(n) taky, ze Ay na vstupe z € {0, 1}" ndhodne vyberie a simuluje
2n+1 vypoctov algoritmu A; na z a A, akceptuje [zamietne| z, ak je viacsina
vybranych vypoctov akceptujicich [zamietajicich].

Upravme algorltmus A, tak, aby tesne pred akceptovanim [resp. zamiet-
nutim| vstupu dlzky n vykonal este tolko volani procediry brand, aby ich
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celkovy pocet bol p(n) a az potom, aby vstup akceptoval [resp. zamietol].
Nech A oznacuje takto upraveny algoritmus As.

Na obrazku vlavo je zndzorneny akceptujici
l vypocet v algoritmu A, na vstupe x diiky n,
ktory obsahuje [ volani procedury brand. Po
predlzeni vypoétu v o dalsich p(n) — [ volani
a procediry brand vznikne 2P(™ ! akeeptujicich
vypoctov algoritmu A na x a kazdy z nich ob-
p(n)—1  sahuje p(n) volani procediiry brand.

a a/ s e e e a/
~—_——
op(n)—1

Fakt 1. Nech z € {0,1}". Potom vsetkych chybnych vypoctov (t.j. akcep-
tujiicich, ak © ¢ L a zamietajicich, ak © € L) algoritmu A na z je najviac
9p(n) . (%)n+§

Dékaz: Nech vy,...,v, su vSetky chybné vypocty algoritmu A, na x a nech
l; je pocet volani procediry brand vo vypoéte v; pre i=1,2,...,r. Kedze A,
vykond na z vypocet v; s pravdepodobnostou 27 potom Y7_,27% je pravde-
podobnost toho, ze A, vykond na z chybny vypocet a tato pravdepodobnost
je podla Désledku Vety o vylepsovani najviac £(4(1 — %)%)"% = %(%)m% <
(1)m+3. Teda Xr_ 274 < (Lyn+s,

Kedze predizenim chybného (t.j. akceptujiceho, ak z ¢ L a zami-
etajiiceho, ak = € L) vipoctu v; o dalsich p(n) — I; volani procediry brand
vznikne 2P(M~k chybnych vypoétov A na x, (pozri text pri obrazku vyssie),
potom vSetkych chybnych vypoctov A na x je 22:1210(71)—11- = 2p(n) r 27l <
op(n). (%)"J’%; poslednd nerovnost vyplyva z toho, ze ¥7_,271 < (%)”*g, (pozri
vyssie). O

Nech z € {0,1}" anech u je lubovolny vypocet algoritmu A na . Budeme
hovorit, ze postupnost b = by, b, ..., by, kde b; € {0,1} Vi, sa vysky-
tuje vo vypocte u, ak vysledok i-teho volania procediry brand vo vypocte
u je b; Vi. Kedze takychto postupnosti b je 2™ ¢o je viac, nez vsetkych
chybnych vypocétov algoritmu A na vsetkych x € {0,1}", (lebo tych je -
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podla Faktu 1 - najviac 2" - 2¢(") . (%)”J’% < 2°P(M) musi existovat postup-
nost 6" = b7, 0%, ..., b;}(n), ktorad sa nevyskytuje v ziadnom chybnom vypocte
algoritmu A na ziadnom z € {0,1}". O

Definicia 4. Pravdepodobnostny Turingov stroj je podobny nedetermini-
stickému Turingovmu stroju, ktory ma v kazdej situacii najviac dve moznosti,
ako pokracovat vo vypocte a ak md prave dve moznosti, potom kazdd nastane
s pravdepodobnostou %; toto zodpoveda volaniu procediry brand. Naviac,
kazdy konecény vypocet skonci akceptovanim alebo zamietnutim vstupu.

Je zrejmé, Ze takto definované Turingove stroje moZeme povazovat za §pecidlny
druh pravdepodobnostnych algoritmov a teda mézeme na ne aplikovat definicie
1 az 3.

Definicia 5. BPP je trieda jazykov, ktoré mozno akceptovat pravdepodob-
nostnymi Turingovymi strojmi v polynomialnom c¢ase s nejakou chybou 0 <
1
€ < 5.
2

Veta. P C BPP C PSPACE.

Dékaz: Vztah P C BPP je zrejmy z definicie 4. Dokdzme teraz, ze BPP C
PSPACE. Nech L € BPP a nech M je pravdepodobnostny Turingov
stroj akceptujici L v nejakom polynomidlnom case p(n) s nejakou chy-

bou 0 < € < % Nech M’ je deterministicky Turingov stroj s pamatovou

zlozitostou p(n), ktory bude akceptovat L nasledovne: M’ na vstupe x diiky
n postupne generuje (v lexikografickom poradi) na niektorej pracovnej péske
vietky bindrne slové dizky najviac p(n) a po vygenerovani kazdého slova
simuluje M’ taky vypocet T-stroja M na z, v ktorom postupnost vysledkov
volani procedury brand zodpovedda aktualne vygenerovanému slovu. Naviac,
v priebehu simulovania vSetkych takychto vypoétov vypocita M’ hodnotu
Pr[M akceptuje ] a potom M akceptuje z prave vtedy, ked
Pr[M akceptuje z] > 1 — e. Kedze kazdému vygenerovanému slovu nemusi
zodpovedat nejaky vypocet M na z , lebo dizka vygenerovaného slova moze
byt vicsia alebo mensia, nez pocet volani procediry brand v simulovanom
vypocte, musi M’ takéto simulované vypoécty ignorovat, aby vypoéital ko-
rektni hodnotu Pr[M akceptuje z]. O
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Poznamka:

- vieme, ze plati P C NP C PSPACE

- nie je zndmy ziadny vztah medzi NP a BPP

- nie je zname, ¢i P = BPP alebo, ¢ci BPP = PSPACFE
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3 Aplikacie RSA sifrovacieho systému

Digitalny podpis.

Dvojica (M, Sy(M)) je digitélne podpisany dokument M i¢astnikom U, kde
Sy je tajny klaé ucastnika U. Kedze verejny klué Py tcastnika U je znémy,
mozno zistit pravost podpisu overiac rovnost M = Py (Sy(M)).

Utajené rieSenie NP-uplného problému.

RS A sifrovaci systém umoziiuje riesit aj nasledujiici problém: Predpoklada-
jme, 7Ze osoba A chce presved¢it osobu B o tom, Ze vie zafarbit (ak je to
mozné) vrcholy Iubovolného grafu G = (V, E) tromi farbami tak, aby ziadne
dva vrcholy spojené hranou namali rovnaku farbu. (Problém vrcholového far-
benia grafov tromi farbami je NP-tiplny.) Osoba B sa vSak nesmie dozvediet,
ako graf G zafarbit. Rieenie je nasledujiice:

(1) Osoba A prefarbi vrcholy grafu G podla ndhodne vybranej permutécie
troch farieb. (Nech ¢isla 0,1,2 oznacuju tieto tri farby).

(2) Osoba A vytvori verejny a tajny RSA klu¢ P a S; pre kazdé i € V.
(P; resp. S; je urcney dvojicou (e;, n;) resp. (d;, n;), kde n; = p; - ¢;.)

(3) Nech b; € {0,1,2} je farba vrcholu i € V. Osoba A vyberie ndhodné
prirodzené &islo x; < n;/3. Nech y; = Pi(3z; + b;). Pre kazdé i € V
oznami osoba A osobe B dvojicu (P, y;).

(4) Potom osoba B vyberie ndhodne hranu (i, j) € E a poziada osobu A,
aby ozndmila kluce S; a S; na zistenie, & by = b;, kde
b; = Si(y;) mod 3 = (3z; + b;) mod 3,
bj = S;(y;) mod 3 = (3z; + b;) mod 3.

(5) Uvedeny proces opakuji osoby A a B k|E|-krét.

Ak A klame, (t.j., ak G nemozno zafarbit tromi farbami), potom pravde-
podobnost toho, Ze B neodhali klamstvo, teda, B nevyberie (v bode (4))
hranu s rovnako zafarbenymi vrcholmi pocas k|E| vyberov, je najviac

(—‘EL'E_‘I)’“‘E| =(1- ﬁ)klE\ <e*  (pripomeiime: e * = lim,_, (1 — %)k”)

Ak B nevie v rozumne kratkom ¢ase desifrovat zasifrované farby y;, potom
sa B dozvie o farbeni grafu G len tolko, ze vrcholy ndhodne vybratej hrany
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(v bode (4)) maji roznu farbu, kedze A prefarbi (v bode (1)) vrcholy grafu
podla ndhodnej permutdcie troch farieb.
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4 PSPACE

PSPACE = Uy DSPACE(n").

Definicia. Jazyk L C ¥* je polynomidlne transformovatelny na jazyk ly C
Y. ak existuje deterministicky T-stroj s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou,
ktory vstup w € ¥* pretransformuje na vystup w' € 3§, taky, ze w € L iff
w' € L().

Definicia. Jazyk Ly je PSPACE-iiplny, ak Ly € PSPACE a kazdy L €
PSPACE je polynomialne tranformovatelny na L .

Definicia. Booleovska formula s kvantifikatormi je iiplne kvantifikovana, ak
kazda jej premenna je v oblasti posobnosti niektorého kvantifikatora.

Priklad. Va3y((xz V y) A (-2 V —y)) je dplne kvantifikovand formula.

Pozndmka. Kazdi tuplne kvantifikovant formulu mozno napisat v tvare
Q121Qoo . .. Qury &(T1,20,...,2,), kde kazdé Q; je nejaky kvantifikdtor a
é(x1,...,x,) neobsahuje ziadny kvantifikdtor.

Nech TQBF = {< ® > |P je pravdivd, tplne kvantifikovana formula}.
(< ® > je kéd formuly @; formuly s kvantifikatormi si kédované podobne,
ako formuly v jazyku SAT.)

Veta. Jazyk TQBF je PSPACE-iplny.

Dékaz. Jazyk TQBF patri do PSPACE, lebo nasledujuci deterministicky
algoritmus rozpozniva TQBF s linedrnou pamétou.

Algoritmus pre TQBEF:

(1) Ak ® nem4 premenné, (t.j. m4 len konstanty), ohodnot ® a akceptuj
®, ak je pravdivd; inak zamietni ®.

(2) Ak @ je tvaru JzV, rekurzivne 2-krat volaj algoritmus pre vstup W;
raz pre £ = 0 a raz pre x = 1. Ak jeden z vypoctov akceptuje, potom
akceptuj @, inak zamietni.

(3) Ak @ je tvaru Yz ¥, postupuj podobne ako v (2).
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Pamitovd zlozitost algoritmu je linedrna, lebo hibka rekurzie nepresahuje
pocet premennych, ¢o je najviac dizka kédu formuly a to je dizka vstupu.
Naviac, na kazdej irovni rekurzie sta¢i v zasobniku blok rozsahu O(1). Preto
je celkovd pamitova zlozitost linedrna a teda TQBF € PSPACE.

Nech . € PSPACE, L C ¥*. Dokdzme teraz, ze L je polynomidlne
transformovatelny na TQBF (a tym dokézeme, ze TQBF je PSPACE-
uplny).

Podobne, ako v dokaze Cook-Levinovej Vety mozno ukdzat, ze pre L
existuje polyném S(n) a deterministicky T-stroj M akceptujici L, ktory
nema pracovné péasky, ale moze prepisovat symboly na vstupnej (smerom
doprava nekonecnej) pdske, pricom pri rozpoznavani vstupu diiky n moze
pouzit tdsek pasky dizky najviac S(n). A podobne, ako v dokaze Vety o
pamifovej hierarchii mozno dokdzaf, ze T-stroj M sa na vstupe dlzky n
dostane najviac do ¢(S(n) + 1)t3" < 5 < 275 16znych konfiguraci,
pre vhodné ¢,r > 1, kde ¢ je pocet stavov a t je pocet paskovych symbolov
T-stroja M. Teda ¢as vypoctu T-stroja M na vstupe diiky n je najviac
27"S(n)'

Kazdu konfiguraciu, do ktorej sa dostane T-stroj M na vstupe dfiky n,
mozno zakédovat pomocou m = (S(n) + 2)(t + ¢q) booleovskych premennych
Ty .., Ty (priradenim hodnét 0/1 tymto premennym) podobnym sposobom,
ako je zakédovany hociktory retazec D; (v dokaze Cook-Levinovej Vety) po-
mocou (p(n)+2)|X' UQ| booleovskych premennych y; ¢, kde i(p(n)+2)+1 <
J<(i+1)(p(n)+2)aseXUQ. Také priradenie hodnot 0/1 booleovskym
premennym =i, ..., T,,, ktoré reprezentuje konﬁguréeiu C, budeme nazjvat
booleovsky kod konﬁgurame C' a budeme ho oznacovai C.

Nagim cielom je pre kazdé | = 1,2,4,8,...,2"°") zostrojil booleovski
formulu ®(,7), kde & = z1,..., 7, [resp. § = yi,...,Ym] je postupnost
booleovskych premennych pre kédovanie konfigurdcie C [resp. Co], pricom
bude platit, ze ®(Cy, Cy) je tiplne kvantifikovand a je pravdiva iff M prejde
z Cy do Cy pocas najviac [ krokov, kde C, [resp. C’g] je booleovsky kod kon-
figurdcie Cy [resp. Cy]. Taktiez uvidime, ze kazdé slovo w € ©* dizky n mozno
transformovat vhodnym deterministickym T-strojom v polynomidlnom case
(vzhladom na n) na kéd tiplne kvantifikovanej formuly 2 (C, Coee), kde

Y, [resp. Cace] je booleovsky kéd pociatoinej konfigurdcie C{ pre vstup
w, [resp. akceptacnej konfiguricie Cye]. Vyssie uvedené tvrdenia potom
pouzijeme na dokaz polynomidlnej transformovatelnosti jazyka L na jazyk
TQBF.
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Konstrukcia ®'(z,7), kde = 1,..., Ty [resp. § = Y1, .-, Ym] je postup-
nost booleovskych premennych pre kédovanie konfiguracie C) [resp. Cj).
Pouzijeme podobné formuly, ako H, H*, (pre i = 0) a F; z dokazu Cook-
Levinovej Vety, pricom polyném p(n) je nahradeny polynémom S(n) a pre-
menné y;, (pre i(S(n) +2)+1 < j < (i +1)(S(n) + 2)) si nahradené
premennymi zi,...,%, a premenné y;, (pre (i +1)(S(n) +2)+1 < j <
(i +2)(S(n) +2)) st nahradené premennymi yi, . . ., Yp:

'(2,9) = ((Hf A )V (3 =) A ( A F).
i(S(n)+2)+1<5<(i+2)(S(n)+2)
Podformula H} A H}* kontroluje, ¢i M prejde v 1 kroku z konfiguracie C; do
konfiguracie C5, podformula & = g kontroluje, ¢i Cy = Cy a podformula

A Fj

i(S(n)+2)+1<j<(i+2)(S(n)+2)

kontroluje zmysluplnost kédovania.

Konstrukcia ®% (i, %) pomocou ®'(z,7). Kedze M prejde z konfigurdcie Cy
do konfiguricie Cy pocas najviac 2/ krokov iff M prejde z C; do nejakej
konfiguracie C'3 pocas najviac [ krokov a z C5 do C5 pocas najviac [ krokov,
pontka sa nasledujuce tzv. dlhé riesenie.
DIhé riesenie:

®% (0, 0) = 32(®'(a, 2) A B(2,9)),

prel =1,2,4,8,...,275™W =  akde it = uy, ..., Up, T€SP. T = V1, ..., Un, T€SP.
Z = 21y, 2m J€ postupnost booleovskych premennych pre kodovame kon-
figuracie 01 resp Cy resp C5. Ale pocet vyskytov booleovskych premennych
v formule ®°™ (@, 7) je aspon 275 lebo pocet vyskytov booleovskych pre-
mennych v formule ®% (i, ) je aspon 2-krét taky, ako v ®Y(Z,7) pre kazdé
1=1,2,...,25Mm)-1 4 ®'(7, ) obsahuje aspon Jjednu booleovsku premennu
To ale znamen4, ze takéto riesenie je nepouzitelné, kedze slovo w € T dlzky
n nemozno transformovat v polynomialnom ¢ase (vzhladom na n) na kéd
formuly ®2"°"(C¥, C\e.), ktorého dizka je zrejme tiez aspoi 275,

Kratke rieSenie:

% (a,0) = IZVE VG((((@ )V ((E=2)A(5=10) = '(2.9)),

Il
I

@) A (g
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prel =1,2,4,8,...,275™W~  akde &t = uy, ..., Up, 1€SP. U = V1, ..., Un, T€SP.
Z =21y, %m j€ postupnost booleovskych premennych pre kodovanle kon-
figurdcie 01 resp. CorespC3a T =21,...,Zm &Y =Y1,--.,Yn SU pomocné
postupnosti booleovskych premennych. Pocet vyskytov booleovskych pre-
mennych v formule 2™ (1, %) je O(11m-(rS(n)—1))+0(S(n)) = O(52(n)),
teda polynomialny (Vzhladom na n), lebo pocet vyskytov booleovskych pre-
mennych v formule ®%(4,%) je o 11m vAacsi, nez v ®(Z,§) pre kazdé | =
1,2,...,2"9=1 a pocet vyskytov booleovskych premennych v formule ®'(Z, §)
je O(m) = O(S(n)). To ale znamend, ze takéto riesenie je pouzitelné, kedze je
relativne jednoduché a slovo w € ¥* diiky n mozno transformovat vhodnym
deterministickym T-strojom v polynomlalnom case (Vzhladom na n) na kéd
formuly 2o (C’g’, Cacc) ktorého dizka je zrejme tie7 polynomidlna (Vzhladom

na n).
To, ze L je polynomidlne transformovatelny na TQBF, vyplynie teraz
z nasledujicich ivah: Indukciou na [ (postupne pre [ = 1,2,4,8,..., QTS("))

mozno dokdzat, ze ak M prejde z nejakej konfigurdcie C; do nejakej kon-
figuracie Cy pocas najviac | krokov, potom je formula @l(é’l, 62) pravdiva
a tplne kvantifikovand, kde C; [resp. C,] je booleovsky kéd konfiguracie
C) [resp. C5]. Indukciou na takéto [ mozno tiez dokdzat, ze ak je formula
®!(Dy, D,) pravdiva a dplne kvantifikovana, pricom D; je booleovsky kéd ne-
jakej konfigurdcie D;, potom D, je booleovsky kéd nejakej konfiguracie Dy,
do ktorej sa M dostane z Dy pocas najviac [ krokov. (C}, Cy, Dy a D, si
konfigurdcie v rdmei paméte S(n).) Pre [ = 275" preto plati: Slovo w dizky
n patri do L iff M prejde z poc¢iatocnej konﬁgurécie CY (pre vstup w) do ak-
ceptacnej konfiguracie Cyoe pocas najviac 275 krokov iff ®2°"™ (C¥, Cyee)
je pravdiva a tiplne kvantifikovand iff kéd formuly &2 (C¥, Ce.) patrf do
TQBF.

To znamend, ze L je polynomidlne transformovatelny na TQ)BF, kedze
kazdé w € ©* dlzky n sa dé transformovat na kéd formuly 27" (C¥, Coee)
deterministickym T-strojom v polynomidlnom c¢ase, pozri vyssie. TQBEF je
preto PSPACE-tuplny, kedze TQBF € PSPACE, pozri vyssie. O
Hra BF
- dand je booleovskd formula ¢(z1, ..., x,), (bez kvantifikitorov V, 3)

- hru hraju striedavo dvaja hraci H,; a Hy; zacina H;
- hraci postupne a striedavo urcuju hodnoty by, b, ..., b, premennym x, s,
., Zy, (v kazdom kroku hry jednu b;; H; neparnym premennym a Hy parnym)
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- hru vyhral hra¢ Hy iff ¢(by,...,b,) =1

Priklad 1: ¢(xy,x9,23) = (x1 V 22) A (22 V 23) A (T2 V T3)
HlifEl:l (:bl)
HQZZI?Q:O (:bQ)
Hy:x3=1 (= b3)

teda ¢(1,0,1) = 1, ¢ize H; vyhral.

Definicia. Hrd¢ H, md vitaznu stratégiu pre ¢(x1,...,1,), ak H, moze
vyhrat pre kazdi postupnost krokov hréca H,, (t.j., ak formula
Voo FzsVay ... p(ay, ..., z,) je pravdivd).

Priklad 2: Hra¢ H, m4 nasledujicu vitazni stratégiu pre ¢ z Prikladu 1:
H1 L1 = 1
Hz X9 = bg
H1 X3 = l_)g

Nech BF = {< ¢(x1,...,x,) > |¢(x1,...,2,) je booleovskd formula, pre
ktordi md H, vitaznu stratégiu}.
(< d(x1,...,2,) > je k6d formuly ¢(z1,...,2,).)

Veta. Jazyk BF je PSPACE-iplny.

Doékaz. Staci dokazat, ze jazyk BF € PSPACE, (to sa dokdze podobne, ako
pre TQBF) aze PSPAC E-tuplny jazyk TQBF je polynomialne transformo-
vatelny na jazyk BF. Nech @ je uplne kvantifikovand booleovsks formula.
Ak @ je tvaru Jx Vaoo3asVay ... ¢(z1,...,2,), potom < & > mozno deter-
ministicky a v polynomidlnom ¢ase pretransformovat na < ¢ > a zrejme
plati: < ® >c TQBF iff H, m4 vitaznu stratégiu pre ¢ iff < ¢ >€ BF.

Ak @ je iného tvaru, napriklad ® = Va;3xeIrsVayue(zy,...,x4), potom
< ® > mozno deterministicky a v polynomialnom ¢ase pretransformovat na
< @' (y1, 1, T2, Yo, T3, T4) >=< A(x1, ..., 24) A (Y1 V U1) A(y2 V 2) > a zrejme

———r N———

1 1
plati: < ® > TQBF iff ® je pravdiva iff formula Jy,Va,dx.VysdaxsVay
&' (y1, 71, T, Yo, T3, 74) je pravdivd iff H; mé vitaznd stratégiu pre ¢ iff
< ¢ > BF. O

Hra GG
- dany je orientovany graf G' a jeho vrchol b
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- hru hraju striedavo dvaja hrac¢i H,; a Hy; za¢ina H; vo vrchole b

- hréci postupne a striedavo navstevuji (z momentalne navstiveného vrchulu)
este nenavstivené susedné vrcholy, (v kazdom kroku jeden vrchol)

- hru prehral hra¢, ktory uz nemoze navétivit ziadny eSte nenavstiveny vrchol

Priklad 3:

Hru zacal hra¢ H; vo vrchole 0.
0 Cisla pri vrcholoch udavaji poradie,
v akom boli navstevované vrcholy grafu.
Hra¢ H; hru prehral.

4

Definicia. Hrd¢ H, m4 vitazni stratégiu pre < G,b >, ak H, moéze vyhrat
pre kazdui postupnost krokov hraca Ho.

Nech GG = {< G,b > |G je orientovany graf, b je jeho vrchol a
H; m4 vitaznu stratégiu pre < G, b >}.

Veta. Jazyk GG je PSP AC E-iplny.
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5 Rekurzivne funkcie, registrovvé stroje a
Turingove stroje

V tejto kapitole bude nasim hlavnym cielom dokézaf, ze ¢iastocne rekurzivne
funkcie, registrové stroje a Turingove stroje si z hladiska vypocitatelnosti
ekvivalentné.

5.1 Rekurzivne funkcie

V tejto podkapitole budeme uvazovat len funkcie typu f : N* — N,
(N ={0,1,2,...}), pricom funkcia f nemusi byt totdlna.

Oznacenia.

(a) Funkcia I, (1 <m < n), je n-drna funkcia, pre ktori plati:
I'(xy,...,x,) = x, pre vsetky xy,...,2, € N.

(b) Funkcia s je undrna funkcia, pre ktord plati: s(z) = x + 1, Vo € N.
(Funkcia s je nasledovnik.)

(¢) Symbol 0 oznacuje (okrem iného aj) nula-drnu funkciu s konstantnou

hodnotou 0.
Definicia. Nech f je n-arna funkcia a g, fi, ..., f, st m-arne funkcie. Funk-
cia g vznikne skladanim z funkcii f, f1,..., f,, ak pre vsetky z1,...,x,, € N
plati:

glxy, . o zm) = f(filz, o xm)y e a0 Tm).

Pozndmka. Vsimnime si, ze zapis funkcie g napriklad v tvare g(xy, z9, x3) =
flxq, oy, 23), f3(x1, 9, 23)) nezodpovedd celkom poziadavkdm z definicie
operécie skladania funkeif, kedze podla tejto definicie m4 byt pocet argumen-
tov vyslednej funkcie g a tiez vsetkych funkeii fi,..., f, rovnaky, (v nasom
pripade 3). Toto sa vSak da napravit pomocou funkcii I" napriklad takto:
(@1, 22, w3) = f(I7 (21, 22, 23), fo(I7 (21, 22, 73), I3 (w1, 22, 73)), fa(@1, 72, 73)).
Preto ani v dalSom nebudeme velmi dbat na rovnaku aritu funkcii pri operacii
skladania.
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Definicia. Nech h je n-drna funkcia, g je (n+2)-drna funkcia a f je (n+1)-
arna funkcia. Funkcia f vznikna z funkcii g a h operaciou primitivnej
rekurzie, ak pre vsetky x1,...,x,,y € N plati:

fO, 21, ... ) = h(x1, ... 20),
f<y+17x17"'7$n) :g(y7f(y7x17"'7$n);$17"';fEn)-

Z definicie primitivnej rekurzie vyplyva, ze ak vieme vypocitat funkcie h a
g, potom dokazeme (rekurzivne) vypocitat aj funkciu f.
Priklad 1: Funkcia f(y,z) = y + x vznikne operdciou primitivnej rekurzie z
funkcii g(y, z,2) = 2+ 1 a h(z) = x, lebo plati:

f0,2) = x = h(z),

fly+La)=y+1l+az=[f(yz)+1=gy fy,z) ).
Definicia. Funkcia f je primitivne rekurzivna, ak vznikne z funkci 0,
s a I konecnym poctom operacii skladania funkcii a primitivnej rekurzie.
(Primitivne rekurzivne funkcie si preto totalne.)

Priklad 2: Funkcie h a g z Prikladu 1 st primitivne rekurivne, lebo h(z) =
r=1I(r)ag(y,z,1) =2+1 = s(I3(y, z,2)). Preto je aj funkcia f z Prikladu
1 primitivne rekurzivna.

Veta 1. Konstantnd funkcia Ko(x) = 0, Vo € N, je primitivne rekurzivna.

Dékaz. Je lahko vidiet, ze funkcia Ky(z) vznikne operdciou primitivnej
rekurzie z primitivne rekurzivnych funkcii g a h, kde h je 0-arna funcia 0,
(pozri bod (c) vyssie) a funkcia g(y,2) = I2(y, z) = 2, lebo plati:

Ko(0) =0 = h,

Koy +1) =0 =Ko(y) = I3y, Ko(y)) = 9(y. Ko (y)). O
Doésledok 1. Nech j > 1. Potom konstantnd funkcia K;(z) = j, Vo € N,
je primitivne rekurzivna.
Dékaz. Kedze obe funkcie Ko(z) a s (nasledovnik) st primitivne rekurzivne,

j-krat
. . . — » .

potom aj funkcia K;(z) = j = s(s(...s(Ko(z))...)), ktord vynikne opako-
vanym sladanim z funkcif s a Ky(z), musi byt primitivne rekurzivna. O
Veta 2. Funkcie Fy az F; su primitivne rekurzivne.

Fi(z,y) =z +y

FQ(I'?y) =Ty
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0, akxz =20
1, inak

Fy(x) = 5g(x) = 1 — sg(x)

-] 0 aky <z

FG(x7y)_y —Z‘—{ y — 1, akyzx

Fr(z,y) =l —yl=(r =y + (y - z)
Dokaz.
Pre Fy: Pozri Priklad 2 vyssie.
Pre Fy: Kedze funkcia F} je primitivne rekurzivna, (pozri vyssie), je aj funk-
cia g(z, z,y) = F1(I3(z, 2,y), I3 (%, 2,y)) = z+y primitivne rekurzivna. Preto
je aj Fy primitivne rekurzivna, kedze vznikne operdciou primitivnej rekurzie
z primitivne rekurzivnych funkcii Ky (z Vety 1) a g(z, 2,y), lebo plati:
FQ(an) =0= KO(y)7
Br+ly) =@+ly=2-y+y=Flzy) +y=g( Rzy)y).
Pre F3: Dokaz je podobny, ako pre Fs.

Pre Fy: Funkcia Fy(z) = sg(x) je primitivne rekurzivna, kedze vznikne
operéciou primitivnej rekurzie z primitivne rekurzivnych funkcii 0 a g(z,y),
kde 0 je nula-drna funkcia z bodu (c) vyssie, g(z,y) = K1(I{(z,y)) = 1, (K,
je z Dosledku Vety 1), lebo plati:

sg(0) = 0, (nula vpravo je nula-drna funkcia 0),

sg(x+1) =1=g(z,sg(z)).

Pre Fy: Dokaz je podobny dokazu pre Fy, kedze plati:

5g(0) =1 = 5(0), (vo vyraze s(0) su funkcie s a 0 z bodov (b) a (c) vyssie),
59(z +1) = 0 = Ko(I{(w,59(x))), (Ko je z Vety 1)

Pre Fs: (Idea.) Podobne, ako pre Fj alebo Fs mozno dokazat, ze funkcie
Fi{(x) =z = 1 a Fg si primitivne rekurzivne, lebo plati:

(

F(0) = 0, (nula vpravo je nula-drna funkcia z bodu (¢) vyssie),
M
(0,
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operaciou sladania z primitivne rekurivnych funkeif Fy, Fg, I? a I2, kedze
plati:

F7(ZE, y) = FI(FG(IQQ(:E7 y)a [12(1’7 y))? FG(ZL’, y)) 0

Désledok 2. Funkcie Fy(x,y) = v a Fy(r,y) = = = y sui primitivne
rekurzivne.

Dékaz: Je podobny Dokazu pre F; (z Vety 2), lebo plati:

Fy(z,y) = F3(13(2,y), [ (z,y)) = F3(y,z) = 2% a

Fo(x,y) = Fs(I3(w,), I (2,y)) = Fs(y,2) = v = y. O

Veta 3. Nech h(y,zi,...,x,) je primitivne rekurzivna funkcia. Potom aj

funkcie
y+z

fily, z, 21, ..., 2p) = Z h(i,z1,...,2,),
1=z

y+z
foly, z, 21, ... 2p) = H h(i,z1,...,2,),
1=z
sd primitivne rekurzivne.
Dokaz: Zrejme plati:
f1(0, 2,2, ... xy) = h(z,21,...,2)
y+z
fly+Lzoa,...x,) = Y k(21 m0) +h(y+ 2+ Lz, ... z,)
1=z
- fl(yaz7aj17"'7$n) +h(y—|—2+ 17x17"-7$n)
= g(y7 fl(ywzawb s 7'Tn)>z7x17 cee >$n)7
pre funkciu
9y, u, 2,21, ) = uth(y+z+1,mn, . wn) = Fi(u, h(s(F1(y, 2), 21,0, @),
kde Fy je z Vety 1 a s je nasledovntik, (pozri bod (b) vyssie). Kedze g je
primitivne rekurzivna, (vznikne operaciou skladania z primitivne rekurzivnych
funkcii Fi, s a h), potom aj f; je primitivne rekurzivna funkcia, lebo vznikne

z primitivne rekurzivnych funkcii h a ¢ operaciou primitivnej rekurzie.
Dokaz pre fy je podobny. O

Definicia. Ciastocnd funkcia f(xy,...,x,) vznikne z ¢iastocnej funkcie
g(y,x1,...,x,) minimalizdciou, zapisujeme

f(xla"wxn) = /vby(g(yamla"wxn) = 0)7
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ak pre vietky x1,...,x, platf: f(zy,...,z,) =y iff ked pre vietky z < y je
g(z,x1,...,x,) definovand a kladnd a g(y, z1,...,x,) = 0. (y je prvy nulovy
bod funkcie g vzhladom na xy, ..., x,.)

Ak naviac f a g su totalne, hovorime, ze [ vznikne z g reguldrnou
minimalizdciou.

Pozndmka. Operacie minimalizdcie nezachovava totdlnost a ani primitivnu
rekurzivnost.

Priklad : Nech f(0) =0 a nech f(z) nie je definivand pre ziadne z > 0. Pre
fplati: f(z) = py(I3(y, x) = 0).
Definicia. Funkcia f je rekurzivna, ak f vznikne z funkcii 0, s a I

konecnym poctom operacii skladania funkcii, pritivnej rekurzie a regularnej
minimalizdcie. (Rekurzivne funkcie si preto totdlne.)

Pozndmka. Kazda primitivne rekurzivna funkcie je rekurzivna.

Definicia. Ciastocnd funkcia f je éiastoéne rekurzivna, ak f vznikne z
funkcii 0, s a I konecnym poctom operdcii skladania funkcii, primitivnej
rekurzie a minimalizacie.

Veta 4. Nech funkcie g(y, x4, ..., x,) a h(xq, ... x,) sd primitivne rekurzivne
anech pre kazdé x1, . .., x, existujeu < h(xy,...,x,) také, ze g(u,x1,...,x,) =
0. Potom je funkcia f(x1,...,zn) = py,(g(y,x1,...,2,) = 0) primitivne
rekurzivna.

Doékaz. Dokdzme najprv, ze pre kazdé xy, ..., x, plati:

h{Z1,...sTn) y

flzg,... x,) = Z sg(Hg(i,xl...,xn)), (1)
y=0 =0
kde sg je z Vety 2.

Vyberme lubovolné zi,...,z,. Podla predpokladov Vety 4, pre tieto
X1, .., Ty existuje u < h(zq,...,x,) také, ze g(u, x1,...,2,) = 0. Bez ujmy
na vseobecnosti predpokladajme, Ze u je najmensie s takouto vlastnostou.
Teda: g(u,zy,...,2,) = 0 a vSetky ¢leny postupnosti

90,21, .. 20), 9(1, 21, @)y oy g(u = 120,00, )
su kladné. Preto, podla definicie minimalizacie dostaneme,

f(z1,...,xn) =u (2)
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a naviac, pre sucin [/, g(i,21,...,2,) plati: Ak y < u — 1, potom je tento
sucin kladny, lebo vsetky jeho ¢initele g(i,x1,...,2,) su kladné, a ak y >
u, potom mé tento si¢in hodnotu 0, lebo aspori jeden jeho éinitel (a to
g(u,z1,...,2,)) ma hodnotu 0. V dosledku toho:

Lo 1, aky<u-—-1,
Sg(Hg(Z7I17"'7xn)):{ 0 aky;u
=0 ’ -

Preto z (2) dostaneme:

h(x1yeeyn) y u—1 y h(z1ye.s2n) y

y=0

Sg(Hg(i7x1,...7xn)) = ng(Hg(i,xl,...,xn))—l— Z sg(Hg(i,xl,...

=0 y=0 i=0 y=u i=0
= u+0=u=f(zy,...,2,).

Tym sme dokdzali (1). Z (1) vyplyva, ze f je primitivne rekurzivna, lebo ju
mo7no zostrojit z primitivne rekurzivnych funkeii ¢, h a sg pomocou operacie
skladania a aplikovanim Vety 3 (pre sic¢in aj sicet). O

Veta 5. Funkcie Fg az Fi5 su primitivne rekurzivne.

Fy(z,y) = [=/y], ([z/y] =0, ak y =0)
Fy(z,y) = z mod y, (x mod y =z, ak y =0)

. 1, aky deli x
FlO(xay) - le(l‘,y) = { 0 inai’

ocet delitelov ¢isla x, ak x # 0
Fll(x):nd(x): { g inak7£

_ ) 0, akx je prvocislo
Fiale) =) ={ 1 503
= pocet prvocisel nepresahujicich x
= x-té prvocislo (t.j., p(0) =2,p(1) =3,p(2) =5,...)
Fis(z,y) = ex(x,y) = exponent prvocisla p(x) v rozklade ¢isla y na

prvocisla, (ex(z,y) = 0 pre y = 0)

(z = 1)+

Dékaz. Kedze plati |z/y] = sg(y) X% 1@(2‘ -y = x), potom je funkcia
Fy primitivne rekurzivna, lebo ju mozno zostrojit z primitivne rekurzivnych
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funkcii Fy, Fy, F5 a Fg (z Vety 2) a K (z Dosledku Vety 1), pomocou operacif
skladania a aplikovanim Vety 3 nasledovne:

Funkcia h(i, z,y) = F5(Fs(y, F5(i,x))) = 3$g(i -z = y) je primitivne rekur-
zivna, lebo vznikne skladanim z Fy, Fy a Fs. Podla Vety 3 je potom aj
funkcia f(u,v,z,y) = >4 (i, z,y) primitivne rekurzivna. Teda aj funkcia

Fs(z,y) = F(Fu(y), f(Fs(Ki(y),7), Ki(y),7,y))
(x=1)+1

= sgly) Y sglioy- ) = |afyl.

1=1

ktora vznikne skladanim z F,, Fy, f, Fs a K1, je primitivne rekurzivna.

Pre funkcie Fy az Fi3 si dokazy podobné, (ale Veta 3 sa pouzije len pre
Fi1 a Fi3), pricom sa vyuziju tieto rovnosti:
zmody=x—=y-|x/y|, div(z,y) = 5g(z mod y),
nd(z) = sg(z) £, YV div(z, i), chp(z) = sg(|nd(z) — 2|) a
m(z) = Xiz 5g(chp(i)).

V dokaze pre Fl, je pouzitd Veta 4 (namiesto Vety 3) a je vyuzita rovnost
p(z) = py(|7(y) — (z + 1)| = 0) a tiez fakt, ze p(z) < 2%; (h(zx) = 2% je
funkcia h z Vety 4). Podobne, v dokaze pre Fis je pouzitd Veta 4, dalej
rovnost ex(z,y) = u.(sg(y) - div(y, (p(x))**!) = 0) a fakt, ze ex(z,y) < ¥;
(h(z,y) = I2(x,y) = y je funkcia h z Vety 4). O

5.2 Registrové stroje

V tejto podkapitole dokazeme, 7Ze registrové stroje a Turingove stroje su z
hladiska vypocitatelnosti ekvivalentné. Registrovy stroj je podobny Turingovmu
stroju, ale namiesto pasok ma registre.
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Registrovy stroj ma:
- konecne vela stavov qo, ¢1, . . ., gk, (¢ je pociatoény a qo je koncovy stav)
- konetne vela registrov Ry, Ry, ..., R, (obsah kazdého R; je nejaké ¢islo
z N={0,1,2,...})
- konetne vela ingtrukeif typu:
(¢i, Rj, @1, qm), (t.j. v stave ¢; vykonaj: if R; = 0 then goto ¢; else goto ¢y,)
(¢i, Rj, +1,¢m), (t.j. v stave ¢; vykonaj: R; <— R; + 1 a goto ¢p,)
(¢, Rj, = 1,qm), (t.j. v stave ¢; vykonaj: R; <= R; = 1 a goto ¢m)

Definicia. Registrovy stroj M pocita funkciu f(z1,...,z,), ak na zaciatku
vypoctu je M v stave q,, pre vsetky i = 1,...,n plati R; = x; a ostatné reg-
istre obsahuji 0 a na konci vypoctu je M vstave qo a plati Ry = f(xq,...,z,).
Ak hodnota f(x1,...,x,) nie je definovand, potom sa vypocet neskonci.

Definicia. Turingov stroj (so vstupnou pdskou a s pracovnymi paskami)
pocita funkciu f(xq,...,x,), ak md na zaciatku vypoctu na vstupnej pdske
slovo 01710 ...01"0 a na konci vypoc¢tu ma na prvej pracovnej paske slovo
1/@Lmn) - Ak hodnota f(z1,...,x,) nie je definovand, potom sa vypocet na
vstupe 01710 ...01"0 neskonci.

Pre registrové a Turingove stroje pocitajice funkcie platia nasledujice Lemy
A a B.

Lema A. Kazdy registrovy stroj pocitajici nejaki funkciu f(zq,...,x,)
mozno simulovat nejakym Turingovym strojom.

Dékaz. Nech M je registrovy stroj, ktory poc¢ita nejaki funkciu f(zq, ..., z,)
a nech M ma4 t registrov. Turingov stroj T' (s ¢ pracovnymi paskami) bude
simulovat stroj M nasledovne. Na zaciatku vypoétu si T skopiruje zo vstupu
podslovo 1% na (7 + 1)-vii pracovni pasku pre kazdé i. Potom instrukciu
(¢i, Rj, +1,¢y) [resp. instrukciu (g;, Rj, = 1, ¢n)] simuluje tak, ze hlavu na
(j + 1)-vej pracovnej paske presunie o jedno policko vpravo [resp. vlavo, ak
je to mozné]. Pri simulécii instrukcie (g;, R, qi, ¢,n) musi T zistit, ¢i R; = 0;
T to zisti tak, ze hlava na (j + 1)-vej pracovnej paske je tiplne na jej lavom
kraji. O
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Lema B. Kazdy Turingov stroj pocitajiici nejaki funkciu f(xq,. .., x,) mozno
simulovat nejakym registrovym strojom.

Dékaz. Nech T je Turingov stroj (s pracovnymi paskami) pocitajici funkciu
f(z1,...,2,). Nech Ty je Turingov stroj (bez pracovnych pasok) simulujici
T1; T, ma jednu vstupnt, obojstranne nekonecnu prepisovaciu pasku, pricom
na zaciatku vypoctu ma na vstupnej paske slovo 01710...01%"0 a na konci
vypoétu slovo 01720l pre nejaké [ > 1. (Nulami vpravo za slovom
01/(@120)() prepige T-stroj pred koncom vypoctu tsek pésky, ktory pouzil
pre vypocet funkcie f(x1,...,,), kedze v tomto dokaze predpokladdme, ze
T-stroj nemoze prepisat symboly rézne od B na symbol B, kde B je blank
a tiez, Ze kazdy ¢itany symbol B musi byt nasledne prepisany na najaky
symbol rézny od B).

Konecne nech T3 je Turingov stroj bez pracovnych pésok, s jednou vs-
tupnou, obojstranne nekonec¢nou prepisovacou paskou a s paskovou abecedou
Y = {0, 1, B} simulujici Ty. T-stroj T3 kéduje s symbolov T-stroja T, pomo-
cou s slov z {0,1}™, kde s < 2™ pre najaké m. T3 ma na zacéiatku vypoétu na
vstupnej paske slovo 01%10...01%0 a na konci vypoétu slovo 01/(@1-2n)(l
pre nejaké ' > 1, kde 0 = 0™ a1 = 0™~'1, (t.j. slovo 0 = 0™ resp. 1 = 0™"'1
kéduje symbol 0 resp. 1 pédskovej abecedy T-stroja T»). (V tomto dokaze
pouzijeme T-stroj T3 namiesto 1 alebo T3, lebo T3 s vyssie uvedenymi vlast-
nostami je z technickych dévodov pre simuldciu registrovym strojom ovela
vhodnejsi, nez T alebo T5.

Budeme hovorit, ze T-stroj Ty je v konfiguracii C = ugav, kde u,v €
{0,1}*, a € {0,1, B} a ¢ je stav T-stroja T3, ak je na jeho vstupnej paske
slovo uav, kazdy symbol vlavo aj vpravo od slova uav je symbol B, hlava
¢ita symbol a a Tj je v stave q.

Pre kazdé d € {0,1}", nech num(d) je ¢islo, ktorého bindrny zépis je
slovo d. Napriklad, num(101) = 5.

Predpokladajme, ze T3 prejde v 1 kroku vypoctu z konfiguracie C' = uqav
do konfiguracie C' = u'¢'a’v’, kde napriklad:

C =010¢01100, C"=0101¢'1100, t.j. a=0aa =1.

Je zrejmé, ze obsah vstupnej pasky T-stroja Ty vlavo od jeho hlavy je
v konfiguracii C' jednoznacéne kédovany ¢islom num(lu), (v nasom priklade
num(1010)). Vediica 1 vlavo od u je pridand preto, aby bola zarucend jed-
noznacnost kédovania; bez nej by rozne slova, napr. 010 a 00010, mali rov-
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naky kéd num(010) = num(00010) = 2.

Podobne obsah vstupnej pasky T-stroja T3 vpravo od jeho hlavy je v
konfigurécii C' jednoznacéne kédovany éislom num(1vf), (v nasom priklade
num(10011)). Aj v tomto pripade je z rovnakych dovodov pridané vedica 1
a naviac, namiesto slova v je pouzity jeho zrkadlovy obraz vt a to preto, aby
boli najmenej vyznamné bity bindrneho zdpisu ¢isla num(1v®) najblizsie k
hlave T-stroja T3. (V pripade ¢isla num(lu) to plati priamo pre slovo 1u.)

To znamend, 7e Stvorica num(lu),q,a, num(1v®) jednoznacéne kéduje
konfigiurdciu C a §tvorica num(1u'),q’, a’, num(1v'®) jednoznaéne kéduje
konfigiuraciu C".

Preto moéze registrovy stroj M simulovat 1 krok vypoétu T-stroja Ty
nasledovne: Z &fsel num(lu), num(1v®), (uloZenych v registroch) a z hodnot
q, a, vypoéita M &isla num(1u'), num(1v'®), (ulozi ich do registrov) a zist{
hodnoty ¢' a a’. Naviac, M m4 pre kazdi dvojicu (g, a) podprogram, ktorym
simuluje instrukciu §(¢,a) = (¢, b, posun hlavy) T-stroja T3, pricom hod-
noty ¢', b a "posun hlavy” si uz vopred zakomponované do simulujiceho
podprogramu.

Ukazme si teraz, ako mozno z hodnot num(1u), g, a, num(1v?) zistit hod-
noty num(1u'), ¢, o', num(1v'®) pre pripad, ked sa hlava T-stroja Ty posunie
vpravo. (Kea sa hlava posunie vlavo alebo zostane na mieste, postupuje sa
podobne.)

Vypocet num(1u'): Je zrejmé, ze ked sa hlava posunie vpravo, potom plati:

u' = ub, kde b je symbol, na ktory je prepisany symbol a ¢itany v konfigurdcii
C. (V nasom priklade vyssie: v =010, a =0, b =1, v’ = 0101.) Preto tiez
plati 1u' = 1ub, ¢ize:
num(lu') = 2 - num(1lu) + b.

Pripomenme, ze M pozna hodnoty b a ”posun hlavy”, lebo tieto si uz vo-
pred zakomponované do podprogramu simulujiceho instrukciu 6(q, a), pozri
vyssie.

Vypocet num(1v'®): Ak v € {0,1}* a hlava sa posunie vpravo, potom slovo

v’ dostaneme zo slova v odstrdnenim jeho najlavejsieho symbolu, ¢o je na-
jpravejsi symbol slova v® a preto tiez slovo 1v'F dostaneme zo slova 1vF
odstranenim jeho najpravejsieho symbolu. (V nasom priklade vyssie: v =
1100 a o' = 100.) A ak v =€, (t.j., vSetky symboly vpravo od hlavy si B) a
hlava sa posunie vpravo, potom v’ = ¢, (lebo opit véetky symboly vravo od
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hlavy si B). Z vyssie uvedeného dostaneme:

|num(1vf) /2], ak v € {0,1}F, (t.j., ak num(1v®) > 2)

IRy __
num(lv ) — { ]_7 ak v = 67 (tJ7 ak num(lUR) = 1)

Zistenie symbolu a’: Ak v € {0,1}* a hlava sa posunie vpravo, potom a’ je

najlavejsi symbol slova v, ¢o je najpravejsi symbol slova v a teda aj slova
1wk Ak v = ¢, (t.j., vSetky symboly vpravo od hlavy st B) a hlava sa
posunie vpravo, potom a' = B. Teda:

0, ak num(1v®) je parne ¢islo a v € {0,1}F
a ={ 1, ak num(1v®) je nepérne ¢islo a v € {0,1}
B, akv=e

Zistenie stavu ¢’ a zistenie dalSej simulovanej instrukeie: Podprogram pre
simulovanie instrukcie §(¢, a) = (¢, b, posun hlavy), (do ktorého si uz vopred
zakomponované hodnoty ¢/, b, posun hlavy), je naprogramovany tak, ze po
skonceni simuldcie prejde na podprogram pre simulovanie instrukcie §(¢’, ).

Ukazme si teraz, ako M ndsobi a deli dvomi pri vypoéte num(lu') a
num(1v'®). M deli dvomi nasledovne: V cykle priebezne z registra R (ob-
sahujiceho na zaciatku cyklu num(1vf)) odpocitava 2-krat jednotku a do
registra R’ pripocitava 1-krat jednotku; ked bude R = 0, potom bude R’ =
|num(1v®) /2| = num(1v'®). Podobne postupuje M pri nasobeni dvomi.

M zistuje paritu ¢isla num(1v®) - pri zistovani symbolu o’ - nasledovne:
7 registra R obsahujiceho num(1v®) odpocitava v cykle jednotku; ak bude
R obsahovat 0 v pArnom [neparnom| kroku cyklu, potom je num(1v®) parne
[neparne| éfslo. Ak nechceme z pamiite stroja M vymazat &islo num(1vf),
(aby sme ho mohli pouzit v dalsich vypocétoch), mézeme - pri odpoéitavani
jednotky z R - si¢asne pripocitavat jednotku do pomocného registra R'; ked
bude R = 0, potom bude R’ = num(lv®). (Tymto sposobom si M méoze
vytvérat zdlozné képie roznych ¢isel v roznych vypoctoch.)

7 vyssie uvedeného je zrejmé, ze M dokaze simulovat vypocet T-stroja
Ts 7 pociatocnej konfiguracie Cy = ¢;01%10...01%*"0 = upq,0vy do koncovej
konfigurdcie C; = go017 @) = w,qo0v, za predpokladu, ze na zaciatku
simuldcie ma M, v niektorych dvoch registroch, éisla num(1vf) a num(1luy)
a ze M poznda stav a ¢itany symbol v konfiguracii Cy. M poznd posledné
tri zo Styroch uvedenych hodnot, lebo ug = e, (keaie vlavo od hlavy st len
symboly B), t.j., num(lug) = 1, dalej Ty zacina vypocet v stave ¢; a jeho
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hlava ¢ita (v konfigurdcii Cy) najlavejsi symbol najlavejsieho podslova 0 na
paske, ¢o je 0. Teda, M si musi pred zaciatkom simuldcie este vypocitat
¢islo num(1vft) z éfsel 1, ..., @, ktoréd md na zaciatku vypoctu v registroch
Ri,...,R,.

Vypocet num(1vlt): Zrejme vy = 0™711210...01%"0 a teda num(lvf) =

10(187)2n0. .. 0(1®)*10m~1 kde 1% = 10™~! a 0 = 0™. M si najprv vypocita
a do registrov ulozi ¢isla r,...,7r, a 21,..., 2,41, kde:

z;—1

ri = num((1%)*) =2""1 . (Y 2™), prei=1,2,...,n,
7=0

zn=m-—1, zp1=z+m(x;+1), prei=1,2,....,n.

(2; je pocet bitov vpravo za podslovom (1%)% v slove 1vf pre i = 1,2,...,n.
Zny1 je pocet bitov vpravo za vedicou 1 v slove 1v{.) M vypocita num(1v)
takto: .
num(1vft) = 27+ + > 25
i1
Potom M simuluje vypocet T-stroja 13 z konfigurdcie Cy do C; a po
ukonéceni simuldcie musi M este vypocitat ¢islo f(xy,...,z,) pomocou ¢isla
num(1vf), kde v, = 011/ @200 Kedze v slove v, je prave f(zy, ..., 2,)
symbolov 1, (v kazdom podslove 1 = 0™~'1 je jeden symbol 1), potom v slove
1vf je prave f(x1,...,2,) + 1 symbolov 1. Preto moze M vypocitat &islo
f(zx1,...,2,) pomocou nasledujiceho algoritmu:
R+ num(1vft); Ry <+ 0;
L: ak R obsahuje nepérne ¢islo, potom Ry < Ry + 1; (zistena dalsia 1 v vf?)
R« |R/2];
ak R > 1 goto L;
Ry < Ry — 1; (odpocitand vedica 1 v slove 1vf%)

Po vykonani algoritmu plati: Ry = f(z1,...,z,). O

5.3 Ekvivalencia ¢iastoc¢ne rekurzivnych funkcii a
Turingovych strojov

V tejto podkapitole dokazeme, ze CiastoCne rekurzivne funkcie a Turingove
stroje sd z hladiska vypocitatelnosti ekvivalentné.
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Fakt 1.
(a) Pre kazdi funkciu 0, s a I existuje Turingov stroj, ktory ju pocita.

(b) Ak pre kazdui funkciu f, fi,..., fm existuje Turingov stroj, ktory ju
pocita a funkcia g vznikne z funkcii f, f1, ..., f,, operdciou skladania,
potom aj pre funkciu g existuje Turingov stroj, ktory ju pocita.

(¢) Ak pre funkcie g a h existuji Turingove stroje, ktoré ich pocitaji a
funkcia f vznikne z g a h operaciou primitivnej rekurzie, potom aj pre
funkciu f existuje Turingov stroj, ktory ju pocita.

(d) Ak pre funkciu g existuje Turingov stroj, ktory ju pocita a funkcia f
vznikne z g operaciou minimalizacie, potom aj pre f existuje Turingov
stroj, ktory ju pocita.

Dokaz. Je zrejmy. O

Lema C. Pre kazdi ¢iastocne rekurzivnu funkciu existuje Turingov stroj,
ktory ju pocita.

Doékaz. Vyplyva z Faktu 1. O

Lema D. Ak pre funkciu f : N* — N existuje Turingov stroj, ktory ju
pocita, potom f je ciastocne rekurzivna.

Dékaz. Bez ujmy na vseobecnosti a pre jednoduchost budeme uvazovat de-
teministické Turingove stroje bez pracovnych pasok a s obojstranne nekone¢nou
vstupnou péaskou. T-stroj ma paskovi abecedu ¥ = {ag, a4, ...,a,}, pre na-
jaké r > 1, kde ay = B (blank symbol) a mnozinu stavov Q = {qo, ¢1,---, s},
pre nejaké s > 1, kde ¢; je pociatoény a ¢ je koncovy stav. Takyto T-
stroj mé na zaciatku vypoctu funkcie f(z1,...,x,) na vstupnej paske slovo
01%10...01%"0 a na konci vypoctu slovo 01/(@1-2n)(),

Nagim cielom je zostrojit vhodné ¢astoéne rekurfvne funkcie, pomocou
ktorych mozno simulovat vypocéty T- strojov. K tomu potrebujeme prirodze-
nymi ¢éislami kédovat rozne Struktiry stvisiace s vypoétami T-strojov.
Cislovanie instrukcii: Nech ¢(i, j) je poradové éislo usporiadanej dvojice (i, 7)
v postupnosti (0, 0), (0, 1), (1, 0),(0,2), (1, 1),(2,0), (0, 3),(1,2),(2,1),(3,0),...
kde ¢(0,0) = 0. (D4 sa dokazat, 7e c(i,7), I(m) a r(n) sdi primitivne
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rekurzivne funkcie, kde {(c(4,j)) =i a r(c(i,j)) = j pre vsetky i,j.) Nech p;
je i-te prvocislo; (pp = 2,p; = 3,...). Potom pi&%’k)ﬂﬂ je ¢fslo instrukcie
6(qi, a;) = (Gm»ak,z), kde = 1 [resp. = = 2 resp. z = 0], ked sa hlava
posunie vlavo [resp. vpravo resp. zostane na mieste].

Cislovanie T-strojov: Cislo T-stroja je sicin ésel jeho instrukeii.

Cislovanie konfigurécif:
Priklad: Konfiguricia asasqsa;ay mé éislo 223 -322. 523117211122 pricom
hlava ¢ita symbol vpravo od nej (t.j. a;), parne exponenty kéduji paskové
symboly a neparny exponent koéduje stav a poziciu hlavy. VSimnime si, 7e
pri kédovani su pouzité postupne prvocisla 2,3,5,7,11.

Vo vSeobecnosti plati: konfigurdcia aj,a;, ... a;,_, qjay,,, ... ay,, kde lp # 0

21 21 21 25+1 2l 2, ia g
2790 3% p T T i s kde py je i-te

al, # 0, ma ¢islo :
prvocislo.

Jeden krok vypoctu, ked sa hlava T-stroja presunie viavo, kontroluje funkcia

0, ak plati (a) - v tomto pripade prejde T-stroj s ¢islom z
v 1 kroku (s presunom hlavy vlavo) z konfiguracie
s ¢islom x do konfigurédcie s ¢islom y

1, inak.

prechp(z,y,2) =

(a) ((x je ¢islo nejakej konfiguracie)A(y je ¢islo nejakej konfigurdcie) A
je ¢islo nejakého T-stroja)A

z
dmq,mo, v, 1, 7, k,m,n < x + y také, ze:

((x =my - p - p2" - p2k, - my)V(hlava je celkom viavo))A
y=mi-p" Pl P, - ma) A

ani p; ani p;; ani p; o nedeli ¢islo my - mg)A
(T-stroj s ¢islom z obsahuje instrukciu 6(g;, ax) = (gm, @n, 1)))

Priklad: Nech C a C’ s nasledujice konfigurécie:
C =ay... .0 0 qjara,,,...aq,
1 __
C'=ayy ... 01 Guayanpay, ., .. .a,

teda,
C m4 ¢islo = 2% .. -p?lf{l -p?” Pfﬂl 'p?jﬁQ 2%2533 T 'pt%7
\-—Tn/,l_/ ~ mV2
C" mé ¢islo y = my ‘p?mﬂ'p?jh ‘p%ﬁz * M.

Ak T-stroj s ¢islom z obsahuje instrukciu §(g;, ax) = (¢m, an, 1), potom tento
T-stroj prejde v 1 kroku z C' do C’, ¢ize prechy(x,y, z) = 0.
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Podobne moézeme zostrojit funkcie prechy(x,vy,2) resp. prechp(w,y, z) pre
pripad, ked sa hlava nepohybuje resp. pre pohyb hlavy vpravo. D4 sa
dokazat, ze prechy(x,vy,z), prechy(x,y,2), prechp(x,y,z) a prech(z,y, 2)
st primitivne rekurzivne funkcie, kde

0, ak prechp(z,y,z) =0V prechy(z,y,z) =0V prechp(x,y,z) =0

prech(z,y, z) = {1 inak.

Cislo vypoctu Cy, Cy, Cs, . .., Cy, kde C; je konfigurdcia pre kazdé i, je &islo

2cislo(6’o) . SCislo(Cl) . pgiSZO(Ct)

kde p; je i-te prvocislo a cislo(C;) je ¢islo konfigurdcie C; pre kazdé i.

Nech ex(i,z) je exponent prvocisla p; v rozklade ¢isla x na prvocisla.
(Funkcia ex (i, ) je primitivne rekurzivna, pozri Vetu 5.) Teda, ak x je ¢islo
vypoctu Cy, C, . .., Cy, potom ex(i,x) = cislo(C;) pre 1 < i < t.

To, ¢ postupnost Cy, C4, ..., C, je vypocet T-stroja, kontroluje funkcia

0, ak plati (b) - v tomto pripade x je ¢islo vypocétu
vyp(z,y,2) = T-stroja s ¢islom y zac¢inajiceho konfiguraciou s ¢islom z
1, inak.

cislo(C;)  cislo(Ciq1)
—_————

(b) (Vi < x)(ex(i + 1,2) # 0 = (prech(ex(i,x),ex(i+1,2),y) = 0)) A
(ex(0,x) = 2)
cislo(Cop)

D4 sa dokdzal, ze funkcia vyp a dalsie funkcie tvp a tobs, si primitivne
rekurzivne, kde

0, ak z je ¢islo vypoctu T-stroja s ¢islom y, ktory zacina
konfiguraciou ¢;01°*0...01*"0 a kon¢i nejakou

top(x,y, 1, ..., Ty) = konfiguraciou ¢y01%0, t.j., tobs(z) = z;
(funkcia tobs je definovand nizsie)
1, inak.

Funkcia tvp je zostrojend pomocou vyp a dalsich primitivne rekurzivnych
funkcii a funkcia tobs je definovana nasledovne:

tobs(x) = pocet jednotiek v poslednej konfiguracii vypoctu s ¢islom z.
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Kedze tobs a tvp st primitivne rekurzivne, potom nasledujica funkcia
Tun musi byt ¢iasto¢ne rekurzivna.

Tun(y,zq,...,x,) = tobs(ug(tvp(x,y, 1, ..., x,) = 0)). (%)

Teraz uz lahko dokdzeme Lemu D. Nech f : N — N je lubovolnd funk-
cia, pre ktoru existuje T-stroj (nech m4 ¢islo j), ktory ju pocita. Ak je f
definovand pre xy, . .., z,, potom existuje jediny a kone¢ny vypocet (nech ma
¢islo &) T-stroja s ¢islom j z konfiguracie ¢;01710...01%"0 do konfiguracie
qo017@L2)( . Preto tup(s, j, 21, . . . ) = 0, & = p(top(z, j, 21, ..., 20) =
0), tobs(z) = f(x1,...,x,) a teda, podla (*) dostaneme:

Tun(j,:vl, S an) = tObS(MI(tUp(I',j,I'l, <. ;w’n) = O)) = f(wb S 71'77,)-
To ale znamenad, ze f je ¢iasto¢ne rekurzivna, lebo T'un je ¢iasto¢ne rekurzivna.

Z (*) tiez vyplyva, ze Tun(y,x,...,x,) je univerzilna funkcia pre vsetky
T-stroje pocitajice n-arne funkcie, kde y je ¢islo T-stroja. O
Veta 1. Kazdi ¢iastoéne rekurzivnu funkciu mozno zostrojit pomocou na-
Jjviac jednej minimalizacie.

Dékaz. Nech f(x1,...,5,) je lubovolnd, ¢iastoéne rekurzivna funkcia. Podla
Lemy C existuje pre f T-stroj (nech ma ¢islo j), ktory ju pocita. Rovnako,
ako v dokaze Lemy D plati:

Tun(j, x1,...,2,) = tobs(ps (tvp(x, j,x1, ..., 2,) = 0)) = f(z1,...,24).
Teda funkciu f mozno zostrojit pomocou najviac jednej minimalizacie, lebo

funkcie tobs a tvp si primitivne rekurzivne a daju sa zostrojit bez mini-
malizdcie. O

Veta 2. Kazda totalna, ¢iastocne rekurzivna funkcia je rekurzivna.

Dékaz. Nech f(zy,...,z,) je lubovolna, ciastoéne rekurzivna funkeia, ktora
je naviac totalna. Rovnako ako v dokaze Vety 1 plati:

Tun(j, x1,...,2,) = tobs(pg (tvp(x, j,x1, ..., 2,) = 0)) = f(z1,...,24),
kde j je ¢éislo T-stroja, ktory pocita f. Kedze f je totdlna, musi existoval
jediny a konecény vypocet (s nejakym ¢islom ) T-stroja s ¢islom j na kazdom
vstupe 1,...,x,. To ale znamen4, ze funkcia

gi(®1, ..., ) = pp(top(z, j, 21, ..., z,) = 0)
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je totalna. Naviac, tvp je primitivne rekurzivna a teda aj totdlna a preto
je minimalizdcia (pouZitd v g;) reguldrna. Cize, f sa da zostrojit pomocou
jedinej minimalizacie, ktora je reguldrna a preto je f rekurzivna. O

Hlavna veta o ekvivalencii vypoctovych modelov

Veta. Pre kazdii funkciu f : N" — N plati: f je ¢iastocne rekurzivna iff f je
vypocitatelna nejakym T-strojom iff f je vypocitatelna nejakym registrovym
strojom.

Dokaz: Pozri Lemy A az D.

Hlavna veta o rekurzivnych funkciach
Veta.

(a) Existuje ciastocne rekurzivna funkcia, krorii nemozno dodefinovat na
ziadnu rekurzivnu funkciu. (Teda, existuje ¢iastoc¢ne rekurzivna funk-
cia, ktord nie je rekurzivna.)

(b) Existuje funkcia f : N* — N | ktord nie je ¢iastoc¢ne rekurzivna.
(¢) Existuje rekurzivna funkcia, ktord nie je primitivne rekurzivna.

Dékaz (a): Diagonalizdciou. Kdd Giastoéne rekurzivnej funkcie f je slovo
(nad vhodnou abecedou ¥3) obsahujice popis konstrukcie funkcie f operaciami
skladania, primitivnej rekurzie a minimalizdcie z funkcii 0, s a ['. Nech
Wy, W1, W, . . . sU lexikograficky usporiadané vsetky kody unarnych ¢iastocne
rekurzivnych funkcii. Nech f; je ¢iasto¢ne rekurzivna funkcia s kédom w; pre
i=0,1,2,... Mozno dokazat, 7e existuje T-stroj M, ktory vstup 017010 pre-
transformuje na vystup 01%®0; (M najprv njde w; (postupne generujic
a testujic vsetky slovd nad X) a potom zostroji vystup 0150 poznajiic
konstrukciu f; popisant v kéde w;). Teda M pocita funkciu G(j,z) = f;(x)
pre vSetky 7 a .

Z Lemy D dostaneme, 7e G je Ciastoéne rekurzivna funkcia. (G je uni-
verzalna funkcia pre vSetky undrne ¢iastoéne rekurzivne funkeie.) Nech

H(j) = G(j,7) + 1= f;(j) +1 pre vietky j. (1)
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Funkcia H je ¢iastocne rekurzivna, lebo s, G a I su ciastoéne rekurzivne a
platt: H(j) = s(G(IL(). 1)) o

Nech H je funkcia, ktora vznikne z H jej dodefinovanim (lubovolnym
sposobom) na nejaki totdlnu funkciu. Dokdzme teraz (sporom), ze H nemdze
byt ¢iastoéne rekurzivna a teda ani rekurzivna. Ak by H bola éiastocne
rekurzivna, potom by mala kéd w; pre najaké [, t.j. H = f;. Funkcia f,
je totdlna, (lebo f; = H a H je totdlna) a preto, (podla(1)), je hodnota
H(I) pre | definovand a plati H(l) = fi(I) + 1. Kedze H vznikla z H jej
dodefinovanim na totdlnu a hodnota H (1) je pre [ definovand, musi pre [ tiez
platit: H(l) = H(l). Z vyssie uvedenych rovnosti dostaneme:

Al)y=H() = H(l) = fill) + 1,

¢o je spor!
Preto funkcia H nie je ¢iastocne rekurzivna a teda ani rekurzivna. To zna-
mend, ze Ciastocne rekurzivnu funkciu H nemozno dodefinovat na rekurzivnu.

Dékaz (b): Funkcia H z dokazu (a) nie je ¢iastoéne rekurzivna.

Iny dékaz pre (b): Mnozina vSetkych unarnych ¢iastoéne rekurzivnych funkeii

je spocitatelnd, (lebo mnozina ich kédov je spocitatelnd), ale mnozina vsetkych
funkcii f : N — N nie je spocitatelna (jej kardinalita je c.)

Dékaz (¢): Je podobny dbkazu pre (a); rozdiel je v tom, ze wy, wy, wy, ...

st lexikograficky usporiadané vsetky kody unarnych primitivne rekurzivnych

funkcii, (tieto kédy neobsahuji minimalizacie). Teda funkcie fy, f1, fo, ... si
primitivne rekurzivne. Rovnako, ako v dokaze (a) sa dokéze, ze funkcia
H(j) = f;() +1 (2)

je ciastocne rekurzivna. Naviac, H je aj totdlna, lebo kazd4 f; je primitivne
rekurzivna a teda totdlna. Preto je H rekurzivna, (podla Vety 2). Ak by H
bola primitivne rekurzivna, potom by mala kod w; pre nejaké [, t.j., H = f;.
T4to rovnost a (2) ndm ddva;

fill)y = H(l) = fi(l) +1,

¢o je spor! Preto je funkcia H rekurzivna, ale nie je primitivne rekurzivna.

Ing dékaz pre (c): O Ackermanovej funkcii, ktord je pomerne lahko defino-
vatelnd (a nie je tak abstraknd, ako funkcia H), sa da tiez dokézat, 7e je
rekurzivna, ale nie je primitivne rekurzivna. Dokaz je ale komplikovanejsi.
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Churchova téza

Pojem algoritmus nemd presnu formalnu definiciu. Existuju len charakteri-
stické ¢rty tohto pojmu, napriklad:

(1) Diskrétnost: Algoritmus je proces postupného zostrojovania veli¢in
(t.j. cisel, slov,...), ktory postupuje v diskrétnom ¢ase. Na zaciatku
je dany konecny systém veli¢in a v kazdom dalsom diskrétnom case
vznikne systém veli¢in zo systému veli¢in z predchadzajiceho diskrétneho
¢asu podla istého pravidla/zdkona/programu.

(2) Deterministiénost: (Zrejmé.)

(3) Elementarnost krokov: Pravidlo, podla ktorého vznikne nasledujici
systém veli¢in z predchddzajiceho, musi byt jednoduché.

(4) Rezultativnost: Ak sa vo vypocéte uz nedd pokracovat, musi byt
urcené, ¢o je vysledok.

(5) Hromadnost: Pociatoény systém veli¢in sa moze vyberat z (potencidlne)
nekoneénej mnoziny (t.j. existuje (potencidlne) nekonecne vela vs-
tupnych instancii).

Churchova téza. Systém vsetkych algoritmicky (¢iastocne) vypocitatelnych

funkcii f : N™ — N je totozny so systémom vsetkych (¢iastocne) rekurzivnych
funkcii.
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6 RAM pocitace

RAM pocitaé¢ je vypoctovy model, ktory je (na rozdiel od Turingovho stroja
alebo Registrového stroja) dost podobny redlnemu poéitacu, ale ma aj érty
Turingovho stroja.

RAM pocita¢ ma:

- vstupni koneéni pasku (rozdelent na policka), na ktorej sa pohybuje (ale
len vpravo) ¢itacia hlava riadend instrukciou READ (pozri tabulku nizsie)

- vystupni (doprava nekoneéni) péasku (rozdeleni na policka), na ktorej sa
pohybuje (tiez len vpravo) zapisovacia hlava riadend instrukciou WRITE
(pozri tabulku nizsie)

- riadiacu jednotku, v ktorej je program zostaveny z instrukcii uvedenych v
tabulke nizsie

- nekoneént pamiit, ktord pozostava z registrov rg, 71, r9,... Kazdy register
a aj kazdé policko vstupnej aj vystupnej pasky moze obsahovat lubovolne
velké celé cislo. Register rg je Specidlny - vykondvaji sa v nom aritmetické
operacie.

Nech v(a) oznacuje hodnotu operanda a a nech ¢(i) oznacuje obsah i-teho
registra r;. (Teda pamat RAM pocitaca si mozeme predstavit ako nekoneéné
celociselné pole ¢.) Instrukcie RAM poécitaca mozu mat operandy troch nasle-
dujucich typov:

=14 alebo ¢ alebo =«
kde i je celé ciislo pre prvy typ a prirodzené ciislo pre druhy a treti typ.
Hodnota takychto operandov je urcend nasledovne:

1, ak a je typu "=1",
v(a) =1 (i), ak a je typu 1,
c(c(?)),  ak a je typu *i, (nepriama adresdcia).

Priklad: Instrukcia ADD a spésobi pripocitanie hodnoty v(a) do registra rg
t.j. ¢(0) < ¢(0) + v(a). Teda,

c(0) < ¢(0) + 7, ak a je operand =7,

c(0) <= ¢(0) + ¢(7), ak a je operand 7,

c(0) <= ¢(0) + ¢(c(7)), ak @ je operand *7.
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Cena instrukcie RAM pocitaca.
Pre RAM poéitace sa pouziva bud:

- jednotkovd cena indtrukcie (t.j., vykonanie kazdej instrukcie trva rovnaku
jednotku casu a kazdé celé cislo zabera v pamati, na vstupe aj vystupe rov-
naku jednotku, alebo

- logaritmickd cena instrukcie - t4 je uvedend v tabulke nizgie a je zalozend
na tom, ze na zapis celého ¢isla ¢ (vratane znamienka) v paméti, na vstupe
aj vystupe treba [(7) bitov a staci [(¢) + 1 bit , kde

~ | lloglil] +1, aki#0,
“”‘{1, ak i = 0.

Nech t(a) je logaritmickd cena operanda a, pre ktoru plati:

t(=1) = 1(i),

t(i) = Iz) +1(c(d)),

t(xi) = 1(3) + 1(c(@)) + Uc(c(i))).

V nasledujicej tabulke si uvedené instrukcie RAM poéitaca, vyznam a log-
aritmickd cena instrukcii. Pod pojmom wstup (v riadkoch READ i a READ
i) myslime obsah aktuélne ¢itaného policka vstupnej pasky a podobne, pod
pojmom wvystup (v riadku WRITE a) myslime aktudlne snimané policko
vystupnej pasky.
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instrukcia | vyznam logaritmicka cena
LOAD a | ¢(0) < v(a) t(a)
STORE i | ¢(i) < ¢(0) 1(c(0)) + 1(2)
STORE i | ¢(c(1)) < ¢(0) 1(e(0)) + 1(i) + 1(c(7))
ADD a c(0) <= ¢(0) + v(a) [(c(0)) + t(a)
SUB a c(0) < ¢(0) —v(a) [(c(0)) + t(a)
MULT a | ¢(0) < ¢(0) - v(a) [(c(0)) + t(a)
DIV a c(0) < |¢(0)/v(a)] 1(c(0)) + t(a)
READ ¢ c(i) < citany vstup; | I(vstup) + 1(4)
tiez posun hlavy vpravo
READ i | ¢(c(i)) + citany vstup; | {(vstup) 4+ 1(z) + I(c(i))
tiez posun hlavy vpravo
WRITE a | hodnota v(a) je zapisa- | t(a)
na na vystup; tiez po-
sun hlavy vpravo
JUMP b goto b 1
JGTZ b if ¢(0) > 0 then goto b | I(¢(0))
JZERO b | if ¢(0) = 0 then goto b | I(¢(0))
HALT stop 1

Casova zlozitost RAM programu rozpoznivajiceho jazyk

RAM program moze rozpoznavet jazyk L C ¥*. V takom pripade oéislujeme
..,|X| a namiesto slova w = wywy ... Wy,
kde w; € ¥ pre kazdé i, md RAM na vstupe zodpovedajiicu postupnost
kod(w) = kod(w),...,kod(wy,), kde kod(w;) je ¢iselny kéd symbolu w;

symboly abecedy ¥ ¢islami 1,2, .

zapisany v i-tom policku vstupnej pasky.

Definicia. RAM program rozpoznava jazyk L C ¥*, ak pre kazdé slovo
w € ¥* plati: w € L iff RAM program sa na zodpovedajiicom vstupe kod(w)

zastavi a na vystupe ma zapisanu 1.

Nech RAM program rozpoznéva jazyk L C ©*. Nech w je lubovolné slovo z
2* anech Sgog(w) je suma logaritmickych cien vsetkych instrukcii vykonanych

RAM programom pocas vypoctu na vstupe kod(w).
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Definicia. Casovd zlozitost RAM programu rozpozndvajiceho jazyk L C
s logaritmickou cenou instrukcif je funkcia T(n) = max{Skeauw)|w € X"},
Ak v sume Sg,qw) Je jednotkovd cena instrukcii, namiesto logaritmickej ceny,
potom T'(n) je asovd zlozitost RAM programu rozpoznavajiiceho jazyk L C
>* s jednotkovou cenou instrukcii.

Veta A. Nech L je jazyk rozpoznavany deterministickym T-strojom M v
case T'(n) > n. Potom existuje RAM program rozpoznavajici L s ¢asovou
zlozitostou O(T'(n)) resp. O(T (n)logT(n)) v pripade jednotkovej resp. log-
aritmickej ceny inStrukcii.

Dékaz: RAM program simuluje (krok za krokom) T-stroj M nasledovne.
Pre kazdy vnutorny stav T-stroja M ma RAM program vhodny podprogram
simulujuici ¢innost T-stroja M v tomto stave. Nech m4 M vstupni pasku a
k — 1 pracovnych pasok (spolu k pdsok). Obsah i-teho policka j-tej pasky
T-stroja M si RAM program pamita v (k - ¢ 4+ j + d)-tom registri; vhodna
kongtanta d umoziiuje RAM programu pamitat si v prvych d registroch
informdcie potrebné na simuldciu T-stroja M, (napriklad pozicie hldv na
péaskach). Teda pocas simuldcie T'(n) krokov nepouzije RAM program viac
nez k- T(n) + k + d registrov, lebo i < T(n), (kedze ziadna z hldv T-stroja
M sa nedostane vpravo za T(n)-té policko pasky) a j < k. V (j + k)-
tom registri, (1 < j < k), si RAM program pamétd aktudlnu poziciu hlavy
na j-tej paske a v j-tom registri si paméta ¢islo k- ¢(j + k) + j + d, ¢o je
adresa registra obsahujiceho aktudlne ¢itané policko j-tej pasky. Obsah toho
registra zistt RAM program pomocou nepriamej adresécie, kedze ¢(c(j)) =
clk-c(j+k)+7+d).

Na zaciatku vypoc¢tu RAM program precita vSetky policka jeho vstup-
nej pasky a ulozi ich do registrov reprezentujicich vstupnd pasku T-stroja
M. Potom RAM program simuluje T-stroj M sposobom uvedenym vysSie,
pricom jeden krok vypoétu T-stroja M dokdze RAM program simulovat
pomocou O(1) svojich ingtrukcii. Teda O(T(n)) je ¢asova zlozitost RAM
programu simulujuceho M v pripade jednotkovej ceny instrukeii, kedze M
vykona T'(n) krokov.

V pripade logaritmickej ceny instrukeii je situdcia trochu ind. Kedze
RAM program pouzije poc¢as simuldcie najviac kT'(n)+k+d registrov, (pozri
vyssie), potom adresy pouzitych registrov su ¢isla najviac O(T(n)). Pri
simulécii su paskové symboly T-stroja M koédované prirodzenymi cislami
a preto obsahy registrov simulujicich policka pasok T-stroja M su cisla
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rozsahu O(1). Ostatné ¢isla, ktoré sa vyskytni pocas vypoctu RAM pro-
gramu v rdmci simuldcie, (napriklad vypocty pozicii hldv na paskach, vypoéty
adries pre nepriamu adresédciu, zistovanie éiselnych kédov péaskovych sym-
bolov ¢itanych hlavami T-stroja M), st tiez ¢isla najviac O(T'(n)).

Preto O(log T'(n)) [resp. O(T(n)logT(n))] je casova zlozitost RAM pro-
gramu s logaritmickou cenou inStrukcii simulujiceho jeden krok vypoctu
[resp. cely vypocet] T-stroja M. O

Veta B. Nech L je jazyk rozpoznavany RAM programom s logaritmickou
cenou instrukcie v ¢ase T'(n). Potom L mozno rozpoznavat deterministickym
T-strojom v ¢ase O(T?(n)). Naviac, ak RAM nepouziva instrukciu MULT
ani DIV, potom L mozno rozpoznavat deterministickym T-strojom v ¢ase

O(T*(n)).

Dékaz. RAM program je simulovany T-strojom nasledovne. T-stroj ma
simulovany program zakoédovany vo svojej riadiacej jednotke a pre kazdu in-
Strukciu v RAM programe ma T-stroj podprogram, ktorym ju simuluje. T-
stroj ma, okrem vstupnej pasky, eSte 4 pracovné pasky. Na prvej pracovnej
paske ma T-stroj zapisany aktudlny obsah registra rq. Obsah 2. pracovnej
pasky je tvaru

i the(in) #ttiathclin)## . ##iHc(i) BB ...

pre nejaké u, kde B je blank symbol, i; je ¢islo registra a ¢(i;) je jeho ob-
sah; ¢isla i; a c(i;) s zapisané v bindrnom tvare. Dalej, i; > 1 pre kazdé
j, lebo obsah registra ry je na prvej paske. Ak simulovand inStrukcia za-
pisuje do m-tého registra, pre nejaké m > 1, potom T-stroj pripise slovo
##m#tc(m) na koniec neblankového tseku 2. pracovnej pasky (eSte pocas
simuldcie tejto instrukcie). Teda, T-stroj nédjde aktudlny obsah i-teho te-
gistra tak, Ze najprv na 2. pracovnej paske nijde najlavejsf blank a potom
prechddza tdto pasku dolava hladajic najpravejsi vyskyt slova ##i#. Po-
tom ¢islo ¢(i) bezprostredne vpravo za najdenym slovom je aktuédlny obsah
1-teho regista. Tretiu pracovnu pasku pouziva T-stroj na pomocné vypocty
a na 4. pracovnej paske simuluje vystupni pasku RAMu.

Ukazme teraz, ako T-stroj simuluje instrukcie ADD %40 a STORE 33 a z
toho bude jasny princip simuldcie aj dalsich ingtrukeif.

Pri simulécii in§trukcie ADD %40, T-stroj najde na 2. pracovnej péaske
(sposobom popisanym vyssie) aktualny obsah 40-teho registra, t.j. ¢islo ¢(40)
a ¢islo ¢(40) skopiruje na 3. pracovnd pasku. Rovnakym spdsobom potom

45



nijde na 2. pracovnej paske aktudlny obsah c¢(40)-teho registra, t.j. ¢islo
c(c(40)), ktoré tiez skopiruje na 3. pracovni pasku. Na zdver simuldcie
insrukcie ADD %40 pripocita ¢islo ¢(c(40)) z 3. pracovnej pasky k ¢islu
¢(0) na prvej pracovnej paske. Je zrejmé, ze postacujici cas pre T-stroj
na simulovanie tejto instrukcie, (ale bez ¢asu potrebného na prehladdvanie
na 2. pracovnej paske), je O(1(40) + 1(¢(40)) + I(¢(¢(40))) + 1(¢(0))), pricom
1(40)+1(c(40)) +1(c(c(40)))+1(c(0)) je logaritmickd cena instrukcie ADD %40.

Pri simulécii instrukcie STORE 33, T-stroj najprv néjde koniec neblanko-
vého useku 2. pracovnej pasky a tam pripise slovo ##33#, za ktoré nasledne
skopiruje ¢islo ¢(0) z 1. pracovnej pasky. Tiez je zrejmé, ze postacujici
c¢as pre T-stroj na simulovanie tejto instrukcie, (ale bez ¢asu potrebného na
prehladdvanie na 2. pracovnej paske), je O(1(33) + (c(0))), pricom [(33) +
[(c(0)) je logaritmickd cena instrukcie STORE 33.

Nech Iy, I, ..., I, je postupnost instrukcif vykonanych RAM programom
na vstupe kod(w), kde w € £" a nech cena(I;) je logaritmickd cena instrukcie
I, pre t = 1,...,h. Podla definicie ¢asovej zlozitosti pre logaritmickd cenu
instrukeif plati: Skoqw) = Yry cena(l;) < T(n) a preto h < T(n), kedze
cena(l;) > 1 pre vsetky t.

D4 sa lahko dokézat, ze ak je na koniec neblankového tseku 2. pracovnej
péasky pripisané nejaké slovo ##j#c(j) pocas simulacie instrukcie I, potom
plati:

|#H#j#c(7)| < cena(ly) + 5. (3)

(Pripomenme, ze j aj ¢(j) si na paske zapisané v bindrnom tvare a na ich
zapis staci [(j)+1 resp. {(c(j))+1 bit vratane znamienka.) Napriklad, ak I; je
STORE xi, potom na 2. pracovnu pésku je pripisané slovo ##c(i)#c(c(i)),
kde ¢(c(i)) = ¢(0) a teda

|## (i) F#c(c(i))] = [#F#c(i)#c(0)] < 1(e(i)+1(c(0))+5 < cena(STORExi)+5.

V pripade instrukci STORE i, READ %i a READ i je dokaz podobny;
v pripade inych instrukcii sa obsah 2. pracovnej pasky nemeni, lebo iné
instrukcie nezapisuju do ziadneho registra r;, kde ¢+ > 1.

Z (3) teda dostaneme, ze celkova dizka neblankového tseku 2. pracovnej
pasky je najviac X, (cena(Il;) +5) < T'(n) +5h = O(T(n)), lebo h < T(n)),
pozri vyssie.

Ak RAM program nepouziva instrukcie MULT ani DIV, potom T-stroj
dokéze simulovat kazdd instrukciu I, v ¢ase O(T(n)) + O(cena(1})), lebo:
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1. Cas potrebny na ndjdenie najlavejsicho blanku na 2. pracovnej péske
alebo na najdenie aktudlneho obsahu i-teho registra (pripadne ¢(i)-teho reg-
istra v pripade nepriamej adresacie) na tejto paske je O(7(n)), lebo dizka
neblankového tseku tejto pasky je O(T'(n)), (pozri vyssie).

2. Cas potrebny na ostatné ¢innosti v ramci simuldcie instrukcie I, je O(cena(I)),
¢o mozno zdovodnit podobne, ako pri popise simuldcie ingtrukcii ADD %40 a,
STORE 33, pozri vyssie.

Teda, celkovy ¢as potrebny na simuldciu postupnosti Iy, I, ..., [, je
O(hT(n)) + O(Z_cena(l})) = O(T?(n)) + O(T(n)) = O(T?*(n)).

V pripade, ked RAM program pouziva instrukcie MULT a DIV je T-
stroj schopny simulovat kazdu instrukciu I; v ¢ase O(cena?(1;)) +O(T(n)) =
O(T?(n)), lebo cena(l;) < X", cena(l;) < T(n), pozri vyssie a teda, celkovy
¢as potrebny na simuldciu postupnosti Iy, Ir, ..., I; je O(T?(n)) O

Désledok. RAM programy s logaritmickou cenou instrukcii a determini-
stické T-stroje su polynomialne ekvivalentné.

Dékaz. Vyplyva z Vety A a z Vety B. O

Pozndmka. Na T-stroji je problematické efektivne simulovat vypocet RAM
programu s jednotkovou cenou instrukcii, lebo v takom pripade méze RAM
program pocas O(n) krokov vypocitat cisla velkosti az Q(22"), napriklad
takymto programom:

r+ 2, fori+ 1ltondoxr+ zx*xzx

ale na zapis takychto ¢isel na pasku T-stroja treba az Q(2") policok pasky a
teda aj tolko casu.
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