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Kapitola 1

Terminologia

1.1 Vypoctovy model

Ako vypocétovy model ndm bude slizit Turingov stroj s jednou vstupnou péskou a k pracovnymi
paskami, pridom na vstupni pasku nemozno zapisovat. Hovorime, Zze Turingov stroj pracuje s
pamétou S(n) ak na ziadnej pracovnej paske nepouZije viac ako S(n) policok.

1.2 Zlozitostné triedy

Definicia 1.2.1. DTIME(T(n))
e trieda jazykov akceptovatelnych deterministickymi Turingovymi strojmi v ¢éase T'(n) (t.j. na
maximélne T'(n) krokov vypoctu).

Definicia 1.2.2. NTIME(T(n))
e trieda jazykov akceptovatelnych nedeterministickymi Turingovymi strojmi v ¢ase T'(n).

Definicia 1.2.3. DSPACE(S(n))
e trieda jazykov akceptovatelnych deterministickymi T-strojmi s pamétou S(n).

Definicia 1.2.4. NSPACE(S(n))
e trieda jazykov akceptovatelnych nedeterministickymi T-strojmi s pamitou S(n).

Definicia 1.2.5. P =J,., DTIME(n")

Definicia 1.2.6. NP =J,., NTIME(n")
Definicia 1.2.7. PSPACE = J,., DSPACE(n*)
Definicia 1.2.8. NPSPACE = J,., NSPACE(nF)
Definicia 1.2.9. EXP = J,., DTIME(2"")

Definicia 1.2.10. NEXP = J,., NTIME(2"")



TERMINOLOGIA




Kapitola 2

Hierarchie a simulacie

2.1 Oznacdenia

Definicia 2.1.1. Funkcia S(n) je paskovo konstruovatelnd, ak existuje deterministicky Turingov
stroj ktory na kazdom vstupe dizky n nepouzije na Ziadnej pracovnej paske viac ako S(n) policok
a na prvej paske pouzije prave S(n) policok.

Definicia 2.1.2. Nech M je deterministicky Turingov stroj s jednou pracovnou péskou. Kéd
stroja M (oznac¢ujeme (M)) je bindrny retazec tvaru:

111kod; 11kody11 ---11kodp, 111,

kde kazdy kdd; je tvaru:
010%10'10™10710°1 0,

kédujuc tak prechodovia funkciu:

5(Qja ag, CL[) = (q"u dTa as, dt)
Interpretacia symbolov:

gj — stav T-stroja,

ar — Citany symbol na vstupnej paske,

a; — Citany symbol na pracovnej paske,

q¢m — stav T-stroja v nasledujicom kroku,

as — symbol, ktory nahradi v nasled. kroku symbol a; na prac. paske,

d,. — pocet policok, o ktoré sa posunie hlava na vstupnej paske vpravo v nasledujicom kroku,

d¢ — podobne ako d,., ale pre pracovnu pasku.

Pozndmka 2.1.1. Podobne kédujeme viacpaskové Turingove stroje.

2.2 Veta o pamiifovej hierarchii

Veta [o pamitovej hierarchii]. [[| Nech log(n) < Si(n) = o(S2(n)), kde Sa(n) je pdskovo
konstruovatelnd. Potom:

DSPACE(S1(n)) S DSPACE(S2(n))
Dokaz.

1Veta hovori v principe o tom, %e ak mame viac pamite, rozpozname zloZitejsie jazyky.



4 HIERARCHIE A SIMULACIE

Def. prefixovy kéd Turingovho stroja M je retazec tvaru 11---1{M) E|

Nech M je deterministicky Turingov stroj (DTS), ktory pracuje nasledovne:

(i) Na vstupe w dizky n oznaéi na pracovnjch paskach pamiif rozsahu Sy (n).

Ak by mal M v dalom priebehu vypoétu pouzif vicsiu pamit ako Sz(n), potom vypodet
zastavi a vstup neakceptuje.

(ii) Ak vstup w nie je prefixovy kéd ziadneho Turingovho stroja, potom M neakceptuje w.

(iii) Nech w je prefixovy kéd nejakého Turingovho stroja M. Potom M (respektujic (i)
simuluje 252(") krokov vypoétu stroja M na w, a M akceptuje w iff M neakceptuje w pocas
252(") krokov.

Nech M je Tub. deterministicky T-stroj s pamétovou zlozitostou S;(n). Dokdzeme L(M) #
L(M) a teda ukdzeme, ze L(M) € DSPACE(Sy(n)) — DSPACE(S1(n)).

Nech M ma k pésok, t paskovych symbolov a g stavov. Potom sa M na vstupe dlzky n bud
zastavi pocas < T'(n) = (n+2)q[(S1(n)+1)t%(M]* krokov, alebo sa dostane do nekoneéného cyklu
z dévodu opakovania sa nejakych konfiguracii.

Nech w je dostato¢ne dlhy prefixovy kéd stroja M, kde pre n = |w| plati: M je na vstupe w
schopny s paméifou Sy(n) simulovat 252(") krokov vypoctu stroja M na vstupe w a T'(n) < 252(%)
EL také w existuje, lebo log(n) < S1(n) = o(S2(n)).

7Z (iii) = M akceptuje w iff M neakceptuje w.

= L(M) # L(M)

Pozndmka 2.2.1. S(n) musi byt paskovo konstruovatend, aby sme si ju vedeli ustrazit pri M,
S1(n) nemusi byt.

O

‘2
Dosledok 2.2.1. Kedze S(n) = 22 (umocnené n-krat) je paskovo konstruovatelna, existuje
jazyk na rozpoznanie ktorého stac¢i pamit S(n), ale nestadi pamét (a pochopitelne ani cas)
S(n)/log" n.

2.3 Veta o casovej hierarchii

Definicia 2.3.1. Funkcia T'(n) je ¢asovo konStruovatelna, ak existuje deterministicky T-stroj
ktory na kazdom vstupe dlzky n vykona prave T'(n) krokov.

Veta [0 €asovej hierarchii]. Nech n < Ti(n) = o(Ta(n)/logTi(n)), kde Ta(n) je c¢asovo kon-
Struovatelnd. Potom DTIME(Ty(n)) € DTIME(T2(n)).
2.4 Savitchova veta

Veta [Savitch]. Nech S(n) > log(n) je pdskovo konstruovatelnd, potom

NSPACE(S(n)) € DSPACE(S?(n)).

2Tak vieme ziskat fubovolne dlhy kéd, ¢o je vyhodné z technickych dévodov.
3pre dostatocne velké n to postaci, lebo Sa(n) rastie rychlejsie ako Si(n) a da sa vyuzit log(n) < Si(n) z
predpoladov vety na dokaz tejto nerovnosti pre velké n.
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Dékaz. Nech M je lubovolny nedeterministicky T-stroj (s pamiitou S(n)) majtci k-pasok, g-stavov
a t-paskovych symbolov.

Na vstupe dlzky n sa M moze dostat do najviac < g(n + 2)[(S(n) + 1)t5Mk < 5() roznych
konfiguracii, pre vhodnt konstantu ¢ (nazvime ich S(n)-ohranicené). = ak x € L(M), potom
existuje akcepta¢ny vypocet stroja M na z majici najviac ¢(™ krokov.

Aby sme zistili, ¢i sa M dostane z konfiguricie Cy do konfigurdcie Cy pocas najviac i krokov
vypoctu, staci zistit, ¢i sa M dostane z C; do nejakej konfiguracie C'3 pocas < |5 | krokov, a z C3
do C; pocas < [£] krokov.

Algoritmus pre simuléciu stroja M:
begin nech z je vstup dlzky n a nech Cj je prisluina pociatoéna konf. stroja M.
pre kazda S(n)-ohranicend akceptacni konfiguraciu Cp
if TEST (Cy, Cr, (™) then accept.
end.

Procedtira TEST (C1, C2,1) 1]
if C; = C5 alebo M prejde z Cy do C3 v jednom kroku
then return ano.
if ¢ > 1 then
begin pre kazda S(n)-ohranicend konf. C3 vykonaj
if TEST (C1,Cs, [4]) and TEST (C3, Ca, [ 5])
then return ano.
end.
return nie.
end.

Uvedeny algoritmus mozno implementovat na deterministickom T-stroj M’ s pamitou O(S2%(n)),
ktory jednu z pésok pouziva ako zdsobnik (kvoli rekurzii), ktory je zvidSeny o 1 blok rozsahu
O(S(n)) pri kazdom volan{ procedtry TEST.

Do bloku st zapisované tieto hodnoty: Cy, Ca, Cs, i, TEST (C1, Cs, f%]), TEST (C5, Cs, L%J) a ad-
resa navratu (t.j. pre volanie medzi ,if” a ,and”, alebo medzi ,and” a ,then”, alebo z hlavného
programu).

Aky velky blok teda vlastne potrebujeme? Staéi blok rozsahu O(S(n)) (C; st rddovo velkosti
S(n), maximéalna hodnota i je ¢S, & vieme zapisat do rddovo S(n) cifier).

Po vykonani jedného volania procedary TEST je prislusny blok zo zasobnika odstraneny. Kolko
najviac blokov na zdsobniku budeme mat pocas simuldcie? KedZe pri volani procedury TEST je
hodnota i (treticho parametra) zmensena zhruba na polovicu, hibka rekurzie (a teda aj pocet
blokov v zasobniku) je najviac < 14 log, ¢*(™), &o je radovo O(S(n)).
= M’ je Turingov stroj s paskovou zlozitostou O(S?(n)), ktory mozno prerobit na iny Turingov
stroj s paskovou zlozitostou S?(n) akceptujici ten isty jazyk (kompresiou pasky).

O

2.5 Dalsie vety

Veta 2.5.1. (a) DTIME(T(n)) C NTIME(T(n)) C DSPACE(T(n)) pre kaZdi casovo kon-
Struovatelni T'(n).

(b) DSPACE(S(n)) C NSPACE(S(n)) C U, DTIME(c'°8"+5() pre kazdi pds-
kovo konstruovatelni S(n).

4Procedtra TEST zisti, ¢i M prejde z C; do Cs poéas < i krokov.
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Dokaz (pre NTIME(T(n)) C DSPACE(T(n))). Nech M je Tubovolny nedeterministicky Turin-
gov stroj s Gasovou zlozitostou T'(n). Nech d je taka konstanta, Zze v kazdom kroku vypoctu
M existuje najviac d moznosti pre dalsi krok. Nech M’ je deterministicky T-stroj s pamitovou
zlozitostou T'(n), ktory na vstupe x dizky n na jednej z pasok postupne generuje (v lexikogra-
fickom poradi) vietky mozné refazce dlzky najviac T'(n) nad nejakou d-pismenkovou abecedou
{a1, a9, ...,aq}. Vizdy, ked M’ vygeneruje dalsi refazec, simuluje potom moZny vypocet stroja M
na vstupe x s nedeterministickymi krokmi reprezentovanymi vygenerovanym retazcom, a ak M v
tomto vipodte akceptoval z, potom aj M’ akceptuje z. A ak M neakceptoval x v Ziadnom vypocte,
potom ani M’ neakceptuje x. = L(M) = L(M'). O

Dékaz (pre NSPACE(S(n)) C U, DTIME(c'°8"+5() ). Nedeterministicky T-stroj M s pamé-
tovou zlozitostou S(n), ktory ma ¢ stavov, ¢ paskovych symbolov a k pdsok, sa méze dostat pocas
vietkych mozngch vypoctov na vstupe = dizky n do najviac (n+2)q[(S(n)+ 1)tk < dlosn+S(n)
réznych konfiguracii pre vhodnt konstantu d.

Nech G je orientovany graf, ktorého vrcholy st mozné konfiguracie stroja M na z, a ktorého
hrany st dvojice konfigurécii (C;, C;) takych, zZe M prejde na x z C; do C; v 1 kroku.

= M akceptuje = s pamitou S(|z|) iff v G existuje cesta z pociato¢nej konfiguracie do
niektorej akceptacnej konfiguracie. To sa d& zistit v polynomidlnom case (vzhladom na pocet
vrcholov grafu G) napriklad Dijkstrovym algoritmom. Vhodnou implementéciou takého algoritmu
na T-stroji mozno zistit uvedeny grafovy problém v case < (dlogn+S(n)ym — clognt5(n) pre ¢ = gm
a vhodné m. O

2.6 Dosledok predchadzajucich viet
Dosledok 2.6.1.
DSPACE(logn) C NSPACE(logn) C P C
C NP C PSPACE = NPSPACE C EXP C NEXP

Poznamka 2.6.1. NSPACE(logn) C P vyplyva z casti (b) predchddzajicej vety.

Pozndmka 2.6.2. NP C PSPACE vyplyva z Casti (a) predchddzajicej vety.

Poznamka 2.6.3. PSPACE = NPSPACE je dosledkom Savitchovej vety.

Pozndmka 2.6.4. NPSPACE C EXP vyplyva z Casti (b) predchddzajicej vety.

Pozndmka 2.6.5. Nie je zname, ¢i DSPACE(logn) C NP.

Pozndmka 2.6.6. Podobne tiez nie je zname, ¢i P C PSPACE.

Pozndmka 2.6.7. Naproti tomu sa vie, ze NSPACE(logn) C PSPACE a P C EXP. Vyplyva

to zo Savitchovej Vety a z Viet o pamétovej a ¢asovej hierarchii.

2.7 Translacna lema

Tvrdenie 2.7.1. Ak NSPACE(n*) C NSPACE(n®), potom:
NSPACE(n*°) C NSPACE(n").

Dokaz. Nech Ly je lubovolny jazyk z triedy NSPACE(n?°), t.j. existuje nedeterministicky T-stroj

M, akceptujici L, s pamitou n?°.

Nech Ly = {z#' | z € L1 A |z#'] = |z|°}. Nech M, je nedeterministicky T-stroj, ktory na
vstupe x#" robi nasledovné:

e najprv overi, ¢i |z#!] = |z|°.
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e ak ,4no”, potom sa na vstupe z#’ sprava rovnako, ako M; na vstupe x.

= M, akceptuje Lo s pamétou n, lebo |z#!| = (|z|%)* = |z|** a M; akceptuje L; s pamitou n?°.

= Ly € NSPACE(n*). Z predpokladu Tvrdenia = Ly € NSPACFE(n3), tj. 3 nedeterminis-

ticky T-stroj M3 akceptujtci Lo s pamitou n>.

Nech M, je nedeterministicky T-stroj, ktory na vstupe x:
e najprv si zostroji (na niektorej pracovnej paske) refazec x#' tak, aby |x#'| = |z|°.
e potom sa na ,vstupe” x#’ spriva rovnako, ako My na x#°.
M, akeeptuje Ly s pamifou n'®, lebo |z|'® = (|2|°)3 = |2#!|? a naviac M3 akceptuje Ly s pamétou

3
n-.
— L, € NSPACE(n'5). O

Translaéna lema. Nech S;(n), Sa(n) a f(n) st pdskovo konstruovatelné, So(n) > n, f(n) > n.
Potom ak NSPACE(S1(n)) C NSPACE(S2(n)) =
= NSPACE(S1(f(n))) S NSPACE(S2(f(n))).

Tvrdenie 2.7.2. NSPACE(n3) C NSPACE(n*).

Dékaz. Nech by NSPACE(n*) € NSPACE(n?). Aplikdciou translacnej lemy pre f(n) = n?,
f(n) =n*, f(n) =n® postupne dostaneme:

NSPACE(n'?*) C NSPACE(n®)
NSPACE(n'®) C NSPACE(n'?) } = NSPACE(n?*°) C NSPACE(n®)
NSPACE(n*") C NSPACE(n")

NSPACE(n*®) C NSPACE(n®)
Savitchova veta = NSPACFE(n’) C NSPACE(n'®) 3 =
Veta o pamitovej hierarchii = DSPACE(n'®) C DSPACE(n*)

= NSPACE(n*°) C DSPACE(n?°) C NSPACE(n*) spor! O
Veta 2.7.3. Ake >0 ar >0 potom

NSPACE(n") C NSPACE(n"*¢)

2.8 Veta o medzere
Tvrdenie 2.8.1. Ezistuje rekurzivna funkcialﬂ S(n) > n, pre ktori:
DSPACE(S(n)) = DSPACE(25™).

Dokaz. Nech My, My, Ms, ... je lubovolné efektivne ocislovanie vSetkych deterministickych T-strojov
(tj. z ¢isla ¢ vieme algoritmicky zostrojit M;).

Algoritmus pre vypocet S(n): Nech S; < Sz < ... < S, st v8etky rozne velkosti pouzitej
paméite v Case zastavenia alebo zacyklenia sa niektorého M;,i < n, na niektorom = € {0, 1}".

Simulujeme ,,paralelne” vypocet vSetkych M;, i < n, na vSetkych z € {0,1}", aby sme postupne
zistovali hodnoty z {51, ..., Sp} a aby sme nasli ¢islo m > n (m bude n alebo niektoré z priebezne
zistenych ¢isel z {51, ..., Sp}) t.2. pre m plati:

5pricom nepredpokladame ni¢ o jej paskovej konstruovatelnosti.
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(*) S; <m alebo 2™ < S;, Vi,1<i<p.

(T.j. Ak S; < 2™, potom S; < m pre kazdé 7, 1 < i < p).

Algoritmus najde vhodné m pomocou nasledovného testu:

Ak v simulovanom kroku ¢ pre dané m a VM;,i < n a Vz € {0,1}" plati: M, sa na x pocas
t krokov zastavil alebo zacyklil s pouZitou paméitou najviac m, alebo M; na x mal uz v kroku
t pouzite] pamite viac ako 2™, potom zrejme pre m plati (*); v takom pripade S(n) = m a
algoritmus skondi.

Kedze kazdy M;,i < n, na kazdom z € {0,1}™:
— sa niekedy zastavi alebo zacykli (s pouzitou pamitou < S,), alebo
— niekedy pouzije pamif > 2max(75p)

musi existovat krok, v ktorom je splneny vyssie uvedeny test pre m = max(n, S,) = Algoritmus
sa zastavi najneskor pri simulovani takéhoto kroku. = Funkcia S(n) je rekurzivna.

Nech L € DSPACE(25™) = 3M, akceptujuci L s pamiitou < 25("). Nech n > k,x € {0,1}".
Kedze M, je deterministicky T-stroj s pamétou < 25(") musi sa na x zastavit s pouzitou pamitou
S; < 25(n) = 2™ pre nejaké 1 < j < p. Z (*) = S; <m = S(n). = My, sa zastavi na kazdom z
dlzky > k s pamiifou < S(n). = L € DSPACE(S(n)). O

Veta [Gap Theorem)]. Pre kaZdd rekurzivnu funkciu g(n) > n existuje rekurzivna funkcia S(n) >
n takd, Ze plati:
DSPACE(S(n)) = DSPACE(g(S(N))).

Pozndmka 2.8.1. Podobné vysledky platia aj pre NSPACE, DTIME, NTIME.

Veta [Speedup Theorem)]. Pre kazdi rekurzivnu funkciu f(n) > n? existuje rekurzivny jazyk L
taky, Ze pre lubovolny T-stroj M akceptujici L v éase T(n) existuje T-stroj M' tieZ akceptujici
L, v éase T'(n) tak, Ze f(T"(n)) < T(n) pre skoro vietky n.

Pozndmka 2.8.2. Napriklad pre f(n) = 2" : 27° (") < T(n), t.j. T'(n) < log T(n).



Kapitola 3
NP-aplné problémy

*

Definicia 3.0.1. L C ¥* je polynomidlne transformovatelny na Ly C Xf, ak existuje polyném
p(n) a deterministicky T-stroj M s ¢asovou zlozitostou p(n), ktory vstup z € X* pretransformuje
na vstup y € Xj taky, ze v € L & y € L.

Definicia 3.0.2. Lj je NP-uplny, ak Ly € NP akazdy L € N P je polynomidlne transformovatelny
na Lg.

3.1 Cookova-Levinova veta

Definicia 3.1.1. SAT je mnoZina kédov vSetkych splnitelnych booleovskych vyrazov (SAT je
jazyk nad abecedou {—,V,A,=, < (,),0,1}).

Pozndmka 3.1.1. Booleovské vyrazy obsahujiice booleovské premenné, logické spojky -, V, A, =, <
a zétvorky (,) budeme kédovat tak, Ze jednotlivé premenné oc¢islujeme ¢islami 1, 2, ... a tieto
premenné v booleovskom vyraze nahradime ich ¢islami v bindrnom tvare.

Priklad 3.1.1. Booleovsky vyraz (pV ¢) = (-pV ¢Ar) ma kéd (1Vv10) = (-1V 10 A 11).
Veta [Cook-Levin]. SAT je NP-iplng jazyk.

Dokaz. Je zrejmé, ze SAT € NP. Nech L C ¥* je lubovolny jazyk z NP. D4 sa ukdzaf, ze pre
L existuje polyném p(n) a nedeterministicky T-stroj M = (¥, Q, 6, qo,qr) akceptujici L v Case
p(n), pricom M neméd pracovné péasky, ale moZe prepisovat symboly na vstupnej (smerom doprava
nekoneénej) péske.

Lubovolny vypocet stroja M na vstupe z € ¥* majici p(|z|) krokov moZno reprezentovat
refazcom CoC1 ... Cp(jq)) (nad abecedou ¥' U Q), kde |C;i| = p(|z]) + 2 pre Vi a C; je konfiguracia
du;iq*v;, v ktorej je M v i-tom kroku (t.j. M je v stave ¢* € @, v prvych p(|x|) + 1 polickach pasky
je slovo ¢u;v; a hlava ¢ita najpravejsi symbol slova u;).

Nech x € ¥*, |z| = n a D je Tub. refazec (nad X' U Q) dlzky (p(n) + 1)(p(n) + 2), t.j.
D = DoDs ... Dy, |Di| = p(n) + 2 pre Vi. Retazec D reprezentuje nejaky akceptacny vypocet
dlzky p(n) stroja M na x prave vtedy, ked:

(1) Dy je pociatoéna konfiguracia gozBP(™~*l (B je ,blank” symbol).
(2) D;+1 je konfiguracia do ktorej M moze prejst v jednom kroku z D;, i =0,1,...,p(n)—1.
(3) Dp(ny je niektora akceptacné konfiguracia.

N4&s ciel je pre dané x, M, p zostrojit (v polynomidlnom ¢ase vzhladom ku |z|) booleovsky vyraz
E, =F ANGA H A1, ktory bude splnitelny (t.j. E, € SAT) prave vtedy, ked existuje retazec D
splhajici (1), (2), (3) (t.j. z € L). Tym dokaZeme, L je polynomialne transformovatelny na SAT.
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Konstrukcia F,:

E, bude obsahovat booleovské premenné y; 5, 1 < j < (p(n)+1)(p(n)+2) a s € L'UQ. Interpretacia
kazdej premennej y;  je taka, ze y; s = 1 prave vtedy, ked j-ty symbol retazca D je symbol s.
Zostrojime vyrazy F, G, H, I tak, aby:

(a) F bol splnitelny prave vtedy, ked pre vSetky 7 (1 < j < (p(n)+1)(p(n) +2)) prdve jedna
premennd y; s (s € £’ U Q) ma hodnotu 1 — t.j. takéto hodnoty premennych y; s uréuji
prdve jeden retazec D (nad X' U Q) dlzky (p(n) + 1)(p(n) + 2) a obréatene.

(b) vyraz G resp. H resp. I ,kontroloval”, ¢i refazec D urceny hodnotami premennyjch y;
(splitajici F) mé vlastnost (1) resp. (2) resp. (3).

Konstrukcia F:  F:=F AFsA---ANF,, h=(p(n)+1)(p(n)+2)
F; ::( \/ yj,s)/\_‘( \/ (yj,s/\yj,r))v J=12,...,h

seEX'UQ SFET
s,rex’uQ

Pre dané j ¢len \ s, ¥j,s [resp. €len =(V sz (Y55 AYj,r))] zabezpecuje aby aspoti [resp.
5,reX'UQ
najviac| jedna premennd y,, (¢ € ¥’ U Q) mala hodnotu 1.

Konstrukcia G: Nech x = z125 ... 2,, T; € X pre Vi.

G = yl,(/ A Y2,q0 A Y3,21 A Y420 JARERIAY Yn+-2,2, A\ Yn+3,B JARERIAN yp(’rb)+2,B
t.j. G skutocne kontroluje, & Dy je podiatoéna konfiguracia ¢qozis . . .z, BP(M ",
Konstrukcia [:
Ii=Ytqr VYt41,ae VooV Yirpm) 41,0t =p(0)(p(n) +2) + 1

t.j. I kontroluje, ¢i D)) obsahuje akceptacny stav gp.

Konstrukcia H:  Nech D; = z125... zy(n)42 je konf. stroja M a nech D1 = 2125 ... z;)(n)”
je retazec (nad X' UQ). Retazec D, 11 je konfigurédcia, do ktorej sa moze M dostat v jednom kroku
z konfigurédcie D;, ¢o je prave vtedy, ked pre kazdé [ plati (*) a (**):

(*) Ak z;-1, 21, 2141 € ¥ (t.j. symbol z; sa nemoze zmenif v jednom kroku, lebo hlava je
dostato¢ne daleko od neho), potom z] = z;.

(**) Ak 21,2141 € ¥ a 2 € Q (t.j. 211, 21, 2141 sa mdZu zmenit v jednom kroku), potom
21_17%7]4, je taky refazec, ktory moze vznikntf z refazca 2122141 v jednom kroku v stlade
s prechodovou funkciou § stroja M.

J+pn)+2
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Pre kazdy retazec rgs (r,s € ¥/, g € Q) nech:

K, g5 = {tuv | t,u,v € ' UQ, tuv moze vzniknat z rgs v 1 kroku v stlade s § (pozri (¥*))}

Nech H; = A ( N\ Wi Ayjs Ay = yj+p(n)+2,s)>
i(p(n)+2)+1<5<(i+1)(p(n)+2) \r,s,tex’

H™ = /\ ( /\ (yjfl,r/\yj,q/\yj+1,s:> \/ (yj+p(n)+1,tij+p(n)+2,u/\yj+p(n)+3m)>>

<<\ sex tuvEK g
q€Q

2:071a7p(n)71

Potom H = Hy ANH{ A--- A H;(n)_l NHF* NHF AN A H;(*n)_l) je vyraz, ktory kontroluje, ¢i
D = DgDy -+ Dp(,y mé vlastnost (2), pretoze H; resp. H;* kontroluje, ¢i pre dvojicu D; a Djy1

plati (*) resp. (**).

Dokézme teraz: M akceptuje z v ¢ase p(|x|) (t.j. « € L) prave vtedy, ked E, = FAGAH AT je
splnitelny (t.j. E, € SAT).
Dokaz. Nech M akceptuje x v ¢ase p(n), n = |r| = 3D = DoDy - - - Dy, také, ze plati (1), (2) a
(3). Z konstrukcie vyrazov F, G, H, I sa d4 nahliadnut, Ze hodnota kazdého z nich je 1 pre hodnoty
yj,s uréujucich D (t.j. pre y; s = 1 iff j-ty symbol retazca D je symbol s) a teda E, = FAGAHANI
je splnitelny.

Obrdtene: Nech E, je splnitelny. Vyberme Iubovolné hodnoty y; s také, Ze hodnota vyrazu
E, je 1 (t.j. hodnota kazdého z F,G, H, I je 1). Tieto hodnoty y; , uréuju D = DDy - -+ Dp(y). Z
konstrukcie F, G, H, I vyplyva, ze pre D plati (1), (2) a (3) a teda M akceptuje = v ¢ase p(|x|).

Nakoniec dokdzme: L je polynomiélne transformovatelny na SAT.

Dékaz. E, obsahuje (p(n)+ 1)(p(n)+ 2)|X' U Q| roznych premennych y; 5, (n = |z|), ktoré mozno
oéislovat binarnymi ¢islami dizky O(logp(n)) a teda dizka kédu vyrazu E, je O(p?(n)logp(n)),
t.j. O(p3(n)), lebo kazdd y; s sa v E, vyskytuje najviac k-krat (pre Iubovolne velké n) (k zévisi
od ¥ a Q). Kedze E, ma ,jednoducht” $truktiru, mozno jeho kdd zostrojit deterministickym
algoritmom v polynomidlnom ¢ase (vzhladom ku |z| = n). Z toho vyplyva, Ze L je polynomidlne
transformovatelny na SAT a teda SAT je NP-tplny jazyk.

O

3.2 Praktické NP-uplné problémy

Medzi zndme NP-tplné problémy patria: SAT, CSAT, 3—SA7E|, Hamiltonovska kruznica, Vrcho-
10v<f| pokrytie, Klika, Farbenie grafu k farbami, Problém obchodného cestujaceho (rozhodovacia
verzia), 0-1 KNAPSACK (rozhodovacia verzia).

V tejto kapitole si ukdZzeme niekolko dalSich praktickych NP-uplnych problémov.

12.SAT € P
2Hranové pokrytie € P
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3.2.1 Problém kontajnerov

Problém kontajnerov (Bin-Packing Problem): E]

Vstup: dy, - ,dn,m,C (n,d;,m,C €N)
Otazka: Mozno ¢isla dy, - - ,d, rozdelit do m disjunktnych mnoZin tak, aby ich suma v kazdej
mnozine bola najviac C?7

kontajnery

e

Ky

Priklad 3.2.1. MoZno n objektov umiestnit do m kontajnerov s kapacitou C, kde d; je rozsah
i-teho objektu?

Priklad 3.2.2. Mozno vykonat n programov na m poéitacoch v ¢ase najviac C, kde d; je ¢as
potrebny na vykonanie i-teho programu?

Priklad 3.2.3. Mozno vyrobit n stuéiastok na m strojoch v ¢ase najviac C, kde d; je ¢as potrebny
na vyrobu i-tej stciastky?

Pozndmka 3.2.1. Problém kontajnerov je NP-uplny pre kazdé pevné m > 2.

3.2.2 Problém rozdelenia

Problém rozdelenia (Partition):

Vstup: ay, -+ ,a, (n,a; €N)
Otazka: 3B C{1,2,---,n}: >, .pa;i= Zie{l,Z,m,n}fB a; ?

Pozndmka 3.2.2. Problém rozdelenia je formalny jazyk:
L= {kéd(al)#kéd(@)#---#kéd(an) ’ neN a,---,a, €N, IBC{L1,2,--- ,n}:

Z a; = Z a;, kde ,kéd(a;)” je bindrny zapis ¢isla z}
i€B i€{1,2,- ,n}—B

Podobne by sme mohli formalne definovat jazyky aj pre ostatné NP-tplné problémy.

3.2.3 Riadenie skladu
Riadenie skladu (Dynamic Storage Allocation):

Vstup: s1,71,d1, " ,Sn,Tn,dn, D (0, 8;,73,d;, D € N) E]
Otazka: Existuju intervaly Uy,---,U, (tvaru (a,b), a,b € Ny) také, ze |U;| = s; a U; C (0, D) Vi,
a ak U; NU; # 0 pricom ¢ # j, potom bud r; > d;, alebo r; > d; ? E]

D

Y sklad

3Tiez Problém hromadnej obsluhy (Multiprocessor scheduling).

4kde n je pocet tovarov na docasné uskladnenie, D je kapacita skladu a s; resp. r; resp. d; je velkost resp. ¢as
prichodu do skladu resp. ¢as odchodu zo skladu i-teho tovaru.

5U; vyznaéuje umiestnenie i-teho tovaru.
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3.2.4 Hranové vnaranie do mriezky
Hranové vnaranie do mriezky:
Vstup: Graf G =(V,E), m,ne€N.

Otazka: Existuje injektivna funkcia f:V — {1,2,--- ;m} x {1,2,--- ,n} takd, ze ak (u,v) € E,
f(u) = (z1,y1) a f(v) = (x2,y2), potom bud x; = x5 alebo y; = y2 ?

»

3.2.5 Problém dostatku registrov

Problém dostatku registrov:

Vstup: n-¢lenné postupnost prikazov typu ,x < y” alebo ,x < yopz2”, K € N.
Otazka: Staci K registrov na vypocet danej postupnosti prikazov?

kompilator
e

Priklad 3.2.4. (axb—c)/b+a/(a*xb—c)

d—axb d—axb
e—d—c d—d-c
f<e/b 8 registrov, stacia 47 c—d/b 4 registre
g« ale b—a/d
h—f+g c—c+b

3.2.6 Konstrukcia krizovky

Konstrukcia krizovky:

Vstup: Kone¢na mnozina slov W C ¥*, booleovskd matica A = (aij)nxn, n € N.

Otazka: Nech E je mnozina dvojic (i, j) takd, Ze a;; = 0. Existuje funkcia f : E — X taka, ze
postupnost symbolov v maximélnej stvislej nulovej ¢asti stipca/riadku tvori slovo z W ?

3.2.7 Minimalna mnozina testov

Minimalna mnoZina testov:

Vstup: Booleovska matica A = (ai;)mxn, (M,n € N), K € N, K <n.

Otazka: Mozno z matice A vynechat n — K stipcov tak, ze vietky riadky vyslednej matice budi
navzajom rozne ?
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Priklad 3.2.5. Opravar televizorov vie, Ze nastala jedna zo Styroch moznych portch. Sta¢ia mu
dva testy z troch uvedenych v tabulke ?

Ty T T3
p1 1 0 1
D2 1 1 0
P3 0 1 1
P4 0 0 1




Kapitola 4

NP-optimalizacné problémy

4.1 Optimalizac¢né versus rozhodovacie problémy

Definicia 4.1.1. NP-optimalizaény problém A je dany cielom (t.j. min alebo maz), polyno-
mialne ohranifenou relacion R C ¥* x ¥* (t.j. pre R existuje polyném p taky, ze ak (x,y) € R,
potom |y| < p(]z|)) a hodnotovou funkciou m : £* x ¥* — N, pricom R aj m su vypocitatelné
deterministicky v polynomialnom case.

Presnejsie {a#y | (z,y) € R} € P a pre dvojicu (z,y) € R mozno hodnotu funkcie m(z,y)
vypoditat deterministicky v ¢ase g(|z| + |y|), kde ¢ je nejaky polyném.

Pozndmka 4.1.1. Relacia R je relaciou medzi "problémom” (vstupom) z, a ”rieSenim” problému
(vystupom) y. Funkcia m vy¢isluje hodnotu (kvalitu) riegenia.

Priklad 4.1.1. Optimaliza¢ny problém obchodného cestujtceho:

e ciel je min (hladdme najlacnejsiv Hamiltonovskia kruznicu).

e R = {(x,y) | « je kompletny graf s ohodnotenymi hranami, y je Hamiltonovskd kruznica
grafu x }

e m(x,y) = cena Hamiltonovskej kruznice y grafu x.

Pre NP-optimaliza¢ny problém A dalej definujeme:

Definicia 4.1.2. Kon$trukény problém: Pre dané x najdi/zostroj (ak existuje) y také, ze
(z,y) € R, pri¢om:

m(x,y) = HliEI:l {m(x,y’) | (z,y") € R} pre ciel min a podobne:
yle *
m(x,y) = max {m(z,y') | (z,y’) € R} pre ciel max.
y/e *

Definicia 4.1.3. Hodnotovy problém: Pre dané x uréi (ak existuje):

min {m(z,y") | (z,y") € R} pre ciel min,
Y ED*

max {m(z,y') | (z,y’) € R} pre ciel maz.
y/e *

Definicia 4.1.4. Rozhodovaci roblém: Pre dané x a dané k € N zisti, ¢i:

Jy: (z,y) € RAm(z,y) < k pre ciel min,

Jy: (z,y) € RAm(z,y) > k pre ciel maz.
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Pozndmka 4.1.2. Rozhodovaci problém mozno formulovat aj ako jazyk:
L ={a#dk)|zeX* keN, Jy: (x,y) € RAm(z,y) < k} pre ciel min a podobne:

L={x#d(k) |z e X" keN, Jy: (z,y) € RAm(z,y) > k} pre ciel maz.
kde d(k) je dekadicky/binérny zapis ¢isla k.

Lema 4.1.1. Rozhodovaci problém kazZdého NP-optimalizacného problému patri do NP.

Dokaz. Dokaz vykondme bez ujmy na vSeobecnosti pre ciel min (pre ciel maz je dokaz podobny).

Ku danému z nedeterministicky ,uhddneme” y, zistime ¢ (z,y) € R a ak &no, vypocitame
hodnotu tohto riesenia pomocou funkcie m(z,y). Nakoniec overime ¢ je hodnota m(z,y) mensia
alebo nanajvys rovnd éislu k. VSetky uvedené operécie je mozné vykonat (nedeterministicky) v
polynomialnom case, ako vidno priamo z definicie NP-optimaliza¢ného problému a preto jeho
rozhodovaci problém patri do NP. O

Veta 4.1.2. Nech A je lubovolny NP-optimalizacny problém s cielom mil}, reldciou R a hodno-
tovou funkciou m, ktorého rozhodovaci problém:

L={a#dk)|z X" k€N, Jy: (x,y) € RAm(x,y) <k}

je NP-uplny. Nech mozno L akceptoval deterministicky v éase T(n). Potom konstrukényg problém
pre A mozno riesit deterministicky v c¢ase r(n)T(s(n)) pre vhodné polyndmy r, s.

Dékaz. (1) Pre dané z najdeme (ak existuje) K, = minyes+{m(z,y)| (z,y) € R} takto:

Nech ¢ je polyném ohranicujtci ¢as vypoétu funkcie m. Po ¢(|z| + |y|) krokoch vypocétu ma
hodnota m(z,y) zapisana v binirnom tvare najviac q(|z|+ |y|) &slic, t.j. m(z,y) < 20U=l+vD) —1 <
24'(I]) pre vhodny polyném ¢’, nakolko R je polynomidlne ohranicens a teda |y| < p(|z|).

Pomocou algoritmu pre rozpoznavanie L, zistujic, ¢i x#d(i) € L pre vhodné ¢isla i, ndjdeme
min {i | ##d(i) € L} = K, (ak existuje) bindrnym prehladavanim intervalu (0, 27 (1)),

(2) Pre dané z a K, zostrojime (niektoré) optiméalne rieSenie y, také, Ze (z,y,) € R a
m(x,y,) = K, takto:

Nech L' = {a#d(k)#z|z € ¥*, k € N,y : (z,y) € RAm(x,y) <k a z je prefix retazca y}. Da
sa lahko nahliadnut, ze L’ € N P (nedeterministicky ,uhddneme” y a overime vSetky podmienky).
KedZze L je NP-uplny, musi byt L’ polynomiédlne transformovatelny na L, presnejsie kazdy vstup
x#d(k)#z je polynomiélne transformovatelny na nejaké w, pricom xz#d(k)#z € L' < w € L.

Pre jednoduchost, nech ¥ = {0, 1}. Hladany refazec y, zostrojime postupnym predlzovanim
uz najdeného prefixu z takto:

Ak wg = x#d(K,)#20 resp. uy = x#d(K,)#z1 patri do L', potom z0 resp. z1 je dlhsi
najdeny prefix hladaného y,. To, & ug resp. u; patri do L' moZno zistit tak, Ze ug resp. u; najprv
transformujeme na wq resp. wi a potom zistime, ¢i wy resp. wy patri do L. O

Déosledok 4.1.1. (a) Veta plati aj ked predpoklady ,,L je NP-uplny” a ,,L mozno akcep-
tovat deterministicky v ¢ase T'(n)” nahradime predpokladom ,nejaky NP-tuplny jazyk Lo mozno
akceptovat deterministicky v ¢ase T'(n)”.

(b) Ak P = NP, potom kon§trukény problém kazdého NP-optimaliza¢ného problému mozno
rieit deterministicky v polynomialnom case.

Ipre ciel maz analogicky.

2Inak povedané, ak platia predpoklady vety, potom sa da konstrukény problém pre A riesit v iba o nie¢o horsom
Gase v porovnani s T'(n), pretoze T'(n) pravdepodobne nebude polyném.

3Nie je zname, & tato veta plati aj bez predpokladu NP-tplnosti jazyka L.
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Dékaz. (a) Dokaz je totozny s dokazom Vety aZ na to, Ze v Casti (2) jej dokazu treba
nahradit jazyk L jazykom Lg a overenie toho, ¢ a#d(i) € L (v ¢asti (1)) sa vykond nasledovne:
Kedze L € NP (vid Lema a Lo je NP-uplny, zrejme L je polynomidlne transformovatelny
na Lo, z ¢oho vyplyva, Ze x#d(i) € L <= w € Ly, kde w je vysledok polynomiélnej transformécie
vstupu x#d(1).

(b) Nech A je Tubovolny NP-optimalizaény problém a Lg je fubovolny NP-uplny jazyk. Ak
P = NP, potom mozno Ly akceptovat deterministicky v ¢ase T'(n), kde T'(n) je polyném. Z
(a) vyplyva, Ze konStrukény problém pre A moZno riesit deterministicky v polynomidlnom case
r(n)T(s(n)). O

Priklad 4.1.2. Pre dany graf G najdi (ak existuje) nejakit Hamiltonovska kruznicu — formélne
sa jedna o konstrukény problém s relaciou:

R ={(z,y)| graf z ma Hamiltonovska kruznicu y},

m(z,y) =1 Va,y, ciel je min alebo max.

Z Vety (alebo z Dosledku ¢ast (a)) vyplyva, zZe zostrojift Hamiltonovska kruznicu
grafu G je zhruba rovnako tazké ako zistit, ¢i G mé Hamiltonovska kruznicu.

Veta 4.1.3. Nech A je lubovolny NP-optimalizacnij problém, ktorého rozhodovaci problém L moZno
akceptovat v deterministickom ¢ase T(n) (L nemust byt NP-uplnyg). Potom hodnotovy problém pre
A mozno riesit deterministicky v éase r(n)T(s(n)) pre vhodné polynomy r, s.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v Casti (1) Dokazu Vety O

4.2 Aproximovatelhost NP-optimalizaénych problémov

Definicia 4.2.1. Nech A je NP-optimalizaény problém s ciefom min resp. cielom maz, reldciou
R a hodnotovou funkciou m. Nech:

m*(z) = yrrelizq{m(x, y) | (z,y) € R} pre ciel min,

m*(z) = yrréaé)i{m(x, y) | (x,y) € R} pre ciel maz.

Hovorime, ze NP-optimaliza¢ny problém A je a-aprozimovatelng (o > 1), ak existuje determi-
nisticky polynomiélny algoritmus M, ktory pretransformuje vstup x na vystup y (t.j. M(x) = y)
s vlastnostou (z,y) € R, pri¢om:

am™(x) > m(x, M(z)) (pre skoro vSetky z) pre ciel min,
m*(z) < am(x, M(z)) (pre skoro vSetky z) pre ciel maz.

Definicia 4.2.2. Problém A je dobre aproximovatelny, ak je a-aproximovatelny pre kazdé o > 1
(a —1).

Definicia 4.2.3. Problém A je neaprozimovatelny, ak nie je a-aproximovatelny pre ziadne o > 1
(v — 00).

Poznamka 4.2.1. Ak P = NP, potom konstrukény problém kazdého NP-optimalizacného prob-
lému mozeme riesif deterministicky v polynomidlnom éasdﬂ t.j. nemé vyznam uvazovat aproxi-
movatelnost.

Veta 4.2.1. Ak P # NP, potom existuji NP-optimalizacné problémy A, B a C take, Ze:
4Pozri Dosledok (b).
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(i) A je dobre aproximovatelng, ale jeho rozhodovaci problém nepatri do P.
(i) B je a-aprozimovatelny (pre nejaké a > 1), ale nie je dobre aprozimovatelny.
(#ii) C je neaproxzimovatelny.
Dokaz. A, B a C st rovnaké, az na hodnotovt funkciu a st definované takto: ciel je maz,
R = {(z,y) | « je graf, y je lub. postupnost vSetkych vrcholov grafu z (bez opakovania)}

a hodnotovéa funkcia m 4 resp. mp resp. me pre A resp. B resp. C je definovana takto:

|| , ak y je hamiltonovskd kruznica grafu z

ma(z,y) = {

|z] =1 , inak

2, ak y je hamiltonovska kruznica grafu x

mp(z,y) = {

1 ,inak

|x] , ak y je hamiltonovské kruznica grafu x
me(z,y) = .
1, inak
Nech M je deterministicky T-stroj, ktory v polynomiidlnom case pretransformuje graf z na
postupnost y, vrcholov grafu = (v nejakom lubovolnom usporiadani), t.j. M(x) = y,.

(i)
A je dobre aproximovatelny, lebo:

ma(z) = max{ma(z,y) | (,y) € R} < o] < a(le] — 1) < ama(z, M(x))

pre kazdé o > 1 a skoro vSetky =x.

Nech HAM je problém, ¢ graf ma hamiltonovskd kruznicu. Z definicie m 4 (x, y) moZzeme vidiet,
7e graf  ma hamiltonovska kruZnicu prave vtedy, ked Jy : R(z,y) A ma(z,y) > |z|, ¢o je prave
vtedy, ked rieSenie rozhodovacieho problému pre A je "4no” pre graf z a k = |z|.

Preto ak by sme vedeli deterministicky a v polynomidlnom ¢ase riesit rozhodovaci problém pre
A, potom by aj HAM bol riesitelny v deterministickom polynomidlnom ¢éase (t.j. HAM € P), ¢o
je spor s predpokladom vety P # N P, nakolko vieme, ze HAM je NP-tuplny.

(i)
B je 2-aproximovatelny, lebo:

miy(x) = max{ms(e.9) | (2.9) € R} <2 < 2mp (2, T (2),

kedze mp(z,y) € {1,2}.

Predpokladajme, Ze problém B je dobre aproximovatelny a teda napriklad %—aproximovatel’ny,
presnejsie:
2mp(x) < 3mp(z, M(z)),

kde M je deterministicky polynomidlny algoritmus z definicie a-aproximovatelnosti. Pomocou
algoritmu M a pomocou algoritmu pre mp by sme vedeli deterministicky a v polynomialnom case
vypocitat mp(z) takto:

e Ak mp(z, M(x)) = 1, potom m}(z) = 1 (pretoze mp(x) € {1,2} a teda v tomto pripade
2my(x) < 3mp(z, M(z)) = 3).

o Ak mp(z, M(x)) = 2, potom m¥;(z) = 2 (pretoze 2 = mp(z, M(x)) < mf(z) < 2).
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Z definicie mp vyplyva, ze 2 = mjy(z) = maxyes-{mp(z,y) | (z,y) € R} prave vtedy, ked
Jy: (z,y) € RAmp(z,y) =2, ¢o je prave vtedy, ked graf  ma hamiltonovska kruznicu.

Preto ak by sme vedeli deterministicky a v polynomialnom €ase vypoéitat m¥(z), potom by
HAM € P, ¢o je spor s predpokladom P # NP.

(iii)

Predpokladajme, ze C je a-aproximovatelny pre nejaké o > 1, teda:
mi (@) = max{mo(2,9)| (2.y) € R} < ame (2, M(2))

kde M je deterministicky polynomidlny algoritmus z definicie a-aproximovatelnosti. Pomocou
algoritmu M a algoritmu pre m¢c by sme vedeli deterministicky v polynomidlnom céase vypocitat
aj m&(x) pre |z| > o takto:

e Ak me(x, M(x)) = 1, potom m¥(x) =1 (lebo inak by |z| = m§(x) < ame(z, M(z)) = «a,
¢ize |z| < a, ¢o je spor s predpokladom |z| > «).

o Ak me(z, M(z)) = |z|, potom m§(x) = |z| (lebo inak by 1 = m§(z) > me(x, M(z)) = |z,
¢o je spor s predpokladom |z| > a > 1).
Z definicie m¢(x,y) vidime, ze pre |z| > 1 plati: |z| = m§(2) = maxyes-{mc(z,y) | (z,y) € R}
prave vtedy, ked Jy : (x,y) € R A me(z,y) = |z, o je prave vtedy, ked  ma hamiltonovska
kruznicu.

Preto ak by sme vedeli deterministicky a v polynomialnom case vypocitat mg (x), potom by

HAM € P, ¢o je spor s predpokladom P # NP.
O

Veta 4.2.2. Ak P # NP, potom NP-optimalizacny ,problém obchodného cestujiceho” (POC)
je neaprorimovatelny.

Dokaz. Predpokladajme naopak, ze POC je a-aproximovatelny pre nejaké a. Nech G = (V, E) je
lubovolny graf, a nech G’ = (V,V x V,cena) je kompletny graf s ohodnotenymi hranami taky, ze:

1 ,ak (i,j) € E

cena(l,]) = {a|V| +1 ,ak (%J) ¢ E

Nech M je a-aproximacny deterministicky polynomiélny algoritmus, ktory z grafu G’ zostroji
jeho Hamiltonovskt kruznicu s cenou < am*(G’), t.j. cena(G’', M(G")) < am*(G'), kde m*(G")
je cena najlacnejSej hamiltonovskej kruznice v G’. Funkcia cena je funkcia m z definicie NP-
optimaliza¢nych problémov, a relacia R pre POC je rovnaka, ako v dokaze Vety

Plati: m*(G’) < cena(G', M(G")) < am™(G’) a cena kaZdej hamiltonovskej kruznice grafu G’ je
bud |V| alebo aspoii a|V| + 1 (pretoze cena(i,j) € {1, a|V]+1}). Teda:

e Ak m*(G’) = |V, potom |V| = m*(G’) < cena(G', M(G")) < am*(G') = a|V]|.
e Ak m*(G') > a|V|+ 1, potom a|V|+ 1 < m*(G’) < cena(G', M(G")).

Suma sumarum, G ma hamiltonovski kruznicu prave vtedy, ked m*(G’) = |V|, ¢o je préve vtedy,
ked cena(G', M(G')) < a|V|. MoZeme teda uzavriet, ze pomocou algoritmu M by bolo mozné
riesit HAM, ¢o je spor s P # NP. O

Veta 4.2.3. Ak P # NP, potom:

(1) ,Maximélna klika grafu” (jej ndjdenie) a ,Najdlhsia cesta v grafe medzi dvoma danymi
vrcholmi” st neaprozimovatelné NP-optimalizacné problémy.

(2) ,,Bin-packing” (problém kontajnerov) je %—aproximovatel’ng], ale nie je (%—6)—apr0ximovatel’n3]
pre Ziadne € > 0 (pokial P # NP).
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(8) ,POC s trojuholnikovou nerovnostou” je %—apmximovatel’mj ale nie je dobre aproximo-
vatelny.

(4) ,0-1 Knapsack” (problém batoha) je dobre aproximovatelny NP-optimalizaény problém.



Kapitola 5

Pravdepodobnostné algoritmy

5.1 Vypocet urcitého integralu

Uvodom spomenieme snad najznamejsiu a pritom najjednoduchsiu metédu pre vypocet uréitého
integralu v tvare ff f(z) dx pravdepodobnostnym Monte-Carlo algoritmom.

Budeme pre jednoduchost predpokladat, ze funkcia f(x) je na intervale (a,b) nezaporné a
zhora ohrani¢en4 konstantou c, t.j. Vo € (a,b) : 0 < f(z) < c. Dalej rand je generator ndhodnych
¢isel s uniformnou distribuciou na intervale {a, b).

X

Algoritmus pre vypodet f; flx)da:

k<0
for i — 1tondo
begin
x < rand(a, b)
y — rand(0, ¢)
ify < f(x)thenk — k+1
end
integrdl — kc(b — a)/n.

Poznamka 5.1.1. Pre 0 < g, 6 < 1 plati: |integrdl — fj f(x)dz| < e s pravdepodobnostou asponl
(1—6) pre n > [1/(4¢26)].
5.2 Vypocet Cisla 7

Spomenieme jednoduchy pravdepodobnostny algoritmus, ktory myslienkovo vychadza z uvedene;j
Monte-Carlo metédy pre vypocet urcitého integralu.
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0 X ]

Algoritmus pre vycislenie 7 :

k<0
for i — 1 tondo
begin
x «— rand(0,1)
y — rand(0,1)
ifr?2+9y?<1lthenk—k+1
end
m«— 4k/n.

5.3 Testovanie velkych prvodisel

Je skuto¢nostou, ze zatial nepoznadme dostatoéne rychly deterministicky algoritmus na testova-
nie prvodiselnosti velkych (v zmysle dekadicky aspoii 100-cifernych) éisel. Uvedieme jeden znamy
prakticky algoritmus, ktory sa snazi riesit tento problém.

Miller-Rabinov test:
Vstup: neparne b > 2, r € N.

Nech [2¢ | (b—1D)] A 2814 (b — 1))
for i — 1 tor do

begin
vyber ndhodne celé a (1 <a <b-—1)
1. if 22 =1 (mod b) and = #Z +1 (mod b)

pre nejaké @ € {ab-1/2, g0-D/4 q0-1/8 .. (b-1)/2
then return ,b uréite nie je prvo&islo” (s absolitnou istotou)
2. ifa® 1 £ 1 (mod b)
then return ,b uréite nie je prvo&islo” (s absoldtnou istotou) []
end
3. return ,b je prvo&islo” (s pravdepodobnostou omylu nanajvys 27").

Veta [Miller-Rabin]. Ak b nie je prvocislo, potom ndhodne vybrané ¢islo a (1 < a < b—1) splia
podmienku v prikaze 1. alebo 2. s pravdepodobnostou aspor %

Désledok 5.3.1. Tvrdenie v prikaze 3. je pravdivé.

Dévod. Pravdepodobnost, ze ani jedno z  ndhodne vybratych &isel a nespliia podmienku v prikaze
1. a ani podmienku v prikaze 2. je nanajvys ()" O

1 na zaklade Fermatovej vety.
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Pozndmka 5.3.1. Existuje implementécia Miller-Rabinovho testu (zaloZend na principe procediry
Mod-Exp, ktort upresnime v kapitole Moduldrna aritmetika @) s ¢asovou zlozitostou O(rm?), ak
b je najviac m-bitové ¢islo.

Poznamka 5.3.2. Pre m = 340 (t.j. b je dekadicky 100-ciferné ¢islo) a r = 50:

5.4 Pravdepodobnostné generovanie velkych prvocisel

rm3 ~2.10°, 27"~ 1071

Problémom, ktorym sa budeme zaoberat v tejto stati je ndjdenie ,efektivneho” spdsobu ndhodného
generovania velkych (rddovo 100-cifernych) prvocisel. Na zaklade znalosti Miller-Rabinovho testu

sa ndm pontka takyto algoritmus:

(1) Generatorom nahodnych ¢&isel vytvor ndhodné 100-ciferné éislo b.

(2) Zisti, ¢i b je prvocislo (Miller-Rabinov test).

(3) Ak nie, opakuj (1) a (2) az do ndjdenia prvodisla.

Pozndmka 5.4.1. Algoritmus vykona (1) a (2) v priemere 230-krat, lebo v priemere kazdé 230-te

medzi 100-cifernymi éislami je prvocislo, kedze plati Erdosova veta:

kde P(n) je podet prvocisel v intervale (2,n) (n ~ 101%° 1n 10! ~ 230).

5.5 RSA sifrovaci systém

Zacénime struénou charakteristikou $ifrovacieho systému RSA a jeho vlastnostami.

lim

n—oon/lnn

P)

Kazdy Gcastnik U komunikacnej siete vlastni:

e verejny klaé¢ Py,

e tajny klu¢ Sy,

pri¢om oba tieto kluce si vytvara sam.

Verejné kltce su zndme vsetkym tdastnikom.

Tajné kluce si udrzuju Gcastnici v tajnosti.

Pre kltce plati:

e Py, Sy st jedno-jednozna¢né funkcie z D do D (kde D je mnozina sprav).

e Sy(Py(M)) =M = Py(Sy(M)) pre lubovolnt spravu z D.

B, (M)

Sp (B (M))=M
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5.5.1 Vytvorenie klacov
V tejto stati si popiSeme sposob vytvarania verejného resp. tajného klicéa pre tcastnika komuni-
kacnej siete U.

(1) Vyber ndhodné velké (dekadicky 100-ciferné) prvoéisla p, g.

(2) Vypocitaj n = pg, ¢(n) = (p —1)(¢ — 1).
(3) Vyber nepéarne ¢islo e nestudelitelné s ¢(n). Presnejsie, pomocou procedtiry Euklid (pozri

kapitolu Moduldrna aritmetika @) najdie € {3,5,7,...},acelé x, y také, ze 1 = ¢p(n)x+ey.

(4) Vypocitaj d = e~ mod ¢(n), t.j. prvok inverzny k e v zvyskovej triede ¢isel modulo ¢(n),
presnejsie: [d « y; if y < 0 then d «— y + ¢(n)]. Potom pre d plati 1 = (e - d) mod ¢(n),
d>0.

(5) Nech D =7, ={0,1,...,n — 1}. Potom:
e Py(M)= M°mod n,
o Sy(M)= M mod n,
pre vSetky spravy M € D.
Na vypocet Py (M) a Sy (M) pouzi procediru Mod-Exp (pozri kapitolu Moduldrna aritme-

tika). Plati:
Py(Su(M)) =M = Sy(Pu(M)) (VM € D)

5.5.2 Bezpeénost RSA

— AKo zistit Sy? KedZze Py (t.j. dvojica (e,n)) je znama, staci zistif d — potom budeme poznat
(d,n), teda Sp).

— AKo zistif d, ked pozname e, n? Nie je znadmy ”lepsi” sposob, nez z ¢isla n zistit p, ¢, nasledne
¢(n) a na zéver d (z Cisel ¢(n) a e).

— AKOo zistif p, ¢ z ¢isla n ? Tazko! (aspont podla doterajsich skiisenosti, a na tom je zalozen4
bezpecnost RSA).
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Modularna aritmetika

Lema 6.0.1. Nech a, b, n si najviac m-bitové é&isla. Jednoduché algoritmy pre vypoéet a-b, |a/b],
amodn = a— |a/n|n vyZaduji O(m?) bitovijch operdcii.
6.1 Vypocet ¢’ mod n

procedure Mod-Exp (a,b,n):

Nech b,,b,,—1 - . - bg je bin. reprezentacia cisla b.

d«—1
for i +— m to 0 do
begin
1. d + (d-d) modn
2. if b, =1 then d « (d-a) mod n
end
return d.

Lema 6.1.1. Procedira Mod-Exp vrdti d = a® mod n v éase O(m?), ak a, b, n si najviac m-bitové
c¢isla.
Dékaz. Nech b=>"",b;2", b; € {0,1} Vi. Potom:
1b/2] = 52" by 27 520
[6/207 ) = b2 b, 2 b2 40120 = 2(B/28 | by

z ¢oho vyplyva: v _ _ v
qlb/27H = 262 by —  [6/2] L o 16/2°)  ghicn ()

Ak po vykonani riadkov 1. a 2. s parametrom % plati d = al®/ 2') mod n, potom po vykonani
tychto riadkov s parametrom i — 1 plati d = al*/2"" ") mod n, lebo:

(p-g)modn = ((pmodn)-(¢modn))modn,
(p-qgmodn = ((pmodn)-q) modn,
pre vsetky p, g, n. Navyse z (x) vyplyva:

riadok 1.

a2 mod n = ((((alb/ziJ mod n) - (aLb/QiJ mod 7)) mod n) - a-1) mod n

d d

riadok 2.

Teda d = a!*/2°) mod n = a® mod n po vykonani Mod-Exp (a,b,n). O
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6.2 Najvicsi spoloény delitel’ — nsd(a, b)
Z Euklidovho algoritmu vieme, e nsd(a,b) = nsd(b, a mod b).
Veta 6.2.1. (Va € N)(Vb € Ny) existuji celé z,y také, Ze nsd(a,b) = ax + by, |z| <b, y < a.

Vypodet d = nsd(a,b); x; y:

T3 Si

A~
procedure Euklid ("a , b ):
if b = 0 then return (a,1,0)

T4
(d,z,2) < Euklid (b ,”a mod b )
—~ —

Ti41 Sit1

84

y+—z—|a/blz
return (d, z,y)
end

Lema 6.2.2. Procedira Euklid vrdti (d, z,y) také, Ze d = nsd(a,b) = ax + by, |x| <b, ly| <a, v
¢ase O(m?®), ak a, b si najviac m-bitové &isla (a >0, b >0).

Dokaz. Dokaz korektnosti tohto algoritmu vyplyva z algebry, a tak sa budeme zaoberat vylucne
jeho ¢asovou zlozitostou.

Nech r; resp. s; je hodnota prvého resp. druhého vstupného parametra procedary Euklid v
i-tom rekurzivnom volani. Nech je procedtra Euklid voland k-krat (k > 4). Potom plati:

(a) 1<s;<rypre2<i<k-—1,
(b) /2> ripopre 2 <i <k —2.

Dévod pre (a) : Kedze je procedtra volana k-krét, musi platit s, = 0 a s; > 1 pre i < k. Zrejme
plati: s;41 = r; mod s; < 85 = 7i41.

Dévod pre (b) : Uvazujme dva pripady:
(1) s < ’1"1/2 = Ti42 = Sjt1 = T4 mod s; < s; < 7’2/2

(2) si > /2 = 2 > r;/s; > 1 (lebor; > s; > 1, pozri (a)) = [ri/s:] = 1 =
Tive = Si01 =mimod s; =1 — |1i/8i]si =1 — 8 < 1i/2.

Z (b) vyplyva, ze k = O(logrs) = O(m), lebo a, b (a teda aj ro = b) s najviac m-bitové éisla
a pocas kazdych dvoch volani (po¢ntic druhym) sa hodnota prvého vstupného parametra zmensi
aspon na polovicu.
Teda celkovy ¢as vypoctu je O(m?), lebo (mozno dokazat, Zze) hodnoty vstupnych aj vystupnych
parametrov st v kazdom rekurzivnom volani procedtury Euklid najviac m-bitové ¢isla.
O



Kapitola 7

Kolmogorovska zloZitost

Nech Ay, As, As, ... je efektivne ocislovanie vietkych programov (napr. v C alebo T-stroje), t.j.
z Cisla i vieme algoritmicky zostrojif A; a obratene, a A; : B* — B* pre vSetky 4, kde B = {0, 1}.

Problém: Aké (minimdalne) mnozstvo informécie posta¢i na algoritmickid konstrukciu daného
objektu (retazca) z?

Priklad 7.0.1. Ak z je rozvoj ¢isla m na n miest, staél poznat n a algoritmus generujici = na
Tubovolny podet miest.

RieSenie problému: N4&jdi ,najkratsiu” dvojicu (m,p) taka, ze A, (p) = z, kde m € N a
p € B*; dlzka kédu dvojice (m,p) je mnozstvo postacujicej informécie.

Definicia 7.0.1. Nech m € N, p € B*. Kéd dvojice (m,p) je refazec (m,p) := 1™ 0mp, kde
m € B* je ¢islo m v bindrnom tvare.

Priklad 7.0.2. (6,1001) = 1119101101001 = 11101101001, naznacujic jednoznaéni spétnt
rekonstruovatelnost dvojice.

Fakt 1. (a) [(m,p)| = [1™0m p| = 2|m|+1+|p| < 2logy, m~+3+|p|, pretoze plati [77] < 1+log, m.
(b) (m,p) # (l,q) <= (m,p) # (l,q)

Definicia [Kolmogorovska zlozitost]. Kolmogorovska zlozitost retazca » € B*:

C(z) :=min{|(m,p)| :m €N, p € B*, Ap,(p) =z} .

Priklad 7.0.3. C(m,) <log(n) 4+ O(1), kde 7, je bindrny rozvoj &sla = na n miest.

Dévod. FANVn : Ai(M) = 1, = C(m,) < [{(I,7)| < 2logl + 3+ |1] < 2logl +4+1logn. O
—
o)
22"

2

—
Priklad 7.0.4. C(y,) < loglogloglog |y,| + O(1), kde y,, = 11...1.
Dévod. A, ¥n : Ap(T) = yp, potom:

Clyn) < |(m,m)

2logm+3+7m
2logm + 4 +logn

logn + O(1)

log log log log 22" 0(1)
= loglogloglog |y,| + O(1)

IN A CIA
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O
Fakt 2. Existuje ¢ > 0 také, ze C'(z) < |z| + ¢ pre lubovolny retazec z € B*.
Dékaz. A, : Ap(x) =z, Vo € B* = C(z) < |(m,x)| < |z] + logm + 3.
———
O

Definicia [c-nestlacditelnost]. Retazec x € B* je c-nestlacitelny (c > 0), ak C(z) > |z| —c.
Lema 7.0.3. Aspori 2"(1 —27¢) + 1 refazcov dizky n je c-nestlacitelngjch. E|

Dékaz. Nech M je mnozina vietkych c-nestlacitelnych retazcov dizky n, a dalej nech
M’ ={0,1}" — M.

Pre Tubovolny retazec x € M’ (t.j. stladitelny aspoii o ¢ + 1 bitov) existuje dvojica (m, ps),
taka, ze Ay, (pz) = z, pricom C(z) = |(my, pz)| < |x| — ¢ = n — ¢, teda existuje vzor kratsi ako
n—c.

Pocet retazcov tvaru (mg,p,) kde z € M’ je najviac 2"~ ¢ — 1 (pocet tplne vSetkych retazcov
dlzky mensej ako n — c).

Ak z,y € M', x # y, potom (mg,pz) # (my,py), lebo x # y = A, (pe) # Am,(py) =
(mmpw) #* (myapy) ==Fakt 1 (b) <mm7pa:> # <myapy>~

Nakoniec modzeme povedat, ze mohutnost mnoziny M’ je menSia ako pocet retazcov tvaru
(M, ps), teda ako 27—¢ — 1, éize |M]| = |{0,1}"| — [M’| > 27 — (2" ¢ — 1) = 27(1 — 2=) + 1. O

Dosledok 7.0.1. Pre kazdy kompresny program A a pre kazdd konstantu ¢ > 0 existuje ¢/ > 0
také, ze |A(z)| > |x| — ¢ pre kazdy c-nestlacitelny refazec x € B*. E|

Dévod. Nech A; je ,dekompresny” program ku A, t.j. A;(A(x)) = « pre lubovolny retazec x € B*.
Preto pre kazdé c-nestlacitelné x € B* plati:

2] — ¢ < Oa) < |{j, Al2))] < 2logj+3 +|A()],

t.j. ¢ =c+2logj+ 3. O

Veta 7.0.4. Funkcia C(x) je totdlna, ale nie je rekurzivna.

Dokaz. Totélnost vyplyva z dokazu Faktu 2. Pre vSetky n nech z, je prvy (v lexikografickom
usporiadani) bindrny retazec, taky, ze n < C(z,,). Nech by C(z) bola rekurzivna. To by znamenalo,
Ze existuje algoritmus Ay, taky, ze Ax(m) = x,, pre vSetky n, kde 7 je ¢islo n v bindrnom tvare.
Teda:

C(xy) < |(k,m)| < 2logk + 3+ 0| < 2logk +4 + logn

lebo 1| <1+ logn, ¢o je v spore s n < C(zy,) pre dost velké n. O

Veta 7.0.5. Ezistuje totdlna rekurzivna funkcia g(t,z) (monotdnne nerastica v t), takd, Ze:
tlg(r)lo g(t,z) = C(x).

Dokaz. Nech A,,(x) = x pre vetky « € B*, t.j. C(z) < [(m,x)| pre vSetky x € B*. Potom:

g(t,x) = min({|<j,p>| : Aj(p) = x pocas < t krokov; |(j, p)| < [(m,z)|} U {|<m,x>\}) .

1 Ako désledok, aspoii jeden retazec dlzky m je nestladitelny.
2Teda c-nestlacitelné retazce sa nedaji velmi stla¢if ziadnym kompresnym programom.
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Veta 7.0.6. Ak A, AL, A%, ... je iné efektivne ocislovanie vietkych programov a C' je prislusnd
Kolmogorovskd zloZitost, potom existuje konstanta c, takd, Ze:

|C(z) — C'(x)| <c¢, VzeB*
Dékaz. Nech A je program, ktory zo vstupu (I, q) urobi vystup A;(q) pre vsetky [ € N, g € B*
) =

Kedze A = Aj, pre nejaké k, plati: A} ((l,q)) = Ai(¢q). Nech C(z) = |(m,p)|, kde A, (p x.
Nakolko A} ((m,p)) = Apn(p) = z, potom:

C'(x) < [(k, (m, p))| = [1F1 OF (m, p)| = 2[k| + 1+ |(m, p)| = 2[k| + 1 + C(2).

a podobne C(z) < 2|k'| + 1 + C’'(x) pre nejaké k’. O

. , e Ve », 9
7.1 Aplikacie nestlacitelnych retazcov
Tvrdenie 7.1.1. Pre nekonecne vela n plati: Pocet prvocisel v intervale (2,n) je aspon

logy 1
— —0(1).
3log, logy (1)

Dékaz. Pre lubovolné n, nech z,, je n-ty binrny retazec v lexikografickom usporiadani. Cislo n —
a teda aj refazec x,, — mozno algoritmicky zostrojit z m-tice (ey, es, ..., en), pre ktori:

n=7p7'ps?...pom, kde p; je i-te prvoéislo, e; € Ny.
Plati: 0 < e; <logy,n Vi < m, lebo ak by e; > log, n pre nejaké j < m, potom by:
n=p{'ps?...pSm > p;j > 2% >9l%2n —p gpor!
m-ticu (e1, es, ..., €,) mozno zakédovat retazcom:
Zp = 1|E1‘061 ... 1|E’""Oém, kde €; je ¢islo e; v binarnom tvare.

= Jalg. Ay taky, ze Ax(z,) = x, Vn.

= Cl(xn) < |(k, zn)| < 2logy k 4+ 3+ m(2log, log, n + 3), lebo |g;| < 1+ logye; <1+ log,log,n,
kedze e; < log, n (pozri vyssie).

= C(z,) < 3mlog,log, n+ O(1).

D4 sa dokazat: |z, | > logy n—1. Z toho vyplyva, ze logo n—1 < |z, | < C(x,) < 3mlog,logy n+
O(1) pre O-stlacitelné z,,, a teda:

I
> _ 0&n O(1) pre O-nestlacitelné z,.
3 10g2 10g2 n

O

Tvrdenie 7.1.2. Pre skoro vietky nepdrne n plati, Ze lubovolny zdsobnikovy automat rozpoznd-
vajici L = {x22%|x € B*} musi pouZit na niektorom vstupe dizky n zdsobnik dizky Q(n).

Dokaz. Nech A je zasobnikovy automat pre L a nech A ma mnozinu stavov () a abecedu zasobnika
I' = {0, 1}. Pre kazdy retazec x € B* nech (g, w,), kde ¢, € @, w, € I'*, je konfiguracia, do
ktorej sa dostane A na vstupe 22z, ked ¢ita symbol 2.

3Program A je univerzalny stroj: na vstupe (I, ¢) simuluje A; na vstupe gq.
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Plati, Ze ak x # y, potom (q,, ws) # (gy, wy), lebo inak by A musel akceptovat aj y2z% ¢ L,
kedZe akceptuje z2z. Z toho vidiet, Ze kazdé 2 € B* mozno jednozna¢éne uréif a algoritmicky
zostrojit z trojice ("popis automatu A”, g, w,), ktord mozno zakédovat bindrnym retazcom

2z = 1P bin(A4) 1P 0 bin(g, Jw,

kde bin(A) resp. bin(g,) je bindrny kéd automatu A resp. stavu ¢, (|bin(g,)| = [log |Q[])-
Existuje teda algoritmus Ay, taky, Ze Ay(z,) = = pre vetky z, t.j. C(z) < [(k, )| = |wz| +

O(1). Potom mozno nahliadnut, Ze |z| < C(z) < |wy| + O(1) pre kazdy 0-nestlacitelny retazec z,

t.j. Jwe| = Q(Jx22%|) pre skoro kazdy 0-nestlacitelny refazec x. O



Kapitola 8

v L ° 9
Informac¢na vzdialenost

Nech AgQ), Af), A§2)7 ... je efektivne ocislovanie vSetkych programov AZ(-Q) : B* x B* — B* pre
vsetky 1.

Definicia [Informa¢na vzdialenost]. Informa¢na vzdialenost (od refazca y € B* ku x € B*)

je definovana:
C(zly) = min{|(m,p)| : AP (p,y) =2, meN, p€ B*}.

Pozndmka 8.0.1. Informacné vzdialenost je minimalne mnozstvo informécie potrebnej na kon-
Strukciu x, ak pozname y.

Priklad 8.0.1. 3c € NVz € B* : C(z|z®) < ¢, lebo existuje program AE,%) taky, ze A, (e, z%) =,
z &oho vyplyva C(z|zf) < |(m,e)| = c.

Lema 8.0.3. (a) 3c,c': C(z|y) < C(z) +c < |z|+ Va,y € B[]
(b) 3e,d :¥n3x,y € {0,1}": C(z|ly) <c A C(y|z) >n—2logyn — . E]

Dékaz. (a) Nech A;(q) =z a C(x) = |(l, q)|. Zrejme existuje program A,(f) taky, ze
AP((j.0).y) = 4;(0) (Vi €N, vy € BY)
a teda A,@((l, q),y) = A;(q) = x. Z toho vyplyva:

Claly) < I(k, (1)) = [1HOR(L g)| = 21k| + 1+ (1, )] = C(a) + 2|F| + 1.
——
(b) Pre dané n, nech z = 0" a y nech je 0-nestlacitelny refazec dizky n. Lahko nahliadneme,
Ze existuje program Agﬁ) taky, ze AS,%)(Q v) = 0 pre fubovolné v € B*, a teda:
AP (e,y) =0 = 0" = C(0"|y) < [(m,e)| =c.
Opaénym smerom, nech AI(Q)(p, 0") =y pricom C(y[0") = [(l, p)|, t.j. ak pozndme [, p, n, vieme
zostrojit y; ¢o mozno vyjadrit aj tak, Ze existuje A taky, ze Ax(1™071'0lp) = y. Potom:
C(ylo™)
_ e _ —~ = _
C(y) < |(k, 1™Mon1lolp)| = 2|k + 1+ 2|A| + 1 + |1, p)| < C(y|0™) + 2logn + 2|k| + 4.
z Eoho vyplyva, ze: n < |y| < C(y) < C(y|0") + 2logn + 2|k| + 4 pre kazdé O-nestlacitelné y. [
——

c!

1Jednoduchy stvis informac¢nej vzdialenosti a Kolmogorovskej zlozitosti. Poslednti ¢ast nerovnosti sme dokéazali
uz v predchadzajucej kapitole o Kolmogorovkej zlozitosti (Fakt 2).
2Teda sta¢i mélo informécie na konstrukciu « z y, ale opaénym smerom je jej potrebné podstatne viicsie mnozstvo.
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Fakt. Pre dané y existuje najviac 2**! — 1 refazcov x s vlastnostou C(z|y) < k.

Dokaz. Pre kazdé takéto 2 musi existovat retazec (m,p,) dizky najviac k taky, ze A,,, (p.) = =
a C(z]y) = |[(mg,ps)|- Ale takychto (m,,p,) je najviac 281 — 1. O

Lema 8.0.4. Pre lubovolné n € N existuji retazce x,y € {0, 1}", x # y také, Ze C(xzly) > n —1
aj C(y|lz) > n—1.

Dékaz. Nech x1, g, ..., r2n st vietky bindrne refazce dlzky n a nech A = (a;;) je booleovskd
matica radu 2™ x 2" taka, ze:

v — 0 ,ak C(z|lz;) <n-—2
Y1 ak Calzy) >n—1

7 vyssie uvedeného Fakt-u vyplyva, 7e v kazdom stlpci matice A je nanajvys 27~ ! — 1 ndl, t.j.
aspot 2”71 4+ 1 jednotiek. V celej matici sa teda nachadza aspori 2"(2"~! + 1) jednotiek. Na
diagonale matice je trividlne nanajvys 2" jednotiek.

V celej matici A (okrem diagondly) je teda aspoti 2" (2"’1 +1) — 2" = 2271 jednotiek. Ak by
pre kazda dvojicu indexov 4,5, 1 <i < j < 2" ktorychJe ( ) platilo aU = 0 alebo a;j; = 0, potom

by v celej A (okrem diagonély) bolo nanajvys ( ) = 227—1 _ 9n~1 jednotiek, ¢o je menej ako
zddvodnend spodné hranica poétu jednotiek 227~ t . Tym prichadzame ku sporu, z ¢oho vyplyva,
ze musi existovat dvojica ¢,j s vlastnostou a;; = 1 = a;;. O

Na zaver si polozme otédzku, ako minimdlne zlozity musi byt program realizujici (nezndmu)
funként zavislost vystupov y; na vstupoch z;, i =1, 2, ...,t.

Lema 8.0.5. 3¢ > 0 také, Ze ak pre nejaké retazce 1, T2, ..., Ty, Y1, Y2, -- -,y € {0,111 a
program A, plati A, (x;) = y; pre Vi, potom:

C(bin. kod A,,) > C(y|z) — ¢,
kde x = 1171102, ... 1%l 0z, je kdd postupnosti x1, x, ..., xs, podobney = 119110y, ... 11¥:1 0y,
je kod postupmosti y1, ya, .., Y-
Dékaz. Nech C(bin. kéd A,,) = |{l, p)|, kde A;(p) = bin. kéd A,,. Potom existuje program A?),
taky, ze . Program A pracuje nasledovne:
a) z retazca (I, p) zisti [ a p

b) z [ zostroji program A;

d

)
¢) zostroji (bin. kéd A,,) = A;(p) (t.j. simuluje A; na vstupe p)
) z x zostroji x1, Ta, ..., Tt

)

e) zostroji y1 = Ay, (x1), ldots ,y, = Ap(z) (t.j. simuluje A, na x; pre vietky 7)
f) zostroji y = 1110y, ... 1l¥l 0y,
Kedze A% ({1, p), ) = y, potom
Clylz) < |(r, L, p))|
= 1707 (1, p))|
=27+ 1+ [, p)|
= 2|F| + 1 4 C(bin. kéd Ay,)
= ¢+ C(bin. kéd A,,,)
O

Pozndmka 8.0.2. Program A,, je komplikovany a dlhy, ak je zavislost y; na z; komplikovana, t.j.
ak je hodnota C(y|z) velka.
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