Cvicenie 1
Priklad 1.1.

Mame utriedené pole n ¢isel. Najdite taki dvojicu tychto cisel, ze ich sicet je aspon k a
zaroven je ku k co najblizsie.

Naért rieSenia 1.1.

Pokusme sa néjst riesenie lepsie ako O(n?). Ak si zafixujem jedno konkrétne ¢islo x, tak sa
nam problém zmeni — hladdme najmensie ¢islo véacsie alebo rovné ako k — x. Co v utriedenom
poli mézeme robif pomocou bindrneho vyhladdvania. Toto teda zopakujem pre kazdé mozné x
a vypiSeme najlepsiu ngjdent dvojicu, ¢im dostaneme rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(nlogn).

Mozeme si ale véimniit nasledovnt vec. Ak skiiSame x postupne od najmensich po najvicsie,
tak sa hodnota k& — 2 bude postupne zmensovat. Nemusime preto bindrne vyhladavat v celom
poli, staéi sa pozriet kde sme nasli predchadzajiice k — x a hladat uz len v mensich ¢islach.

Toto pozorovanie potom vedie k este jednoduchsiemu rieSeniu. Budeme si pamitat dva
indexy zac a kon, prvy nastavime na zaciatok a druhy na koniec. Oba ukazuji na nejaké
dva prvky. Ak je stcet tychto dvoch prvkov vicsi ako k, musime tento sicet zmensit, teda
zmensime hodnotu kon o 1. Ak je sicet mensi, tak o jedna zvéacs$ime premennu zac. Takto
postupne prejdeme viacero dvojic, medzi ktorymi je urcite aj vysledok a vyberieme z nich
ta, ktord davala najlepsi vysledok. Naviac, kazdi premennt zmenime najviac n krat, preto
dostaneme riesenie so zlozitostou O(n).

Priklad 1.2.

V rovine méme n bodov, ktoré si na stradniciach (z;,y;). V rovine chceme nakreslit vo-
dorovnu priamku. Navrhnite algoritmus, ktory urci y-ovi suradnicu tejto priamky tak, aby sa
minimalizoval sticet vzdialenosti bodov od priamky.

Nacrt rieSenia 1.2.

Je jasné, Ze vzdialenost bodu i od priamky je y — ;. Potrebujeme teda minimalizovat sumu
takychto rozdielov. Zvolme si nejaki stradnicu y (BUNV na stradnici y nelezi Ziaden z bodov),
na ktorej bude lezat nasa priamka a sicet vzdialenosti oznac¢me s. Ako sa zmeni hodnota s ak
priamku umiestnime na poziciu y + 17

Priamka sa vzdiali od vSetkych bodov, ktoré lezali pod nou, od kazdého z nich o 1. Ale 0 1
sa zase priblizi ku vSetkym bodov, ktoré lezali nad nou. Takéto posunutie preto bude vyhodné
prave vtedy ak je nad priamkou lezi viacej bodov, ako lezi pod nou. V takom pripade sa nam
totiz hodnota s zmensi.

No a tato myslienka plati aj vSeobecne. Vidy ked nebude nad aj pod priamkou rovnaky
pocet bodov, bude existovat smer, v ktorom sa ndm tito priamku oplati posunit. Optiméalne
umiestnenie bude také, pri ktorom bude nad aj pod priamkou rovnaky pocet bodov. Hladdme
teda median z y-ovych siradnic zadanych bodov.

Priklad 1.3.

Mame pole A kladnych aj zapornych ¢éisel dfiky n. Najdite suvisly podusek, ktory ma
najvacsi sucet.
Nacrt rieSenia 1.3.

Pri tejto tlohe vyuzijeme prefixové sucty. Vytvorime si pole P[], kde na pozicii P[i] bude
stucet prvych ¢ prvkov pola A[] (teda tie na pozicidch 0 az i — 1). Hodnota P[0] bude rovna 0.
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Uvedomme si, Ze ak chceme zistif sicet nejakého stvislého tiseku, ktory zacina na indexe zac
a kon¢i na indexe kon, vypocitame ho ako rozdiel Plkon + 1] — P[zac]. Toto pole naviac vieme
Tahko spocitat v linedrnom case, lebo P[i] = P[i — 1] + A[i — 1].

kde P[j] je najmensia predchédzajica hodnota. Mézeme teda postupne {st polom P[], pamétat
si najmensiu hodnotu, ktort sme zatial videli, pocitat stucet tiseku konéiaceho na aktudlne
spracovéavanej pozicii a nakoniec vypisat najvacsi sicet, ktory sme pocas behu programu videli.

Alternativne riesenie 1.3.

Ideu si ukdzeme na poli zacinajicom A = [8, —14,15,—10,11, —17,...]. Kedze 8 — 14 = —6,
tak tsek [8, —14] sa nam ,neoplati* ddvat do vysledku. Mozeme tam dat ked tak [8]. Takze
pokracujeme d’alej, kde mame stcty 15, 15—10=15,15—-10+11=16,15—-10+11-17 = —1,
¢o je uz zaporny sucet. Cize sa ndm tiez ,neoplati“ ist d'alej. Vieme zobraf doteraz najleps
tsek, teda [15, —10, 11], a pokracovat d'alej. Teraz zapiSeme tento algoritmus poriadnejsie a aj
odovodnime, Ze tento pristup je spravny. Stvisly tsek pola A od indexu i po j — 1 budeme
oznacovat Ali : j] (ako v Pythone).

Pocitajme postupne sicty A[0 : ] az do momentu, kedy prvykrat bude stucet A[0 : 7] zdporny.
Tiez si pocas toho ndjdeme najvacsi takyto stcet Spyay. Kazdy doterajsi sucet A0 : j] pre j < i
bol kladny, preto stucet A[j : 1] musi byt zdporny (ked'Ze po pripocitani kladného suctu A0 : j]
dostaneme zdporné ¢islo). Nech Ala : 0] je tsek pola A s najvicsim stictom. Pozrime sa na to,
kde tento tisek moze byt.

e Ak by bol na rozhrani isekov A0 : i] a A[i : n], teda ak a < i < b, tak ho vieme rozdelit
na Ala :i] a Ali : b], pricom Ala : 7] m4 zdporny stcet — vieme ho teda vyhodit a dostat
VACST sucet, ¢o je spor.

e Nech je Ala : b] cely v prvom tseku, teda b < i. Ak by platilo a > 0, tak isek A[0 : a] m&
kladny sticet, ¢ize ho vieme pridat. Teda v tomto pripade uvazujeme len tiseky za¢inajice
sa na zaciatku, kde najvacsi sucet je prave spyax.

e Ak je Ala : b] cely v druhom tseku, teda a > i, tak sicet najdlhsieho useku ndjdeme
rekurzivne na poli A[i : n — 1].

Vysledkom bude potom vécsie ¢islo z poslednych dvoch bodov. Rekurziu sme zvolili len pre
jednoduchsie vysvetlenie. Na implementéaciu tejto myslienky nam vsak staci jeden for cyklus,
v ktorom si priebezne pocitame hodnotu sp.. a zakazdym, ked narazime na zdporné &islo,
porovname Sy.y s vysledkom a vynulujeme. Viac mozete najst aj pod heslom ,Kadane’s Algo-
rithm®.

Priklad 1.4.

Mame mesto s n krizovatkami, medzi ktorymi vedie m ciest roznych dizok. Na kazdej
krizovatke je semafér, ktory sa v pravidelnych intervaloch prepina. Nasou tlohou je prejst
z krizovatky a na krizovatku b v ¢o najkratSom case. Pritom vSak chceme najviac 5 krat prejst
na krizovatke na ¢ervent, inak musime pockat kym sa semafér prepne.

Nemusite riesit ako presne semaféry funguji, predstavte si, Ze mate funkciu, ktord vdm pre
danu krizovatku a cas kedy ste na nu prisli povie, kedy najblizsie z tejto krizovatky budete
moct odist na zelent.
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Nac&rt rieSenia 1.4.

Dijkstrov algoritmus sliZi na hladanie najkratSej cesty v ohodnotenom grafe. Ak ho vsak
chceme pouzit, nemusime mat priamo zadany graf. Niekedy ho chceme vybudovat nanovo.

Predstavme si, Ze kazdy vrchol nasho nového grafu bude predstavovat stav (z,y) — som
na krizovatke x a na ¢ervend som zatial presiel y krat. Je jasné, Ze nagou tlohou je spocitat
najkratsiu cestu medzi vrcholmi (a,0) a (b, 5). Ostéva pridat do tohto grafu hrany.

Ak existuje cesta medzi vrcholmi x a y, do ndsho grafu pridame hrany z (z,4) do (y,i) pre
vSetky 7. Tieto hrany znamenajui, Ze sme si na krizovatke x pockali na zelenti a potom bez
porusenia zakazu presli na krizovatku y. Takisto vsak priddme hrany z (z,4) do (y,i+ 1) (pre
vsetky vhodné i), ktoré budi hovorit o tom, Ze sme porusili zdkaz a presli na cervent (dokonca
ani nemusim overovat, ¢i sme na ¢ervent skutocne presli).

Ked teda budeme spracovdvat nejaky vrchol x a budeme sa pozerat po jeho susedoch, ddme
si pozor na to, akého typu je dand hrana. Ak je to hrana, kde sme zdkaz neporusili, musime si
vypocitat kolko na tejto krizovatke musime ¢akat a aj to pripocitat do vzdialenosti. Ak je to
nezakonna hrana, nemusime ni¢ pocitat, proste ju pouZijeme.

Dostali sme teda novy graf, na ktorom moZeme spustit Dijkstrov algoritmus a ten sa uz
postara o spravne vyrieSenie.

Priklad 1.5.

Mame neorienotavy ohodnoteny graf. Ndjdite najkratsiu cestu medzi vrcholmi a, b, ktord
prechddza cez parny pocet hran (teda nemusi mat parnu dlzku).

Naért rieSenia 1.5.

Uvedomme si, ze Dijkstrov algoritmus vo vieobecnosti neprehladéva graf, ale nejaki mnozinu
stavov. Pri klasickom algoritme su tieto stavy: Ako najrychlejsie sa vieme dostat z vrchola a
do vrchola b?”

V tomto pripade sa nam stavy zmenia: Ako najrychlejsie sa vieme dostat z vrchola a do
vrchola b s paritou p?”(teda parny alebo neparny pocet hrén, ktoré prejdeme.) Tieto stavy si
vieme zakreslit ako vrcholy nového grafu, v podstate kazdy vrchol zdvojime a musime zdvojit
aj hrany. Kazda hrana totiz zmeni paritu. Nasledne v tomto grafe spustime zo stavu (vrchol a,
parny) Dijkstru do stavu (vrchol b, parny).
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