Cviéenie 2

Priklad 2.1.

Mame permutaciu n prvkov ulozeni v poli A. Inverziou nazveme takd dvojicu indexov i a
J, ze i < j a Ali]| > A[j]. Spocitajte pocet inverzii tejto permutécie.

Naért rieSenia 2.1.

Postupne prechddzame pole a pytame sa: kolko éfsel vicsich ako aktudlny prvok sme uz
predtym stretli? Pocet inverzii je sucet tychto odpovedi.

Aby sme vedeli na otdzky odpovedat v O(logn), vytvorime nové pole, v ktorom na z-tej
pozicii budeme mat 1, ak sme uZ stretli ¢islo , 0 v opaénom pripade. Potom, ked chceme
vediet, kolko prvkov je vicsich ako y, spytame sa na sicet intervalu (x,n + 1).

Ak nemdme radi intervalové stromy, dala sa této tiloha vyriesit aj upravenym algoritmom
merge-sort. Vzdy, ked vo funkcii merge prestivame prvok z druhej polovice, zvysime pocitadlo
inverzif o tolko, kolko prvkov este ostalo v prvej polovici (pretoze tolko vécsich éisel prvok préave
predbehol).

Pre citatelov so stale neuhasenou tizbou po rychlejsom algoritme odporti¢am ¢Eldnok od
Chana a Patragcua Counting inversions, offline orthogonal range counting, and related prob-
lems. (2010), napriklad tu: https://people.csail.mit.edu/mip/papers/invs/paper.pdf.

Priklad 2.2.

Mdame tabulu, ktord ma H riadkov, kazdy so Sirkou W. Postupne lepime na tito tabulu
oznamy. Kazdy oznam je papierik s vyskou 1 a sirkou w;. Pre kazdy oznam zistite, do ktorého
najvyssieho riadku ho vieme nalepit?

Oznamy sa nemozu navzajom prekryvat a do daného riadku ho vzdy lepime ¢o najviac vlavo.
Na zaciatku mame teda v kazdom riadku W volného miesta, ked do neho nalepim papierik s
dizkou w;, ostane uz len W — w; miesta.

Na&ért rieSenia 2.2.

Pamiitame si pre kazdy riadok, kolko mame volného miesta. Nad tymto postavime maximovy
intervalovy strom.

Ak chceme najst prvy riadok, v ktorom je asponl x miesta, zacneme v koreni intervalového
stromu. Nésledne putujeme naprie¢ stromom az ku listom. Vzdy, ked je v lavom synovi hodnota
aspon z, presunieme sa do lavého syna. Inak sa presunieme do pravého syna.

List v ktorom skonéime je nalavejsf list s hodnotou aspoii x.

Priklad 2.3.
Mame postupnost n jednotiek a nil. Postupne méame spracovavat dva druhy operdcii:

e v intervale (z, k) zmen vsetky jednotky na nuly a naopak

e povedz dizku najdlhsej neklesajicej podpostupnosti (nie nutne stvislej) — teda vyber ¢o
najviac prvkov tak, ze najskor vyberds iba 0 a potom iba 1

Nacrt rieSenia 2.3.
Prvy, mozno jediny neintuitivny krok je povedat si, Ze chceme pouzit intervalovy strom.

Ani to vSak nie je az tak neintuitivne, ak vieme, Ze chceme spracovdvat nejaké intervaly. Od
tohto momentu uz vieme rieSenie ziskat ¢isto analyticky.
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Co by sme si museli pamitat vo vrcholoch, aby sme vedeli odpovedat na druhi otdzku? Tak
mohli by sme si napriklad v kazdom vrchole pamétat dizku najdlhsej neklesajicej podpostup-
nosti, ktora sa nachadza v prislusnom podstrome. Ttto hodnotu si oznacme vy;. Ak by sme si
pamitali toto, odpoved na druhu otézku je hodnota tejto premennej pre koren.

Vieme vsak tiito hodnotu efektivne spocitat z rovnakych hodnot, ktoré patria synom prislusného
vrcholu? Odpoved je, Ze nie. Potrebujeme na to nieco pridat. Napriklad, pocet jednotiek v pod-
strome (v;) a pocet nil v podstrome (vp). Potom ak mdme vrchol v, u je jeho Tavy podstrom
a w jeho pravy podstrom, tak Tahko zistime, Ze vg; = max(ug + woy, g1 + wy). A hodnoty vy a
v; vieme ratat este jednoduchsie. Mame teda vyriesend druhu ¢ast tlohy.

K tomu vsak potrebujeme pridat aj dpravu intervalu. Tt budeme chciet samozrejme robit
cez lazy-loading operaciu. Pozrime sa teda, ¢i spiﬁame potrebné podmienky. Skladat dokopy
dve takéto operdcie je lahké. Ak chcem flipnit nejaky podstrom a potom ho chcem flipnit
znova, tak s nim v podstate nemusim ni¢ robit. VA¢si problém je, ¢i vieme upravit hodnoty vy,
v a vg; dostatocéne rychlo, ak nam prisla dané tuprava, teda vsetko v podstrome sa otoci.

Hodnoty vy a v; sa iba vymenia. Co viak s hodnotou vy ? Ani toto viak nie je taka velké
prekdzka. Staci, Ze si budeme pamiitat a pocitat aj dizku najdlhsej nerasticej podpostupnosti
(teda najskor jednotky a potom nuly) — hodnota v19. Ttito hodnotu vieme poéitat obdobne ako
hodnotu vy, a pri prevrateni podstromu sa tieto dve hodnoty jednoducho vymenia.

V tomto momente platia vSetky potrebné vlastnosti, ktoré maji nase funkcie spiﬁat’ a
mozeme takéto riesenie pouzit.

Priklad 2.4.

Mame zadany zakoreneny strom s n vrcholmi. Kazdy vrchol ma priradené jedno celé ¢islo.
Postupne musime spracovéavat nasledovné operacie:

1. Zvys cislo vo vrchole u o y.

2. Ak je priemerna hodnota ¢isla v podstrome s korenom u mensia ako z, zvys vsetky ¢isla
v tomto podstrome o y.

3. Nastav hodnotu kazdého prvku v podstrome s koretfiom v na minimalnu hodnotu spomedzi
¢isel v tomto podstrome.

4. Povedz ¢islo vo vrchole w.

Nac&rt rieSenia 2.4.

Vrcholy stromu vieme ocislovat ¢islami 1 az n v takzvanom postorder poradi — najprv
priradime ¢isla Tavému podstromu, potom pravému podstromu a nakoniec koreiu. Cislo i-
teho vrchola ozna¢ime Out[i]. Navyse si kazdy vrchol vie pamitat najmensie ¢fslo v jeho
podstrome (najvyssie ma on sam), ktoré oznac¢ime In[i]. Pri tomto postorder ¢islovani maju
vrcholy podstromu s korefiom v postupne ¢isla In[v] az Out[v] — ¢ize kazdému podstromu
zodpoveda suvisly interval.

Potom vSetky operécie typu urob nieco s podstromom v a zisti nie¢o o podstrome vieme robit
ako operdcie urob nieco s intervalom In[v]..0ut[v] a zisti nieco o intervale In[v]..0ut[v].
Na to vieme pouzit intervalovy strom s prislusnymi lazy-loadingovymi flagmi.

Vsimnite si tiez, Ze v nasom pripade potrebujeme robit dva rozne typy updatov, rozmyslite
si, ze tieto lazy flagy, ktoré im zodpovedajui sa daji v pohode skladat dokopy a preto platia
vSetky potrebné podmienky.
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