
Cvičenie 3
Pŕıklad 3.1.

Máme úplný graf s n vrcholmi. O každej hrane vieme jej cenu, čo môže byt’ kladné aj záporné
č́ıslo. Chceme vybrat’ niekol’ko hrán tak aby sme mali čo najnižšiu cenu a zároveň boli všetky
vrcholy spojené pomocou vybratých hrán.

Náčrt riešenia 3.1.

Uvedomme si, že ak chceme dosiahnut’ najnižšiu možnú cenu, určite sa nám oplat́ı vybrat’

všetky hrany so zápornou d́lžkou. To nám vytvoŕı nejaké komponenty, ktoré sú už navzájom
prepojené a pospájame ich pomocou algoritmu na hl’adanie najlacneǰsej kostry.

Pŕıklad 3.2.

Máme obd́lžnikovú mapu vel’kosti n × m. Na každom poĺıčku je jedno kladné č́ıslo. Táto
mapa sa nám postupne zatápa. k minút od začiatku sú pod vodou všetky poĺıčka, ktorých č́ıslo
je menšie alebo rovné k. Takisto máte zadané časy t1, t2 . . . tl. Pre každý zadaný čas zistite kol’ko
súvislých ostrovov sa nachádza nad hladinou (Ak je na ostrove jazero a na ňom je d’aľśı ostrov,
rátame to ako dva rôzne ostrovy).

Náčrt riešenia 3.2.

Zač́ıname s jedným súvislým komponentom, ktorý sa nám postupne rozpadáva na menšie
časti a v každommomente muśıme vediet’ povedat’, kol’ko ostrovov sa aktuálne na mape nachádza.
Rozpadávanie sa však nie je operácia, ktorú by sme vedeli riešit’. To čo poznáme je spájanie
komponentov, teda union find.

Otoč́ıme si teda čas. Budeme predpokladat’, že všetky poĺıčka sú už zaplavené a postupne
od najvyššieho sa budú vynárat’ spod vody. V tomto momente sa už dá použit’ klasický union
find. Vždy ked’ sa vynoŕı nové poĺıčko, pozrieme sa, či ho máme pripojit’ k nejakým iným
komponentom, alebo je to samostatné z vody vytŕčajúce poĺıčko, teda nový komponent.

Pŕıklad 3.3.

Máme n većı, o ktorých chceme zist’ovat’ relat́ıvnu váhu jednej voči druhej. Postupne nastane
k udalost́ı:

� ! a b w – dozvedeli sme sa, že vec a je o w t’ažšia ako vec b.

� ? a b – z toho, čo sme sa zatial’ dozvedeli máme povedat’, o kol’ko je vec a t’ažšia ako vec
b, popŕıpade usúdit’, že sa to určit’ nedá

Navrhnite algoritmus, ktorý postupne spracuje všetky udalosti a správne odpovie na tie
označené znakom ”?”.

Náčrt riešenia 3.3.

Prvým krokom je správna reprezentácia problému. Predstavme si celú situáciu ako graf. Veci
tvoria vrcholy. Vždy ked’ sa dozviem relat́ıvnu váhu dvoch većı, pribudne mi medzi pŕıslušné
dva vrcholy hrana danej váhy.

Uvedomme si, že ak vieme, že predmet a je o 3 t’ažš́ı ako predmet b a ten je o 4 t’ažš́ı ako
predmet c, tak si vieme vypoč́ıtat’, že predmet a je o 7 t’ažš́ı ako predmet c. Vo všeobecnosti sa
relat́ıvna váha dvoch većı dá vypoč́ıtat’ ako d́lžka cesty medzi vrcholmi, ktoré im prislúchajú.
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Ako prvé sa však môžeme zamysliet’ iba nad tým, či vieme danú odpoved’ vypoč́ıtat’ alebo
nie. Z predchádzajúceho pozorovania je jasné, že dve veci sú porovnatel’né, ak v našom grafe
ležia v tom istom komponente. A v podstate celé pridávanie hrán je úplne totožné s problémom
union-findu.

Ak teda ideme použit’ union-find, možno by sme sa mohli zamysliet’, či nevieme tento algo-
ritmus upravit’ tak, aby nám rovno vedel vypoč́ıtat’ aj relat́ıvne váhy dvoch vrcholov v jednom
komponente. To vôbec nebude také t’ažké.

Zoberme si implementáciu pomocou stromov. To čo sa budeme snažit’ poč́ıtat’ bude relat́ıvna
váha vrcholov komponentu, oproti koreňu, ktorý tento komponent reprezentuje. Vd’aka tomu
vieme porovnávat’ l’ubovol’né dva vrcholy v tomto komponente. Nech x je koreň. Ak je a o wa

t’ažš́ı ako x a b o wb t’ažš́ı ako x, tak a je od b t’ažšie o wa − wb.
V našej implementácii si teda budeme pre každú hranu do otca pamätat’, o kol’ko je syn t’ažš́ı

ako otec. Ak potom chceme pre nejaký vrchol vypoč́ıtat’ o kol’ko je t’ažš́ı od koreňa, stač́ı sč́ıtat’

všetky váhy hrán na ceste od tohto vrchola do koreňa. A to vieme spravit’ vel’mi jednoduchou
úpravou funkcie find().

Ostáva upravit’ funkciu union(), ale to je v tomto momente l’ahké. Ked’ pripájame jeden
koreň pod druhý, vypoč́ıtame si, o kol’ko je t’ažš́ı a takúto váhu nastav́ıme novej hrane. Tu
treba ešte doladit’ nejaké detaily, lebo mi ako novú informáciu dostaneme relat́ıvnu váhu dvoch
náhodných vrcholov v týchto komponentoch, pomocou nich a operácie find() však vieme
vypoč́ıtat’ aj potrebnú hodnotu. Skúste si to nakreslit’ a zamysliet’ sa :)

Pŕıklad 3.4.

Majme súvislý graf G. Nájdite najväčšie k také, že existuje vrchol v, pre ktorý má graf G−v
práve k komponentov.

Náčrt riešenia 3.4.

Aby sa graf po odstráneńı vrcholu v rozpadol na viacero komponentov, musel byt’ vrchol v
artikulácia. Ak by sme pre každú artikuláciu vypoč́ıtali, na kol’ko komponentov sa graf rozpadne
po jej odstráneńı, za k by sme zvolili najväčšiu z týchto hodnôt.

To vieme spravit’ v čase O(nm) tak, že najprv nájdeme všetky artikulácie, a potom pre
každú spoč́ıtame jedným BFS počet komponentov, ktoré vzniknú po jej odstráneńı.

Kol’ko komponentov vznikne po odstráneńı artikulácie vieme však poč́ıtat’ už počas hl’adania
artikulácíı. Predstavme si DFS strom reprezentujúci prehl’adávanie grafu G a vrchol v. Pri
kontrolovańı, či je v artikulácia zist’ujeme, či existuje podstrom vrchola v v DFS grafe, z ktorého
nevedie spätná hrana niekam nad vrchol v. Dôsledkom toho totiž je, že takýto podstrom vytvoŕı
po odstráneńı v samostatný komponent. A to je kl’́uč k riešeniu – namiesto zist’ovania či taký
podstrom existuje vypoč́ıtame, kol’ko podstromov sṕlňa túto vlastnost’. Počet komponentov po
odstráneńı vrcholu v je potom tento počet plus 1 (nezabudnite, že zvyšné podstromy a čast’

nad vrcholom v vytvoria jeden komponent).

Pŕıklad 3.5.

Na vstupe je daný neorientovaný graf s n vrcholmi am hranami. Nájdite najmenšiu množinu
vrcholov S takú, že po odstráneńı l’ubovol’ného vrcholu (vrátane vrcholu z S) z grafu sa bude
dat’ z každého vrcholu dostat’ do nejakého z vrcholov z množiny S.

Náčrt riešenia 3.5.

Čo sa stane po odstráneńı vrcholu? Ak graf nad’alej ostane súvislý, tak je zjavne všetko v
poriadku, lebo sa z každého vrcholu bude dat’ dostat’ do každého iného (teda aj do S ak tá
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obsahovala aspoň 2 vrcholy (ked’že jeden z nich mohol byt’ odstránený)). Problém teda vznikne
len vtedy, ak sa graf rozpadne na viacero komponentov, teda pri odstráneńı artikulácie.

V prinćıpe teda potrebujeme zaručit’ len to, že nech odstránime l’ubovol’nú artikuláciu, vo
všetkých komponentoch, ktoré vzniknú sa bude nachádzat’ aspoň jeden vrchol z S.

Vytvorme z nášho grafu G takzvaný block-cut tree. Ak G neobsahuje žiadnu artikuláciu (je
2-súvislý), táto množina vrcholov bude v našom block-cut strome reprezentovaná jedným vrcho-
lom. Ak artikuláciu obsahuje, vyberme l’ubovol’nú artikuláciu v odstráňme ju z G a z každého
komponentu, ktorý nám vznikne vytvorme rekurźıvne block-cut tree. Následne v každom ta-
komto menšom strome nájdeme vrchol, ktorý susedil s v (to bude bud’ iná artikulácia alebo
2-súvislý komponent reprezentovaný vrcholom) a pripojme ho k novému vrcholu v block-cut
strome, ktorý reprezentuje artikuláciu v.

Takýto strom obsahuje všetky artikulácie a popisuje aj všetky komponenty, ktoré môžu
vzniknút’ ich odstráneńım. Uvedomme si, že listy tohto stromu musia byt’ 2-súvislé komponenty.
A v každom takomto komponente sa muśı nachádzat’ aspoň jeden vrchol z S, inak by sme ho
vedeli odstráneńım vhodnej artikulácie osamostatnit’. Zároveň, z l’ubovol’ného iného vrcholu sa
vždy dá dostat’ aspoň do jedného lista tohto stromu, toto pokrytie je teda minimálne. Z každého
listového 2-súvislého grafu teda vyberieme jeden l’ubovol’ný vrchol a ten pridáme do S. Takéto
pokrytie je najmenšie možné.

Ostáva už len vytvorit’ block-cut strom, čo môže byt’ komplikované naprogramovat’ do-
statočne rýchlo. Nás však v skutočnosti zauj́ımajú len listové 2-súvislé komponenty a tie majú
takú vlastnost’, že susedia s práve jednou artikuláciou. Vieme si preto najprv označit’ všetky
artikulácie v grafe a následne z ostatných vrcholov púšt’at’ prehl’adávanie, ktoré hl’adá 2-súvislé
komponenty čo zaruč́ıme tým, že sa prehl’adávanie vždy zastav́ı na artikuláciách. Pre každý
takýto komponent spoč́ıtame kol’ko rôznych artikulácíı ho pri prehl’adávańı zastavilo a ak je
odpoved’ 1, našli sme listový komponent.
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