Cviéenie 3

Priklad 3.1.

Mdme tplny graf s n vrcholmi. O kaZdej hrane vieme jej cenu, ¢o moze byt kladné aj zadporné
¢islo. Cheeme vybraf niekolko hran tak aby sme mali ¢o najniZsiu cenu a zdroven boli vietky
vrcholy spojené pomocou vybratych hran.

Naért rieSenia 3.1.

Uvedomme si, Ze ak chceme dosiahnut najniZsiu moznt cenu, uréite sa ndm oplati vybrat
vSetky hrany so zapornou dlzkou. To nam vytvori nejaké komponenty, ktoré si uz navzdjom
prepojené a pospajame ich pomocou algoritmu na hladanie najlacnejsej kostry.

Priklad 3.2.

Méme obdiznikovi mapu velkosti n x m. Na kaZdom policku je jedno kladné éislo. Tato
mapa sa nam postupne zatapa. k minut od zaciatku si pod vodou vSetky policka, ktorych ¢islo
je mensie alebo rovné k. Takisto méte zadané ¢asy t1,ts . . . ;. Pre kazdy zadany ¢as zistite kolko
stivislych ostrovov sa nachddza nad hladinou (Ak je na ostrove jazero a na tiom je d'alsf ostrov,
ratame to ako dva rozne ostrovy).

Naé&rt rieSenia 3.2.

Zaciname s jednym suvislym komponentom, ktory sa nam postupne rozpadava na mensie
¢asti a v kazdom momente musime vediet povedat, kolko ostrovov sa aktudlne na mape nachadza.
Rozpadévanie sa vsak nie je operdcia, ktord by sme vedeli riegif. To ¢o pozndme je spajanie
komponentov, teda union find.

Otocime si teda ¢as. Budeme predpokladat, Ze vSetky policka st uz zaplavené a postupne
od najvyssieho sa budi vynarat spod vody. V tomto momente sa uz dd pouzit klasicky union
find. Vzdy ked sa vynori nové policko, pozrieme sa, ¢i ho mdme pripojit k nejakym inym
komponentom, alebo je to samostatné z vody vytfcéajice policko, teda novy komponent.

Priklad 3.3.

Mame n veci, o ktorych chceme zistovat relativnu vahu jednej voéi druhej. Postupne nastane
k udalosti:

e ! a bw — dozvedeli sme sa, Ze vec a je o w tazsia ako vec b.

e 7 a b ztoho, ¢o sme sa zatial dozvedeli mame povedat, o kolko je vec a tazsia ako vec
b, popripade usidit, Ze sa to urcit neda

Navrhnite algoritmus, ktory postupne spracuje vSetky udalosti a spravne odpovie na tie
oznacené znakom 777,

Naért rieSenia 3.3.

Prvym krokom je spravna reprezentacia problému. Predstavme si celu situdciu ako graf. Veci
tvoria vrcholy. Vzdy ked sa dozviem relativnu vdhu dvoch veci, pribudne mi medzi prislugné
dva vrcholy hrana danej vahy.

Uvedomme si, Ze ak vieme, Ze predmet a je o 3 tazsi ako predmet b a ten je o 4 tazsi ako
predmet ¢, tak si vieme vypocitat, ze predmet a je o 7 tazsi ako predmet c. Vo vieobecnosti sa
relativna vdha dvoch veci d4 vypoécitat ako dizka cesty medzi vrcholmi, ktoré im prislichaju.
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Ako prvé sa vsak mozeme zamyslief iba nad tym, & vieme dand odpoved vypocitat alebo
nie. Z predchadzajtiiceho pozorovania je jasné, ze dve veci st porovnatelné, ak v nasom grafe
lezia v tom istom komponente. A v podstate celé pridavanie hran je uiplne totozné s problémom
union-findu.

Ak teda ideme pouzit union-find, moZno by sme sa mohli zamysliet, ¢ nevieme tento algo-
ritmus upravit tak, aby ndm rovno vedel vypoécitat aj relativne vdhy dvoch vrcholov v jednom
komponente. To vobec nebude také fazké.

Zoberme si implementéciu pomocou stromov. To ¢o sa budeme snazit pocitat bude relativna
véha vrcholov komponentu, oproti koreiiu, ktory tento komponent reprezentuje. Vdaka tomu
vieme porovnavat Tubovolné dva vrcholy v tomto komponente. Nech z je koreni. Ak je a o w,
tazsi ako x a b o wy, tazsi ako x, tak a je od b tazsie o w, — wy.

V nasej implementdcii si teda budeme pre kazdi hranu do otca pamiitat, o kolko je syn fazs{
ako otec. Ak potom chceme pre nejaky vrchol vypocitat o kolko je tazsf od korena, staci scitat
vietky vahy hran na ceste od tohto vrchola do korena. A to vieme spravit velmi jednoduchou
upravou funkcie find ().

Ostéva upravit funkciu union(), ale to je v tomto momente lahké. Ked pripdjame jeden
korent pod druhy, vypoéitame si, o kolko je fazsi a takdito vdhu nastavime novej hrane. Tu
treba este doladit nejaké detaily, lebo mi ako novi informéciu dostaneme relativnu vahu dvoch
nahodnych vrcholov v tychto komponentoch, pomocou nich a operacie find() vsSak vieme
vypocitat aj potrebni hodnotu. Skuste si to nakreslit a zamysliet sa :)

Priklad 3.4.
Majme suvisly graf GG. Ndjdite najvécsie k také, ze existuje vrchol v, pre ktory ma grat G—v
prave k komponentov.

Naért rieSenia 3.4.

Aby sa graf po odstraneni vrcholu v rozpadol na viacero komponentov, musel byt vrchol v
artikuldcia. Ak by sme pre kazdu artikuldciu vypoéitali, na kolko komponentov sa graf rozpadne
po jej odstraneni, za k by sme zvolili najvécsiu z tychto hodnot.

To vieme spravit v ¢ase O(nm) tak, ze najprv ndjdeme vsetky artikuldcie, a potom pre
kazdu spocitame jednym BFS pocet komponentov, ktoré vznikni po jej odstraneni.

Kolko komponentov vznikne po odstranen{ artikuldcie vieme vsak poéitat uz pocas hladania
artikuldcii. Predstavme si DFS strom reprezentujici prehladdvanie grafu G a vrchol v. Pri
kontrolovani, ¢i je v artikuldcia zistujeme, ¢i existuje podstrom vrchola v v DFS grafe, z ktorého
nevedie spatna hrana niekam nad vrchol v. Dosledkom toho totiz je, ze takyto podstrom vytvori
po odstraneni v samostatny komponent. A to je kIi¢ k rieSeniu — namiesto zistovania ¢i taky
podstrom existuje vypoéitame, kolko podstromov Spiﬁa tiito vlastnost. Pocet komponentov po
odstrdneni vrcholu v je potom tento pocet plus 1 (nezabudnite, Ze zvysné podstromy a cast
nad vrcholom v vytvoria jeden komponent).

Priklad 3.5.

Na vstupe je dany neorientovany graf s n vrcholmi a m hranami. Ngjdite najmensiu mnozinu
vrcholov S taki, ze po odstranen{ Tubovolného vrcholu (vratane vrcholu z S) z grafu sa bude
dat z kazdého vrcholu dostat do nejakého z vrcholov z mnoziny S.

Na&ért rieSenia 3.5.

Co sa stane po odstraneni vrcholu? Ak graf nad’alej ostane stvisly, tak je zjavne vietko v
poriadku, lebo sa z kazdého vrcholu bude dat dostat do kazdého iného (teda aj do S ak t&
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obsahovala aspoii 2 vrcholy (ked'Ze jeden z nich mohol byt odstrdneny)). Problém teda vznikne
len vtedy, ak sa graf rozpadne na viacero komponentov, teda pri odstraneni artikulacie.

V principe teda potrebujeme zarucit len to, Ze nech odstrdnime ITubovolni artikuldciu, vo
vietkych komponentoch, ktoré vznikni sa bude nachddzat aspon jeden vrchol z S.

Vytvorme z nasho grafu G takzvany block-cut tree. Ak G neobsahuje ziadnu artikuldciu (je
2-suvisly), tato mnozina vrcholov bude v nasom block-cut strome reprezentovana jednym vrcho-
lom. Ak artikuldciu obsahuje, vyberme Iubovolni artikuldciu v odstraiime ju z G a z kazdého
komponentu, ktory ndm vznikne vytvorme rekurzivne block-cut tree. Nésledne v kazdom ta-
komto mensom strome ndjdeme vrchol, ktory susedil s v (to bude bud’ ind artikuldcia alebo
2-sivisly komponent reprezentovany vrcholom) a pripojme ho k novému vrcholu v block-cut
strome, ktory reprezentuje artikulaciu v.

Takyto strom obsahuje vSetky artikulacie a popisuje aj vSetky komponenty, ktoré mozu
vzniknit ich odstrdnenim. Uvedomme si, Ze listy tohto stromu musia byt 2-stivislé komponenty.
A v kazdom takomto komponente sa musi nachddzat aspoin jeden vrchol z S, inak by sme ho
vedeli odstrdnenim vhodnej artikuldcie osamostatnit. Zaroven, z lubovolného iného vrcholu sa
vzdy d4 dostat aspon do jedného lista tohto stromu, toto pokrytie je teda minimélne. Z kazdého
listového 2-sivislého grafu teda vyberieme jeden Iubovolny vrchol a ten pridame do S. Takéto
pokrytie je najmensie mozné.

Ostdva uz len vytvorit block-cut strom, ¢o modze byt komplikované naprogramovat do-
stato¢ne rychlo. Nas vSak v skutocnosti zaujimaju len listové 2-sivislé komponenty a tie maju
taku vlastnost, Ze susedia s prave jednou artikuldciou. Vieme si preto najprv oznacit vsetky
artikuldcie v grafe a nésledne z ostatnych vrcholov pustat prehladavanie, ktoré hladd 2-sivislé
komponenty ¢o zaruéime tym, Ze sa prehladdvanie vidy zastavi na artikuldcidch. Pre kazdy
takyto komponent spocitame kolko roznych artikuldcii ho pri prehladdvani zastavilo a ak je
odpoved 1, nasli sme listovy komponent.
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