Cvicenie 4

Priklad 4.1.

Mame mriezku n x n, v ktorej si samé 0. Nad kazdym riadkom aj stipcom vieme robit
operéciu zmeii, ktord zmeni vsetky hodnoty v danom riadku/ StIpCi z 0 na 1 a naopak.

Vieme, ze sme spravili r operacii zmefi na riadkoch a s operécii zmeii na stfpcoch. Nevieme
vsak ani v akom poradi sme ich robili, ani na ktorych riadkoch/stipcoch, pricom ten isty
riadok/ stfpec sme mohli vybrat aj viacej krat. Jediné ¢o vieme, je Ze po tychto zmendch bolo
v mriezke presne k jednotiek.

a) Kolko je roznych moznosti, ako mohla vyzerat vyslednd mriezka?

b) Nad kazdy stipec si napiseme, kolkokrdt sme na fom pouZili operdciu zmefi a podobne
napiSeme vedla kazdého riadku pocet operdcii zmefi na nom. Kolko je réznych moznosti, ako
mohli vyzerat tieto ¢isla?

Nacért rieSenia 4.1.

Ulohu si najprv potrebujeme zjednodusit. Uvedomme si, Ze na poradi operdcii vobec nezaleZi,
pre kazdé policko nés totiz zaujima len pocet, kolkokrat bol zmeneny. A tiez si v§imnime, Ze
ak nejaky riadok/ stipec zmenime dvakrat, je to rovnaké, ako by sme ho nemenili vobec.

Zaujimaji nas teda len tie riadky a stfpce, ktoré sa zmenili neparny pocet krat. Nevieme,
ktoré to boli, postupne teda skiisajme vSetky mozné pocty, nech p, je pocet riadkov s neparnymi
zmenami a pg pocet stipcov. Pre zadany pocet riadkov a stfpcov vieme vypodcitat pocet 1 vo
vyslednej mriezke — policko obsahuje 1 iba ak patri zmenenému riadku a nezmenenému stfpcu
(pr - (n — ps)) alebo naopak (ps - (n — p,)). Pre dant moznost teda vieme v konstantnom case
zistit, ¢ vedie k spréavnej moznosti.

a) Pre kazdi z vyhovujtcich hodnot p,, ps zapocitame vsetky moznosti, ako vybrat p,
zmenenych riadkov a p, zmenenych stfpcov, o je sucin kombinacnych cisel (;) (;) Na zaver si
uvedomime, Ze takto dostaneme kazdé vyplnenie tabulky prave dvakrat, ¢ize na zaver celkovy
stucet vydelime dvomi.

Uvedieme este, ako zdovodnit, Ze kazdd tabulku méame dvakrat. Ak si pre konkrétnu zo
zapocitanych tabuliek povieme, ze stipec 0 menime, tak jeho hodnoty ndm jednoznacne urcia
zmeny riadkov a nasledne z riadku 0 dostaneme jednoznacne urcenie prepnutie zvysnych stfpcov.
Ak si povieme, ze stfpec 0 nemenime, tak dostaneme opif jedini moznost prepnutia. Teda
kazdu zo zapocitanych tabuliek sme zapocitali prave dvakrat — tieto dve moznosti sa lisia tym,
ze invertujeme, ktoré riadky a ktoré stipce prepiname. (To vieme dosiahnut zmenenim vsetkych
riadkov a vsetkych stipcov, ¢o ndm tabulku nezmeni.)

b) Opit pre kazdi z vyhovujicich hodnéot p,, ps zapocitame vsetky moznosti vyberu p,
zmenenych riadkov a p, zmenenych stlpcov, teda (;L) (;) moznosti. Potom zistime, kolkymi

sposobmi sme mohli spravit r operacif na riadkoch, aby prave p, z nich bolo zmenenych nepéarne
vela krét. Na to ndm staci k uz zmenenym p, riadkov zvolit "= riadkov, ktoré zmenime
dvakrdt, na ¢o podla kombinécii s opakovanim mame C(n, =2) moznosti. Teda pre kazdé

2
vyhovujtice p,., ps s¢itavame
, Ds r;pr S;ps :
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V oboch rieseniach vyber hodnot p, a p, ndm ddva O(n?) casovii zlozitost, na vypocet
kombinaénych é&fsel teda mozeme vyuzit poéitanie celého Pascalovho trojuholnika, ktorym si
predpocitame dopredu vsetky potrebné kombinacné ¢isla v ¢ase tiez O(n?).

Této zlozitost je za predpokladu, Ze vieme nésobit a s¢itavat v konstantnom ¢ase, ¢o nie je
v tejto ulohe pravda (lebo kombinacné ¢isla rasti naozaj rychlo). Preto vaésinou pri takychto
ulohéach sa nés pytaji na zvysok po deleni nejakym ¢islom m, ¢asto prvocislom. To dosiahneme
jednoduchou tpravou — vsetky operdcie ndsobenia a s¢itavania budeme robit modulo m. V
riesen{ a) este potrebujeme delit dvomi, ¢o vieme spravit pomocou inverzného prvku pre neparne
m alebo tak, ze si najprv vypocitame vsetko modulo 2m a potom vydelime dvomi.

Priklad 4.2.

Predstavte si 3-CNF formulu, kde kazdy vyskyt operatora OR je nahradeny operatorom
XOR. Rozhodnite, ¢ je nové formula splniteln4.

Nacrt rieSenia 4.2.

V skutocnosti nezalezi na tom, ¢i je dana formula 3-CNF alebo 50-CNF| rieSenie je rovnaké.

Pozrieme sa na jednu klauzulu (I; @ Iy @ [3). Jej pravdivost je totozné s tvrdenim, Ze sticet
tychto hodnot je neparny, respektive ze je ich siicet rovny 1 modulo 2.

Co v pripade, ze nicktord z premennych je pod negéciou? Negdciu premennej vieme vyjadrit
pomocou pripoéitania jednotky, t.j. [ <= 1@ 1. A teda, rovnicu l; © I, ® I3 = 1 (mod 2) vieme
prepisat na ekvivalentni rovnicu bez negacii: Iy @ lo @ I3 = 0 (mod 2).

Klauzuly povodnej formuly teda vieme vyjadrit ako stistavu linedrnych rovnic nad polom Fs.
Dalej staci len pouzit algoritmus Gaussovej eliminacie.

Priklad 4.3.

Pre dany refazec (dIZky n) néjdite jeho najdlhsi suvisly podretazec, ktory je palindrémom.

Nacért rieSenia 4.3.

Bezduchy bruteforce vieme spravit v ¢ase O(n?). Trochu lepsie riegenie je pre kazdd medzeru
a pismeno ndjst najdlhsi palindrém, ktory m4 stred na tomto mieste. Takyto pristup dé rieSenie
v case O(n?).

Pozrieme sa na chvilu na jednoduchsiu tlohu: rozhodnite, ¢i dany retazec obsahuje pa-
lindrém diiky aspon L (a ak &no, tak vratte jeho poziciu)? Kebyze vieme tiito tlohu riesit v
case O(f(n)), tak by sme vedeli pomocou bindrneho vyhladdvania ndjst najdlhsi palindrém v
case O(f(n) - logn). Bindrne vyhladdvanie vyuziva vlastnost, ze kazdy palindrém dizky n > 2
obsahuje v sebe palindrom dIZky n — 2, ¢ize vyhladdvanie je potrebne spravit zvlast pre pa-
lindromy parnej a neparnej diZky.

Ako tidto jednoduchsiu tlohu riesit? Treba porovnaf kazdy stvisly podrefazec dizky L
s jeho reverzom. Ak sa zhoduju, tak tvoria palindrom danej diiky. Rabin-Karpovo linedrne
hashovanie retazcov (rolling hash) poniika moznost porovndvat dva Tubovolné podretazce v
konstantnom case s linedrnym predspracovanim. RieSenie je teda jednoduché: spocitam rolling
hash pre retazec a jeho reverz v ¢ase O(n), a nésledne prejdem vsetky podretazce diZky L a
porovnam ich hash s hashom ich reverzu. To by umoznilo riesit celkovi tlohu v ¢ase O(n-logn).

Existuje aj riesenie v ¢ase O(n), napriklad Manacherov algoritmus'.

Priklad 4.4.

Pre dand maticu T najdite vSetky vyskyty matice P v nej, pricom vsetky riadky matice P

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Longest_palindromic_substring
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su rozlicné.

Nacrt rieSenia 4.4.

Jednd sa o zjednodusent verziu Baker-Birdovho algoritmu.

Najprv najdime vietky vyskyty jednotlivych riadkov P v matici T’ pomocou Aho-Corasickove;j?
algoritmu. Nakolko vsetky riadky st rozlicné, tak na jednej pozicii v matici 7' sa moze vyskyto-
vat nanajvys jeden z riadkov P. Toto pozorovanie ndm umozituje zaznacit jednotlivé vyskyty
kompaktne do jednej matice @), kde na pozicii (7, j) ddme hodnotu k, ak na j-tej pozicii i-tého
riadku matice T' zacina vyskyt k-tého riadku matice P, a hodnotu —1 v ostatnom pripade.

Zamyslime sa teraz, ako by vyzeral vyskyt matice P z pohladu matice Q? Bezprostredne
pod sebou sa musia vyskytovat postupne prvy, druhy az po posledny riadok matice P. Cize
prislusny stipec matice Q musi obsahovat postupne hodnoty 123456 . .. n, kde n je pocet riadkov
matice P. Najst vetky vyskyty patternu 123456 . .. n vieme napriklad pomocou Knuth-Morris-
Prattovho algoritmu.

2 Ano, Margaret John Corasickova je zena
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