
Cvičenie 4
Pŕıklad 4.1.

Máme mriežku n × n, v ktorej sú samé 0. Nad každým riadkom aj st́lpcom vieme robit’

operáciu zmeň, ktorá zmeńı všetky hodnoty v danom riadku/st́lpci z 0 na 1 a naopak.
Vieme, že sme spravili r operácíı zmeň na riadkoch a s operácíı zmeň na st́lpcoch. Nevieme

však ani v akom porad́ı sme ich robili, ani na ktorých riadkoch/st́lpcoch, pričom ten istý
riadok/st́lpec sme mohli vybrat’ aj viacej krát. Jediné čo vieme, je že po týchto zmenách bolo
v mriežke presne k jednotiek.

a) Kol’ko je rôznych možnost́ı, ako mohla vyzerat’ výsledná mriežka?

b) Nad každý st́lpec si naṕı̌seme, kol’kokrát sme na ňom použili operáciu zmeň a podobne
naṕı̌seme vedl’a každého riadku počet operácíı zmeň na ňom. Kol’ko je rôznych možnost́ı, ako
mohli vyzerat’ tieto č́ısla?

Náčrt riešenia 4.1.

Úlohu si najprv potrebujeme zjednodušit’. Uvedomme si, že na porad́ı operácíı vôbec nezálež́ı,
pre každé poĺıčko nás totiž zauj́ıma len počet, kol’kokrát bol zmenený. A tiež si všimnime, že
ak nejaký riadok/st́lpec zmeńıme dvakrát, je to rovnaké, ako by sme ho nemenili vôbec.

Zauj́ımajú nás teda len tie riadky a st́lpce, ktoré sa zmenili nepárny počet krát. Nevieme,
ktoré to boli, postupne teda skúšajme všetky možné počty, nech pr je počet riadkov s nepárnymi
zmenami a ps počet st́lpcov. Pre zadaný počet riadkov a st́lpcov vieme vypoč́ıtat’ počet 1 vo
výslednej mriežke – poĺıčko obsahuje 1 iba ak patŕı zmenenému riadku a nezmenenému st́lpcu
(pr · (n− ps)) alebo naopak (ps · (n− pr)). Pre danú možnost’ teda vieme v konštantnom čase
zistit’, či vedie k správnej možnosti.

a) Pre každú z vyhovujúcich hodnôt pr, ps započ́ıtame všetky možnosti, ako vybrat’ pr
zmenených riadkov a ps zmenených st́lpcov, čo je súčin kombinačných č́ısel
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. Na záver si

uvedomı́me, že takto dostaneme každé vyplnenie tabul’ky práve dvakrát, čiže na záver celkový
súčet vydeĺıme dvomi.

Uvedieme ešte, ako zdôvodnit’, že každú tabul’ku máme dvakrát. Ak si pre konkrétnu zo
započ́ıtaných tabuliek povieme, že st́lpec 0 meńıme, tak jeho hodnoty nám jednoznačne určia
zmeny riadkov a následne z riadku 0 dostaneme jednoznačne určenie prepnutie zvyšných st́lpcov.
Ak si povieme, že st́lpec 0 nemeńıme, tak dostaneme opät’ jedinú možnost’ prepnutia. Teda
každú zo započ́ıtaných tabuliek sme započ́ıtali práve dvakrát – tieto dve možnosti sa ĺı̌sia tým,
že invertujeme, ktoré riadky a ktoré st́lpce preṕıname. (To vieme dosiahnut’ zmeneńım všetkých
riadkov a všetkých st́lpcov, čo nám tabul’ku nezmeńı.)

b) Opät’ pre každú z vyhovujúcich hodnôt pr, ps započ́ıtame všetky možnosti výberu pr
zmenených riadkov a ps zmenených st́lpcov, teda
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možnost́ı. Potom zist́ıme, kol’kými

spôsobmi sme mohli spravit’ r operácíı na riadkoch, aby práve pr z nich bolo zmenených nepárne
vel’a krát. Na to nám stač́ı k už zmeneným pr riadkov zvolit’ r−pr

2
riadkov, ktoré zmeńıme

dvakrát, na čo podl’a kombinácíı s opakovańım máme C(n, r−pr
2

) možnost́ı. Teda pre každé
vyhovujúce pr, ps sč́ıtavame (
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.
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V oboch riešeniach výber hodnôt pr a ps nám dáva O(n2) časovú zložitost’, na výpočet
kombinačných č́ısel teda môžeme využit’ poč́ıtanie celého Pascalovho trojuholńıka, ktorým si
predpoč́ıtame dopredu všetky potrebné kombinačné č́ısla v čase tiež O(n2).

Táto zložitost’ je za predpokladu, že vieme násobit’ a sč́ıtavat’ v konštantnom čase, čo nie je
v tejto úlohe pravda (lebo kombinačné č́ısla rastú naozaj rýchlo). Preto väčšinou pri takýchto
úlohách sa nás pýtajú na zvyšok po deleńı nejakým č́ıslom m, často prvoč́ıslom. To dosiahneme
jednoduchou úpravou – všetky operácie násobenia a sč́ıtavania budeme robit’ modulo m. V
riešeńı a) ešte potrebujeme delit’ dvomi, čo vieme spravit’ pomocou inverzného prvku pre nepárne
m alebo tak, že si najprv vypoč́ıtame všetko modulo 2m a potom vydeĺıme dvomi.

Pŕıklad 4.2.

Predstavte si 3-CNF formulu, kde každý výskyt operátora OR je nahradený operátorom
XOR. Rozhodnite, či je nová formula splnitel’ná.

Náčrt riešenia 4.2.

V skutočnosti nezálež́ı na tom, či je daná formula 3-CNF alebo 50-CNF, riešenie je rovnaké.
Pozrieme sa na jednu klauzulu (l1 ⊕ l2 ⊕ l3). Jej pravdivost’ je totožná s tvrdeńım, že súčet

týchto hodnôt je nepárny, respekt́ıve že je ich súčet rovný 1 modulo 2.
Čo v pŕıpade, že niektorá z premenných je pod negáciou? Negáciu premennej vieme vyjadrit’

pomocou pripoč́ıtania jednotky, t.j. l̄ ⇐⇒ l⊕ 1. A teda, rovnicu l̄1 ⊕ l2 ⊕ l3 = 1 (mod 2) vieme
preṕısat’ na ekvivalentnú rovnicu bez negácii: l1 ⊕ l2 ⊕ l3 = 0 (mod 2).

Klauzuly pôvodnej formuly teda vieme vyjadrit’ ako sústavu lineárnych rovńıc nad pol’om F2.
Ďalej stač́ı len použit’ algoritmus Gaussovej eliminácie.

Pŕıklad 4.3.

Pre daný ret’azec (d́lžky n) nájdite jeho najdlhš́ı súvislý podret’azec, ktorý je palindrómom.

Náčrt riešenia 4.3.

Bezduchý bruteforce vieme spravit’ v čase O(n3). Trochu lepšie riešenie je pre každú medzeru
a ṕısmeno nájst’ najdlhš́ı palindróm, ktorý má stred na tomto mieste. Takýto pŕıstup dá riešenie
v čase O(n2).

Pozrieme sa na chv́ıl’u na jednoduchšiu úlohu: rozhodnite, či daný ret’azec obsahuje pa-
lindróm d́lžky aspoň L (a ak áno, tak vrát’te jeho poźıciu)? Kebyže vieme túto úlohu riešit’ v
čase O(f(n)), tak by sme vedeli pomocou binárneho vyhl’adávania nájst’ najdlhš́ı palindróm v
čase O(f(n) · log n). Binárne vyhl’adávanie využ́ıva vlastnost’, že každý palindróm d́lžky n ≥ 2
obsahuje v sebe palindróm d́lžky n − 2, čiže vyhl’adávanie je potrebne spravit’ zvlášt’ pre pa-
lindrómy párnej a nepárnej d́lžky.

Ako túto jednoduchšiu úlohu riešit’? Treba porovnat’ každý súvislý podret’azec d́lžky L
s jeho reverzom. Ak sa zhodujú, tak tvoria palindróm danej d́lžky. Rabin-Karpovo lineárne
hashovanie ret’azcov (rolling hash) ponúka možnost’ porovnávat’ dva l’ubovol’né podret’azce v
konštantnom čase s lineárnym predspracovańım. Riešenie je teda jednoduché: spoč́ıtam rolling
hash pre ret’azec a jeho reverz v čase O(n), a následne prejdem všetky podret’azce d́lžky L a
porovnám ich hash s hashom ich reverzu. To by umožnilo riešit’ celkovú úlohu v čase O(n·log n).

Existuje aj riešenie v čase O(n), napŕıklad Manacherov algoritmus1.

Pŕıklad 4.4.

Pre danú maticu T nájdite všetky výskyty matice P v nej, pričom všetky riadky matice P

1https://en.wikipedia.org/wiki/Longest palindromic substring
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sú rozličné.

Náčrt riešenia 4.4.

Jedná sa o zjednodušenú verziu Baker-Birdovho algoritmu.
Najprv nájdime všetky výskyty jednotlivých riadkov P v matici T pomocou Aho-Corasickovej2

algoritmu. Nakol’ko všetky riadky sú rozličné, tak na jednej poźıcíı v matici T sa môže vyskyto-
vat’ nanajvýš jeden z riadkov P . Toto pozorovanie nám umožňuje zaznačit’ jednotlivé výskyty
kompaktne do jednej matice Q, kde na poźıcii (i, j) dáme hodnotu k, ak na j-tej poźıcii i-tého
riadku matice T zač́ına výskyt k-tého riadku matice P , a hodnotu −1 v ostatnom pŕıpade.

Zamysĺıme sa teraz, ako by vyzeral výskyt matice P z pohl’adu matice Q? Bezprostredne
pod sebou sa musia vyskytovat’ postupne prvý, druhý až po posledný riadok matice P . Čiže
pŕıslušný st́lpec matice Qmuśı obsahovat’ postupne hodnoty 123456 . . . n, kde n je počet riadkov
matice P . Nájst’ všetky výskyty patternu 123456 . . . n vieme napŕıklad pomocou Knuth-Morris-
Prattovho algoritmu.

2Áno, Margaret John Corasicková je žena

strana 3 z 3


