Cviéenie 6

Priklad 6.1.

Na vstupe mdte konvexny n-uholnik, zadany pomocou stiradnic jeho vrcholov. Vstup dalej
obsahuje k bodov v rovine, zadanych pomocou sturadnic. Pre kazdy bod zistite, ¢i lezi vo vnutri
daného n-uholnika.

Nacrt rieSenia 6.1.

Tiito tlohu vieme riesit trividlne v case O(nk) tak, ze pre kazdy z k bodov zistime, ¢i lezi
“nalavo” od kazdej strany n-uholnika (pomocou vektorového sicinu). Pokisime sa to riesit
rychlejsie.

Vyberme si nejaky z vrcholov n-uholnika, a vytvorme! si li¢e z neho do zvysnych vrcholov
(vid obrazok 1). Tieto lice rozdelia rovinu na n—1 sektorov. Vimnite si, Ze ak vieme, v ktorom
sektore sa nachédza bod, tak na to, aby sme zistili, ¢i lezi vo vnutri n-uholnika, staci skontrolovat
uz len to, ¢ lez{ “nalavo” od prislusnej strany n-uholnika (pripadne netreba kontrolovat ani to,
ak lez{ “napravo” od najpravejsicho lica alebo “nalavo” od najlavejsicho lica).

Cize, ak pozname sektor, do ktorého patri dany bod, tak vieme zodpovedat, éi lezi vo vnitri,
v case O(1). Vyvstdva otdzka, ako rychlo vieme zistit, v ktorom sektore lezi?

Vieme to urobit trividlne v case O(n) tak, ze si vyskisame vsetky sektory. To by ndm
ale nedalo ziadne zrychlenie oproti pévodnému rieSeniu. Pre zrychlenie pouzijeme myslienku
bindrneho vyhladdvania odpovede (vid obrézok 2). To ndm umozni uréovat sektor pre dany bod
v case O(logn). A teda, vyslednd casova zlozitost pre k bodov je O(n + klogn).

(Opakovanie) Polynomialna redukcia tdlohy A na dlohu B (A <, B)

def solve_A(instance):
instance_B = transform_instance_A_to_B(instance)
result = solve_B(instance_B)
return result

def transform_instance_A_to_B(instance) :
. # polynomial time transformation

def solve_B(instance) :

(Opakovanie) Polynomidlna redukcia a trieda P

Ak vieme polynomidlne redukovat tlohu A na tlohu B, tak plati:

1. Ak uloha B m4 (deterministicky) polynomidlne riesenie, tak aj iloha A ma polynomidlne
rieSenie (z podstaty redukcie):

A<,BEBeP=AcP,

2. Ak uloha A nemd (deterministicky) polynomiélne riesenie, tak ani tloha B nemé poly-
nomidlne rieSenie (obratend implikacia):

A<, BFA¢P=B¢P

Priklad 6.2.
Dokézte, ze plati CLIQUE <, SAT!

Iskor “predstavme”
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Obr. 1: Rozdelenie roviny na sektory podla daného konvexného n-uholnika

CLIQUE: obsahuje dany graf tiplny podgraf (klika) velkosti aspoi k?

Nac&rt rieSenia 6.2.
Majme n premennych z;, pricom z; je 1 prave vtedy, ked i-ty prvok je v klike. Dalej nech
konstanta e; j je rovnd 1 prave vtedy, ked hrana (i, j) je v grafe. Musime zaistit tieto podmienky:

1. Ak dva vrcholy st v klike, tak medzi nimi musi byt hrana:
VZ,],Z 7é] : ([L’Z N iL’j) = € j-

Ekvivalentne (obratend implikdcia), ak hrana (i,7) neexistuje, tak v klike sa nemoézu
zaroven nachadzat obidva vrcholy i a j:

V(Z,]) ¢ E —x; V T

2. Musime zaistit, Ze v klike je asponl k vrcholov. Naivny sposob je vymenovat vsetkych
(Z) k-tic vrcholov, ale vysledny pocet klauzil je exponencialny.

Efektivny sposob zaistenia velkosti kliky Nech premennd s;; (0 <i <n, 0 < j < k)
je rovnd 1 prave vtedy, ked spomedzi prvych i vrcholov je aspoii j v klike. Musime zaistit
nasledovné podmienky:

e Kazdy prefix ma aspon 0 vrcholov v klike:

Vi : 5i,0
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Int 1 (0, 10), stred 5, ;
(a) Interval ( ), stre napravo (b) Tnterval (5, 10), stred 7, nalavo

(c) Interval (5, 7), stred 6, nalavo (d) Interval (5, 6), sektor je urCeny

(e) Napravo od hrany, bod je mimo

Obr. 2: Binarne vyhladdvanie sektora
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e Nulovy prefix nemodze mat kladny pocet vrcholov v klike:

VJ Z 1: 50,5

e Prefix dizky i moze mat aspoii j vrcholov v klike prave vtedy, ked o jedna kratsf prefix
mé& aspoii j vrcholov, alebo ked o jedna kratsf prefix mé aspon j — 1 vrcholov v klike a
-ty vrchol je v klike:

\V/Z,j >1: Sij < Si—1,j V (82'_1’]'_1 N Iz)

e Aby sme dosiahli celkovy pocet vrcholov v klike aspoii k, musime zaistit, Ze premennd
5pk Ma hodnotu 1:
Sn.k-

Ako previest a < (bV (cAd)) do CNF?

= (bV (cAd))
—u\/(b\/(c/\d))

—aV ((bVe)A(bVd))
(maVbVe)A(—aVbVd)

a<= (bV(cNnd))

aV -V (cAd))

aV (=bA=(cNd))
(aV=b) A(aV =(cnd))
(aV =b)A(aV —-cV-—d)

A teda, CNF povodnej formuly je konjunkcia tychto dvoch implikacii:
(maVbVe)A(maVbVd)A(aV—b)A(aV -cV—d)

Priklad 6.3.
Dokézte, ze plati 3-SAT <, SUBSET-SUM!
SUBSET-SUM: Existuje podmnozina ¢isel sy, ..., s, so su¢tom presne t?

Naért rieSenia 6.3.

Pre kazdu premenni vytvorime dve ¢isla (pre kladni hodnotu a pre zédporni). Donttime
vybrat vidy prave jedno z tychto ¢isel.

Nech je dand CNF (a1 VaiaVaig)A...A(an1VansVay,s), ktora obsahuje m premennych.

Pre kazdi premennu u; vytvorime ¢isla v; a v} s m + n ¢islicami v desiatkovej ststave:

‘Ul U9 U; ... Um Cl Cn
v; (zodpovedd w;) | 0 0O ... 1 ... 0 Cy=1aku;jev k-tej klauzule
vl (zodpovedd —u;) | O 0 ... 1 ... 0 Cp=1ak —w; jev k-tej klauzule

Plati, ze ak vyberieme nejakii podmnozinu, ktora zodpoveda spliujicemu priradeniu, tak
ich sticet bude mat podobu
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Uy U2 c. Um Cl CQ Cn
1 1 ... 1 >1 >1 >1
<3 <3 <3
C . , . . U1l U9 Um, Cl CQ e Cn
Ako ciel si zvolime ¢islo ¢: T 1 1 1 i 4

Pre kazdu klauzulu pridame doplnkové ¢isla pre pripad, ze stipec danej klauzuly bude mat

menej nez 4 v sucte:
‘Ul U9 Um, Cl CQ Oz Cn
s;i | 0 0 o o o ... 1 ... 0
o0 L. 0 o o0 ... 2 ... O

S;

(Opakovanie) Optimalizagné dlohy a vztah s triedou NP
Pre minimaliza¢nt tlohu U vieme definovat hranic¢ni rozhodovaciu ilohu A “M4 dany vstup

rieSenie s cenou nanajvys k?” (obdobne pre maximalizacné lohy). Hovorime, ze optimalizaénd
tloha U je N'P-fazka, ak jej hrani¢né rozhodovacia tloha A je N'P-tazka.
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