Pokrotilé pouzitia prehfadavania do hibky

Sylabus, resp. Co treba vediet na skuske

e algoritmus prehladdvania do hlbky

e algoritmus na hladanie artikuldcii a mostov

e algoritmus na hladanie silno sivisljch komponentov
e algoritmus riesiaci problém 2-SAT

Na skiske by ste mali poznat spomenuté algoritmy, vediet ako funguji, aki maju casovi zloZitost a vediet dokdzat
ich sprdvnost.

Algoritmus prehladavania do hibky patri k jednym zo zakladnjch grafovych algoritmov. Jeho uzitoénost
vSak Casto zatietiuje prehladavanie do sirky, ktoré vie na rozdiel od prehladévania do hibky hladat najkratsie
cesty v neohodnotenych grafoch. Prehladévanie do hibky ma viak okrem jednoduchej rekurzivnej implementécie
aj mnoho dal$ich uzito¢énych vlastnosti, ktoré sa prejavia pri rieseni zlozitejsich problémov. V tejto prednaske si
preto niekolko takychto problémov predstavime a ukézeme si ako vyuzif prehladévanie do hibky na ich riesenie.

Prehladavanie do hibky

Skor ako sa pustime do rieSenia zloZitejSich tloh, zopakujme si ako funguje algoritmus prehladdvania do
hibky, tiez znamy pod skratkou DFS (z anglického Depth First Search).

Ako naznacuje algoritmus, budeme sa snazif postupne prehladévat graf, zacinajic nejakym konkrétnym
vrcholom. Na toto prehladavanie pouZijeme nasledujicu rekurzivnu myslienku: Ak som vo vrchole v, spustim
rekurizvne prehladévanie zo vSetkych susedov vrchola v, v ktorjch som predtym nebol.

Je jasné, 7e takéto prehladévanie skutocne navstivi kazdy vrchol zadaného stvislého grafu. Cesty, ktoré
najde vSak nemusia byt najkratsie mozné, kedze postupuje rekurzivne. Predstavme si trojuholnik tvoreny troma
vrcholmi 1, 2 a 3. Nech prehladdvanie za¢ne vo vrchole 1. Toto prehladévanie najde eSte nenavstiveného suseda
vrchola 1, napriklad vrchol 3. Prehlad4avanie preto pokracuje z tohto vrcholu. A kedZe vrchol 1 sme uz navstivili,
jediny nenavstiveny sused vrchola 3 je vrchol 2. Z neho preto spustime prehladdvanie, to v8ak hned skonci, lebo
vrchol 2 uz nema nanavstiveného suseda. Algoritmus sa vynori z rekurzie a pokracuje so spracovanim vrchola 3,
tam vSak uz tiez ni¢ nezostalo, preto sa vynori do rekurzie pre vrchol 1. Z neho vsak tiez nevedie Ziadna hrana
do nenavstiveného vrchola a algoritmus skonéi. Napriek tomu, Ze sme zacinali vo vrchole 1, ktory je s vrcholom
2 susedny, dostali sme sa do neho cestou dizky 2.

Nasleduje pomerne jednoduché implementécia algoritmus DF'S.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

vector<vector<int> > G; //zoznam susedov reprezentujici graf
vector<bool> T; //oznacenie navstivenia
int n,m; //pocet vrcholov a hran

void dfs(int v) {
T[v]=true; //oznacim navstivenie
for (int i=0; i<G[v].size(); i++) |
int w=G[v][i];
if(T[w]) continue;
dfs (w); //rekurzive sa zavolam na nenavstiveny vrchol

}

int main() {
T.resize (n, false);
//nacitaj graf G
dfs (0); //pusti prehladavanie z vrcholu 0
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Oproti prehladdvaniu do Sirky (BFS z anglického Breadth First Search) je takdto implementécia trosku
jednoduchsia, kedze nevyzaduje Ziadnu pomocnii datov $truktiru a takisto v podstate nezavisi na tom, v
ktorom momente oznacime dany vrchol za navstiveny. Ak ste zZity s rekurziou, takéto rieSenie by pre vés
malo byt intuitivne. Samozrejme, problém méze nastat ak mame napriklad obmedzenti velkost stacku. Casova
zlozitost takéhoto algoritmu je O(n 4+ m) (n oznacuje pocet vrcholov a m podet hran).

Algoritmus DFS sa ¢asto pouziva hlavne pri stromovych grafoch. Poktisme sa preto pre zakoreneny strom
néjst jeho hibku. No a ako vieme vypodcitat hibku stromu s korefiom v? Predsa ako maximalna hibka zo vietkych
podstromov vrchola v plus 1 (Specidlne oSetrujtic pripad, ked v nemé Ziaden podstrom). No ale nieco takéto
vieme vyjadrif spravit iba s malou obmenou DFS algoritmu.

Ak predtym dfs(v) funkcia prehladavala graf z vrcholu v, teraz bude chcief zistif hibku podstromu zakore-
neného za vrchol v. A opif bude musiet prejst vSetkymi jeho susedmi. Do algoritmu sa preto prida navratova
hodnota funkcie dfs(v), jedna premennd a jedno maximum naviac. S minimalnou zmenou algoritmus DFS
dostavame riesenie nasho problému.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

vector<vector<int> > G; //zoznam susedov reprezentujici graf
vector<bool> T; //oznacenie navstivenia
int n,m; //pocet vrcholov a hran

int dfs(int v) {

T[v]=true; //oznacim navstivenie
int hlbka=-1;
for (int i=0; i<G[v].size(); 1i++) {

int w=G[v][1i];
if (T[w]) continue;
hlbka=max (hlbka, dfs (w)); //zisti hlbku najhlbsieho podstromu

}
return hlbka+l; //vrati hlbku podstromu pod vrcholom v
}

int main() {
T.resize (n, false);
//nacitaj graf G
dfs (0); //zisti hlbku celeho stromu s korenom vo vrchole 0

Pri zakorenenych stromoch este zostaneme. Dalsou tlohou bude pre dvojicu vrcholov v a w zistit, & je vrchol
v predkom vrchola w. Vrchol v je pritom predkom vrchola w ak sa nachddza na ceste z vrchola w do korena
grafu, ktory si oznacime k.

KedZe cesta z vrchola w do koretia k je jednoznacéne urdend, jedna moznost je postupne prejst tiito cestu a
skontrolovaft, ¢i sa na nej nachddzal vrchol v. Najjednoduchsi sposob ako prejst tiito cestu je zacat vo vrchole
w a postvat sa vzdy do otca aktuélneho vrchola. Jediny problém je, ako ndjst otca vrcholu w.

Na to ndm v8ak pomoze jedno DFS z korenia k. Ked totiz vo funkcii dfs(v’) voldme funkciu dfs(w’), tak
vieme, Ze vrchol v’ je otcom vrchola w’. Na zaciatku preto spustime takéto prehlad4vanie a pre kazdy vrchol
si zapaméitame, kto bol jeho otcom. S touto informéciou uz vieme prejst cestu z vrchola w do korefia v case
zévislom od hibky stromu. To je vSak v najhorSom pripade O(n). A ak nedostaneme len jednu dvojicu (v, w),
ale takychto dvojic bude pre ten isty strom viac, spomenuty algoritmus bude prilis pomaly.

Potrebujeme preto najst nejaké lepsie rieSenie. Pozrime sa na to, ¢o ndm prezradi DFS spustené z koreria
stromu k, ked budeme predpokladat, Ze vrchol v je naozaj predkom vrchola w. Uvedomme si, ze DFS navstivi
vrchol v skdr ako vrchol w. w sa totiz nachiddza v podstrome s korefiom v a tento podstrom za¢iname prehladévat
od jeho koretia. Druhé dolezité pozorovanie je, ze ked sa vyndrame z rekurzie, tak najskor sa vynorime z rekurzie
pre vrchol w a az potom z rekurzie pre vrchol v. Ked sa vynarame z rekurzie, museli sme spracovat vSetky vrcholy,
ktoré sa nachédzali nizsie. Ak sa teda vynarame z v, museli sme sa uz vynorit z w, ktoré lezi pod v.

Na overenie, ¢i je vrchol v predkom vrchola w preto potrebujeme zistit, ¢i DFS spustené z vrchola k:

e prvykrat navstivi vrchol v skér ako vrchol w
e vynori sa z rekurzie pre vrchol w skoér ako pre vrchol v

Pozorny ¢itatel Tahko nahliadne, Ze ak je porusend aspoii jedna z tychto dvoch podmienok, vrchol v nebude
predkom w (lezi pod nim, alebo v tplne inom podstrome).

Hodnoty (¢asy), ktoré hlfaddme st vSak urcené jednym DFS prehladdvanim z korefia k, ktory sa nemeni a
ak sme tieto hodnoty schopny vypoditat, obe podmienky vieme oSetrif v konsStantnom ¢ase. Takyto algoritmus
by mal preto zlozitost O(n) na predpocitanie, ale iba O(1) na kazda opytana dvojicu.
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No a vypoéitat tieto hodnoty nie je tazké. Vieme predsa kedy prvykrat objavime vrchol x (ked tento vrchol
oznaéime za navstiveny) a aj kedy ho naposledy optstame (ked spracujeme vSetkych jeho susedov). Sta¢i ndm
preto vytvorit si jednu globalnu premennt cas, ktora sa bude zvysovat poc¢as behu DFS algoritmu a do vhodnych
poli si zaznaéime ¢as objavenia (pole Z[1) a ¢as vynorenia (pole K[]).

Listing programu (C++)
#include <cstdio>
#include <vector>

using namespace std;

vector<vector<int> > G; //zoznam susedov reprezentujici graf

vector<bool> T; //oznacenie navstivenia
vector<int> 7Z,K; //pole objavenia a vynorenia
int n,m; //pocet vrcholov a hran

int cas=0; //globalna premenna casu

void dfs(int v) {
T[v]=true;
z[v]=cas++; //prve navstivenie vrchola v
for (int i=0; i<G[v].size(); i++) {
int w=GI[v][i];
if(T[w]) continue;

dfs (w) ; //rekurzive sa zavolam na nenavstiveny vrchol
}
K[v]=cas++; //rekurzivne vynorenie z vrchola v
}
bool predok (int v, int w) { //je vrchol v predok vrchola w?

if(zZ([v]<=Z[w] && K[v]>=K[w]) return true; //overime obe podmienky
return false;

}

int main() {
T.resize (n, false);
Z.resize(n); K.resize(n);
//nacitaj graf G
dfs (0); //pusti prehladavanie z vrcholu 0

Artikulacie a mosty

Nech G je neorientovany suvisly graf. Vrchol v nazveme artikulacia, ak sa graf G — {v} sklada z viac ako
jedného komponentu.

Obr. 1: Obrazok grafu a DFS stromu, ktory vznikne ak na fiom spustime prehladdvanie z vrcholu 5.

Artikulacie su teda vrcholy, ktorych odstranenie z grafu spésobi rozpadnutie tohto grafu na viacero kompo-
nentov. Na obrazku 1 st to vrcholy 2, 4 a 5. Otazkou je, ako takého vrcholy najst. Samozrejme, jedna moznost
je vyskusat odstranit kazdy vrchol a potom niektorym z prehladdvani zistit, ¢i vytvoreny graf obsahuje viacero
komponentov. Takéto rieSenie mé vsak ¢asovu zlozitost O(n(n 4+ m)), ¢o je prili§ pomalé.

Opit sa teda pozrieme, ako bude vyzerat prehladdavanie DFS algoritmom. Uvedomme si, Ze pocas prehladéa-
vania narazime iba na dva typy hran:
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e stromova — hrana patriaca do DFS stromu, ktorou objavujeme novy vrchol

e spitna — hrana vedtca do uz objaveného vrchola vyssie v strome

Na obrazku 1 si mozete prezrief zakreslenie DFS stromu, ktory vytvori algoritmus DFS zaéinajtci vo vrchole
5. Spétné hrany st oznadené prerusovanou Sipkou. Zacat prehladdvanie sme mohli z Tubovolného vrcholu. Naviac,
vrcholom priradujeme nové ¢isla (oznacené ¢ervenou), ktoré voldme index. Index vrcholom priradujeme podla
poradia v akom sme ich nasli. To znamen4, Ze na ceste z koretia do fubovolného vrchola indexy vrcholov rastu
a spiitnd hrana vedie vzdy do vrcholu s mensim indexom (vedie do uz skor objaveného vrcholu).

Dalej si uvedomme, Ze ak by sa v naSom grafe nenachidzala spitné hrana, zadany graf by bol strom a v
strome je kazdy nelistovy vrchol artikulacia. To ¢o zabranuje vrcholu aby bol artikulaciou st prave spétné hrany.
To si moézeme vSimnut aj na obrazku 1. Vrchol 8 nie je artikulaciou, lebo ak ho odstranime, medzi vrcholmi 2
a 4 bude stale existovaf cesta cez spitnt hranu vedicu z vrchola 6 do vrchola 2.

A préave to je pointa riesenia. Ak po odstraneni nejakého vrchola x zostane cely graf suvisly, tak komponenty
leziace pod x obsahuju spdtni hranu, ktora ich spaja s vrcholom s mensim indexom ako ma vrchol x. Na
zistovanie toho, ¢i takato hrana existuje si zavedieme nasledovnii hodnotu.

Low link vrchola v (II(v)) je najmensie ¢islo a, Ze existuje cesta z vrchola v skladajica sa z niekolkych (aj
0) stromovych hran (vedtcich dodola) a prave jednej spitnej hrany, a tato cesta vedie do vrcholu s indexom
a.

Pomocou hodnoty ll(v) teraz vieme vyslovit dolezitu vetu:

Veta: Nech v je vrchol grafu G, ktory nie je koreri. Potom v je artikulacia prave vtedy ak aspon pre jedného
jeho syna w plati Index[v] < ll(w).

Dokaz: Nech w je syn vrchola v, pre ktory plati spomenutd podmienka. To znamena, ze Ziadna spétnd
hrana z podstromu pod vrcholom w nevedie do vrcholu s men$im indexom ako v. Ak preto odstranime tento
vrchol, nebude existovat Ziadne spojenie medzi tymto komponentom a zvysSkom grafu.

Na dokazanie druhej implikacie pouZijeme nepriamy dokaz. Nech pre vSetkych synov vrchola v plati ll(w) <
Index[v]. Potom z kazdého podstromu pod vrcholom v vedia hrana do komponentu nad vrcholom v. Ak preto
odstranime vrchol v, graf zostane suvisly, preto v nebol artikulécia.

Doévod, prec¢o sme toto nemohli tvrdif o koreni DFS stromu je ten, ze nikdy nevieme dosiahnut mensi in-
dex ako ma koren tohto stromu — 0. Uvedomme si vsak, ze koren je artikuldcia prave vtedy, ak mé aspon
dva podstromy. Medzi tymito podstromami totiz nevedia Ziadna hrana (ak by viedla, tak pri prehladani jed-
ného prehladdm aj druhy, a preto by neboli dva rozne podstromy), preto odstranenim korefia vznikne viacej
komponentov. V opac¢nom pripade odstranime iba list stromu a to zachovd stvislost.

Jediné ¢o ndm zostéva je vediet vypocitat hodnotu ll(v). To vSak nie je tazké, vieme to (neprekvapivo)
spravit v jednom DFS prechode. Z vrchola v totiz bud zoberieme priamu spétnt hranu, alebo sa vyddme jednou
stromovou do nizsieho (uZ spracovaného) vrcholu w. Tam sa nédm vSak neoplati spravit ni¢ iné, ako pouzit
hodnotu ll(w). Ak sa do takéhoto vrcholu vie dostat vrchol w, tak sa tam vie dostat aj vrchol v. Zo vSetkych
takychto moznosti zoberieme ti najmensiu.

Obr. 2: Obrazok ukazuje mozné spdtné hrany a im prislichajice low linky pre podstromy vrcholu v. Spatna
hrana Tavého podstromu ide nad vrchol v a zabezpecuje stuvislost pri odstraneni v. Stredny aj pravy podstrom
vS8ak budil po odstraneni v samostatné komponenty.
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Obrazok 2 ilustruje moznosti pre low linky podstromov. Program naviac ukazuje implementaciu tohto algo-
ritmu. Je treba si dat pozor, Ze hrana do otca nie je spitné a tiez treba $pecidlne oSetrit korer.

Listing programu (C++)
#include <cstdio>
#include <vector>

using namespace std;

vector<vector<int> > G; //zoznam susedov reprezentujici graf

vector<bool> T; //oznacenie navstivenia
vector<int> Index;

vector<int> LL; //low link

int n,m; //pocet vrcholov a hran

int cas=0;

void dfs (int v, int otec) { //vrchol v a jeho otec v strome
T[v]=true;
Index[v]=cas++;
LL[v]=Index[V];
bool artikulacia=false;
int pocet_synov=0;

for (int i=0; i<G[v].size(); i++) {
int w=G[v][i];
if (w == otec) continue;
if(T[w]) {LL[v]=min(LL[v],Index[w]); continue;} //spatna hrana
pocet_synov++;
dfs (w,Vv); //rekurzive sa zavolam na nenavstiveny vrchol

LL[v]=min(LL([v],LL[w]);
if (LL[w]>=Index[v]) artikulacia=true;
}
if (otec==-1 && pocet_synov>1l) { //koren

printf("Vrchol_%d_je_artikulacia\n",v);
}
else if (otec!=-1 && artikulacia) { //nekoren

printf (”"Vrchol.%d.je_aritkulacia\n”,v);

}

int main() {
T.resize (n, false);
Index.resize(n); LL.resize(n);
//nacitaj graf G
dfs(0,-1); //pusti prehladavanie z vrcholu 0

Podobne ako sme si zadefinovali vrchol, ktorého odstranenim znesuvislymi graf, si mozeme zadefinovat aj
hranu. Most je taka hrana grafu G, Ze po jej odstraneni sa graf rozpadne na viacero komponentov.

Moznych rieSeni, ako najst vSetky mosty grafu, je viacero. V jednom z nich si doprostred kazdej hrany
vlozime novy vrchol. Nasledne najdeme vsetky artikulacie a tie nové vrcholy, ktoré st oznacené za artikulacie
boli vlozené do hran, ktoré boli mostami.

Druhé rieSenie je pouzit postup podobny ako pri hladani artikuléacii. Presnejsie, hrana medzi vrcholmi v a
w je most prave vtedy, ak plati Index[v] < ll(w). VSimnite si ostrt nerovnost. Dokaz je analogicky.

Silno savislé komponenty

Nech G je orientovany graf. Silno stivisly komponent je takd podmnozina vrcholov S, Ze existuje cesta
z a do b pre lubovolné a,b € S a zaroven nevieme do tejto mnoZiny pridat dalsi vrchol tak, aby tato vlastnost
platila nadalej.

Inak povedané, je to najvic¢Sia mnozina vrcholov, v ktorej sa da z kazdého vrcholu dostat do kazdého iného.
Ako uvidime neskor, takdto mnozina moze byt uzitocnd, preto by sme cheeli rozdelit graf G' na takéto mnoziny
— rozdelit ho na silno stvislé komponenty.

Uvedomme si, ze ak skontrahujeme vSetky takéto mnoziny do jedného vrcholu, dostaneme novy graf, ktory
bude acyklicky a orientovany. Ak by totiz obsahoval cyklus, tak vSetky vrcholy (¢o st vlastne mnoziny) by
tvorili viacsi silno stvisly komponent, pretoze by existovala cesta odvSadial vSade. Aj tento kontrahovany graf
sa nam neskor zide.

Ako vsak tieto silno stivislé komponenty najst? Opéf raz vyuzijeme prehladavanie do hibky. Za¢nime prehla-
dévat graf z Tubovolného vrcholu. Postupne objavujeme nové vrcholy, ktoré mozu patrif roznym komponentom.
V nejakom momente vSak narazime na vrchol v, ktory lezi v silno stivislom komponente S a pre tento kompo-
nent plati, Ze z neho nevedia Ziadna hrana do iného komponentu. Toto musi nastat prave z dévodu acyklickosti
kontrahovaného grafu.

Uvedomme si nasledovni vec. Vrchol v ma spomedzi vrcholov mnoziny S najmensi index. A ziadna hrana
vedtca z vrchola z mnoziny S nevedie do vrchola s mensim indexom, pretoze tieto hrany vedd iba v ramci
mnoziny S. To znemend, ze DFS algoritmus néjde vrchol v, potom postupne obide vSetky vrcholy mnoziny S
(lebo z v vedie nejaky cesta do nich) a potom bude chciet vyjst von z vrchola v.
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V tomto momente vSak vieme zistit, Ze index vrchola v je rovnaky ako low link vrchola v. Naviac, pre ziaden
iny vrchol w € S neplati, Ze ll(w) = Index|w]. Pretoze z vrchola w vedie cesta do v a preto jeho low link vedie
do vrchola s mensim indexom. Vrchol v je teda prvy vrchol, ktory ked optstame, tak jeho low link sa rovna
jeho indexu. V tom momente vieme, ze vSetky vrcholy leziace pod nim patria do toho istého silno stivislého
komponentu.

V tomto momente modzeme odstranit mnozinu vrcholov S z grafu a pokracovat v prehladdvani dalej. Po
nejakom case sa opift dostaneme do komponentu, z ktorého nevedd hrany do iného eSte neobjaveného kom-
ponentu. Je dolezité, Ze eSte neobjaveného. Moze sa totiz staf, ze z neho vedd hrany napriklad do mnoziny S.
T sa ndm vSak uz podarilo uzatvorit a akoby v nasom grafe neexistovala.

Asi najjednoduchs$iu implementaciu vyssie spomenutého postupu navrhol Tarjan a funguje nasledovne. Pas-
taj algoritmus na hladanie silno stvislych komponentov postupne zo vSetkych eSte nenavstivenych vrcholov
(moze sa stat, ze nebude stacit jedno prehladavanie). Ked zacnes spracovivat vrchol v, nastav mu index a hod
tento vrchol na samostatny stack, poznac si, ze vrchol v je na stacku. Postupne prechadzaj vSetkych susedov
vrchola v oznacenych w. Ak je w eSte nenavstiveny, zavolaj tito funkciu rekurzivne. Ak je w nav§tiveny, ale nie
je na stacku, patri do uz spracovaného silno stvislého komponentu a mozes ho ignorovat. Ak je navstiveny, ale
je na stacku, chovaj sa k tejto hrane ako k spiitnej hrane. Pre vrchol v vypoéitaj hodnotu ll(v) pomocou hran
do synov. Ak je ll(v) rovnaké ako index v, nasiel si silno stvisly komponent. VSetky vrcholy, ktoré don patria
lezia na vrchu stacku a kedZe vrchol v bol navstiveny prvy, lezi v stacku najhlbsie. Postupne vyberaj vrcholy
zo stacku, az kym nenarazi$ na vrchol v. Pre tieto vrcholy si zapaméitaj, Ze uz nie s na stacku a poznaé si, ze
patria do spolo¢ného silno stvislého komponentu.

Tato nie az tak tazka myslienku moéZeme implementovat nasledovne v ¢ase O(n + m).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <stack>
using namespace std;

vector<vector<int> > G; //zoznam susedov reprezentujici graf

vector<int> T; //oznacenie navstivenia (O-nenavstiveny, 1-na stacku, 2-navstiveny nie na stacku)
vector<int> Index;

vector<int> LL; //low link

stack<int> S; //stack

int n,m; //pocet vrcholov a hran

int cas=0;

void dfs(int v) {
S.push(v); T[v]=1; //vlozim vrchol v na stack
Index[v]=cas++;
LL[v]=Index[V];

for (int i=0; i<G[v].size(); i++) {
int w=G[v][i];
if (T[w] == 2) continue;
if(T[w] == 1) {LL[v]=min(LL[v],Index[w]); continue;}
dfs (w);
LL[v]=min (LL[v],LL[w]);
}
if (LL[v] == Index[v]) {
printf ("Novy.silno.suvisly.komponent.obsahuje.vrcholy:”);
int x;
do {
x=S.top(); S.pop();
T(x]=2;

printf (”.%d”,x);
} while (v!=x);
printf ("\n”);

}

int main() {
T.resize(n,0);
Index.resize(n); LL.resize(n);
//nacitaj graf G
for (int i=0; i<n; i++)
if(T[i] == 0) dfs(i); //prehladava postupne zo vsetkych nenavstivenych vrcholov

2-SAT

Nech z; az x, st logické premenné nadobudajice iba hodnoty True (1) a False (0). Tieto premenné a
ich negécie T1 az T, nazyvame literdly. Klauzulou nazyvame disjunkciu (or) niekolkych literalov. Formulu
nazyvame konjunkciu (and) niekolkych klauztl. Problém SAT (satisfiability) je problém rozhodnutelnosti, ¢i
sa daju priradif hodnoty premennym x; az x,, tak, aby bola splnend konkrétna formula . Naviac, ak kazda
klauzula formuly ¢ obsahuje najviac ¢ literdlov, volame tento problém c-SAT.
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Ako uz moZno viete (alebo sa dozviete), problém SAT je NP-tiplny, nepozndme pren polynomidlny algoritmus,
ktory by ho riesil. Dokonca uz problém 3-SAT je NP-tplny. Napriek tomu je jednoduchsi 2-SAT rieSitelny v
polynomiédlnom, dokonca linearnom case. V tejto Casti sa pozrieme na to, ako.

Kazda klauzula formuly ¢ v 2-SAT sa skladd z dvoch literdlov, ma preto tvar a V b. Aby bola formula
¢ splnend, musia byt splnené vSetky klauzuly. S operdciou or sa pracuje pomerne zle. Ovela vhodnejsia je
implikacia. Uvedomme si vSak, ze klauzula a \V b uréuje dve implikicie @ = b a b = a (ku kazdej implikicie
vieme pridat aj jej obratent). Dostdvame teda mnozinu implikacii, ktoré vsetky musime splnit.

Tato mnozinu implikacii si vieme pekne predstavit ako graf. Kazdy literdl x1 az x,, a T1 az T,, bude predsta-
vovat jeden vrchol. Nasledne ak mame implikiciu a = b tak priddme orientovant hranu z vrcholu a do vrcholu
b.

Uvedomme si, ¢o takyto graf reprezentuje. Ak existuje orientovana cesta medzi dvoma vrcholmi ¢ a d, tak
to znamen4d, Ze ¢ = d, pretoze mame postupnost na seba nadviazanych implikécii. Este dolezitejsie st vSak
cykly a obojsmerné cesty. Ak totiz ¢ = d a d = c¢, tak literdly c a d st ekvivalentné. To znamena, ze im
musime priraditf rovnaki pravdivostni hodnotu. No a z tohto pozorovania jasne vyplyva, ze vSetkym vrcholom
v rovnakom silno stvislom komponente impika¢ného grafu musime priradif rovnaka hodnotu.

Prvy krok riesenia je teda vytvorit silno suvislé komponenty a dostat skontrahovany graf, kde kazdy vrchol
predstavuje jeden silno stuvisly komponent. Zamyslime sa teraz, kedy sa formula ¢ nedd splnit. Jedna zjavna
podmienka je, ze by sa premennd x; a aj jej negacia T; nachadzala v tom istom komponente. Tento komponent
mi tvrdi, ze st ekvivalentné, ale to nie je mozné, lebo st navzajom negované. V takomto pripade je formula ¢
nesplnitelnd. A ako sa ukéze, toto je jediny takyto pripad.

Prezreli sme teda kazdy silno stuvisly komponent a zistili, Ze Ziaden z nich neobsahuje premenn aj jej negéciu.
Chceli by sme preto najst priradenie hodnot premennym. Treba si uvedomit dolezitii vec. Graf implikacii a
aj skontrahovany graf s istym sposobom symetrické, lebo implikidcia mé aj svoju obmenu. Presnejsie, ak
plati implikdcia a = b, tak plati aj b = a. Ak st teda dve premenné ekvivalentné, aj ich negacie musia byt
ekvivalentné. To znamend, Ze silno stvislé komponenty sa vyskytuja v dvojiciach. Ku kazdému silno stvislému
komponentu S existuje silno stvisly komponent S obsahujtci negacie literalov v S. Naviac, ak mame silno
stvisly komponent S, z ktorého nevedid ziadne hrany do injch komponentov, tak do S nevchadzaja ziadne
hrany z inych silno stvislych komponentov (mozete si to odvodit sporom pomocou obmeny implikacie).

V nasom skontrahovanom grafe si preto zoberme silno stvisly komponent S, z ktorého nevychadzaji hrany
a komponent S, do ktorého hrany nevchadzaji. Vrcholom S priradme hodnotu 1, z ¢oho vyplyva, Ze vrcholom S
priradime 0. AvSak x = 1 aj 0 = x st vzdy pravdivé. Takéto priradenie preto nemohlo porusif ziadnu implikéciu
a vSetky implikécie tykajtce sa tychto vrcholov st splnené bez ohladu na hodnotu priradentt druhému koncu
(ktory je mozno v inom silno stvislom komponente). Mozeme tieto vrcholy odstranit a pokracovat rovnakym
sposobom s mensim grafom. Nakoniec dostaneme validné ohodnotenie premennjch ; az x, splhajtce formulu
. Na to vSetko ndm stacil ¢as O(n 4+ m), kde m je pocet klauzuli.
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