Parenie v bipartitnych grafoch

Maéame graf G, ktorého vrcholy sa daji rozdelit na dve particie A a B, je teda bipartitny. Nasim cielom je
najst ¢o najviiésie parenie v tomto grafe, teda ¢o najvicsiu mnozinu nezéavislych hran — hran, ktoré nemaju
spolo¢ny vrchol.

Zoberme si lubovolné parenie M obsahujtce nejaké hrany. Striedava cesta vzhladom na péarenie M nazveme
tak cestu, ktord zacina v nesparenom vrchole v A a striedavo ide cez hrany nepatriace pareniu a tie do
péarenia patriace, teda leziace v M a tato cesta konc¢i v komponente B. Ak je naviac vrchol v B, v ktorom
konéi striedava cesta, nespéareny, takuto cestu volame zlepSujaca cesta. Dovod tohto oznacenia je jasny. Ak
zoberieme Tubovolni zlepSujicu cestu, hrany na tejto ceste, ktoré patria do M odtial vyberieme a vloZime tam
hrany, ktoré do M nepatrili, dostaneme parenie M’, ktoré je o jednu hranu vicsie ako M.

To nés privadza na myslienku jednoduchého greedy algoritmu na hladanie maximalneho parenia. Za¢neme
s prazdnym parenim a postupne budeme hladat zlepSujtce cesty. Vzdy ked najdeme nejaki zlepSujticu cestu,
vyhlésime pérenie za maximaélne.

Je v8ak tento algoritmus spravny? NemoZe sa nam staf, Ze sa dostaneme do lokdlneho maxima, v ktorom
uZ neexistuje zlepSujica cesta, ale zaroven toto parenie nie je maximélne? Aby sme mohli takyto algoritmus
pouzit, musime si dokdzat nasledujticu vetu.

Veta 1: Parenie M je maximalne prave vtedy, ked neexistuje zlepsujica cesta vzhladom na M.

Doékaz:

KedZe dokazujeme ekvivalenciu, potrebujeme dokézat dve implikacie. Ako to castokrat byva, jedna z tychto
implikécii je jednoduchsia ako t4 druhd. V tomto pripade to bude implikacia zlava doprava.

Majme maximélne parenie M. Je jasné, ze takéto péarenie neobsahuje zlepSujticu cestu. Ak by obsahovalo,

Pred sebou mame uz len t zaujimavi implikéciu, ktorti naozaj potrebujeme na funkénost naseho algoritmu.
Zoberme si lubovolné maximéalne parenie M a lubovolné parenie M’, v ktorom neexistuje zlepSujica cesta. Ak
dokédzeme, ze |M| = |M’|, tak sme dokézali celtl implikdciu. Zoberme si graf G, v ktorom sme nasli tieto dve
parenia a ozna¢me hrany oboch pareni M a M.

Ak je nejakéd hrana v G neoznacend oboma pareniami, moézeme ju ignorovaft, lebo nijak nezasahuje do velkosti
tychto mnozin. Takisto méZeme ignorovat vietky hrany, ktoré sa nachddzajt aj v M aj v M’, lebo ich zanedbanie
nam odstrani rovnako vela hrdn v oboch péreniach. Ostali ndm teda hrany, ktoré lezia v prave jednom z pareni
M a M'.

Uvedomme si, Ze graf, ktory ndm zostal mé maximalny stupeni 2, lebo z kazdého vrcholu moze vychadzat
najviac jedna hrana patriaca M a najviac jedna hrana patriaca M’. Ako teda vyzeraji komponenty tohto grafu.
Mozu tam byt izolované vrcholy, cesty a kruznice. Izolované vrcholy nam nevadia, lebo neovplyviiuji velkosti
pareni. Kruznice v tomto grafe musia byt parne, lebo sa na nich striedavo nachidzaju hrany z M a z M’ a
nemodzu byt vedla seba dve hrany z toho istého parenia — potom by to nebolo parenie. No a parna kruznica mé
rovnako vela hran v M ako v M’. Ostavaji ndm teda cesty.

Parne cesty st v poriadku, lebo opét pridaji rovnako vela hran do oboch péareni. A neparne cesty tu
existovat nemozu, lebo by boli zlepSujicimi cestami pre jedno (to minoritné) z pareni. A to je spor, lebo pérenie
M’ neobsahuje zlepSujtce cesty a parenie M je maximalne, preto tieZ neobsahuje zlpSujtce cesty.

Tym padom maju péarenia M a M’ rovnako vela hran a teda ak mame pérenie bez zlepSujtcej cesty, tak
toto parenie je maximalne.

Z platnosti predchédzajicej vety plati, Ze vysSie spomenuty algoritmus je korektny. Nasim ciefom vSak
je ho aj naozaj implementovat, preto sa v dalSej ¢asti budeme zaoberat tym, ako takjto algoritmus redlne
naprogramovat.

Algoritmus na hladanie najvaésieho parenia v bipartitnych grafoch

Najdolezitejsia cast tohto algoritmu bude hladanie zlepSujicej cesty. Na zacdiatku teda méme nejaky ne-
spareny vrchol v A a z neho budeme hladat postupnost neoznacenych a oznacenych hran, ktoré skondia v
nesparenom vrchole v B.

Na pamétanie délezitych informdcii ndm posluzi niekolko poli. Zaprvé si budeme potrebovat zapamitat
samotny graf G. Ten budeme mat ulozeny ako zoznam susedov v poli G (v C++ sa najlepsie na toto hodi
vector<vector<int> >). Zadruhé musime vediet, ktory vrchol je spareny s ktory inym vrcholom. Na to ndm
posluzi pole sparenel]. Na i-tom mieste tohto pola bude —1, ak vrchol ¢ nie je spareny a ¢islo vrchola, s ktorym
je spareny v opac¢nom pripade. Naviac este podotknem, Ze vrcholy si ¢islujeme od 0 po n — 1.
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Majme nespareny vrchol v € A. Vsetky hrany, ktoré z neho ved st nesparené, postupne sa teda pozrime
na vSetky z nich. Dostaneme sa do suseda vrchola v, ktorého si oznac¢ime w. Mame dve moznosti. Vrchol w
je nespéreny. V tom pripade sme nasli zlepSujicu cestu, upravime si pole sparene|] a ukonéime hladanie. Ak
je vSak vrchol w spareny, pri hladani zlepSujicej cesty musime teraz prejst po tejto sparenej hrane do vrcholu
sparene|w]. V tomto vrchole sme vSak vo velmi podobnej situécii ako sme boli na za¢iatku s vrcholom v. Sme
v komponente A a hladdme zlepSujticu cestu z tohto vrchola.

To nas vedie k myslienke rekurzivnej funkcie. Jej iloha bude nasledovna: Ezistuje striedavd cesta z vrchola
v, ktord konci v nespdrenom vrchole mnoZiny B? Vracat bude samozrejme jednu booleanovii hodnotu true
alebo false podla toho, akd je odpoved na tato otazku.

Algoritmus teda vyzerd takto: zavolame rekurzivnu funkciu na vrchol v. Vnutri nej sa pozerame postupne
po v8etkych jeho susedoch w. Ak je w nespérené, upravime pole sparene[] a vratime hodnotu true a ukonéime
algoritmus. Ak je w spérené, zavolame sa rekurzivne na vrchol sparene[w]. Ak mi toto rekurzive volanie vrati
true, opif modzeme upravit pole sparene[] (o vSetko ostatné sa postarala rekurzia) a vrétit hodnotu true. Ak
sa ndm nepodarilo vratif true pre ziadneho suseda v, smutne skonstatujeme, Ze z vrchola v nevedia zlepSujtca
cesta a vratime false.

Naviac si uvedomme, Ze sa nam neoplati volat ttto rekurziu dvakrat na ten isty vrchol. Ak mi totiz rekurzia
v tomto vrchole vratila true, tak sa algoritmus hned ukondi a teda druhykrat sa zavolat nemoze, a ak mi vratila
false, tak mi tito hodnotu vréti aj teraz, lebo sa zatial ni¢ nezmenilo. Preto si budeme este v poli T'[] pamétat,
z ktorych vrcholov sme uz volali rekurzivnu funkciu. Cely algoritmus je vlastne len upravené prehladévanie do
hibky (DFS).

Nag algoritmus teda opakovane spusta tato funkciu a snazi sa hladat zlepSujtce cesty. Pritom si dava pozor,
aby volanie tejto funkcie za¢inalo vzdy v nesparenom vrchole v A. Kolkokrat to vSak opakovat? A z ktorych
vrcholov spustat tato rekurziu? Keby sme to robili bez rozmyslu, zabralo by to prili§ vela ¢asu.

K tomu pomdze nasledovna tivaha. Predstavme si, Ze mame iba komponent B a A je zatial prazdne. Nase
péarenie je zatial prazdne, tym paddom vSak aj maximalne, kedZe graf neobsahuje ziadnu hranu. Pridajme teraz
niekolko vrcholov z A aj so vSetkymi hranami, ktoré z nich vedi do B a predpokladajme, Ze mame najdené
maximalne parenie v tejto Casti grafu.

Pridajme novy vrchol v. Maximélne parenie v tomto novom, o jedna vi¢Som grafe, ndAm mohlo narast najviac
o 1. Ak by totiz narastlo o viac, po odstraneni tohto vrcholu by sme odstranili najviac jednu sparent hranu,
ale tym padom nami najdené parenie nebolo najvicsie. Ak narastlo o 1, tak to znamenad, Ze tam pribudla jedna
zlepSujuca cesta, ale tato moze viest iba z vrchola v, lebo jeho pridanie spdsobilo vznik tejto zlepSujlcej cesty
— bez neho tam predsa nemohla byt. To znamen4, Ze nam sta¢i jedno rekurzivne volanie z vrchola v a po Tiom
budeme mat maximdlne parenie na tomto o jedna vééSom grafe. Tato myslienku postupne aplikujeme dalej,
pridavanim dalsich vrcholov.

Co je super na tejto myslienke je to, ze nemusime implementovat to, Ze nejaka ¢ast grafu sa este nepridala.
Ak som nehladal z nejakych vrcholov zlepSujiicu cestu, tak tieto vrcholy nemaju ako zasiahnut do aktudlneho
hladania, preto to pre algoritmus naozaj vyzera, akoby som vrcholy postupne pridéaval.

Vsetky tieto poznatky nés dovedt k velmi jednoduchej implementécii. Jej ¢asova zlozitost je radovo O(n(n+
m)), teda O(nm). Rekurzivna funkcia ma zlozitost O(n + m) (lebo DFS) a voldme ju najviac n krat.

Listing programu (C++)

int n; //pocet vrcholov

vector<vector<int> > G;

vector<int> A,B; //zoznam vrcholov v prislusnych komponentoch
vector<bool> T;

vector<int> sparene;

bool zlepsujuca_cesta(int v) {
T[v]=true;

for (int i=0; i<G[v].size(); i++) {
int w=G[v][i];
if (sparene[w]==-1) {sparene[w]=v; sparene[v]=w; return true;}
if (!T[sparene[w]] && zlepsujuca_cesta(sparene([w])) {sparene[w]=v; sparene[v]=w; return true;}

}
return false;

}

void maximalne_parenie () {
sparene.resize(n,-1);

for (int i=0; i<A.size(); 1++) {
int v=A[i];
T.clear(); T.resize(n,false); //nezabudnut nanovo vymazat pole T

zlepsujuca_cesta(v);
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Najmensie vrcholové pokrytie a najvacsia nezavisla mnozina

Problém vrcholového pokrytia je problém hladania takej mnoziny vrcholov, Ze kazd4 hrana susedi s as-
pon jednym vybranym vrcholom. A nezavisld mnozina je mnozina vrcholov, kde nevedie hrana medzi dvoma
vybranymi vrcholmi.

Dolezité pozorovanie je, ze tieto dva problémy st na seba dualne. Kazdé vrcholové pokrytie C' urcuje nezavisla
mnozinu I = V(G)—C. Existencia hrany v nezévislej mnozine by totiz znamenala, Ze tato hrana nebola pokryta
prislusnym vrcholovym pokrytim a naopak. Minimalizicia vrcholového pokrytia teda vedia k maximalizacii
nezévislej mnoziny a preto problém riesiaci jeden z tychto problémov riesi v zapéti oba.

Na prednéaske sme si spominali Konigovu vetu, ktora hovori o tom, Ze velkost najvicsieho péarenia je rovnakéa
ako velkost najmensieho vrcholového pokrytia. Cely dokaz tohto tvrdenia mozete néajst v Diestelovej Graph
Theory a tu ho nebudem odvadzat.

V ramci toho dokazu sa vsak vyskytla nasledovna konstrukciu mnoziny U. Zobrali sme si maximalne parenie
M. Pre kazdd hranu ab € M sme do U zaradili prave jeden vrchol. Vrchol b sme do U zaradili vtedy, ak
existovala striedava cesta vzhladom na M, ktord konéila vo vrchole b (Uvedomte si, Ze striedavé cesty nemusia
byt ¢o najdlhsie. Aj jednohranova cesta je striedava cesta). V opacnom pripade sme do U zaradili vrchol a.

Nésledne sme pomocou tejto konstrukcie ukazali, ze U je vrcholové pokrytie a to dokonca najmensie mozné.
Zaujimavé na tomto dokaze ale je, Ze je to dokaz konStrukény. Priamo ndm déva navod, akym sa d4 zostrojit
najmensie vrcholové pokrytie. Nagou tilohou je to uz len premenit na algoritmus.

Predpokladajme, Ze mdme ndjdené maximéalne péarenie M. Cielom bude néjst vSetky vrcholy, cez ktoré
prechddza nejaké striedava cesta, aby sme potom vedeli rozhodovat, ktory vrchol z péarenia pridat do mnoziny
U.

Striedavé cesty zac¢inaju v nesparenych vrcholoch mnoziny A. Odtial ideme nesparenymi hranami (to zna-
mend vietkymi) do komponentu B. Aby sme zachovali striedavost, z komponentu B musime odist po sparenej
hrane, ¢im sa dostaneme opéf do komponentu A. Odtial musime ist nesparenou hranou do B atd. Opét je jasné,
7e sa nam neoplati hladat z jedného vrcholu viac ako raz. Tym paddom vieme tento postup implementovat ¢i
uz pomocou DFS alebo BFS v ¢ase O(n + m). Teraz uz len zoberieme vSetky sparené hrany a do najmensieho
vrcholového pokrytia priddme spravne vrcholy, podla toho ¢o ndm vravela Konigova veta.

Ide to vSak aj o chlp jednoduchsie. Oznacujme si vSetky vrcholy, ktorymi prechadzal nas vyssie spomenuty
algoritmus na hladanie striedavych ciest. Bez ohladu na to, v ktorom komponente tieto vrcholy leZia. Nasledne
plati, Ze do najmensieho vrcholového pokrytia patria vSetky neoznafené (nenavstivené) vrcholy komponentu A
a vietky oznacené (navstivené) vrcholy komponentu B. Rozmyslite si preco.!

IImplementéaciu naschval vynechdvam. Viak nie¢o na tt tlohu musite spravit aj vlastné :P A dafam, Ze slovny popis bol
dostato¢ny, aby ste to zvladli.
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