1. Na rozmysfanie (12 bodov)

Pozor na 3pecifikovanie operacie intervalaca

Ked pouzivate nejaki datovi struktiru, tak je dolezité spravne uviest jej predpoklady. Pre riesenie tloh
a), b) nesta¢i napfsat: ,PouZijeme intervalovy strom, kde vo vrcholoch budii 0 / 1 reprezentujtice zatvorent /
otvorent pilu. A vo vrcholoch bude index najlavejSej otvorenej pily na intervale. Pri otvoreni / zatvoreni pily
len zmenime 0 / 1 v prislusnom liste.“ Nemdme totiz vysvetlené, ¢o sa deje so stromom pri zmene hodnoty
v liste. Jednou moznostou je cely proces zmeny opisat ako bol na predniske. AvsSak algoritmy z prednasky
mozeme vyuzif. K tomu ndm chyba podstatnd informdcia — §pecifikovat, akt operdciu pri intervalovom strome
pouzivame. V materidli https://ksp.sk/kucharka/intervalovy_strom/ je intervalovy strom vysvetleny na
stcet. Pokial chceme pouzivat inii operdciu, treba to &pecifikovat.

Napriklad rieSenie pre prvé dve operacie by stacilo v podobe: ,Pouzijeme sic¢tovy intervalovy strom nad
polom 0 (zatvorend) a 1 (otvorend pila). Otvorenie a zatvorenie pily zodpovedd priamo tymto operacidm.*
Dokonca za plny pocet by sme uznali riesenie:

PouZijeme minimovy intervalovy strom nad polom p dizky n—+1, kde p[i] = oo pre zatvoreni pilu na kilometri
i a p[i] = i pre otvorend pilu. Otvorenie a zatvorenie pily teda simulujeme operdciou zmeny listu v intervalovom
strome. Ak sa spusti drevo na kilometer xz, tak vratime minimum intervalu [z, n]. VSetko st bezné operécie s
intervalovym stromom, ktoré maju zlozitost O(logn) + O(n) inicializacia.

Treba si dat vsak pozor, Ze vysledok opericie pre interval sa musi dat zrekonstruovat z vysledkov pre dva
podintervaly. Napr. v tlohe 2.4 nemo6Zeme pouzit intervald¢ s operdciou ,vratf pre interval dizku najdlhsej
neklesajicej postupnosti“.

Pozor na urtenie Easovej zlozitosti
Vicsina z vds pouzivala maximovy (resp. s operdciou or) intervalovy strom nad polom 0 / 1 (otvorend /
zatvorend pila). Uvedieme jeden z algoritmov pre tretiu otdzku. Zamyslite sa, ¢i je spravny a akd m4 zlozitost.
Zmeny pil simulujeme zmenami prvkov v poli. Ked spustime drevo na kilometer z, tak na koreii zavoldme
nasledovnu funkciu.

1. Ak som v liste s pilou, tak vratim jeho index. Ak v liste nie je pila, tak vratim —1 (pila neexistuje).

2. Ak je v intervale lavého syna otvorend pila (hodnota tohto syna je 1) a zdroveri cely tento interval nie je
nalavo od z, tak sa zavolame na lavého syna.

3. Pokial este nemame vysledok, tak sa zavoldme na pravého syna.

Logika je spravna. Vysledok pre strom totiz ndjdeme bud’ v lavom podstrome, a to len ked’ tam je pila a nie
je cely pred z; alebo v pravom podstrome. Problémom je ¢asové zloZitost. Tento program totiz nemd zloZitost
O(logn). Ak si otvorené len pily 0 a n, tak program stdle vold dolava aZ do spoloéného rodi¢a vrcholov 0 a
1. Tam sa zavold len na pravého syna a vrati —1. Toto sa deje potom z kazdého vrchola na ceste do korena —
program sa vold stale doprava az do syna, ¢o robi

14+2+---+logn = O((logn)?) operacii.

Ked budeme menej sikovni, tak mozeme skonéit aj s linedrnym riesenim, ktoré prehladd cely strom. Na to
si treba dat pozor.

Okrem toho v takychto rieSeniach treba ich éasovii zlozitost odovodnit.

Jednym zo spravnych rieSenim tohto typu je nasledovné:

1. Ak sme v liste, vratime jeho index.

2. Inak sa zavoldme na lavého syna, ak to m4 zmysel. Ak dostaneme vysledok, tak ho vratime, inak sa este
zavolame na pravého syna, ak to ma zmysel, a vratim vysledok z neho. Pod ,ak to ma zmysel“ myslime,
7e syn ma hodnotu 1 (v jeho podstrome je pila) a nie je pravda, Ze jeho podinterval je cely nalavo od .

Casovii zlozitost vieme odhadnif nasledovne. Algoritmus ide z korena po ceste k listu z. Niekde na tejto ceste
(najskor v liste z) vrati, Ze pila neexistuje. Této fiza zaberie O(logn) ¢asu (také je hibka stromu). Potom sa
rekurzivne vyndra — tiez O(logn), a to az do momentu, ked vyjdeme z lavého syna a zavoldme sa do pravého.
V tejto situdcii pravypodinterval musi byt cely za x a musi obsahovat pilu, kedZe sa doitho volame. Algoritmus
teda najde najlavejsiu pilu postupnym sa vnaranim, ¢o tiez zaberie O(logn) ¢asu. Kazd4 z tychto troch fiz ma
logaritmicki zloZitost, preto cely tento proces ma tiez zlozitost O(logn).
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Lazy loading

Viacerf ste v rieenf spominali, Ze ho mozno zrychlit lazy loadingom. Vo véésine pripadov viak islo o nezmysel,
ktory odhaloval, Ze intervalovym stromom a lazy loadingu nerozumiete. V §tandardnych rieSeniach tejto tilohy
totiz lazy loading nem4 zmysel. Ten vieme pouzit vtedy, ked robime zmenu intervalu. Zadanie tlohy od nas
vyzaduje zmeny len jedného miesta v poli a zodpovedanie otazky pre interval.

Avsak mozno ho vyuzif pri nasledovnom rieseni. Pre kazdy kilometer si budeme pamétaf index najlavejsej a
najpravejsej otvorenej pily a nad tymto polom si vytvorfme intervalovy strom. Otvorenie pily vieme simulovat
zmenenim tychto hodnot na vhodnom intervale, podobne aj zatvorenie. Tieto operacie budeme robit lazy. Ked
spustime drevo na kilometri z, tak odpoved mdme na indexe i (resp. tam bude, ked tam zideme z korena).
Detaily riesenia nechdvame na vés (zloZitost, akd operdciu robime v tomto strome, ... ).

2. Na teoretické vedomosti (18 bodov)

V prvej ¢asti tejto tlohy bolo treba popisat Dijkstrov algoritmus tak, ako sme ho mali na prednagke. Tu je
velmi dolezité, aby ten popis bol jasny a presne definovany.

Vela rieSeni spomenulo spracované a nespracované vrcholy. Nikde vSak nedefinovalo, ¢o to presne znamend.
To totiZ nie si jasne definované slova alebo nejaké ustdlené vyrazy. Je to niefo, ¢o ndm pomaha sa vyjadrovaf
zrozumitelnejsie a jasnejsie, najprv ich vSak musime mat definované.

Bolo teda dobré zacat tym, Ze definujeme: Spracované vrcholy volame tie, pre ktoré pozndme najkratsiu
cestu, zo zaciatku do tychto vrcholov.

Podobne aj v zvysku popisu bolo délezité definovat veci ¢o pouzivame. Viaceri spomenuli haldu, ale nepopisali
aké hodnoty do nej ukladaju, kedy presne ich tam vkladaji, ako vypocitaju hodnoty, ktoré tam patria. To vsetko
s veci, ktoré si ako opravovatel nemozem domyslat, ale musim vediet vyéitat z textu.

Rovnako, viaceri ste zabudli vysvetlit, ¢o sa deje s vrcholmi, ktoré si v halde viackrat.

Pri popise rieseni sa teda snazte, aby bolo presne definované s akymi hodnotami pracujete, ako ich pocitate
a ¢o s nimi d'alej robite.

V druhej éasti ilohy bolo treba vysvetlit, preo Dijkstrov algoritmus nefunguje na grafe, v ktorom st zdporné
hrany.

V rieSeniach sa ¢asto spominali existencie zadpornych cyklov. To samo o sebe ale ni¢ neznamend, algoritmus
by predsa mohol byt korektny aj pri ich existencii. A to presne bolo treba spravit. Ukdzat, Ze algoritmus
korektny nebude, ak sa tam cykly vyskytnu.

K tomu sa dalo pristtipif dvoma sposobmi. V prvom stacilo vytvorif nejaky priklad grafu so zdpornymi
hranami a popisat, ako na nom bude bezat Dijkstrov algoritmus (popisany v predchddzajicej tilohe) a Ze
vysledné hodnoty naozaj budi spoéitané zle. Tu je velmi dolezitd prave ta druhd cast, ukazat, Ze algoritmus
naozaj nefunguje. Bez toho si totiz iba mozeme domyslat, &i algoritmus zlyhd a ako velmi.

Druhy sposob rieSenia bolo postupovat vieobecne, ukizat dokaz spravnosti Dijkstrovho algoritmu (teda, e
nespracovany vrchol s najkratSou vzdialenostou od zaciatku moZzeme prehlésit za spracovany) a ukdzat, kde
tento dokaz zlyha kvoli zapornej hrane. Toto tvrdenie sa totiz spolieha na to, ze ak mam aktudlne najkratsiu
vzdialenost, t4 sa uz skratit nemoze, to sa viak vyuzitim zdpornej hrany stat moze.

Riesenei poslednej podilohy vyzadovalo vytvorit si novy graf. V tomto grafe jednotlivé vrcholy reprezentuji
stav ,,v ktorom vrchole sa nachadzam a akej farby bola posledna hrana, ktorou som presiel“. Medzi takymito
stavmi sa lahko daji pridat hrany vychddzajic z hran péovodného grafu — ak vedie modrs hrana medzi v a w,
tak v novom grafe bude hrana medzi (v, cervena) a (w,modra) a tiez hrana medzi (w, cervena) a (v, modra)
(nové hrany si orientované).

Lubovolna cesta v takomto grafe zaruéi, Ze nepdjdu dve hrany rovnakej farby za sebou, a preto moézeme
pouzit Dijkstrov algoritmus.

Vela z vés spravne identifikovalo prave takéto riesenie. Opét v3ak bol problém s jasnostou a presnostou de-
findcie. Bud nebol iplne presne definovany stav, ktory vrcholy reprezentuji, alebo ste nepopisali akym sposobom
upravite hrany grafu. Opét sa teda opakuje, Ze v popisoch treba byt ¢o najpresnejsi a poriadne popisat vietky
kltiéové casti.

Mensia chyba bola, ak élovek nedodefinoval odkial sa hlad4 vyslednd najkratsia cesta, pripadne do ktorého
vrcholu m4 viest.

3. Na programovanie (5 bodov)

Obe zadané funkcie boli z tych jednoduchsich. Napriek tomu si treba dat pri implementdcii pozor na drobné
chyby, ktoré vedia vyrazne ovplyvnif spréavnost alebo efektivitu rieSeni.
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Pri dlohe s umocnovanim bol chybny najcastejsie takto vyzerajuci program:

def umocni(a, b, m):
if b == 0:
return 1
medzivysledok = umocni(a, b//2, m) * umocni(a, b //2, m)
if b % 2 ==
return (a * medzivysledok) % m
return medzivysledok % m

Tento program vyzers spravne a dokonca pise spravne hodnoty. Nie je viak dost efektivny. Problémom je, Ze
umocni(a, b//2, m) vold dvakrat. Tym padom ale strati vSetku efektivitu, lebo dookola pomaly prepocitava
t1 istd hodnotu v dvoch samostatnych volaniach.

Spravne riesenie si ako medzivysledok poznaéi hodnotu umocni(a, b//2, m) a ked ju chce vyuzitf dvakrat,
pouzije tito vypoéitani hodnotu, nevold sa opit rekurzivne.

.....

nasobenie, ktoré bolo na prednaskach. A snazili ste sa to spocitat pomocou uhlov alebo predpisov priamok.
Hoci takéto rieSenia vedia viest k dobrému rieSeniu, je ovela Iahsie v nich spravit chybu alebo zabudnit na
nejaky priklad. Najcastejsie, priamky ktoré si kolmé na os x nemaji definovany predpis (lebo to nie si korektné
funkcie), pripadne pri poéitani tohto predpisu sa deli 0, ¢o v programe spdsobilo chybu.
Na predniskach si ukazujeme klasické algoritmy a rieSenia prave preto, ze obéas nechceme znova vymyslat
koleso, ale vyuzit osvedéené rieSenie.
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