
Pokyny

Ṕısomka sa skladá zo štyroch (a bonusovej záverečnej) úloh, za ktoré viete źıskat’ dokopy 80 bodov.
Pri každej úlohe (ak nie je naṕısané inak) očakávam slovný popis jej riešenia. Tento popis by sa mal zamerat’

na hlavnú myšlienku riešenia, odôvodnenie správnosti a mal by obsahovat’ odhad časovej zložitosti.
Za riešenia je možné źıskavat’ aj čiastkové body a to bud’ za menej efekt́ıvne riešenia, alebo myšlienky

smerujúce k správnemu riešeniu. Váš popis navyše môže obsahovat’ viacero rôzne efekt́ıvnych riešeńı, pričom
body sa udel’ujú za najlepšie správne riešenie. Ak si nie ste istý správnost’ou vašeho riešenia, je odporúčané
poṕısat’ aj pomaľsie správne riešenie, aby ste v najhoršom pŕıpade źıskali body aspoň zaň.

Ak použ́ıvate algoritmus alebo postup priamo z prednášky, nemuśıte ho bližšie popisovat’, zamerajte sa na
to, ako ho upravujete, popŕıpade aplikujete.

Počas ṕısomky je zakázané použ́ıvat’ akékol’vek ṕısomné materiály či elektroniku. Ṕısomka je closed-book,
k dispoźıcii máte len papier a ṕısacie potreby.

Odovzdávanie: Riešenie každej úlohy ṕı̌ste na samostatný papier, riešenia sa budú zbierat’ po úlohách.
Na každý papier svojho riešenia naṕı̌ste svoje meno a č́ıslo úlohy, ak má riešenie niektorého pŕıkladu viac
ako jeden papier, je vel’mi vhodné ich oč́ıslovat’.

Ak sa rozhodnete niektorú úlohu neriešit’, odovzdajte papier s vaš́ım menom, č́ıslom tejto úlohy a textom
NERIEŠIM.

1. Tá o sumách podmnož́ın (25 bodov)

SUBSETSUM-1 – rozhodovaćı problém: pre zadanú množinu celých č́ısel A a č́ıslo t rozhodnite, či existuje
taká podmnožina A, ktorej súčet je práve hodnota t.

SUBSETSUM-2 – rozhodovaćı problém: pre zadané dve množiny celých č́ısel A a B rozhodnite, či existuje
taká podmnožina A, ktorej súčet je prvkom množiny B.

(a) (3 body) Naṕı̌ste defińıciu polynomiálnej redukcie rozhodovacieho problému X na rozhodovaćı problém Y .

(b) (7 bodov) vymyslite a poṕı̌ste polynomiálnu redukciu problému SUBSETSUM-1 na problém
SUBSETSUM-2.

(c) (15 bodov) Vymyslite a poṕı̌ste polynomiálnu redukciu problému SUBSETSUM-2 na problém
SUBSETSUM-1.

2. Tá o zvieratách (25 bodov)

Na izolovanom ostrove existuje vel’mi jednoduchý živoč́ı̌sny ekosystém so štyrmi druhmi zvierat – muchy,
žaby, bociany a ĺı̌sky. Ked’ ste prǐsli na ostrov, bolo na ňom 5 múch, 3 žaby, 17 bocianov a 2 ĺı̌sky. Všimli ste si,
že každý týždeň sa počet zvierat skokovo zmeńı a táto zmena sa riadi presnými pravidlami.

Nech m označuje počet múch, z počet žiab, b počet bocianov, l počet ĺı̌sok a t počet uplynulých týždňov.
Potom po uplynut́ı týždňa t budú nové počty zvierat m′, z′, b′ a l′ nasledovné:

� m′ = m+ z + 20− b

� z′ = 3z + 3t − 2m

� b′ = 5t− 1

� l′ = 2b+ 2l + (t mod 2) · 3t + ((t+ 1) mod 2) · 2t

Teraz by vás zauj́ımalo, kol’ko zvierat bude na ostrove po práve t týždňoch. A ked’že toto č́ıslo môže byt’ fakt
vel’ké, zauj́ıma vás to iba modulo prvoč́ıslo 109 + 9. (Navyše sa vel’mi netrápte tým, že by počet zvierat klesol
pod 0. Ak by sa také niečo náhodou stalo, pŕıroda to zariadi tak, že v ekosystéme sa zjavia nové zvieratá tak,
aby ich počet modulo sedel.)

Po prvom týždni na ostrove (t = 1) ste teda pozorovali 11 múch, 2 žaby, 4 bociany a 41 ĺı̌sok. Po druhom
týždni (t = 2) bude 29 múch, 109 + 9− 7 žiab, 9 bocianov a 94 ĺı̌sok.

Vaše riešenie by malo okrem slovného popisu obsahovat’ aj pseudokód implementácie. Tento kód bude
hodnotený zhruba polovicou bodov, pri jeho hodnoteńı budeme prihliadat’ na to, že ho ṕı̌sete na papier –
dôležiteǰsie ako preklepy a dokonalá syntax je správnost’ hlavných výpočtov.
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Až 10 bodov môžete źıskat’ za efekt́ıvne riešenie, ktoré predpokladá, že t ≤ 106.
Až 20 bodov môžete źıskat’ za efekt́ıvne riešenie, ktoré predpokladá, že t ≤ 1012 a na ostrove ž́ıjú iba muchy,

žaby a bociany. Počet ĺı̌sok môžete v tomto riešeńı ignorovat’.
Plných 25 bodov môžete źıskat’ za riešenie, ktoré predpokladá, že t ≤ 1012.

Čiastočné body sa dajú źıskat’ aj za popis efekt́ıvnych riešeńı, ktoré predpokladajú t ≤ 1012 a postupujú
správnym spôsobom pri výpočte niektorých z hodnôt m′, z′, b′ alebo l′, hoci ostatné z týchto hodnôt nevedia
poč́ıtat’ správne alebo dostatočne efekt́ıvne.

3. Tá s Kruskalom (25 bodov)

Máme graf, v ktorom chceme postupne obsadit’ každý vrchol (nie nutne každú hranu) našimi figúrkami.
Na začiatku nie je obsadený žiaden vrchol ani hrana a v grafe je nula našich figúrok.

Vrcholy aj hrany sa obsadia tak, že na ne dostaneme dostatočný počet našich figúrok. Ked’ niektorú čast’

grafu obsad́ıme, patŕı nám už do konca a to bez ohl’adu na to, či odtial’ naše figúrky presunieme.
Za ciel’om obsadzovania vieme robit’ nasledovné úkony:

� Obsadit’ vrchol v, v ktorom sa nachádza aspoň av figúrok.

� Obsadit’ hranu e, ak je vo vrcholoch, ktoré spája dokopy aspoň be figúrok.

� Zaplatit’ cv peňaźı a pridat’ do vrcholu v jednu figúrku.

� Presunút’ figúrku po obsadenej hrane (a to bez ohl’adu na to, či sú obsadené koncové vrcholy tejto hrany).

Na vstupe dostanete popis grafu. Pre každý vrchol sú zadané hodnoty av a cv (ktoré sa môžu pre rôzne
vrcholy ĺı̌sit’), a každá hrana je poṕısaná vrcholmi, ktoré spája a hodnotou be.

Obsadit’ každý vrchol grafu je pomerne jednoduché, stač́ı ak do každého vrcholu kúpime dostatočný počet
figúrok. To by nás však stálo vel’a peňaźı, lepšie (asi) teda bude obsadit’ aj nejaké hrany a figúrky postupne
popresúvat’. Zistite, ako najlacneǰsie vieme obsadit’ všetky vrcholy grafu.

(a) (8 bodov) Nech vieme, ktoré hrany budú obsadené v optimálnom riešeńı. Navrhnite spôsob, akým vypoč́ıtat’

najmenšiu cenu takéhoto riešenia, teda najmenšiu cenu potrebnú na obsadenie všetkých vrcholov a práve
týchto hrán.

(b) (4 body) Dokážte, že ak sa rozhodneme obsadit’ nejakú hranu, existuje optimáne riešenie, ktoré ju obsad́ı
iba z jednej strany – teda všetkých bv figúrok potrebných na jej obsadenie dáme do jedného z jej vrcholov.

(c) (13 bodov) Optimálne riešenie tejto úlohy využ́ıva upravený Kruskalov algoritmus. Hrany prechádza v
porad́ı podl’a hodnoty bv, pričom si udržiava aktuálne komponenty ,,súvislosti“. Pre každý komponent
súvislosti vie, ako najlacneǰsie sa dajú obsadit’ všetky vrcholy v ňom. Domyslite, poṕı̌ste a poriadne
zdôvodnite všetky detaily tohto riešenia.

Sústred’te sa najmä na popis toho, čo sprav́ı algoritmus pri pridávańı novej hrany. Ako vypoč́ıta najlacneǰsie
obsadenie tohto nového komponentu? Aké informácie si muśı algoritmus pamätat’ pre každý komponent?
A prečo je toto riešenie správne a naozaj vypoč́ıta najlacneǰsiu cenu obsadenia?

4. Tá na doplnenie do 80 (5 bodov)

Pre každý z nasledujúcich výrokov určite či je pravdivý a svoje tvrdenie odôvodnite. Za správnu pravdivost’

dostanete 0.5 bodu, zvyšné 2 za správne odôvodnenie.

(a) Po obvode kruhu sme naṕısali n ṕısmen. Zauj́ıma nás, či niektorých m ṕısmen, ktoré ležia na kruhu za
sebou, tvoŕı hl’adaný ret’azec P . Predpokladáme, že m ≤ n. Vieme túto úlohu riešit’ v časovej zložitosti
O(n+m)?

(b) Nech P je najkratšia cesta medzi vrcholmi a a b v ohodnotenom grafe G. Ak z grafu G vytvoŕıme graf G′

tak, že váhu každej hrany zdvojnásob́ıme, P bude najkratšou cestou medzi a a b aj v G′.

5. Tá o ankete (2 body)

Túto úlohu odovzdávajte spoločne na papieri s úlohou 4.
Čestne prehlasujete, že po pŕıchode domov vyplńıte anketu k predmetu Tvorba efekt́ıvnych algoritmov,

optimálne aj so slovným komentárom. Následne ku koncu skúškového anketu aj odošlete (či tam vyplńıte
zvyšok je na vás).

Ďakujem pekne za spätnú väzbu :)
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