Pokyny

Pisomka sa skladd zo Styroch (a bonusovej zdvereénej) tiloh, za ktoré viete ziskat dokopy 80 bodov.

Pri kazdej tlohe (ak nie je napfsané inak) ocakdvam slovny popis jej rieSenia. Tento popis by sa mal zameraf
na hlavni myslienku riegenia, odévodnenie spravnosti a mal by obsahovat odhad ¢asovej zloZitosti.

Za riesenia je mozné ziskavat aj Giastkové body a to bud za menej efektivne riesenia, alebo myslienky
smerujice k spravnemu rieSeniu. V43 popis navyse moze obsahovat viacero rézne efektivnych rieseni, pricom
body sa udeluji za najlepsie sprévne riesenie. Ak si nie ste isty spravnostou vaseho riesenia, je odporti¢ané
popisat aj pomalSie spravne riesenie, aby ste v najhorSom pripade ziskali body aspoii zaii.

Ak pouzivate algoritmus alebo postup priamo z prednasky, nemusite ho blizsie popisovaf, zamerajte sa na
to, ako ho upravujete, popripade aplikujete.

Pocas pisomky je zakdzané pouizivat akékolvek pisomné materidly &i elektroniku. Pisomka je closed-book,
k dispozicii méate len papier a pisacie potreby.

Odovzdavanie: Riesenie kazdej ilohy piSte na samostatny papier, rieSenia sa budi zbierat po tilohédch.
Na kazdy papier svojho riesenia napiste svoje meno a ¢islo tlohy, ak ma rieSenie niektorého prikladu viac
ako jeden papier, je velmi vhodné ich oéislovat.

Ak sa rozhodnete niektort tlohu neriesit, odovzdajte papier s vasim menom, &islom tejto tlohy a textom
NERIESIM.

1. Ta o sumach podmnozin (25 bodov)

SUBSETSUM-1 — rozhodovaci problém: pre zadani mnozinu celych ¢isel A a ¢&islo ¢ rozhodnite, ¢i existuje
takd podmnozina A, ktorej stucet je prave hodnota t.

SUBSETSUM-2 — rozhodovaci problém: pre zadané dve mnoziny celych ¢isel A a B rozhodnite, ¢i existuje
takd podmnozina A, ktorej sucet je prvkom mnoziny B.

(a) (3 body) Napiste definiciu polynomidlnej redukeie rozhodovacieho problému X na rozhodovaci problém Y.

(b) (7 bodov) vymyslite a popiste polynomidlnu redukciu problému SUBSETSUM-1 na problém
SUBSETSUM-2.

(¢) (15 bodov) Vymyslite a popiste polynomidlnu redukciu problému SUBSETSUM-2 na problém
SUBSETSUM-1.

2. Ta o zvieratach (25 bodov)

Na izolovanom ostrove existuje velmi jednoduchy Zivoéiiny ekosystém so Styrmi druhmi zvierat — muchy,
Zaby, bociany a lisky. Ked ste prisli na ostrov, bolo na iom 5 mtch, 3 zaby, 17 bocianov a 2 lisky. V&imli ste si,
ze kazdy tyzden sa pocet zvierat skokovo zmeni a tato zmena sa riadi presnymi pravidlami.

Nech m oznacuje pocet much, z pocet ziab, b pocet bocianov, [ pocet liSok a t pocet uplynulych tyzdnov.
Potom po uplynuti tyzdna ¢t budd nové pocty zvierat m’, 2/, b’ a I’ nasledovné:

em' =m+2z+20-50

o 2 =32+3"—2m

oV =5t—-1

o I'!=2b+2l+ (tmod 2)-3"+ ((t+ 1) mod 2) - 2°

Teraz by vas zaujimalo, kolko zvierat bude na ostrove po prave t tyzdiioch. A ked'ze toto &slo moze byt fakt
velké, zaujima vas to iba modulo prvoéislo 10° + 9. (Navyse sa velmi netrdpte tym, ze by pocet zvierat klesol
pod 0. Ak by sa také nieco ndhodou stalo, priroda to zariadi tak, ze v ekosystéme sa zjavia nové zvieratd tak,
aby ich pocet modulo sedel.)

Po prvom tyzdni na ostrove (t = 1) ste teda pozorovali 11 much, 2 zaby, 4 bociany a 41 liSok. Po druhom
tyzdni (¢t = 2) bude 29 mich, 10% + 9 — 7 ziab, 9 bocianov a 94 1{sok.

Vase rieSenie by malo okrem slovného popisu obsahovaf aj pseudokéd implementécie. Tento kéd bude
hodnoteny zhruba polovicou bodov, pri jeho hodnoteni budeme prihliadat na to, #e ho piSete na papier —
dolezitejsie ako preklepy a dokonald syntax je spravnost hlavnych vypoétov.
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Az 10 bodov mézete ziskat za efektivne riesenie, ktoré predpoklada, ze ¢t < 109.

Az 20 bodov mozete ziskat za efektivne rieenie, ktoré predpoklada, ze ¢t < 10'2? a na ostrove ziji iba muchy,
7aby a bociany. Poc¢et lisok mozete v tomto rieSeni ignorovat.

Plnych 25 bodov mozete ziskat za riesenie, ktoré predpoklada, ze t < 1012,

Ciastoéné body sa daju ziskaf aj za popis efektivnych rieseni, ktoré predpokladaji t < 10'2 a postupuji
spravnym spdsobom pri vypocte niektorych z hodnot m/, 2/, b’ alebo I, hoci ostatné z tychto hodnét nevedia
pocitat spravne alebo dostatoéne efektivne.

3. Ta s Kruskalom (25 bodov)

Mame graf, v ktorom chceme postupne obsadit kazdy vrchol (nie nutne kazdd hranu) nasimi figirkami.
Na zac¢iatku nie je obsadeny ziaden vrchol ani hrana a v grafe je nula nasich figtirok.

Vrcholy aj hrany sa obsadia tak, Ze na ne dostaneme dostato¢ny pocet nagich figtirok. Ked niektori éast
grafu obsadime, patri ndm uz do konca a to bez ohladu na to, & odtial nase figtirky presunieme.

Za cielom obsadzovania vieme robitf nasledovné tikony:

e Obsadit vrchol v, v ktorom sa nachddza aspoii a, figtirok.

e Obsadit hranu e, ak je vo vrcholoch, ktoré spaja dokopy aspoii b, figirok.

e Zaplatit ¢, penazi a pridat do vrcholu v jednu figirku.

e Presunif figiirku po obsadenej hrane (a to bez ohladu na to, &i sti obsadené koncové vrcholy tejto hrany).

Na vstupe dostanete popis grafu. Pre kazdy vrchol st zadané hodnoty a, a ¢, (ktoré sa mézu pre roézne
vrcholy 1isit), a kazd4 hrana je popisand vrcholmi, ktoré spdja a hodnotou be.

Obsadit kazdy vrchol grafu je pomerne jednoduché, staéi ak do kazdého vrcholu kiipime dostatoény pocet
figirok. To by nds vsak stélo vela pefiazi, lepsie (asi) teda bude obsadit aj nejaké hrany a figirky postupne
poprestivat. Zistite, ako najlacnejsie vieme obsadit vietky vrcholy grafu.

(a) (8 bodov) Nech vieme, ktoré hrany budii obsadené v optimélnom rieseni. Navrhnite sposob, akym vypocitat
najmensiu cenu takéhoto riesenia, teda najmensiu cenu potrebni na obsadenie vSetkych vrcholov a prave
tychto hran.

(b) (4 body) Dokézte, Ze ak sa rozhodneme obsadit nejaki hranu, existuje optimdne rieSenie, ktoré ju obsad{
iba z jednej strany — teda vsetkych b, figirok potrebnych na jej obsadenie ddme do jedného z jej vrcholov.

(¢) (13 bodov) Optimélne riesenie tejto tlohy vyuziva upraveny Kruskalov algoritmus. Hrany prechddza v
poradi podla hodnoty b,, pricom si udrziava aktudlne komponenty ,,sivislosti®. Pre kazdy komponent
suvislosti vie, ako najlacnejsie sa daji obsadif vSetky vrcholy v fiom. Domyslite, popiste a poriadne
zdovodnite vSetky detaily tohto riesenia.

Sustred'te sa najméi na popis toho, ¢o spravi algoritmus pri priddvan{ novej hrany. Ako vypoéita najlacnejsie
obsadenie tohto nového komponentu? Aké informécie si musi algoritmus pamitat pre kazdy komponent?
A preco je toto riesenie spravne a naozaj vypocita najlacnejsiu cenu obsadenia?

4. Ta na doplnenie do 80 (5 bodov)

Pre kaZdy z nasledujiicich vyrokov uréite & je pravdivy a svoje tvrdenie odévodnite. Za spravnu pravdivost
dostanete 0.5 bodu, zvys$né 2 za spravne odovodnenie.

(a) Po obvode kruhu sme napisali n pismen. Zaujima nds, ¢i niektorych m pismen, ktoré lezia na kruhu za
sebou, tvori hladany refazec P. Predpokladdme, Zze m < n. Vieme ttito tlohu riesif v ¢asovej zloZitosti
O(n+m)?

(b) Nech P je najkratsia cesta medzi vrcholmi a a b v ohodnotenom grafe G. Ak z grafu G vytvorime graf G’
tak, ze vdhu kazdej hrany zdvojndsobime, P bude najkratSou cestou medzi a a b aj v G'.

5. Ta o ankete (2 body)

Tuto wlohu odovzddvagte spolocne na papieri s ulohou 4.

Cestne prehlasujete, ze po prichode domov vyplnite anketu k predmetu Tvorba efektivnych algoritmov,
optimélne aj so slovnym komentdrom. Nasledne ku koncu skiskového anketu aj odoslete (¢i tam vyplnite
zvySok je na vés).

Dakujem pekne za spitni viizbu )
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