Pokyny

Pisomka sa sklad4 zo styroch (a bonusovej zévereénej) tiloh, za ktoré viete ziskat dokopy 80 bodov.

Pri kazdej tlohe (ak nie je napisané inak) ocakdvam slovny popis jej rieSenia. Tento popis by sa mal zameraf
na hlavni myslienku riesenia, odévodnenie spravnosti a mal by obsahovat odhad ¢asovej zloZitosti.

Za rieSenia je mozné ziskavat aj Ciastkové body a to bud za menej efektivne rieSenia, alebo myslienky
smerujice k sprévnemu rieSeniu. V435 popis navyse moze obsahovat viacero rézne efektivnych rieSeni, pricom
body sa udelujt za najlepsie spravne riesenie. Ak si nie ste isty spravnosfou vaseho rieSenia, je odporticané
popisat aj pomalsie spravne rieSenie, aby ste v najhorsom pripade ziskali body aspoil zaii.

Ak pouzivate algoritmus alebo postup priamo z prednasky, nemusite ho blizsie popisovat, zamerajte sa na
to, ako ho upravujete, popripade aplikujete.

Pocas pisomky je zakdzané pouzivat akékolvek pisomné materidly ¢i elektroniku. Pisomka je closed-book,
k dispozicii mate len papier a pisacie potreby.

Odovzdavanie: Riesenie kazdej tlohy piSte na samostatny papier, rieSenia sa budu zbierat po tiloh4ch.
Na kazdy papier svojho rieSenia napiste svoje meno a ¢islo tlohy, ak mé rieSenie niektorého prikladu viac
ako jeden papier, je velmi vhodné ich oéislovat.

Ak sa rozhodnete niektori tilohu neriegif, odovzdajte papier s vasim menom, éislom tejto tilohy a textom
NERIESIM.

1. Ta o tuneloch (25 bodov)

Cestnt siet si vieme predstavit ako graf. Rodina Novakovcov sa chce dostat ¢o najrychlejsie z vrchola a do
vrcholu b. Ich najmladsi syn by v8ak rad isiel cez tunel, ¢o situdciu znacne komplikuje.

Mite zadany graf G s n vrcholmi a m obojsmernymi hranami, ktory popisuje cestnt siet. Pre kazdd hranu
mate zadané dva vrcholy, ktoré spéja, jej dlzku a to, @i je tato hrana tunel (true/false hodnota). Dizka kazdej
hrany je kladné celé ¢islo.

Sledom z a do b oznaéujeme Iubovolni postupnost vrcholov, ktord za¢ina vrcholom a, konéi vrcholom b a
medzi kazdou dvojicou po sebe iducich vrcholov existuje hrana. Cestou z a do b oznacujeme taky sled z a do b,
v ktorej sa ziadny vrchol nevyskytuje viac ako raz.

(a) (11 bodov) Navrhnite algoritmus, ktory ndjde najkratsi sled z vrchola a do vrchola b, ktory prechddza
aspon jedngm tunelom.

(b) (6 bodov) Navrhnite algoritmus, ktory najde najkratsi sled z vrchola a do vrchola b prechddzajici aspon
jednym tunelom. Zaroven, ak je takychto najkratsich sledov viacero, algoritmus ndjde ten z nich, ktory
prechadza cez najvacsi pocet tunelov.

(¢) (2 body) Nakreslite graf, v ktorom najkratsi sled z a do b prechddzajici aspon jednym tunelom nie je
cestou.

(d) (6 bodov) Dokéazte, Ze nasledovny problém je NP-tplny: Existuje cesta z vrcholu a do b, ktord prechédza
aspon cez k tunelov?

Pri podiiloh4ch (a) a (b) hladéte algoritmus, ktory bude efektivny pre n,m < 10°. PomalSie rieSenia ziskaji
¢iasto¢né body v zavislosti od ich efektivity.

V podiilohe (d) mozete predpokladat, Ze nasledovné problémy st NP-iplné:

e Hamiltonovskd cesta: existuje v grafe G cesta prechadzajica kazdym vrcholom grafu préve raz?

o Cesta obchodného cestujiceho: existuje v kladne ohodnotenom grafe G cesta prechddzajica kazdym vr-
cholom grafu prave raz, ktorej dlzka je najviac k?

e Najdlhsia cesta: existuje v kladne ohodnotenom grafe G cesta medzi vrcholmi a a b, ktorej dizka je aspon
k?
2. T4 oznatujica cesty (25 bodov)
Méme zadany zakoreneny strom s n vrcholmi. Niektoré z jeho listov st oznaéené. Vasou tilohou je oznaéif

cesty z korenia vedice do tychto listov. Cesta je oznacend vtedy, ak je oznaend aspon jedna jej hrana. Samoz-
rejme, vasfm cielom je minimalizovat poéet oznacenych hran.
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Ked vsak oznagime niektoré hrany, oznacend cesta povedie z korefia aj do niektorych neoznacenych listov,
¢o nie je dobre. Minimalizujtic pocet oznacenych hran, vyberte ich tak, aby z korena viedla oznacena cesta do
¢o najmensieho poc¢tu neoznacenych listov.

No aby to bolo este o kisok ndrocnejsie, mnozina oznacenych listov sa meni (na zaciatku nie je oznaceny
ziaden list), niekedy oznacenie pribudne, niekedy je odstrdnené a vy mate po kazdej zmene zistit, kolko najmenej
hran je potrebnych na oznaéenie vietkych potrebnych ciest a do kolkych najmenej neoznaéenych listov povedie
oznacena cesta.

Za efektivne rieSenie, v ktorom budete predpokladat, ze v strome nie st nikdy oznacené viac ako dva vrcholy
mozete ziskat 10 bodov.

Za efektivne riesenie, v ktorom budete predpokladaf, 7e koreni stromu mé prave jedného priameho syna
mozZete ziskat az 20 bodov.

Neoptimalne rieSenia vyssie uvedenych ¢iastkovych problémov ziskaji body imerné ich efektivite. V jednom
rieseni mozete popisat aj rieSenia viacerych podproblémov, z ktorych ziskate maximum z dosiahnutych bodov.
Nezabudnite vak v rieSeni jasne oznadit, s ktorym predpokladom pracujete.

vstup vystup

n=7 gq=6 // minimalny poZet hran, minimdlny poclet
// otec vrcholov 2 aZ n // neoznaZenych listov s oznaZenou cestou
121333 10

// q zmien 20

+ 4 21

+5 20

+ 6 21

+ 7 20

-6 . . p
_ 5 Po tretej uprave vyzera strom ako na obrazku.

Optimélne je oznacit hrany (1,4) a (2,3) pricom list
7 je neoznaceny, ale vedie do neho oznacena cesta.

Obr. 1: Vstupny strom z prikladu po tretej zmene.

3. Ta o chobotnici (25 bodov)

Chobotnica Klara sa vracia domov z vyletu. Ocean, v ktorom pldva si vieme predstavit ako mriezku r x s,
pricom riadky su oc¢islované zhora nadol ¢islami 0 az r — 1 a stipce zlava doprava éfslami 0 az s — 1.

Na zaciatku cesty sa Kldra nachddza na policku v pravom dolnom rohu (r — 1,s — 1) a chce sa dostat ¢o
najrychlejgie domov, ktory je v lavom hornom na policku (0,0). KaZdym krokom sa chobotnica moéze posuntit
bud o jedno poli¢ko dolava, alebo o jedno poliéko hore.

Navyse sa na niektorych polickach nachidzaji ryby, ktoré mé Kldra velmi rada. Konkrétne, existuje k
polic¢ok, na ktorych st ryby, kazdé je popisané trojicou ¢éisel x;,y; a p;. Tato trojica uréuje, ze na policku (z;, y;)
je prave p; ryb.
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Ked Klara pride na policko s rybami, moze ich vsetky zjest. Zistite, kolko najviac ryb moéze Klara zjest
cestou domov.

Az 10 bodov mozete ziskat za efektivne riesenie, ktoré predpokladd, ze 7, s < 1000.
Az 20 bodov mozete ziskat za efektivne rieSenie, ktoré predpoklada, ze r, s < 10° a k < 10°.
Plnych 25 bodov mézete ziskaf za efektivne riesenie, ktoré predpokladd, ze r,s < 10° a k < 10°.

4. Ta na doplnenie do 80 (5 bodov)

Pre kazdy z nasledujticich vyrokov uréite &i je pravdivy a svoje tvrdenie odévodnite. Za spréavnu pravdivost
dostanete 0.5 bodu, zvysné 2 za spravne odovodnenie.

(a) Nech T je najlacnejsia kostra neorientovaného grafu G s kladnymi celo¢iselnymi dizkami hran. Potom pre
kazdui dvojicu vrcholov s, t plati, Zze najkratSia cesta medzi nimi v T je zaroven najkratSou cestou medzi
nimi v G.

(b) Majme nasledovny problém X: pre &islo n a postupnost ¢isel A rozhodnite, ¢ existuje sivisly podisek A
so stiétom m. Je problém X polynomislne redukovatelny na SAT? Ak dno, popiste tito redukciu.

5. Ta o ankete (2 body)

Tito ulohu odovzddvajte spolocne na papieri s ulohou 4.

Cestne prehlasujete, ze po prichode domov vyplnite anketu k predmetu Tvorba efektivnych algoritmov,
optimélne aj so slovnym komentdrom. Nésledne ku koncu skugkového anketu aj odoslete (¢i tam vyplnite
zvy$ok je na vds).

Dakujem pekne za spétni vizbu :)
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