1. T4 o tuneloch (25 bodov)

(a) Riesenie je velmi podobné riegeniu tlohy 5 z cvicen{ 1. Graf zo vstupu si zduplikujeme, jedna képia vrcholu
(v,0) sluzi pre sledy, ktoré este nepresli cez tunel, druhd képia (v, 1) pre sledy, ktoré uz cez tunel presli.
Hrany na drovniach ostani rovnaké, navySe vsak kazdy tunel z v do w vytvori hranu (v,0) — (u,1).
Nésledne uz len hladdme najkratsiu cestu z (a,0) do (b, 1) pomocou Dijkstrovho algoritmu.

(b) K predchédzajicemu rieSeniu pripojime trik z domdcej tlohy, kde vzdialenost vrcholu bude dvojica vzdia-
lenosti a poc¢tu prejdenych tunelov.

(c) Jeden tunel v grafe, ktorého jeden koniec ma stupeii 1. Po prechode tymto tunelom sa mozeme iba vratit
spat.

(d) Najjednoduchsie je vyuzit redukciu NajdlhSej cesty na nis problém. Staéf, aby kazd4 hrana bol tunel.

2. T& oznatujiica cesty (25 bodov)

Odstranme zo stromu korefi, ¢im sa ndm strom rozpadne na niekolko podstromov. Uvedomme si, Ze pre
kazdy podstrom je rieSenie bud 0 alebo 1 podla toho, ¢i sa v danom podstrome nachiddza oznaceny list. Vzdy
totiz vieme oznaéif hranu vediicu do pévodného koreia, ¢fm minimalizujeme pocet oznaéenych hran.

Kazdy podstrom riesime samostatne.

Ak st v podstrome dva oznaéené listy, chceme vybrat jednu hranu. Musi platit, Ze vrchol, z ktorého tato hrana
vychédza dohora je spoloény predok oboch oznacenych listov. A aby sme minimalizovali po¢et neoznacenych
vrcholov, ktoré su pokryé touto hranou, chceme vybratf éo najnizsi takyto vrchol. Odpovedou je teda zjavne
najnizsi spoloény predok (LCA) tychto dvoch vrcholov, ¢o vieme riesit efektivne.

Co ak je vSak oznacenych listov v podstrome viac. Hladdme teda jedno spoloéné LCA pre vietky tieto
listy. To vieme robit neefektivne po dvojiciach, alebo si uvedomime, ze toto spoloéné LCA vsetkych listov je v
skuto¢nosti LCA najlavejsicho a najpravejsicho oznaceného listu v strome (oéislované podla DFS).

Teraz je uz riesenie jednoduché. V dynamickej mnozine (napr. set) si pamétame zoznam vSetkych oznacenych
listov v podstrome, indexovanych podla DFS poradia. Pri pridani alebo odstraneni oznacenia iba upravime tiito
mnozinu a vyberieme z nej najlavejsf a najpravejs prvok a vypoéitame LCA pre tieto dva listy. Celkova zloZitost
je preto O(logn) na kazdu otdzku.

3. Ta o chobotnici (25 bodov)
Existuje pomerne priamociare dynamické programovanie so zlozitostou O(rs), ktoré sa d4 popisat:

dp((E, y) = max(dp(x +1, y)a dp(l’, Y+ 1)) + T(z,y)

kde 7, je pocet ryb na policku (z,y). Jednoducho sa pozrieme, ¢i sa viac oplati prist na toto policko
zhora alebo zprava, iné moznosti totiz nie su.

Toto rieSenie m4 ale problém, Ze zbytotne prechddzame celi mriezku, aj ked’ je v nej iba maly pocet ryb.
Policka s rybami si teda usporiadame podla y-ovej (a sekunddrne z-ovej) siradnice v poradi, v akom by ich
spracovavalo nase dynamické programovanie.

Teraz nam staci spracovavat policka s rybami (ked'Ze na ostatnych sa ni¢ nezmen{). A pre policko (z,v)
nés zaujima, z ktorého iného policka s rybami sme sem mohli prist. Pricom kandid4ti s iba poli¢ka, ktoré boli
spracované skor, lebo maju vi¢siu suradnicu y. Z tychto policok viak nemodzeme uvazovat vietky, iba tie, ¢o st
napravo od x.

No a to nas navadza na pouzitie intervalového stromu. Pre kazdy stipec si pamitdme kolko najviac ryb sme
zatial vedeli zjest tak, aby sme skonéili v tomto stfpci. Pri spracovan{ policka (z,y) sa nésledne spytame na
najvéacsiu hodnotu na intervale < z,s >, z tohto stipca sa totiz uréite vieme presunif na aktudlnu poziciu.
Novovypocitanou hodnotou si upravime intervalovy strom na pozicii x.

Posledny krok je uz len pridanie kompresie siradnic, ked si uvedomime, ze maf ryby v stipci 1 a 109 je to
isté ako ich mat v stlpcoch 1 a 2.

4. Ta na doplnenie do 80 (5 bodov)
(a) Nie je to pravda. Sta¢i nakreslit nejaky maly protipriklad.

(b) Je to pravda. Problém A je totiz sdm osobe polynomidlny (pozriem kazdy mozny zaciatok a koniec
podiseku). To znamens, Ze nasa polynomislna redukcia ho moéZe najprv vyriesit v polynomidlnom ¢ase
a nasledne vratit jednoduchy vstup pre problém SAT - rieSitelny ak podisek s danym siétom existuje,
neriesitelny ak taky podisek neexistuje.

strana 1z 1



