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4 1 VYHLADAVANIE, TRIEDENIE A SUVISIACE PROBLEMY

1 Vyhladavanie, triedenie a stuvisiace problémy

V tejto kapitole sa budeme venovat triedeniu a vyhladavaniu. Oproti prednaske
Algoritmy a Struktury udajoviivedieme niektoré d'alie algoritmy (hladanie k-teho
najmensieho prvku) a zavedieme niektoré nové datové struktiry (2-3 stromy, Struk-
tary pre UNION/FIND-SET problém). Takisto rozsirime vedomosti o zlozitosti
problému triedenia (dolny odhad priemerného pripadu).

1.1 Hradanie k-teho najmensieho prvku

Nech U je linearne usporiadana mnozina. Nad touto mnoZinou majme danu n-
prvkovi postupnost S. Nie je tazké napisat algoritmus, ktory najde minimalny
(resp. maximalny) prvok takejto mnoZiny v ¢ase O(n). Takisto nie je problémom
v takom istom Case najst druhy najmensi prvok (na rieSenie sta¢i pridat jednu
premennt a pre kazdy prvok jedno porovnanie).

Vezmime si teraz o niefo v8eobecnejsiu ulohu: dané je celé ¢islo k (1 < k < n).
Je potrebné najst v postupnosti S jej k-ty najmensi prvok.

Ak budeme postupovat v duchu predchadzajucich avah, dospejeme k nasledu-
jacemu algoritmu: v paméti budeme uchovavat doteraz najdenych k najmensSich
prvkov. Postupne budeme prechadzat postupnost a pre kazdy prvok pomocou k
operéacii zaktualizujeme uvedend Struktiaru. Takymto spésobom dostavame algorit-
mus o &asovej zlozitosti O(k.n), a teda vo vieobecnosti az O(n?). Tento vysledok
je neuspokojivy.

Dalsim prirodzenym rieSenim je utriedit celt postupnost a potom sa jednodu-
cho pozriet na k-ty najmensi prvok. Takéto rieSenie nam déva ¢asovi zloZzitost
O(n.logn). Otazkou vsak zostava, ¢i nie je mozné najst algoritmus s ¢asovou zlozi-
tostou porovnatelnou s hfadanim miniméalneho (doteraz uvedené vysledky si totiz
radovo horgie ako O(n)). Skutoéne v dalSom texte ukazeme, Ze existuje algoritmus
s Gasovou zlozitostou O(n).

Idea rychleho algoritmu spociva v pouziti metody "Rozdeluj a panuj". Problém
o rozsahu n zredukujeme na jeden podproblém rozsahu n/5 a jeden podproblém
rozsahu najviac 3n/4.

Definicia 1.1 Medidn n-prokovej postupnosti je jej [n/2]-tg najmensi prvok.
Algoritmus 1

procedure SELECT(k,S)
begin
if |S] < 50 then begin
utried’ S
return k-ty najmensi prvok v utriedenej postupnosti
end
else begin
rozdel' S do ||S|/5] pétprvkovych postupnosti
utried patprvkové postupnosti
nech M je postupnost medidnov patprvkovych postupnosti
m «— SELECT([|M|/2], M) (1)
rozdel prvky z S do troch postupnosti Sy, S3, S3 tak, aby
S1 obsahovala vSetky prvky z S mensie nez m
So obsahovala vsetky prvky z S rovné m
S3 obsahovala vSetky prvky z S vécSie nez m
if |S1| > k then return SELECT(k,S;) (2)
else
if |S1| + |S2| > k then return m
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else return SELECT(k — |S1| — | S|, S3) (3)
end
end

Lema 1.2 Pre velkosti mnozin S1 a Ss v algoritme 1 plati: |S1| < 3n/4, |S3| <
3n/4.

Dokaz: Utriedme! jednotlivé pétprvkové postupnosti (kazdé z nich je utriedena
podla velkosti prvkov) podla ich medidnov — pozri obr. 1 (stlpce predstavuji
jednotlivé pétprvkové postupnosti). Obdlznik B obsahuje 3 [|n/5]/2] prvkov a
hodnota kazdého z nich je aspon m. Preto

151l <n—[B]=n—3[[n/5]/2] <3n/4
pre n > 50. Podobne tvrdenie plati pre S3 (v dokaze pouzi obdiznik A). a

[n/5]

Aloo oolo oo
oo oo0lo™oo M
(0 o---0ololo--0 o)
OO0 Ooloo oo
co oloo ool|P

Obrazok 1: Odhad velkosti |Sy], |S5]

V nasledujicom tvrdeni sa budeme zaoberat ¢asovou zlozitostou uvedeného al-
goritmu.

Veta 1.3 Algoritmus SELECT najde k-ty najmensi prvok v n-prvkovej postupnosti
S v éase O(n).

Dokaz: Nech T'(n) je ¢as potrebny na najdenie k-teho najmensieho prvku v n
prvkovej postupnosti. Kedze |S1| < 3n/4 a |S3| < 3n/4 (pozri lemu 1.2), rekurzivne
volanie v riadku (2) alebo (3) potrebuje ¢as nanajvys T(3n/4). Rekurzivne volanie v
riadku (1) potrebuje ¢as nanajvys T'(n/5). VSetky ostatné ¢asti algoritmu potrebuju
¢as O(n).

Teda existuje ¢ (¢ > 0) také, Ze

T(n) <T(n/5) +T(3n/4) + cn.

Indukciou l'ahko dokaZzeme, Ze T'(n) < 20cn.
Dokaz korektnosti algoritmu prenechéavame na citatela. O

V dalsom uvedieme tvrdenia, ktoré ukazuji, Ze nie je mozné zostrojit algoritmus
s radovo lepSou Gasovou zloZitostou ako O(n), ¢i uz uvazujeme o priemernom alebo
najhorSom pripade.

Definicia 1.4 Hibka vrcholu w v strome T je dizka cesty z w do korefia stromu T.

Veta 1.5 Ak T je rozhodovaci strom, ktory hladd k-ty najmensi prvok v mnoZine
S (1S| = n), potom kazdy list stromu T md hibku aspori n — 1.

Dosledok 1.6 Ndjdenie k-teho najmensieho prvku v S potrebuje aspori n — 1 po-
rovnant v priemernom aj najhorsom pripade.

1V&imnite si, Ze algoritmus netriedi mediany pétprvkovych postupnosti, namiesto toho hlada
prvok m ako median mnoziny M
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Cvicenia
Cviéenie 1.1 Uvazujme algoritmus 1. Je nutné, aby sme rozdelovali povodnu
postupnost prave na patprvkové postupnosti, alebo je mozné toto ¢islo zmenit (na-

priklad na trojprvkové alebo sedemprvkové)? Bude takdto zmena mat vplyv na
casovu zlozitost algoritmu, ak ano, aky?

Cvicenie 1.2 Preco pre menej ako 50 prvkov postupujeme v algoritme 1 odlisne?
Je dolezité, Ze je to prave 507 Aky bude mat vplyv zmena tohoto ¢isla na casovii
zloZitost algoritmu?

Cvicenie 1.3 Uvazujte takyto algoritmus pre hladanie k-teho najmensieho prvku:

procedure SEL(k,S)
begin
if |S| < 50 then begin
utried S
return k-ty najmensi prvok v utriedenej postupnosti
end
else begin
m « Iubovolny prvok z S
rozdel prvky z S do troch postupnosti Sy, S3, S3 tak, aby
S1 obsahovala vSetky prvky z S mensie nez m
S obsahovala vSetky prvky z S rovné m
Ss obsahovala vSetky prvky z S vicsie nez m
if |S1| > k then return SELECT(k,S,)
else
if |S1| + |S2| > k then return m
else return SELECT(k — |S1| — |S2], S3)
end
end

Aky je polet porovnani algoritmu SEL v najhorSom a priemernom pripade?

Cvigenie 1.4 St dané dve polia A[1..N], B[1..N] rovnakej dizky N. Obe polia st
vzostupne utriedené. N&jdite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory najde median pre
postupnost, ktora by vznikla zladenim oboch tychto poli (O(logn)).

Cvicenie 1.5 V krajine je postavenych N vrtnych vezi. Nech i-ta veZza ma sa-
radnice (z;,y;) (moZno predpokladat, Ze Ziadne dve veZe nemaju rovnaki z-ovu
sturadnicu). InZinieri sa rozhodli postavit dlha raru vedicu od vychodu na zapad a
ku kazdej vrtnej vezi postavit pripojku. Najdite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory
uré, na aka y-ovi stradnicu je potrebné raru postavit, aby stucet dizok pripojok k
veziam bol minimalny (O(n)).

1.2 Priemerny pocet porovnani triediacich algoritmov

Pri skumani po¢tu porovnani triediacich algoritmov sme sa doteraz stretli s tymito
tvrdeniami:

e Na utriedenie n prvkov v priemernom pripade staéi O(nlogn) porovnani
(vid. vlastnosti algoritmov HEAPSORT a QUICKSORT).

e Na utriedenie n prvkov v najhorSom pripade je potrebnych (nlogn)
(vid. rozhodovacie stromy) a sta¢i O(nlogn) porovnani (vid. vlastnosti
algoritmu HEAPSORT).
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V tejto kapitole sa budeme zaoberat priemernym pripadom triediacich algoritmov
a stanovime, aky pocet porovnani je potrebnych v priemernom pripade na
utriedenie n prvkov.

Definicia 1.7 Striktne bindrny strom je strom, v ktorom md kaZdy vrchol okrem
listov prave dvoch synov.

Oznacenie: Nech Dy je suma hibok listov stromu 7.
Nech d(m) = min{Dr| T je striktne binarny strom s m listami}

Lema 1.8 Nech Tr je rozhodovaci strom s m listami. Potom Dr, > mlogm.

Dokaz: Nech T je striktne binarny strom s m listami, ktorého suma hibok listov
Dr je minimélna, tj. D7 = d(m). Nech T} je lavy podstrom a T% je pravy podstrom
stromu 7. Ozna¢me pocet listov stromu 7} 4, potom pocet listov T5 je m—i. Zrejme
plati

Dr =i+ Dy, + (m —i) + Dr,

(hibka kazdého z i listov stromu 7; je v strome T o jedno viicsia ako v strome 77,
to isté pre m — 4 listov stromu 7T%).

KedZe T mé minimélnu hodnotu Dp musi tiez platit: Dp, = d(i) a takisto
Dy, = d(m —1) (ina¢ by bolo mozné nahradit Tavy podstrom 7 stromu T' podstro-
mom 77, ktory by mal hodnotu D7; mensiu a tym by sme zmensili hodnotu Dy,
podobne pre T3).

Teda

d(m) =m +d(i) + d(m — 7).

Matematickou indukciou Tahko dokadZeme, Ze d(m) > mlogm, lebo funkcia
f(z) = zlogx + (m — x) log(m — x) nadobtida minimum pre z = m/2.
KedZe Tg je striktne binadrny strom s m listami, musi platit:

Dr, > d(m) > mlogm.

Veta 1.9 KazZdy algoritmus triediaci porovndvanim urobi v priemernom pripade
Q(nlogn) porovnani za predpokladu, Ze vietky permutdcie postupnosti n prvkov sa
na vstupe vyskytuji s rovnakou pravdepodobnostou.

Dokaz: Nech A je Iubovolny algoritmus triediaci porovnavanim. Nech n je Tubo-
volny rozsah vstupu a nech T je rozhodovaci strom triediaci n prvkov zodpoveda-
juaci algoritmu A. Strom 7% ma prave n! listov (pre kazda permutaciu na vstupe
prave jeden list) a suma hibok jeho listov je celkovy pocet porovnani, ktoré vyko-
né algoritmus A na v8etkych n! vstupnych permutaciach. Teda priemerny pocet
porovnani algoritmu A na vstupoch rozsahu n je na zéaklade lemy 1.8

T3

n!

> logn! = Q(nlogn).
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Cvicenia

Cvicenie 1.6 Ukazte, ze na najdenie minimélneho prvku v danej postupnosti je

potrebnych aspon [%] porovnani. Ukazte, ze zlozitost tohto problému? vzhladom

na operacie porovnania je n — 1.

Cvicenie 1.7 Uvazujme problém sic¢asného najdenia minimalneho aj maximélne-
ho prvku v danej postupnosti prvkov. Néajdite rieSenie pouzivajice [3n/2] — 2
porovnani. DokaZte, Ze menej porovhani nestaéi.?

Cvicenie 1.8 Ukazte, ze druhy najmensi prvok z n prvkov sa da najst pomocou
n + [logy n] — 2 porovnani.

Cvicenie 1.9 UkaZte, Ze na vyhladanie prvku v utriedenom poli je potrebnych v
priemernom pripade Q(logn) porovnani.

1.3 Algoritmy na dynamickych mnoZinach

Na dynamickych mnoZinach (dynamické preto, lebo povolujeme aj operacie, ktoré
menia tieto mnoZiny) budeme uvazovat tieto zakladné operacie

MEMBER(a,S) zisti, ¢ prvok a patri do mnoziny S,

INSERT(a,S) do mnoziny S prida prvok a,

DELETE(q,S) z mnoziny S odoberie prvok a,

MIN(S) najde najmensi prvok mnoZiny S,

UNION(S1,52) vytvori zjednotenie mnozin S; a Sy (predpokladdme, Ze mnoziny
S1 a Sy su disjunktné),

FIND-SET(a) nijde mnozinu S, do ktorej patri a.

Mnohé praktické problémy moZno redukovat na podproblémy, ktoré mozno ab-
straktne formulovat ako postupnost uvedenych zakladnych operéacii na nejakej dy-
namickej mnozine.

Priklad: Pri lexikilnej analyze kompilatory ¢asto pouzivaju operacie MEMBER,
INSERT; niektoré editory umoziuju kontrolu preklepov (operacie MEMBER,
INSERT); mnohé greedy algoritmy pouZivaju operacie UNION, FIND-SET.

Definicia 1.10 Nech o je konecnd postupnost zdkladnych operdcii na dynamickyjch
mnozindch. Casovd zloZitost postupnosti o je mnoZstvo éasu (vyjadrené ako funkcia
dlZky postupnosti o), ktoré treba na vykonanie ingtrukcii postupnosti o.

Poznamka: Postupnost o vykondvame on-line spésobom, tzn. algoritmus sa ne-
moze "pozriet"na j-tu operaciu v o skor, ako vykona operécie 1,2,...,5 — 1.

2Zlozitostou tp(n) problému P, kde n je velkost vstupu, rozumieme min{t(A4,n)|A € Ap}, kde
t(A, n) je pocet prislusnych operéacii (v naSom pripade porovnani) algoritmu A pre najhorsi pripad
vstupu n a Ap je mnozina vSetkych algoritmov riesiacich problém P.

3Mbzete pouzit metédu stavovych priestorov: Oznaéme a pocet neporovnanych, b po&et porov-
nanych vzdy mensich, ¢ poCet porovnanych vzdy vacsich a d pocet ostatnych prvkov a sledujme
pocet porovnan{ potrebnych na zmenu stavu (n,0,0,0) — (0,1,1,n — 2).
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1.3.1 Realizacia slovnika hashovanim

Od slovnika pozadujeme, aby ¢o najefektivnejsie dokazal realizovat Iubovolna po-
stupnost operécii skladajicu sa z operacii MEMBER, INSERT a DELETE. Pomer-
ne jednoduchym rieSenim problému je pouzitie hashovania.

Veta 1.11 Ak hashovacia funkcia h : U — {0,1,...,m — 1} zobrazuje U rovno-
merne na mnoZinu {0,1,...,m — 1}, potom priemernd zloZitost postupnosti o dizky
n < m je O(n) (predpokladdme, Ze mnoZina reprezentujica slovnik je na zaciatku
vykonania postupnosti o prdazdna).

Dokaz: Vsetky (vzhladom na hashovaciu funkciu) rézne vypocty na n prvkovych
vstupnych postupnostiach ay ... a, moZno reprezentovat iplnym m-arnym stromom
vysky n (koren je zaCiatok vypoctu, list koniec vypoctu). Kazdej hrane stromu
pridelme cenu takto: Nech w je Tubovolny vrchol hibky i (0 < i < n — 1) a nech
tomuto vrcholu zodpoveda (vzhladom na Gast vypoctu koren — vrchol w) stav, kde
dizka j-teho zoznamu je l; (1 <j <m). Potom cena hrany z w do jeho j-teho syna
jecj=1;+1. Kedze 7" l; = i, potom

m
E ci=1i+m
j=1

Pocet vrcholov hibky i je m? (0 <4 < n). Z kazdého vrcholu hibky i vychadza
smerom k jeho synom m hran a suma cien tychto hrén je i + m.

Kazda z hran vychadzajica z niektorého vrcholu s hibkou i (smerom k jeho
synom) lezi na m"™~*~1 cestach z korefia k listom.

Nazvime cenou cesty z korena do listu stacet cien hran leziaciach na tejto ceste.

Suma cien vSetkych m™ ciest z korefia do m'™ listov je teda

n—1 n—1 i
m (i +m)m" " = m” 1+ —).
; (i +m) ;< +—)

7Z toho vyplyva, Ze priemerny ¢as potrebny na "spracovanie"n prvkovej postup-
nosti je
n—1 i
01+ 1)) = 0(n)

i=0

pre n < m, lebo cena cesty z korenia do listu je timerna ¢asu potrebnému na spra-
covanie prislusnej n prvkovej postupnosti. O

Poznamka: Nevyhodou hashovania je zlozitost v najhorSom pripade az Q(n?) —
napriklad

o=(INSERT(a1,S5), INSERT (a2,S5), ..., INSERT(a,,S), MEMBER(a,,5), ...,
MEMBER(a,,5)), kde h(a1) = h(az) = ... = h(an).

1.3.2 Realizacia slovnika pomocou 2-3 stromov

V kapitole 1.3.1 sme sa zoznamili s problémom slovnika a s jeho rieSenim pomocou
hashovania. V tejto kapitole si ukdZeme iné rieSenie a to pomocou 2-3 stromov.

Definicia 1.12 2-8 strom je strom, v ktorom kaZdy vrchol, ktory nie je list, md
dvoch alebo troch synov a vsetky cesty z korenia do listov su rovnako dlhé.
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Linearne usporiadani mnoZinu S moZno reprezentovat 2-3 stromom priradenim
prvkov z S listom 2-3 stromu (zlava doprava od najmensieho prvku po najvicsi).
Oznacenie: Nech E[l] oznacuje prvok z S priradeny listu I. Nech v je vrchol
2-3 stromu, ktory nie je list. Nech L[v] (resp. M][v]) oznafuje najvacsi prvok z
S priradeny listom podstromu, ktorého korehom je najlavejsi (resp. druhy) syn

vrcholu v.
L:M
E

Obrézok 2: 2-3 strom reprezentujtci mnozinu S = {4,1,3,6,2,5}

Lema 1.13 Nech T je 2-3 strom s vyskou h. Potom pocet vrcholov stromu T je
medzi 2" — 1 a (3" —1)/2 a pocet listov je medzi 2" a 3.

Dokaz: Matematickou indukciou vzhladom na vysku stromu h. |

Operacia MEMBER. Nech v je koren 2-3 stromu reprezentujiceho mnozinu S.
NapiSeme procedtiru SEARCH(a, v), ktora prehladéva strom T od korena k listom,
pricom vyuziva hodnoty L a M v jednotlivych vrcholoch. Algoritmus postupuje
metddou podobnou bindrnemu prehladavaniu. V pripade, Ze a € S, procedura vrati
vrchol w, ktory je otcom listu s hodnotou a. Ak a & S, potom bude vysledkom
procedury vrchol w, pod ktory by bol zaradeny list s hodnotou a.

Algoritmus 2

procedure SEARCH(a,v)

begin
if kazdy syn vrcholu v je list then return v
else begin

83 < i-ty syn vrcholu v
if a < L[v] then return SEARCH(a,s1)
else

if v mé dvoch synov or a < M|[v] then return SEARCH(a,s2)
else return SEARCH(a,s3)

end
end

Pomocou algoritmu 2 teraz lahko zrealizujeme procedtiru MEMBER. Procedira
zisti, ¢i je prvok a v mnozine S reprezentovanej 2-3 stromom s koreiiom v.

Algoritmus 3

procedure MEMBER(a,v)
begin

w «—SEARCH(a,v)
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l; < i-ty syn vrcholu w
if E[l;] = a pre nejaké i then return "4no"
else return "nie"

end

Lema 1.14 Algoritmus & zisti, ¢i 2-8 strom T s n listami obsahuje list s hodnotou
a v najhorsom pripade v case O(logn).

Doékaz: Lema je dosledkom lemy 1.13. ]

Operacia INSERT. Nech v je koreni 2-3 stromu reprezentujiceho mnozinu S.
Nech prvok a nepatri do mnoziny S.

Obrazok 3: 2-3 strom T reprezentujici mnozinu S = {1,3,5,6,7,8,9}

Nech f je vysledkom procediry SEARCH(a,v). Vytvorime novy list s hodnotou
a a pripojime ho ako syna k vrcholu f tak, aby nebolo porusené usporiadanie hodnét
v listoch stromu. MézZe nastat jedna z nasledujicich moznosti:

1. f mé& troch synov. V tomto pripade sme ziskali 2-3 strom reprezentujici

S U {a}.

2. f mé Styroch synov. Vytvorime novy vrchol g, odpojime od f jeho dvoch
lavych synov a pripojime ich na g a ¢ pripojime na otca f. Ak ma otec
vrcholu f po tejto operacii troch synov, ziskali sme 2-3 strom reprezentujtci
S U{a}, v opatnom pripade pokra¢ujeme rekurzivnym spdsobom smerom ku
korefiu stromu az kym ziadny vrchol nemé Styroch synov.

Poznamka: V algoritme pre INSERT treba tieZ priebezne upravovat hodnoty L a
M.

Lema 1.15 Algoritmus pre INSERT vsunie novy prvok do 2-8 stromu s n listami
v naghorSom pripade v ¢ase O(logn). Naviac algoritmus zachovdva usporiadanie
hodnot v listoch a vijsledny strom je 2-3 strom.

Dokaz: Nech T je 2-3 strom s n listami. Z lemy 1.13 vyplyva, ze vyska stromu T
je nanajvys log n. Preto najdenie vrcholu f =SEARCH(a,v), kde v je koreii stromu
T, potrebuje ¢as O(logn). Vsunutie nového listu do stromu potrebuje ¢as O(1).
Nasledna mozna tiprava na 2-3 strom, pri ktorej algoritmus postupuje pozdiz cesty
od vrcholu f do koreha v, potrebuje ¢as najviac O(logn).

Druhé ¢ast lemy vyplyva priamo z realizécie algoritmu INSERT. O

Operacia DELETE. Nech v je korefiom 2-3 stromu reprezentujiceho mnozinu .5,
nech a € S. Nech [ je list s hodnotou a. Nech dalej f je vysledkom procediry
SEARCH(a,v)*.

MoéZe nastat jedna z nasledujicich moZnosti:

4Teda f je otcom listu I s hodnotou a
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Obrazok 5: Vysledok operacie INSERT(7,v) pre strom T

1. f mé troch synov. Potom moZno odstranit [ a skongit.

2. f mé dvoch synov [ a s. Nech dalej f ma l'avého brata g (v pripade pravého
brata postupujeme obdobne). Potom nastéva jedna z tychto moZnosti:

e g méa troch synov. Potom odpojime od g jeho najpravejsieho syna, pri-
pojime ho ku f ako najlavejsieho syna, odstranime [ a skon¢ime.

e ¢ ma dvoch synov. Potom odpojime s od f a pripojime s na g ako najp-
ravejSieho syna. Potom odstrdnime ! a pokrac¢ujeme rekurzivne smerom
ku koreniu stromu odstrafiovanim f.

Obrazok 6: Vysledok operacie DELETE(3,v) pre strom T'

Poznamka: V algoritme pre DELETE takisto ako v predchadzajucich pripadoch
netreba zabudnat na aktualizaciu hodnot L a M.
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Lema 1.16 Algoritmu pre DELETE odstrani prvok z 2-3 stromu s n listami v case
O(logn). Naviac tento algoritmus upravi povodny 2-3 strom na 2-3 strom s n — 1
listama.

Doékaz: Dokaz je obdobny ako u lemy 1.15. ]

Implementaéné poznamky. Vrcholy 2-3 stromu obvykle implementujeme ako
zéznamy s tymito atributmi: pointer na otca, pointre na synov, hodnoty L, M a F.
Vstupnymi parametrami pre operacie MEMBER, INSERT a DELETE st potom
hodnota prvku a a pointer ukazujici na koren 2-3 stromu 7T a ktory po ukonéeni
operéacie bude ukazovat na novy vrchol stromu.

Veta 1.17 Casovd zloZitost postupnosti o, ktord sa skladd z n operdcii typu MEM-
BER, INSERT, DELETE alebo MIN, je v naghorsom pripade O(nlogn).

Doékaz: V priebehu vykonavanie operacii v o pocet listov v prislusnych 2-3 stro-
moch neprekoc¢i n. KedZe prvok s najmenSou hodnotou sa nachadza v najlavejsom
liste 2-3 stromu, operaciu MIN moZno vykonat v najhorgom pripade v ¢ase O(logn).
Dalej tvrdenie vety vychadza z lemy 1.14, 1.15 a 1.16. |

1.3.3 UNION/FIND-SET problém

Majme mnoziny S; = {i} pre vietky i = 1,2,...,n. Ulohou bude v tomto pripade
zostrojit algoritmus, ktory by (€o najefektivnejsie) vykonal I'ubovolnt postupnost
operacii typu UNION(S;,S;) a FIND-SET(I).

Priklad: Operacie UNION/FIND-SET moZno pouzit napriklad pri hladani sa-
vislych komponentov grafu. Algoritmus s vyuzitim tychto operacii by vyzeral asi
takto:

pre kaZdy vrchol v € V' vytvor mnoZinu {v}
pre kaZdu hranu (u,v) € E:
if FIND-SET (u)#FIND-SET(v) then
UNION(FIND-SET (u),FIND-SET(v))

Definicia 1.18 Vyska stromu T je dizka najdihsej cesty z koreria stromu T do jeho
listov. Vyska vrcholu w stromu T je vyska podstromu stromu T, ktorého koreriom
je vrchol w.

Dynamickt mnozinu S; mozno reprezentovat korefiovym stromom 7;, ktorého
mnoZina hran bola vytvorena operaciami UNION (pozri dalej).

Informécie o hranach a korefioch stromov reprezentujucich jednotlivé mnoZiny
mozno kodovat v celo¢iselnych poliach p[1...n], h[1...n] takto:

e Ak p[j] = j, potom vrchol j je korefiom niektorého stromu a hlj] je vyska
tohto stromu.

e Ak p[j] =l prel # j, potom vrchol j je synom vrcholu ! (v niektorom strome).

Pred vykonanim postupnosti o (ked S; = {i} pre vSetky @), plati p[i] = i a
h[i] = 0 pre vSetky i.

Napiseme procediaru UNION(l;,l;), ktorej vstupné hodnoty [;, l; st korene stro-
mov reprezentujuicich mnoziny S;, S;. Procedira vytvori strom reprezentujtici mno-
zinu S; U Sj.

Algoritmus 4
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procedure UNION((;,l;)
begin

if h[l;] < h{l;] then pripoj koreii ; ako syna na koreni I;
else pripoj koreii l; ako syna na koreti [;

end

Poznamka: V procedure UNION si vynechané detaily suvisiace s pripadnou tp-
ravou hodnoét p[l;], p[i;], hll;], h[l;].

Procedira FIND-SET(j) pre dany vrchol j stromu T reprezentujiceho mnoZinu
S vrati koren stromu 7.

Algoritmus 5

procedure FIND-SET(j)
begin

if p[j] = j then return j
else return FIND-SET(p[j])

end

Lema 1.19 Na vytvorenie stromu s vijskou h treba aspori 2" —1 operdcit typu UNI-
ON.

Dokaz: Indukciou vzhladom na h. Tvrdenie zrejme plati pre h = 0. Predpokla-
dajme, Ze tvrdenie plati pre vSetky stromy s vyskou najviac h. Nech T je strom s
vyskou h + 1, ktory bol vytvoreny operaciou UNION zo stromu T3 s vyskou i < h
a zo stromu T, s vysSkou j < h, kde 7 < j.

Ak by i < j < h alebo i = j < h, potom by T mal vysku najviac h (pozri
algoritmus 4), ¢o je v spore s predpokladom. Teda i = j = h. Podla indukéného
predpokladu bolo treba aspoii 2" — 1 operacii UNION na vytvorenie 7; a dalich
aspont 2" — 1 operacii UNION na vytvorenie Th, ¢o je spolu s operaciou UNION,
ktora vytvori T aspoii 2"+ — 1 operacii UNION. Preto tvrdenie plati aj pre vetky
stromy s vyskou h + 1. O

Veta 1.20 Casovd zloZitost n-prvkovej postupnosti o skladajicej sa z operdcii UNI-
ON a FIND-SET je v najhorsom pripade O(nlogn).

Doékaz: Podlalemy 1.19 méa kazdy strom vytvoreny pocas vykonavania postupnosti
o vysku nanajvys log, n + 1. Preto je mozné vykonat kazda operaciu FIND-SET v
o v ¢ase O(logn). Operaciu UNION mozno vykonat v ¢ase O(1). O

Poznamka: V pripade, ked S; nie st tvaru S; = {i}, ale napriklad S; obsahuju re-
alne ¢isla, textové retazce apod., mozno ich prvky zotriedit a potom v ¢ase O(logn)
binarnym vyhladavanim najst prislusné éislo mnoziny.

1.3.4 Zrychlenie algoritmu pre UNION/FIND-SET problém

Nech j je vrchol stromu T s korefiom I. Modifikujeme algoritmus 5 (procediru
FIND-SET(35)) tak, aby kazdy vrchol vyskytujaci sa na ceste z vrcholu j do korena
[ bol odpojeny od svojho otca a napojeny priamo na koren [.

Tuto metédu nazyvame metdédou kompresie cesty a modzeme ju realizovat takto:

Algoritmus 6
procedure FIND-SET(j)
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begin

if plj] # j then p[j] —FIND-SET(p[j])
return plj]

end

Modifikujme taktiez algoritmus 4 (procedaru UNION((;,l,)) tak, aby strom re-
prezentujaci mnozinu S;US; bol vytvoreny nie podla kritéria vysok ale podla poétu
vrcholov stromov Tj a Tjs.

Definicia 1.21 Nech F(0) =1 a nech F(i+1) = 27® pre i > 0. Potom log*n :=
min{k|F (k) > n}.

Poznamka: log* n je extrémne pomaly rastica funkcia, napriklad log*n < 5 pre
vietky n < 265536,

Veta 1.22 Casovd zloZitost n-prvkovej postupnosti o skladajicej sa z n operdcii
UNION a FIND-SET je v naghorsom pripade O(nlog*n), ak pouzijeme modifiko-
vané algoritmy UNION a FIND-SET.

Cvic¢enia

Cvicenie 1.10 Majme postupnost k zakladnych slovnikovych operacii, pri¢om tie-
to operécie pracuju iba s ¢islami od 1 po n. V takomto pripade je mozné udrZiavat
pole A[l..n] tak, aby A[i] = 1 prave vtedy, ked i € S. Toto pole je potrebné na
zaCiatku inicializovat a tak tento algoritmus méa ¢asovu zlozitost O(n+k). Je mozné
modifikovat tento algoritmus tak, aby jeho Gasova zloZitost bola O(k) (tj. odstranit
inicializaéni fazu)?°

Cvicenie 1.11 Kolko existuje 2-3 stromov reprezentujtucich mnozinu &isel
{1,...,6}7

CviCenie 1.12 Pokuste sa detailne analyzovat riesenie UNION /FIND-SET problé-
mu, ak pri operacii UNION pouzivame kritérium poétu vrcholov (tak ako v kapitole
1.3.4).

Cvicéenie 1.13 Pokuste sa detailne analyzovat riesenie UNION /FIND-SET prob-
lému so skracovanim cesty (ale s povodnou operaciou UNION), ak predpokladame,
ze najprv vykoname vsetky operacie UNION a potom vSetky operédcie FIND-SET.

CviCenie 1.14 Majme N sulkov dynamitu a postupnost operacii SPOJ(7,5) (spojit
sulky i a j zapalnou $narou) a ROZPOJ(i,j) (rozpojit sulky i, j, ak sa zapalnou
Snarou spojené). Dynamit mozno odstrelit, ak medzi kazdymi dvoma §ulkami vedie
cesta po zapalnych Snurach. Najdite ¢o najefektivnejsi algoritmus, ktory zisti, ¢ po
vykonani operacie mozno dynamit odpélit, alebo nie.

CviCenie 1.15 Majme postupnost W = (W7y,..., W,,) slov. Najdite ¢o najefektiv-
nejsi algoritmus, ktory najde postupnost ¢isel V = (V4,...,V,,), pricom V; = 0, ak
sa medzi slovami Wy, ..., W;_; nenachadza presmycka slova W;, alebo V; = k < i,
ak existuje slovo Wy, (k < i), ze W}, je presmyckou slova W; (ak ich je viac, nech k
je najmensie mozné).

5h[l;] a h[l;] budu teraz obsahovat namiesto vy3ok stromov ich poéty vrcholov
6Hint: Pomocou druhého pola sa pokiste sa rozlisit nenainicializovany prvok pola a nainicia-
lizovany.
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2 Grafové algoritmy

Mnozstvo praktickych problémov mozno sformulovat v pojmoch tedrie grafov. Z
tohto hl'adiska mé4 tato cast tedrie algoritmov mimoriadne velky prakticky vyznam.
V tejto kapitole rozdiskutujeme niektoré zo zakladnych problémov, ktoré majua rie-
Senie v polynomiélnej ¢asovej zlozitosti (minimalna kostra, najkratsie cesty).

2.1 Najlacnejsia kostra grafu

Definicia 2.1 Nech G = (V, E) je neorientovany sivisly graf s ohodnotenymi hra-
nami, (tj. pre G je dand cenovd funkcia h : E — R; R je mnoZina redlnych cisel).

1. Kostra grafu G je lubovolny neorientovany strom (V,T), T C E, spdjajici
vietky vrcholy z V' (t.j. lubovolné dva vrcholy z V' si spojené cestou v strome
(V.1)).

2. Cena kostry je Y . hie).

3. Kostrovy les pre graf G je lubovolnd mnoZina stromov {(V1,T1),. .., Vi, Tk)},
k> 1 takd, Ze V. = UF_\V;, ViNV; =0 pre i # j, v kazdom strome (V;,T;)
su spojené vsetky vrcholy z Vi o T; € EN(V; x V;) pre kaZdé i (kazdy strom
(Vi,T,) je kostra grafu (Vi, E (1 (V; x Vi)).

Lema 2.2 Nech G = (V,E) je suvisly neorientovany graf a nech S = (V,T) je
kostra grafu G. Potom:

1. Pre vsetky u,w € V je cesta medziu a w v S jedind.

2. Po pridant lubovolnej hrany z E — T do S vznikne jedind kruznica.

Dokaz: Cast 1 vyplyva z toho, Ze keby boli v S dve cesty medzi v a w, potom by
bola v S kruZnica.

Obrazok 7: Ak st medzi v a w dve cesty, existuje v grafe kruznica

Cast 2. Kedze S je kostra (t.j strom spajajaci vetky vrcholy), existuje medzi
Tubovolnymi vrcholmi jedina cesta (pozri ¢ast 1) a preto po pridani Tubovolnej
hrany z E — T musi vzniknut jediné kruZnica. ]

Lema 2.3 Nech G = (V, E) je suvisly neorientovany graf a h je cenovd funkcia na
hrandch E. Nech {(V1,T1),..., Vi, Tk)}, k > 1 je kostrovy les pre graf G. Nech
H = UF_,T;. Nech (u,w) je najlacnejsia hrana z E— H takd, Ze 3i, 1 <i < k,u € V;
aw ¢ V;. Potom existuje kostra grafu G obsahujica vSetky hrany z H U {(u,w)},
ktorej cena nie je vicsia neZ cena najlacnejsej kostry grafu G obsahujicej vsetky
hrany z H.

Dokaz: Nech S = (V,T) je lubovolna najlacnejsia kostra grafu G obsahujtca
hrany z H. Ak T obsahuje hranu (u,w), potom lema 2.3 plati.

Nech teda (u,w) ¢ T. Z lemy 2.2 ¢ast 2 vyplyva, %e pridanie hrany (u,w) do
T vytvori jedind kruznicu (pozri obr. 2.1). Tato kruZnica musi obsahovat nejaku
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hranu (v, w’) takq, ze v’ € V; a w’ ¢ V;. Podla predpokladu h(u,w) < h(u',w’),
lebo (v/,w') ¢ UF_,T; = H.

Nech S' = (V,T'), kde T = (T' U {(u,w)}) — {(v/,w")}. S’ nem4 kruznicu,
lebo jedind kruznica bola prerusend odstranenim hrany (u’,w’). Naviac, vSetky
vrcholy vo V' su v grafe S’ spojené, lebo existuje cesta medzi v’ a w’ v S’ (cesta
medzi vrcholmi x a y, ktora v S viedla cez hranu (u/,w’), vedie v S” cez vrcholy

w'y. o wyu, ... u) vid obr. 2.1). Teda S’ je kostra grafu G, ktorej cena nie je
vicsia nez cena kostry S, kedze h(u,w) < h(u',w"). O
g . w,’ . —e

x

Nasledujici greedy algoritmus najde najlacnejsiu kostru grafu. Vstupom je ne-
orientovany suvisly graf G = (V, F) s ohodnotenymi hranami. Vrcholy st reprezen-
tované prirodzenymi &islami 1,2,. .., |V, hrany spolu s cenami st dané v zozname.

Algoritmus 7 (Kruskal)

begin
T+ 0 (1)
pre kazdy vrchol v € V' vytvor mnozinu {v} (2)
utried hrany v E podla cien v neklesajiicom poradi (3)
pre kazda hranu v (u,w) € E v poradi podla neklesajiicih cien: (4)
begin
if FIND-SET(u) # FIND-SET(w) then begin (5)
T —TU{(u,w)} (6)
UNION(FIND-SET(u), FIND-SET(w)) (7)
end (8)
end
return T
end

2% \\1 4// ¥5 2% \\1 4//
\_/ \_/

G0 -0 OO0

VAR
1&@5/25;%4 @?@A

G (V,T)

Obréazok 8: Priklad Kruskalovho algoritmu
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Veta 2.4 Algoritmus 7 ndjde najlacnejsiu kostru grafu G = (V, E) s éasovou zloZi-
tostou v naghorsom pripade O(|E|log|E|).

Dokaz:

Spravnost programu. Indukciou na podet vykonanych cyklov v riadkoch (5) aZ
(8) (t.j. na pocet hran pridanych do T') mozno dokéazat, Ze po vykonani [ cyklov
(1=0,1,2,...,|V] — 2) st splnené predpoklady lemy 2.3 (pre k = |V| — [ - kazd4a
z mnozin V; je niektora mnoZzina FIND-SET(v) pre v € V). Vykonanie jedného
cyklu totiz sposobi (volanim procedary UNION) nahradenie mnozin V; a V; mno-
zinou V; UV} prave vtedy, ked hrana (u,w), pre ktort plati V; = FIND-SET(u) #
FIND-SET(w) = Vj spéja stromy (V;,T;) a (V;,T;). Teda novy kostrovy les (pre
lemu 2.3) mozno dostat z kostrového lesa {(V1,T1), ..., (Vk, Tk)} nahradenim stro-
mov (V;, T;) a (V}, T;) stromom (V;UV;, T;UT;U{(u, q)}). Preto z lemy 2.3 vyplyva,
ze algoritmus najde najlacnejsiu kostru grafu G.

Casova zlozitost. Inicializacia v riadkoch (1) a (2) potrebuje ¢as O(|V]) a trie-
denie v riadku (3) potrebuje ¢as O(|E|log|E|). V riadkoch (5) az (8) sa vyskytne
najviac O(|E|) operacii FIND-SET a UNION, ktorych vykonanie vyzaduje ¢as naj-
viac O(|E|log |E|) resp. O(|E|log" |E|) (pozri vetu 1.22 o &asovej zloZitosti UNION,
FIND-SET problému). Algoritmus vykona prikaz v riadku (7) prave (|V| — 1)krat,
pri¢om vykonanie jedného prikazu potrebuje ¢as O(1). Teda celkova zloZitost algo-
ritmu je v najhorSom pripade O(|E|log |E|), lebo |V| — 1 < |E| pre suvislé grafy.
(]

Poznamka: Existuje iny algoritmus pre najlacnej$iu kostru grafu so zloZitostou
O(|E| + |V|log |V]), ktory je vyhodny pre husté grafy (t.j. grafy s velkym poctom
hran).

Cvicéenia
Cvigenie 2.1 Nech je dany graf G = (V, E), V = {1,2,...,n} a cenova funkcia h
taka, Ze
h(u,v) = { cena hrany (u,v), ?k (u,v) € E,
o0 inak.

Nech h(u,v) > 0 pre vSetky u,v € V. Uvazujme nasledovny algoritmus:

begin

q0
S — {wvo}
Dlvg] < 0
pre kazdy vrchol v € V' \ {vo}: D[v] — h(vo,v)
while S # V do begin
vyber w € V'\ S taky, Ze hodnota D[w] je minimalna
S — Su{w}
q < q+ Dw]
pre kazdy v e V'\ S:
Dv] < min{DI[v], h(w,v)}
end
return q

end

Dokézte, Ze tento algoritmus poéita cenu najlacnejsej kostry grafu G7.

7Vsimnite si ndpadnit podobnost s algoritmom 8
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Cvicenie 2.2 Odhadnite ¢asovi zloZitost algoritmu z cvicenia 2.1 a porovnajte ju
s ¢asovou zlozitostou algoritmu 7. Kedy je vyhodnejsie pouzit algoritmus z cvicenia
2.1 a kedy algoritmus 77

Cvicenie 2.3 V cviceni 2.1 sme predpokladali, Zze vSetky hrany maju kladné ohod-
notenia. Je mozné tento algoritmus pouZit aj pre hrany, ktoré maji zaporné ohod-
notenia? Ak nie, je moZzné ho upravit tak, aby sa dal pouZzit?

2.2 Najlacnejsie cesty v grafe

Definicia 2.5 Nech G = (V, E) je orientovany graf s ohodnotengymi hranami, tj.
pre G je dand funkcia h : E — R. Cesta v grafe G je postupnost vrcholov [vg, vy, . . .,
vg), kde (vi—1,v;) € E prei = 1,2,...,k av; # v; prei # j. Cena cesty P =
[vo,v1, ..., 0] je Zle h(vi—1,v;). Oznaéme cenu cesty P symbolom |P|.

V suvislosti s cenou cesty nas budu zaujimat tri problémy:
1. Né&jst pre dant dvojicu vrcholov u, v cenu najlacnejsej cesty z u do v.

2. Néajst pre dany vrchol vg € V' cenu najlacnejsej ciesty z vy do v pre vSetky
veV.

3. Néjst cenu najlacnejsej cesty z u do v pre vietky u,v € V.

2.2.1 Dijkstrov algoritmus

Ak st ceny hran grafu nezéaporné realne &isla, potom mozno problém 2 riesit Dijks-
trovym algoritmom. Algoritmus dostane ako vstup orientovany graf G(V, E), vr-
chol vy a &iastoént funkciu h : V x V — R{. Predpokladame, ze h(u,u) = 0, ak
(u,v) € E tak h(u,v) je ohodnotenie hrany (u,v). Vrcholy grafu su reprezentované
celymi ¢islami 1,2,...|V]| a predpokladame, Ze funkciu h mozno vypoé&itat v Case
O(1). Po skonfeni algoritmu bude pre kazdy vrchol v € V' v D[v] uloZena cena
najlacnejSej cesty z vg do v.

Poznamka: Pre jednoduchost ¢iastoéna funkciu A zuplnime tak, Ze v pripade
(u,v) ¢ E polozime h(u,v) = co. V tomto zmysle potom pre lubovolna postupnost
vrcholov [vg, vy, ..., v;] vieme vypocitat cenu zodpovedajicej cesty, pricom ak pre
nejaké i (0 <14 < k) plati (v;,vi + 1) ¢ E, cena uvedenej cesty bude oco.

Algoritmus 8 (Dijkstra)

begin
S — {vo} (1)
Dlvo] < 0 (2)
pre kazdy vrchol v € V' \ {vo}: D[v] < h(vg,v) (3)
while S # V do begin (4)
vyber w € V' \ S taky, Ze hodnota D|w| je miniméalna (5)
S — Su{w} (6)
pre kazdy v € V'\ S: (7)
Dv] «+ min{D[v], D[w] + h(w,v)} (8)
end
end

Veta 2.6 Algoritmus 8 vypocita cenu najlacnejSej cesty z vy do kazZdého vrcholu
grafu G v najhorsom pripade v ¢ase O(|V]?).
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Dokaz:

Casova zlozitost: Riadok (5) a tiez aj cyklus v riadkoch (7) a (8) potrebuju
¢as O(|V]). Riadok (6) potrebuje ¢as O(1). Kedze riadky (5) az (8) st vykonané
(IV| = 1) krat a riadky (1) az (3) potrebuju ¢as O(|V|), na vykonanie algoritmu
staci ¢as O(|V|?).

Korektnost: Korektnost algoritmu ukazeme metodou invariantov. Stanovime in-
variant, ktory bude platny pred zacatim kazdej iteracie cyklu while (riadky (4) aZ
(8)) resp. po jeho skonceni. Pre kazdé v € V:

1. Ak v € S, potom D[v] je cena najlacnejsej cesty z vy do v, pri¢om existuje
cesta z vy do v celé leziaca v S s cenou Dlv].

2. Ak v € V'\ S, potom D[v] je cena najlacnejSej cesty z vg do v spomedzi ciest,
ktoré celé s vynimkou vrcholu v lezia v S.

Platnost invariantu dokédZeme indukciou vzhladom na |S].

Pre |S| =1 (tj. pri prvom prechode) ma najlacnejsia cesta z vy do vy cenu 0 a
cesta z vy do v celd s vynimkou vrcholu v leziaca v mnozine S pozostava z hrany
(vo, ).

Nech dalej invariant plati pre |S| = k. Nech w je vrchol, ktory vyberieme
na zaklade podmienky v riadku (5). Najprv sporom ukézeme, 7e D[w] je cena
najlacnejSej cesty z vg do w.

Nech teda existuje cesta P z vy do w, kde |P| < D[w]. Podla indukéného
predpokladu je D[w] cena najlacnejsej cesty z vy do w spomedzi takych ciest, ktoré
celé okrem vrcholu w lezia v S. Preto musi na ceste P existovat vrchol (rézny od
w), ktory nepatri do S. Nech v je prvy takyto vrchol. Oznacme @ tusek cesty P od
vg po v. S vynimkou vrcholu v lezia v8etky vrcholy cesty () v mnozine S. Potom
ale podla indukéného predpokladu musi platit D[v] < |@Q|. Stcasne, kedZe ceny
hran st nezaporné, plati |Q| < |P| < D[w] a teda D[v] < D[w], ¢o je v spore s
podmienkou vyberu vrcholu w v riadku (5). Preto D[w] musi byt cena najlacneje;
cesty z vg do w. Zvy8né ¢asti tvrdenia invariantu si zrejmé.

V kazdom kroku cyklu priddme do mnoziny S prave jeden vrchol a teda po
kone¢nom pocte krokov cyklus skon¢i. Z platnosti invariantu po skonceni cyklu
priamo vychadza spravnost algoritmu 8. O

Poznamka: Algoritmus pre rieSenie problému 2 moéZeme pouZit aj pre rieSenie
problému 1. NavySe nie je zndmy asymptoticky rychlejsi algoritmu pre rieSenie
problému 1.

Poznamka: Je znamy algoritmus pre rieSenie problému 2 so zlozitostou O(|V|.|E]),
pri¢om neuvazujeme obmedzenie ohodnoteni hran na nezaporné ¢isla. Algoritmus
zisti

e Ci existuje v grafe cyklus zapornej ceny dosiahnutelny z vrcholu vy,

e ak taky cyklus neexistuje potom pre kazdy vrchol v vypocita cenu najlacnejsej
cesty z vg do v.

Poznamka: Algoritmus 8 moZno upravit tak, aby bolo mozné zrekongtruovat néj-
dené najlacnejsie cesty. Pre kazdy vrchol v si budeme v P[v] pamétat &islo vr-
cholu, ktory mu predchadza na doteraz najdenej najlacnejsej ceste®. Po skonéeni
algoritmu teda pre I'ubovolny vrchol v najlacnejSou cestou z vy do v bude cesta
(vo, ..., P[P[v]], P[v],v).

8Je dobré si uvedomit, ze ak najlacnejsia cesta z vrcholu vy do v prechadza vrcholom w, potom
cast tejto cesty z vg do w je najlacnejSou cestou z vy do w.
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Na zaciatku je potrebné polozit pre kazdé v Plv] = vg. Ak modifikujeme D[v]
v riadku (8) algoritmu 8, je potrebné modifikovat prislusnym sposobom aj pole P,
tj. riadok (8) nahradime takto:

if D[w] + h(w,v) < D[v] then begin
D[v] < D[w] + h(w,v)
Plv] «—w

end

2.2.2 Floyd—Warshallow algoritmus

V tejto casti ukdZeme algoritmus, ktory riesi problém 3 v éase O(|V]3).

Je dany orientovany graf G = (V, E) s cenami hran z R, pri¢om sa v fiom nena-
chadza cyklus zapornej ceny. Nech je graf G reprezentovany inciden¢nou maticou
W = (w;;), pricom ak (i,7) € E, potom w;; je cena hrany (4, ), ak (,j) ¢ E tak
w;; = 00, dalej pre kazdé ¢ w; = 0.

Vystupom algoritmu bude matica (™ = (CE;L)), kde cl(-;-l) je cena najlacnejsej
cesty z vrcholu ¢ do vrcholu j.

Algoritmus 9 (Floyd—Warshall)

begin
n— |V
cO —w
for £k +— 1 ton do
for i +— 1 ton do

for j «— 1 ton do

CE?) — MIN(CE;C_I),CEZ_I) + c,(c];_l))

return C™

end

Veta 2.7 Algoritmus 9 vypocita cenu najlacnejSej cesty z kazdého vrcholu i do kaz-
dého vrcholu j v najhorsom pripade v case O(|V[3).

Dokaz:
Casova zlozitost: Zrejma.

Korektnost algoritmu: Indukciou vzhladom na k moZno dokazat, Ze cgf) je cena

najlacnejSej cesty z vrcholu ¢ do vrcholu j, ktorej vSetky vniitorné vrcholy st z
mnoziny {1,2,...,k} (vnatorné vrcholy cesty st vSetky vrcholy cesty okrem jej
prvého a posledného vrcholu). |

Poznamka: Podobne ako v pripade algoritmu 8 mozno aj algoritmus 9 upravit

tak, aby okrem hodnét cgf) pocital aj hodnoty pgf). pgf) je predposledny vrchol

najlacnejSej cesty z vrcholu ¢ do vrcholu j, ktorej vSetky vnuitorné vrcholy st z

mnoziny {1,2,...,k}. Pomocou hodnot p(ﬂ) moZno zostrojit najkrat$iu cestu medzi

]
Tubovolnymi dvoma vrcholmi grafu G. Pre p{*)

i plati nasledujuci vztah:

nil ,akk:zO/\(i:j\/wijzoo)

%) i yak k=0A1# jAw;; < oo

Pij = pgffl) ,ak k> 0A cl(-f*l) < 05571) + c,(cl;fl)
pg;_l) ,ak k> 0A cl(.f_l) > cE,’:_l) + cg;_l)

Vztah moZno dokizat matematickou indukciou.
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Cvicenia
Cvicenie 2.4 Ukazte, Ze Dijkstrov algoritmus nefunguje pre zaporné dlzky hran.

Najdite cast v dokaze spravnosti Dijkstrovho algoritmu, kde sa podmienka neza-
pornosti hran vyuziva.

Cvigenie 2.5 Najdite algoritmus ¢asovej zlozitost O(|V|?), ktory najde najkratsie
cesty z vrcholu vy do v8etkych ostatnych vrcholov, ak neuvazujeme podmienku
nezapornosti hran, ale iba podmienku, Ze v grafe G sa nenachadza cyklus zapornej
dizky.

Cvicenie 2.6 Ukazte, ze Floyd-Warshallow algoritmus nefunguje, ak sa v grafe
nachéadza cyklus zapornej dizky. Najdite, kde sa tato podmienka vyuzije v dokaze
spravnosti Floyd-Warshallowho algoritmu.

Cvicenie 2.7 Hamiltonovskd kruznica je kruznica v grafe G, ktoré prechadza cez
vSetky vrcholy grafu G. Ukazte, Ze problém, ¢i v grafe G existuje Hamiltonovska
kruZnica moZno riesit v polynomialnom ¢ase, ak mozno v polynomialnom case riesit
problém najdenia najkratsich ciest z kazdého vrcholu do kazdého, ak neuvazujeme
ziadne obmedzenia na ohodnotenie hran.

CviCenie 2.8 Uvazujme ohodnotenie hran grafu G také, ze plati ak (u,v) € E
potom 0 < h(u,v) < 1. Pri takomto ohodnoteni spolahlivost cesty v grafe G je
sucin ohodnoteni jednotlivych hran na tejto ceste. NapiSte algoritmy, ktoré najdu
najspolahlivejsie cesty v grafe z vrcholu vy do vSetkych ostatnych vrcholov, resp. z
kazdého do kazdého vrcholu grafu G.°

Cvicenie 2.9 Podobne ako v predchadzajicom cviceni najdite algoritmy pre tzv.
najsirsiu cestu. Sirka cesty je maximum ohodnoteni hréan na tejto ceste.

Cvicenie 2.10 Danych je N letisk svojimi stiradnicami, d'alej je dany dolet lietadla
t (po preleteni vzdialenosti ¢ musi lietadlo nutne pristat na niektorom letisku). Dalej
st dané dve letiskd s a t. Medzi kazdymi dvoma letiskami, ktorych vzdialenost je
nanajvys rovna doletu lietadla, lietadlo leti po priamke. Napiste algoritmus, ktory
najde trasu pre lietadlo:

a) s najmensim poctom medzipristati
b) s najmensou celkovou vzdialenostou

Cvicenie 2.11 Danych je N miest. Medzi tymito mestami premava M autobusov.
Autobusy premavaja vzdy iba priamo z jedného mesta do niektorého iného mesta.
U kazdého autobusu vieme: z ktorého mesta vychadza, ¢as odchodu, do ktorého
mesta prichddza, ¢as prichodu. Cesta ziadneho autobusu netrva viac ako 24 hodin.

Napiste algoritmus, ktory pre zadany rozpis autobusov zisti, ako sa najrychlejsie
mozno dostat zo zadaného mesta s do iného zadaného mesta ¢ (nezabudnite na
¢akacie doby na spoje).

Cvi¢enie 2.12 Na sidlisku Ciselnikovo je N krizovatiek ocislovanych od 1 po N.
Krizovatky st pospajané ulicami roznej dlzky (pod ulicou rozumieme tsek cesty
nepreruseny krizovatkou). Popri kazdej ulici stoja smetiaky. Smetiari, ktori maju
depo na krizovatke 1, maju k dispozicii jediné smetiarske auto, ktorym kazdy den
musia vyprazdnit vSetky smetiaky v Ciselnikove.

N4jdite algoritmus, ktory uréi najkratsiu moznu trasu smetiarskeho auta v Ci-
selnikove, pri¢om auto vychadza z krizovatky ¢islo 1, prejde vSetky ulice a vrati sa
spat na krizovatku &islo 1.

9Pouvazujte nad vlastnostami logaritmu.
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3 Algoritmy na maticiach

V tejto kapitole sa budeme zaoberat vypoc&tovou zloZitostou nasobenia matic. Uvi-
dime, Ze ¢asové zlozitost O(n3) priamoédiareho algoritmu na nasobenie matic nie je
optimélna. UkaZeme si algoritmus s ¢asovou zloZitostou O(n?8!). Najlepsi algorit-
mus znamy do roku 1990 ma asovii zlozitost O(n?-37%). Mnozstvo inych problémov
je mozné zredukovat na nasobenie matic. V tychto pripadoch pouZitim lepsieho
nésobenia matic dostaneme efektivne rieSenia, ktoré maja nizsiu éasovu zlozitost
ako by sa na prvy pohlad dalo predpokladat (napriklad rieSenie ststav linearnych
rovnic).

3.1 Strassenov algoritmus nasobenia matic

ZlepSenie priamociareho algoritmu nasobenia matic spociva v pouZiti techniky "roz-
del'uj a panuj". Priamodiare pouzitie tejto techniky v8ak neprinesie ofakavany vy-
sledok.

Pokuisme sa vynésobit matice rozmeru 2n x 2n pomocou operacii nasobenia a
s¢itania matic rozmeru n x n (kaZdd maticu rozdelime na $tyri podmatice rozmeru
nxmn):

AB — Ay Ap Bi1 Biz \ _ [ AuBui+A12Ba AnBiz + A12Bs
Az Ag By By Ap1Bi1 + A2 Bo1 A21Bia + AgaBao

Takto sme povodny problém nésobenia dvoch matic rozmerov 2n x 2n previedli
na 8 nasobeni a 4 s¢itania matic rozmerov n x n. Nech T'(n) je pofet operacii
potrebnych na nasobenie nasobenie dvoch matic rozmerov nxn. Pri pouziti metédy
rozdel'uj a panuj dostavame rekurenty vztah

T(n) = 8T(n/2) + O(n?).

RieSenim tohto rekurentného vztahu dostavame T'(n) = O(n3). PouZitim tejto
metddy sme teda nedosiahli Ziadne zlepSenie.

KTItcom k rieSeniu je najdenie takého sposobu nasobenia matic rozmerov 2 X 2,
pri ktorom sa pouzije mensi pocet nasobeni.

Lema 3.1 Sucin dvoch matic typu 2 X 2 mozZno vypocitat pomocou 7 ndsobeni a 18
scitani/odéitand.

Dokaz: Pre sudin matic

aip a2 bir b2 _ €11 C12
a1 a22 bar  boo C21  C22

plati
c11 = mi+mg—my+ Mg
cl2 = myg+ms
c1 = Mg+ my
Coo = M2 — M3+ ms— my,
kde

(@12 — a22)(b21 + b22)
mz = (a11 + a22)(b11 + ba2)
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m3 = (a11 — ag1)(bi1 + b12)
my = (a11 + a12)bee
ms = CL11(512 - b22)
me = a22(521 - bn)
my = (a1 + az2)b11

O

Veta 3.2 (Strassen) Na vyndsobenie dvoch matic typu n x n staci O(n'°227) arit-
metickych operdcii.

Dokaz: Nech A a B st dve matice typu n x n, nech n = 2¥. Rozdel'me kazdu z
matic A a B na $tyri podmatice typu 5 x 5. Teda

AB — ( A Ajgg ) < Bi11 Bis ) _ < Ci1 Cia )
Aoy Ago By B Co1 Cao

Podla lemy 3.1 mozno vietky podmatice C;; vypoécitat pomocou 7 stcinov a
18 stctov matic typu § x 5. Rekurzivnym aplikovanim tohoto algoritmu mozno
vypoditat stucin dvoch matic typu nxn s pouzitim T'(n) jednoduchych aritmetickych
operacii, kde

T(n) < 77(3) +18(3)%

pre n > 2. Preto T'(n) = O(7'982") = O(nl°927),

Ak n nie je mocnina &isla 2, potom rozsirime obe matice A a B tak, aby boli
typu 2% x 2F, kde n < 2F < 2n. Celkovy pocet operacii postacujtci na vykonanie
algoritmu popisaného vyssie na takto rozsirenych maticiach bude O((2%)l&27) =
O((2n)'827) = O(n'°e=7). O

Poznamka: Strassenova met6da nasobenia matic je pre malé (n < 45) alebo riedke
matice nepraktickd. Vieme sice tito metdédu implementovat tak, Ze as potrebny na
nasobenie dvoch matic typu n x n je nanajvys cn'°82 7 ~ cn?8!, ale ¢ je znac¢ne velka
konstanta. Pre riedke matice existuje Specidlny algoritmus lepsi nez Strassenov.

Poznamka: Existuju asymptoticky rychlejsie ale znac¢ne komplikovanejsie algo-
ritmy neZ Strassenov. V roku 1990 mal najrychlejsi algoritmus ¢asovi zloZzitost
O(n?376). Najlep#i ziskany dolny odhad zlozitosti nasobenia matic je Q(n?).

3.1.1 Nasobenie booleovskych matic

Definicia 3.3 Nech A = (a;j), B = (b;j) su booleovské matice typu n x n. Boole-
ovsky sucin matic A a B je booleovskd matica C' = (c¢;5) typu n X n, kde

n
Cij = \/ a;r N\ bkj.
k=1

V nasledujiicom texte opiSeme algoritmus pre booleovské nésobenie matic.
Algoritmus 10

1. Strassenovym algoritmom (pozri vetu 3.2) vypocitame celodiselny sucin matic
A a B. Vysledni maticu oznacme C'
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2. KedZe a;; Nbr; = 0 & auby; =0, tak ¢;; = 0 & c;j = 0. Preto vysledni
booleovski maticu bude platit

o 0 ,ak c7(i,j):0,
“% =\ 1 inak

Poznamka: Strassenov algoritmus nemozno pouzit priamo na vypocet booleovské-
ho stéinu matic, kedZe pre booleovské matice nie je definovany rozdiel matic (resp.
opalna matica), ale tieto sa v Strassenovom algoritme pouzivaju (pozri dokaz vety
3.2).

Cvic¢enia

Cvicenie 3.1 Na vynésobenie dvoch komplexnych ¢isel tvaru a + bi stacia Styri
nasobenia realnych ¢isel ((a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i). Najdite sposob,
ako vynasobit dvoch komplexné ¢isla pomocou troch nasobeni. Ukézte, Ze je to
najmens$i mozny pocet nasobeni.

CviCenie 3.2 Predpokladajme, Ze by sme matice nedelili na Styri ¢asti (2 x 2), ale
na viac casti. Kol'ko najviac operécii nasobenia by sme mohli pouzit pri deleni na
devit Casti (3 x 3) resp. na 16 Casti (4 x 4), aby sme dostali algoritmus asymptoticky
lepsi ako Strassenov algoritmus?

Cvicenie 3.3 Priamociary algoritmus nasobenia dvoch n-cifernych ¢isel vyzaduje
O(n?) operécii. Pokiiste sa najst asymptoticky lepsi algoritmus.

Cvi€enie 3.4 Orientovany graf G = (V, E) mame dany pomocou matice susednosti
A (tj. alu,v] = 1, ak (u,v) € E a au,v] = 0, ak (u,v) ¢ E). Ulohou je najst
maticu B, pre ktora bude platit blu,v] = 1, ak existuje orientovana cesta z u do v
a blu,v] = 0 inak. Najdite algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(n*%! logn).

Cvicenie 3.5 Rieste predchadzajicu tlohu pre neorientovany graf. Viete néjst
algoritmus aj s lepSou ¢asovou zlozitostou ako O(n?®! logn)?

3.2 LUP dekompozicia matic

LUP dekompozicia je jednou z metdd, ako redukovat niektoré problémy na néso-
benie matic. Samotny algoritmus najdenia LUP dekompozicie uvadzat nebudeme,
pretoze je pomerne komplikovany. Délezitym faktom vSak pre nés je, Ze tento al-
goritmus ma rovnaku ¢asovu zlozitost ako nasobenie matic v fiom pouzZité (¢asovo
najnaro¢nejsia operacia). UkaZzeme teda aspoii niekolko problémov, ktoré moZno
efektivne riesit redukciou na problém LUP dekompozicie.

Definicia 3.4 Nech A = (a;;) je matica typu n X n nad R. A je hornd trojuholni-
kovd matica, ak a;; =0 pre 1 < j <i < n.

A je jednotkovd dolnd trojuholnikovd matica, ak a;; =0 pre 1 <i < j<na
ai; =1prel <7< n.

A je permutaénd matica, ak a;; € {0,1} pre 1 <14, <n a v kaZdom riadku a v
kazdom stlpci md A prive jednu jednotku.

Definicia 3.5 LUP dekompozicia matice A je trojica matic L, U, P typunxn, kde
LUP = A, L je jednotkovd dolnd trojuholnikovd matica, U je hornd trojuholnikovd
matica a P je permutacnd matica.

Lema 3.6 Pre kazdu reguldrnu $tvorcovi maticu existuje LUP dekompozicia.
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Veta 3.7 Predpokladajme, Ze pre kaZdé n vieme ndsobit dve matice typu n X n v
case M(n), kde pre kazdé m a nejaké € > 0 plati M (2m) > 22T M (m).
Potom pre kazdi maticu A typu n X n mozno v éase O(M(n))

1. Zistit, ¢i A je reguldrna a ak je, potom ndjst jej LUP dekompoziciu.

2. Ak A je reguldrna, ndjst rieSenie systému linedrnych algebraickijch rovnic
Ax =b.

3. Ak A je reguldrna, ndjst inverzni maticu A1,

4. Vypocitat determinant matice A.

Dokaz:

1. Tvrdenie uvddzame bez dokazu. Prislusny algoritmus moze CGitatel najst v
[AHUKG6|.

2. Najdeme LUP dekompoziciu matice A v ¢ase O(M(n)) (vid. 1). Potom
vyrieSime systém rovnic Ly = b a nakoniec vyrieSime systém rovnic U Pr = y.
Oba tieto systémy mozno riegit spitnou substitticiou v ¢ase O(n?). Teda
celkovy ¢as potrebny na vyrieSenie systému Az = b je O(M(n)) + O(n?) =
O(M(n)), lebo M(n) > 22+ M (n/2) > 221827\ (1) = n2 M (1).

3. Tvrdenie vyplyva z 1 a z toho, ze A~'=(LUP)~'=P~1U-'L~! (matice P!,
U~! a L™! mozno vypocitat v ase O(n?)).

4. Tvrdenie vyplyva z 1 a z toho, ze det(A)=det(LU P)=det(L) det(U) det(P)
(det(P) = =1, pricom znamienko mozno zistit v ¢ase O(n?) podla parity
permutacie, det(L) = 1 a det(U) je stcin prvkov na diagonale, ktory vieme
vypoditat v ¢ase O(n)).

O
Dosledok 3.8 Twrdenia vety 3.7 platia pre nejaky ¢as M(n) < cn?8L.
Doékaz: Tvrdenie vyplyva z vety 3.2. |
Cvicenia
Cvigenie 3.6 Najdite algoritmus pre LUP dekompoziciu s ¢asovou zlozitostou O(n?).

Cvicenie 3.7 ModZze mat singularna matica LUP dekompoziciu?

3.3 Dalsia literatiira

Referencie

[MIK85] Mika S.: Numerické metody algebry, SNTL 1985

[AHUKS6] Aho A. V., Hopcroft J. E., Ullman J. D.: The Design and Analysis of
Computer Algorithms, kapitola 6, Addison-Wesley 1974
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4 Metody tvorby efektivnych algoritmov

Téato kapitola sa bude zaoberat niektorymi technikami, ktoré sa pouzivaju pri tvorbe
efektivnych algoritmov. Vo v8eobecnosti neexistuje univerzalna metoda konstrukcie
efektivnych algoritmov. Napriek tomu vSak ¢asto mozno pouzit niektord z nasledu-
jacich metod:

Princip neustaleho zlepSovania. Tento, kto navrhuje algoritmus rieSiaci dant
ilohu, mal by pokracovat v skiimani problému z réznych pohladov, aZ kym
si nie je isty, ze ziskal najlepsi algoritmus pre jeho potreby.

Vol'ba vhodnej struktary adajov. Sposob organizéacie dat pri vypocte algorit-
mu ¢asto vyrazne vplyva na jeho efektivnost. Preto voIbou vhodnej reprezen-
tacie ziskavame obvykle efektivnejsi algoritmus.

Princip vyvazenosti (Balancing). Navrhované algoritmy ¢asto pouZivaju rekur-
zivne schémy vypoctu alebo rekurzivne datové struktury. V tychto pripadoch
sa ukazuje, Ze je vyhodné z hladiska efektivnosti, aby jednotlivé podstruktiry
(pripadne podvypoéty) mali priblizne rovnaka velkost.

Metéda "Rozdel'uj a panuj"(Divide and conquer). Rozdelime tilohu na nie-
kol'ko mensich podiloh, ktoré rieSime samostatne. Potom z ich vysledkov
vypocitame celkovy vysledok.

Dynamické programovanie. T4ato metoda je podobné ako "rozdeluj a panuj—
rieSenie problému takisto dostdvame z rieSeni podproblémov. V dynamic-
kom programovani pouzijeme ten isty princip vo va¢Som rozsahu: ak nevieme
presne urcit, ktoré mensie problémy riesit, jednoducho ich vyrieSime vSetky a
ulozime si vysledky, aby mohli byt pouZité pri vypocte vacsich problémov.

Greedy algoritmy. Pri hladani otimalneho rieSenia daného problému si pri vy-
pocte zvolime vzdy lokdlne najlep$iu moznost. Tento pristup vedie k rychlemu
algoritmu, musime v8ak davat pozor na to, aby rieSenie bolo korektné.

4.1 Princip neustaleho zlepSovania

Pri skimani uréitého problému je zvykom postupovat z dvoch stran: na jednej
strane skimame problém z roznych pohladov a snazime sa najst stale efektivnej-
§i algoritmus a takto najdeny algoritmus nam poskytuje horny odhad zlozitosti
problému. Na druhej strane sa snazime néajst ¢o najlepsi dolny odhad. Pokial sa
tieto dva odhady nestretni, je obvykle moZné zlepsit bud dolny odhad, alebo najst
efektivnejsi algoritmus.

Z tohto hl'adiska o kaZdom algoritme, o ktorom sa zatial nepodarilo dokazat, Ze
ho nemozno zlepsit, treba predpokladat, Ze sa zlepsit da.

Priklad: Algoritmus QUICKSORT mé v priemernom pripade zlozitost O(nlogn).
Ukazali sme, 7e zlozitost triedenia v priemernom pripade je Q(nlogn). V tomto
pripade sme teda dosiahli zhodu dolného a horného odhadu.

Priklad: Néasobenie matic: klasickd metoda O(n?), Strassenova metoda O(n?-81),
najlepsi vysledok do roku 1990 O(n?376). Znamy dolny odhad Q(n?).

Priklad: Nasobenie n-bitovych &isel: klasickd metoda O(n?), metéda "Rozdeluj a
panuj"O(n!-%?), Shénhage-Strassenova metéda pomocou Fourierovej transformacie
O(nlognloglogn)
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Cvicenia
V nasledujtcich cvi¢eniach najdite viacero algoritmov s réznymi ¢asovymi zlozitos-

tami, pokuste sa ¢o najviac priblizit k uvedenému dolnému odhadu. Pokuste sa tieZ
ukazat uvedeny dolny odhad.

Cvicenie 4.1 Dané je n-prvkové pole A. Zostavte algoritmus, ktory pre dané celé
&slo k (—n < k < n) cyklicky posunie prvky pola A o k miest doprava. Dolny
odhad je Q(n).

CviCenie 4.2 Dana je postupnost n celych (kladnych i zapornych) ¢isel. Najdite
v nej podpostupnost po sebe nasledujucich ¢lenov postupnosti s najvacsim siu¢tom.
Dolny odhad je Q(n).

Cvicenie 4.3 Dané st suradnice n bodov v rovine. Néjdite konvexny obal tych-

to bodov (konvexny obal je najmensi konvexny mnohouholnik, ktory tieto body
obsahuje). Dolny odhad je Q(nlogn).

4.2 VolI'ba vhodnej struktary adajov

Abstrakiny ddtovy typ je abstrakcia nad datovymi Struktirami, kde neuvazujeme
skuto¢né uloZenie dat, ale iba to, aké operacie sa budi na Struktire vykonévat.
Priklad: Slovnik je abstraktny datovy typ, u ktorého povazujeme operacie MEM-
BER, INSERT, DELETE.

Pri tvorbe algoritmu musime rozhodniit, akymi datovymi Struktirami budeme
realizovat jednotlivé abstraktné datové typy potrebné v algoritme. Pri tom musime
brat ohl'ad na to, aby najpouZzivanejsie operacie boli realizované ¢o najefektivnejsie.
Priklad: Realizécia slovnika:

’ Implementacia H MEMBER \ INSERT \ DELETE ‘

Pole O(n) 0(1) O(n)
Utriedené pole O(logn) O(n) O(n)
2-3 stromy O(logn) O(logn) O(logn)

Priklad: Prioritna fronta je abstraktny déatovy typ, od ktorého poZzadujeme ope-

racie INSERT, MIN, DELETE MIN.

’ Implementacia H INSERT \ MIN \ DELETE MIN ‘

Pole 0(1) O(n) O(n)

Utriedené pole O(n) o(1) o(1)

Halda O(logn) 0o(1) O(logn)

2-3 stromy O(logn) | O(logn) O(logn)
Cvicenia

Cvicenie 4.4 Ukazte, ako mozno miernou modifikiciou 2-3 stromu dosiahnut re-
alizaciu prioritnej fronty, v ktorej sa da operacia MIN vykonat v ¢ase O(1) a aby
dasova zlozitost ostatnych operacii zostala zachované.

Cvicenie 4.5 Na obrazku je pohlad na sidlisko zpredu. Jednotlivé domy sa na
obréazku javia ako obdlzniky, pri¢om pozname ich vysku a z-ova suradnicu lavé-
ho a pravého okraja. Spodni stranu maju vietky obdlzniky na tej istej priamke.
Zostrojte algoritmus, ktory ur¢i postupnost tseciek tvoriacich "hornyobrys sidlika
(siluetu).

Cvicenie 4.6 Dana postupnost slov nad {0,1}. Jednotlivé slova st na vstupe
oddelené medzerami. Ulohou je zistit, ktoré slovo sa vyskytuje v postupnosti najviac
krat. Pokiste sa najst algoritmus s asovou zlozitostou O(n), kde n je stucet dizok
vSetkych slov.
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4.3 Princip vyvazZenosti

Pri navrhu algoritmov sa ¢asto stretneme s pripadmi, ked sa vypocet rozdeluje na
niekol’ko podiloh, alebo sa nejakd datova Struktira rozdeluje na mensie podstruk-
tary. Efektivnost takychto algoritmov mozno ¢asto zvySit tym, Ze sa snaZime, aby
medzi jednotlivymi podobjektami (¢i uz podvypoctami alebo podstrukttrami) bola
ista vyvéazenost.

Priklad: Algoritmus QUICKSORT, ktory vybera pivotny prvok nédhodne, ma v
priemernom pripade ¢asovi zloZitost O(nlogn). V najhorSom pripade (ked za
pivotny prvok vyberieme vZdy minimum) v8ak tento algoritmu ma Gasova zloZitost
O(n?). Ak vsak za pivotny prvok volime napriklad medidn (vid. strana 4), ¢im
zaistime, Ze pole sa rozdeli na dve rovnaké Casti (s rozdielom nanajvys jeden prvok),
dostavame aj v najhorsom pripade ¢asovu zlozitost O(nlogn).

Priklad: Vygka bindrneho prehladavacieho stromu je v priemernom pripade logn
a vyhladavanie v takomto strome ma teda ¢asovu zlozitost O(logn). V najhorSom
pripade v8ak vygka takéhoto stromu moézu byt aZz n a teda ¢asova zloZitost vyhla-
danie prvku v najhorsom pripade je O(n). Ak v8ak zabezpecime, aby podstromy
pod Tubovolnym prvkom mali priblizne rovnaka vysku (tzv. vyvaZené stromy),
ziskame vzdy strom s vySkou priblizne logn a teda vyhladavanie v takomto strome
mé ¢asovi zlozitost O(logn) aj v najhorSom pripade.

Priklad: 2-3 stromy (vid. strana 9), AVL stromy, ¢erveno-¢ierne (RB) stromy,
stromy pre UNION/FIND-SET problém (vid. strana 14), bindrne prehladavacie
stromy, algoritmus SELECT pre hladanie k-teho najmensieho prvku (vid. strana
4).

4.4 Metoda “Rozdel'uj a panuj”

Metoda je zalozena na tom, Ze problém rozdelime na niekolko podproblémov, po-
dobnych ako povodny problém, ale mensieho rozsahu. Potom rekurzivne vyrieSime
tieto podproblémy a nakoniec zostrojime rieSenie celého problému pomocou rieSeni
podproblémov.

Ak sa podari rozdelit problém rozsahu n na d problémov rozsahu n/c, pri¢om
celkovy ¢as potrebny na rozklad na podproblémy a konstrukciu rieSenia problému
pomocou rieSeni podproblémov nepresiahne ¢as bn, potom mozno ¢asovi zlozitost
odhadnit pomocou nasledujicej vety.

Veta 4.1 Nech b, ¢, d si nezdiporné konstanty. RieSenie rekurentnej rovnice

| bn pren =1,
Tn) = { dT'(n/c)+bn pren >1,

je pre n = c*
O(n) ak d <c,
T(n) =4 O(nlogn) akd=c,
O(n'°8= 1) inak.

Dokaz: Ak n = c*, potom plati

T(n) < bn+dT(n/c)

IN

d d2 log,. n
bn+bn—+bn—+---+bn ()
c c c

log. n

= bn E r
i=0



32 4 METODY TVORBY EFEKTIVNYCH ALGORITMOV

kde r = d/ec. Ak r < 1, potom rad Zicfg "1t konverguje, ¢ize

log. n

T(n) <bn Z rt < iri’ < hn,
i=0

i=0
pre nejakd vhodni kladnt konstantu h. Ak r = 1, potom
T(n) < bn(log,n +1).
Ak r > 1, potom

log,. 1+log,.
O8c 1 T1+logcn71 d) +0gc”_1

T(n) < bn E rt = bnil = bclogcn(c1 =
r— —
i=0

ola

_ O(legCn) — O(TLlOgC d).
O

Priklad: St dané dve n-bitové &isla = a y. Pokusme sa néjst efektivny algoritmus,
ktory tieto dve ¢isla vynasobi. Nech z = a2™/2 +ba y = ¢2"/2 + d, kde a,b, ¢, d st
n/2 bitové &isla. Potom sucin z = 2y mozno vypoditat takto:

u<— (a+b)(c+d)

v — ac

w < bd
22" + (u—v —w)2"? +w

Citatel' Tahko ukéze na zéklade predchadzajicej avahy, Ze dve n-bitové ¢isla
mozno vynasobit v ¢ase T'(n), kde T'(n) = 3T (n/2) + tn pre nejaké t > 0 a kazdé
n, ktoré je mocninou dvojky. Podla vety 4.1 teda T'(n) = O(n'°823) = O(n'-59).

Priklad: Metodu Rozdeluj a panuj vyuZivame aj pri konstrukeii tychto algoritmov:
Strassenovo nasobenie matic (pozri strana 26), hladanie k-teho najmensieho prvku
(pozri strana 4), quicksort, binarne vyhladavanie.

Poznamka: Bez dokazu uvedme este jedno tvrdenie, ktoré je o nieco vieobecnejsie,
ako tvrdenie 4.1.

Veta 4.2 Nech a > 1, b > 1 si konstanty, nech f je funkcia a nech T(n) je
definovand rekurentne ako nezdpornd funkcia

T(n) =aT(n/b)+ f(n).
Potom T'(n) moze byt asymptoticky ohranicend takto:
e ak f(n) = O(n'°8*=¢) pre nejaké € > 0, potom T(n) = O(n'°8s ),
e ak f(n) = O(n'°& ), potom T(n) = O(n'°% *logn),
e ak f(n) = Q(n'°® %2) pre nejaké ¢ > 0 a ak af(n/b) < cf(n) pre nejaké
0 < ¢ <1 apre vsetky dostacne velké n, potom T'(n) = ©O(f(n)).
Cvicenia

Cvicenie 4.7 N4jdite algoritmus na najdenie konvexného obalu mnoziny bodov
metédou "Rozdeluj a panuj"s Easovou zloZitostou O(nlogn)!P.

10Hint: zotriedte body podla z-ovej stradnice a rozdelte tlohu tak, aby ste dostali dva mensie
disjunktné konvexné obaly.
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CviCenie 4.8 Rieste cvicenie 4.5 metodou "Rozdeluj a panuj".

Cvicenie 4.9 Je dana postupnost (kladnych aj zapornych) &sel ay .. . a,. Napiste
program, ktory najde savisli podpostupnost tejto postupnosti s najva¢sim moznym
suctom (metodou "Rozdeluj a panuj"v ¢ase O(nlogn)).

Cvicéenie 4.10 Pokuste sa najst linearny algoritmus pre rieSenie tlohy z predchéa-
dzajticeho cvicenia.

Cvicenie 4.11 V rovine je danych n bodov. Najdite algoritmus, ktory najde medzi
nimi dvojicu bodov s najmensou vzdialenostou (O(nlogn)).

4.5 Dynamické programovanie

Dynamické programovanie, podobne ako metoda "Rozdeluj a panuj", zostroji rie-
Senie problému pomocou rieSeni podproblémov. Na rozdiel od "Rozdeluj a pa-
nuj"metéda dynamického programovania riesi problém "zdola-nahor"(bottom-up)
a to tak, ze postupuje od mensich podproblémov k vac¢sim. Medzivysledky zapisu-
jeme do tabulky, ¢im mozno zabezpecit, Ze kazdy podproblém je rieseny préave raz.
V niektorych aplikaciach inych metéd ("Rozdeluj a panujilebo backtracking) moze
totiz dochadzat k viacnasobnému rieSeniu niektorych podproblémov, ¢o zapri¢ini
spravidla hor$iu ¢asovu zloZitost.

Poznamka: Dynamické programovanie nemusi viest k efektivnemu algoritmu, ak
nepotrebujeme pre vypodcet celkového problému poznat rieSenia vSetkych podprob-
lémov.

Priklad: Floyd-Warshallow algoritmus (pozri stranu 22), rieSenie problému naso-
benia refazca matic, 0-1 knapsack problému (vid. nizsie).

4.5.1 Problém nasobenia retazca matic

Prikladom problému, ktory sa da efektivne riesit pouzitim metédy dynamického
programovania je problém nasobenia retazca matic.

Danych je n matic My, ..., M,, kde M; je matica typu 7;_; x r;. Ulohou je
vypocitat suéin tychto matic s minimalnym celkovym poctom skaldrnych nésobeni,
pricom predpokladame, Ze sicin matice typu p X ¢ s maticou g X r potrebuje pgr
skalarnych nasobeni (tj. matice nasobime klasickym sposobom)*!.

Pocet roznych spoésobov, ako vypocitat sacin n matic, tj. pocet roéznych uzéat-
vorkovani, je P(n), kde

1 akn=1,
Pn) = { "1 p()P(n — k) inak

MozZno ukézat, Ze

_ 1 (2n=2)\ _ o ongo32
P = (% 2) o m
Presktimanim vSetkdch moznosti vypo¢tu sacinu n matic vedie k neefektivnemu
algoritmu s exponencialnou zlozitostou. Pomocou dynamického programovania zo-
strojime algoritmus so zloZitostou O(n?).

Nech su dané ¢isla rg,...,r,, kde ;1 X r; je typ matice M;. Zavedieme pole
m[l...n,1...n], kde m[i, j] bude minimalny pocet skalarnych nasobeni potrebnych
na vypocet st¢inu matic M;,..., M;. V pomocnom poli s[1...n,1...n| budeme

HUNapriklad: nech M; je typu 10 x 30, M2 je typu 30 x 5, M3 je typu 5 x 100 a My typu
100 x 10. Pri uzatvorkovani (M X (M2 x M3)) x My je pocet nasobeni 55000 a pri uzatvorkovani
(M1 x M2) x (M3 x My) vyzaduje rieSenie alohy iba 7000 operécii.
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ukladat ¢islo s[i,j] = k, ktoré ur€uje, ako treba pri optiméalnom nasobeni matic
retazec uzatvorkovat (tj. urcuje takéto uzatvorkovanie: (M; x - -+ X M) x (M1 X

- x Mj), pricom retazec M;,..., M) nasobime podla hodnét m[i, k] a s[i, k] a
retazec My 1, ..., M; podla hodnot m[k + 1, j] a s[k + 1, j]).

Algoritmus 11

begin
for i — 1 ton do mli,i] — 0
for|—1ton—1do
for i — 1 to n — [ do begin
je—i+l
min «— i;minh «— m[i, i) + m[i + 1, j] + ri_irir;
for kK —i+1to j—1do begin
h —mli, k] + m[k+ 1, 5] + ri_irer;
if h < minh then begin
minh «— h
min «— k
end
end
mli, j] < minh
s[i, j] < min
end
end
Hodnoty tabulky m[l...n,1...n] je mozné vypocitat aj pouzitim metody roz-
deluj a panuj. Procedara RP(i, j) vypocita hodnoty tabulky ml[k,l] pre vsetky

i < k <1 <4, tj. pre vietky podretazce retazca matic M;M;yq...M;. Cela
tabulku teda vypocitame pomocou RP(%,j).

Algoritmus 12
procedure RP(i,j)
begin
if i = j then m[i,j] — 0
else m[l,j} — minigkq{RP(i, k?) + RP(k‘ =+ 1,j) + Ti_lTij}
return mfi, j|

end

Lema 4.3 Nech T'(m) je cas vypoctu procediry RP(i,j) pre m = j — i+ 1. Plati
T(m) >2m-1,

Doékaz: Matematickou indukciou. Pre m = 1 plati T'(1) > 1, dalej

T(m) = TG—i+1)>> (Tk—i+)+TG—k))=|l:=k—i+1|=
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O

Z neefektivnej procediry RP (£2(2")) mozno Tahko vyrobit efektivnu proceduru
tak, Ze si budeme pamétat, ¢ uZ boli jednotlivé podproblémy vyrieSené alebo nie
(aby nedochéadzalo k ich viacnidsobnému rieseniu).

Algoritmus 13

procedure RPM(i,j)
begin
if procedira RPM este nebola volana s parametrami i a j then begin
if i = j then m[i,j] — 0
else m[i, j] < min;<p<;{ RPM(i, k) + RPM(k + 1, j) + ri—17x7;}
end
return mfi, j|

end

Lema 4.4 Procedira RPM(1,n) vypocita hodnoty tabulky m[l...n,1...n] v case
O(n?).

Dokaz: Nazvime lacngm volanim procedtry RPM(4, j) také volanie, Ze prislusnu
hodnotu uz nemusime pocitat (tj. procedira RPM uZz bola volana aspoii raz s
tymito parametrami). Inak je volanie procedury drahé.

Pre vypocet RPM(1,n) plati:

e Pre kazdu dvojicu 4,5 (1 < i < j < n) sa vyskytne prave jedno drahé vo-
lanie RPM(i, j), priom ak nepoéitame ¢as potrebny na vykonanie dalsich
(rekurzivnych) volani RPM, potrebuje takéto volanie ¢as O(n).

e Celkovy pocet lacnych volani je O(n?), lacné volanie je totiz vzdy vyvolané
nejakym drahym volanim a kazdé drahé volanie vyvolava najviac 2n —2 volani
(lacnych aj drahych). Kazdé lacné volanie vyzaduje ¢as O(1).

Teda celkovy ¢as potrebny na vietky volania je O(n?3). O

Ukéazali sme si dva sposoby ako efektivne riegit problém nasobenia retazca ma-
tic: pomocou dynamického programovania a pomocou metody rozdel'uj a panuj so
zapaméitanim medzivysledkov. Obidva algoritmy maji zlozitost O(n3). PouZitie
metody rozdeluj a panuj zavadza do rieSenia rekurziu, preto ma rieSenie pomocou
dynamického programovania urcité vyhody.

4.5.2 0-1 knapsack problém

Danych n objektov s vahami wq, wa,...,w, (kde w; s prirodzené ¢isla), cenami
V1,02, ...,V, a dalej je dané prirodzené ¢&slo w. Ulohou je vybrat niektoré z ob-
jektov tak, aby celkovéa cena vybranych objektov bola najvécsia a zaroven aby ich
celkova vaha neprekrocila hodnotu w, tj. najst &islo

semax D ul Y wi<w)

€S €S

Nech V(w, j) = maXSg{l,Q,.“,j}{Zies Vil Y iegwi Swh, pre j =1,2,...,n. Ak
optimalny vyber objektov pre V(w,j + 1) obsahoval objekt s indexom j + 1, po
odobrati tohto objektu dostaneme vyber s celkovou vahou o w;11 menSou, pricom
tento vyber je zrejme optimalny pre V(w — wj;y1,75). Ak optimalny vyber pre
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V(w, j 4+ 1) nebsahuje objekt s indexom j + 1, potom V(w,j+ 1) = V(w, j). Teda
pre kazdé j plati

V(w,j+1) = max{V(w, ), vj41 + V(w - wjt1,5)}

Dynamickym programovanim moZno riesit 0-1 knapsack problém v ¢ase O(nW)
a to postupnym vyplhanim tabulky V[0...W,0...n] pouZijic vztah

. max{V{w,j —1],v; + V|w —w;,j — 1 ak0<j<n
V[wyj]Z{O Wlw,g = 1hes + Vi 53~} akj:é

Vyslednou hodnotou je ¢islo V]w,n].

Cvicenia

Cvicenie 4.12 Je dana postupnost ¢isel aq, ..., a,. Najdite najdlhsiu rasticu vy-
brant podpostupnost tejto postupnosti (tj. &isla 1 < 43 < ip < ... < i < n
take, Ze a;, < a;, < ... < aix a k je najvicsie mozné) (v dase O(n?) dynamickym

programovanim, mozno vylepsit na O(nlogn)).

Cvicenie 4.13 Leteckd spolo¢nost prevadzkuje k liniek medzi mestami 1,...,n,
pricom kazda linka spaja dve z tychto miest. Vyhrali ste letecky zajazd, pri kto-
rom vam leteckd spolo¢nost zaplati vami vybrany okruzny let postupne cez mesta
l,ay,...,a;—1,m,a141,.-.,Qm, 1, pricom 1 < a; < ... < g2 < mamn > a4y >
... > ay > 1 a Ziadne mesto (okrem 1) nenavstivite viackrat a prepravujete sa len
linkami tejto leteckej spolo¢nosti. Najdite taktuto okruznu trasu, ktord prechédza
cez najvidsi mozny podet miest (Easova zlozitost O(n?)).

Cvicenie 4.14 Je dana postupnost celych kladnych ¢isel Vi,...,V,,. Chceme z
nej vybrat podpostupnost s maximalnym suc¢tom taku, Ze z l'ubovolnych troch za
sebou iducich ¢lenov pévodnej postupnosti aspon jeden vyberieme a aspon jeden
nevyberieme (¢asova zlozitost O(n)).

Cvicenie 4.15 Uvazujme nasledujtci sposob kompresie: ak méme v postupnosti
znakov n-krat sa za sebou opakujicu podpostupnost P, moZeme ju nahradit po-
stupnostou n[P]. Napriklad 2[11[albc] je kddom postupnosti:
aaaaaaaaaaabcaaaaaaaaaaabc.

Je zadana postupnost znakov a...z. Néjdite algoritmus, ktory najde jeho najk-
ratsi mozny komprimovany zapis vyssieuvedenou metédou, pricom dizka zapisu je
pocet znakov vratane zatvoriek a Cislic.

4.6 Greedy algoritmy

Greedy algoritmy sa pouZivaju na rieSenie optimaliza¢nych problémov. Globalne
optimélne rieSenia hladaju (alebo vytvarajt) pomocou postupnosti lokdlne optimal-
nych rozhodnuti, ktoré uz dalej nie st revidované. Obvykle su to iterativne algorit-
my, v ktorych lokalne optimalne rozhodnutia redukuja problémy na podproblémy
mensieho rozsahu, v désledku ¢oho st mnohé z tychto algoritmov rychle.

Priklad: Dijkstrov algoritmus (pozri stranu 20), Kruskalov algoritmus (pozri stra-
nu 18)

Priklad: Danych je n objektov s vahami wi,ws,...,w, (kde w; st prirodzené
¢isla), cenami vy, vs,...,v, a dalej je dané prirodzené ¢&islo w. Ulohou je vybrat
Casti niektorych objektov tak, aby celkova cena vybranych casti bola najvicésia a
zaroven aby ich celkova vaha neprekroé¢ila hodnotu w, tj. najst ¢islo

n n

max { E ;04 E aw; < w}
Q1,02,...,0p €<0,1> 74 7 -
i— i—
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. Tento problém sa nazyva racionalny knapsack problém a je ho mozné riesit po-
mocou greedy algoritmu v ¢ase O(nlogn).

Cvic¢enia

Cvicenie 4.16 Najdite algoritmus, ktory urci vyplatenie sumy na najmensi mozny
pocet platidiel v ststave slovenskych platidiel. MoZno pouzit greedy algoritmus?

Cvicenie 4.17 Je moZné predchédzajuce cvicenie riesit greedy algoritmom v kaz-
dom systéme platidiel? Ak ano, dokazte, ak nie, najdite kontrapriklad.

Cvicéenie 4.18 Mame k dispozicii tlaciaren, ktora si vie v pamétat tvary k zna-
kov. Pomocou operécie Download(i, z) je mozné na i-tu poziciu v paméti tla¢iarne
(1 < i < k) zapisat tvar znaku z. Tlaciaren moze tlacit len tie znaky, ktoré ma
uloZené v paméti, pricom na zaciatku tlacenia je pamét tladiarne prazdna. Dany
je text, ktory je potrebné na tlaciarni vytlac¢it. Najdite sposob, ako to spravit po-
uzitim najmensieho mozného po¢tu operacii Download. Dokézte spravnost vasho
algoritmu.

Cviéenie 4.19 Urdite podmienku pouzitelnosti greedy algoritmu na vyplacanie
penazi v systéme s troma druhmi platidiel.

4.7 Dalsia literatira
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5 NP-uplnost

Doteraz sme sa zaoberali algoritmami, ktoré mali polynomiélnu ¢asovu zloZitost, tj.
na vstupoch rozsahu n potrebuji ¢as O(n*) pre nejaké k. Nie vietky problémy sa
vSak dajua rieSit v polynomiédlnom case.

Priklad: Problém zastavenia Turingovho stroja nemozno algoritmicky riesit. Exis-
tuju aj problémy, pre ktoré existuje algoritmické rieSenie, ale neexistuje algoritmické
rieSenie v polynomidlnom case.

Prakticky rieitelné algoritmy sa také, ktoré moZno riesit algoritmami v poly-

nomialnom Case. Exponencidlne algoritmy sa totiz pre vicsie rozsahy vstupov z
Gasového hladiska nerealizovatelné (na rozdiel od polynomialnych algoritmov s niz-
kym stupiiom polynému).
Poznamka: Hoci exponenciilna funkcia 2" rastie rychlejsie nez I'ubovolna polyno-
mialna funkcia s premennou n, pre malé hodnoty n moze byt algoritmus s ¢asovou
zlozitostou O(2") rychlejsi nez mnohé polynomialne algoritmy (napr. 2 < n'? pre
n < 59).

5.1 Triedy P a NP

Pre niektoré problémy nie je zndme, ¢i je ich mozné algoritmicky riesit v polyno-
midlnom case, alebo nie. Existuji niektoré triedy problémov, ktoré maji z tohto
hl'adiska $pecidlny vyznam.

Triedu problémov, ktoré sa daju riesit deterministickym algoritmom v polyno-
miadlnom ¢ase, nazveme triedou P problémov. Triedu problémov, ktoré sa daja
riesit nedeterministickym algoritmom v polynomialnom &ase nazveme triedou NP
problémov.

Zjavne plati, ze P C NP. V studasnej dobe vSak nevieme povedat, ¢ plati aj P =
NP, alebo nie. Teda existuju tlohy v AP, u ktorych nevieme najst polynomialny
deterministicky algoritmus, ale stic¢asne ani nevieme dokazat, Zze taky algoritmus
neexistuje. O niektorych problémoch v8ak vieme povedat o nieco viac.

O probléme A z triedy NP hovorime, Ze je NP-tplny, ak pre lubovolny problém
B z triedy NP plati, Ze je polynomialne redukovatelny na tento problém. To
znamené, Ze problém B moZno riesit tak, Ze nejakym polynomialnym algoritmom
pretransformujeme vstup pre problém B na vstup pre problém A, ndjdeme rieSenie
problému A a potom toto rieSenie opéat polynomidlnym algoritmom prevedieme na
rieSenie problému B.

V&imnime si, Ze problémy z triedy NP-tiplnych maju jednu zaujimavi vlastnost.
Ak by sme totiz dokazali riesit Tubovolny problém z tejto triedy polynomialnym
deterministickym algoritmom, dokazali by sme aj vietky ostatné problémy z NP
riesif v polynomialnom &ase!2.

Niektoré NP-tiplné problémy st velmi podobné problémom, ktoré vieme riesit
deterministicky v polynomialnom ¢ase.

Priklad:
Det. polynomialny ¢éas NP-tplny problém
2-splnitelnost 3-splnitelnost
Hranové pokrytie grafu Vrcholové pokrytie grafu
Najkratsie cesty v grafe Najdlhsie cesty v grafe
Lineérne diofant. rovnice Kvadratické diofant. rovnice
Racionalny knapsack problém | 0-1 knapsack problém v realnych ¢&islach

12 Ak 0 niektorom probléme vieme, Ze patri do triedy NP-tplnych problémov, stoji za zamyslenie
to, &i sa zaoberat hladanim polynomialneho rieSenia takéhoto problému. Od roku 1971 sa to totiz
este nikomu nepodarilo, navySe sa predpoklada, Ze taky algoritmus neexistuje. V praxi nema
vagsinou zmysel sa zaoberat pisanim exponencialneho algoritmu, preto schodna cesta v tomto
pripade vedie cez najdenie nejakého deterministického polynomiélneho aproximaéného algoritmu.
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Teraz zavedieme pojmy tried P, NP a AP-uplnych problémov trochu formal-
nejSie — na Turingovych strojoch. Turingov stroj dokaZe vykonat kazdy vypocet,
ktory sa da vykonat na poéitaci, v takom istom ¢ase (aZ na polynomialny faktor) a
mé ta vyhodu, Ze sa da presne matematicky popisat.

Poznamka: Pre jednoduchost budeme d’alej uvazovat iba polynémy s nezapornymi
koeficientami.

Definicia 5.1 Trieda P je mnoZina jazykov L takiych, pre ktoré existuje polynom
p(n) s nezdporngmi koeficiantami a k-pdskovy deterministicky Turingov stroj M s
dasovou zloZitostou p(n), ktory akceptuje jazyk L.

Trieda NP je mnoZina jazykov L takych, pre ktoré existuje polyném p(n) a k-
pdskovy nedeterministicky Turingov stroj M s casovou zloZitostou p(n), ktory ak-
ceptuje jazyk L.

Definicia 5.2 Jazyk L C ¥* je polynomidlne transformovatelny na jazyk Lo C 3,
ak ezistuje jednopdskovy deterministicky Turingov stroj M s polynomidlnou c¢asovou
zloZitostou p(n), ktory slovo x € ¥* pretransformuge na slovo y € L, pricom plat,
Ze x € L prave vtedy y € Lg.

Definicia 5.3 Jazyk Lo je NP-iplny, ak Lo € NP a kaZdy jazyk 2 NP je polyno-
midlne transformovatelny na Lg.

Veta 5.4 Nech L je lubovolng N'P-ipiny jazyk. L € P prdve vtedy, ked P = NP.

Doékaz: Nech P = NP. Potom zrejme L patri do P. Nech L € P a nech L’ C 3*
je Tubovolny jazyk z NP. Potom existuju polynomy pi(n), pa(n), deterministicky
Turingov stroj M; s ¢asovou zlozitostou p;(n) a deterministicky Turingov stroj
M, s Gasovou zlozitostou pa(n) také, ze M, transformuje L' na L a M, akeeptuje
L. Nech Mj je deterministicky Turingov stroj, ktory na vstup x € X* najprv
simuluje vypocet stroja M; na vstupe z (vystupom stroja M; nech je slovo y, potom
lyl < p1(|z])) a potom Mj simuluje vypocet stroja M na vstupe y. Mj akceptuje
L’. Cas vypoctu stroja M3 na vstupe z je p1(|z|) + p2(ly]) < p1(|z]) + p2(p1(|z])).
Kedze p1(n) aj p2(n) st polynémy, aj p1(n) + p2(p1(n)) je polyném. Preto L' € P
a teda P = NP. O

5.2 NP-tplné problémy
5.2.1 Booleovské vyrazy

Booleovské vyrazy obsahujice booleovské premenné, logické spojky —, V, A, <=, = a
zatvorky (,) budeme kodovat tak, Ze jednotlivé premenné ocislujeme &islami 1,2, . ..
a tieto premenné v booleovskom vyraze nahradime ich ¢islami v bindrnom tvare.
Priklad: Booleovsky vyraz (pV¢q) = (-pVgAr) makod (1V10) = (-1V10A1L).
Booleovsky vyraz je splnitelny, ak existuje asponi jedno priradenie hodnod 0,1
premennym také, Ze hodnota vyrazu je 1.
Priklad: (pV ¢) A —r je splnitelny (p =1, ¢ =0, r = 0). (pV ¢) A—-pA—q je
nesplnitelny.

Definicia 5.5 Nech SAT je mnoZina vietkijch splnitelngch booleovskijch vyrazov
(SAT je jazyk nad abecedou {—,V,A,<=,=,(,),0,1}).

Veta 5.6 (Cook, Levin) SAT je NP-uplny problém.



40 5 NP-UPLNOST

Dokaz: Citatel Tahko ukéze, ze SAT patri do mnoziny AP problémov. Zostava teda
uz len ukazat, ze kazdy problém z mnoziny AP je polynomiélne transformovatelny
na problém SAT.

Nech L € NP. Nech M je prisluiny nedeterministicky jednopaskovy'? Turingov
stroj s polynomidlnou ¢asovou zlozitostou p(n), ktory akceptuje L. Nech M méa
stavy qi,¢qo,...,qs a paskové symboly X1, Xs,...,X,,. Nech w je vstup pre M,
nech |w| = n. Nech ¢ je jediny jeho koncovy stav a nech po prejdeni do g5 stroj M
v d'alsich krokoch v tomto stave zotrvava bez posunu hlavy.

Ak M akceptuje w, potom existuje postupnost konfiguracii Qo, Q1, ..., Qq, kde
g < p(n), Qo je pociatocna konfiguracia, @, je akceptujuca konfiguracia, Q;—1 - Q;
pre 1 < i < ¢ a Ziadna konfiguracia nezabera viac ako p(n) poli¢ok pasky.

Skonstruujeme booleovsky vyraz wg, ktory bude splnitelny prave vtedy, ak exis-
tuje prislusna akceptujica postupnost konfiguracii (tj. ak Turingov stroj akceptuje
w). Nasledujice premenné pouZijeme vo vyraze wg ako propozi¢né premenné:

Cijt 1<i<pn),1<j<m,0<t<p(n)) bude 1 prave vtedy, ked paska M
bude pri vypocte v ¢ase t na svojom i-tom policku obsahovat symbol X,

Skt (1 <k<s,0<t<p(n)) bude 1 prave vtedy, ked M bude pri vypocte v ¢ase
t v stave g,

H;y (1<i<p(n), 0<t<p(n)) bude 1 prave vtedy, ked poloha hlavy M bude
pri vypocte v Case t ¢itat policko 7.

Mame teda O(p?(n)) propozi¢nych premennych. Tieto premenné je teda mozné
reprezentovat postupnostami dlzky clogn (pre nejaka konstantu c) znakov {0,1}.
Pre zjednodusSenie si zavedme predikat

Uzy,22,...,2p) = (x1+ 2+ ...+ 2r) H (mxi + —xj) |,
i,4,i#]

ktory je splneny, ked préve jedna premenné z xi,...,x, je 1. VSimnime si, Ze
pokial by sme forméalne zapisali predikat U, jeho kod by mal pre r premennych
dlzku O(r3).

Je zrejmé, Ze postupnost konfiguracii Qo, Q1, ..., Qpn) je akceptujiica sekvencia
prave vtedy, ked':

1. v kazdej konfiguracii hlava snima prave jedno policko pasky

2. na kazdom policku pasky sa nachadza naraz prave jeden symbol

3. medzi konfigurdciami @;, Q;+1 je zmena v nanajvys jednom polisku péasky a
to v tom policku, ktoré bolo v konfigurécii (); snimané hlavou

4. zmena stavu, polohy hlavy a obsahu péasky medzi stavmi Q;, Q41 sa riadi
prechodovou funkciou stroja M

5. Qo je pociatoéna konfiguricia
6. Qp(n) je akceptujtca konfiguracia

Teraz zostrojime booleovské vyrazy A,...,G, ktorych splnitelnost je postupne
ekvivalentna uvedenym podmienkam 1,...,7.

13k_paskovy Turingov stroj s polynomialnou &asovou zloZitostou mozno simulovat jednopasko-
vym Turingovym strojom pri polynomialnom néraste Casovej zlozitosti
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1. Nech A; je ekvivalentné podmienke, Ze v konfiguracii @; je snimané pra-
ve jedno policko péasky, t.j. A; = U(Hyys, Hoy, ..., Hypy,) a stuCasne A =
Ht:l,-u,p(n) Ay

2. Nech B;; je ekvivalentné podmienke, Ze v konfigurécii Q¢ je na i-tom policku
pasky prave jeden symbol, t.j. B;; = U(Ci1,4,Ciot,--.,Cimye) a salasne
B = Hi,t:l,...,p(n) Bivt'

3. Nech C} je ekvivalentné podmienke, Ze v Q) sa stroj nachadza prave v jednom
stave, t.j. Cy = U(S14,..., 9 astCasne C =[[,_; ) Cr

4. Nech Dy je ekvivalentné podmienke 4 pre konfiguracie Q;_1, Qq, t.j. D; =

L ;(Cije—1 = Cije) + Hiyp) astcasne D =],y ) De-

.....

5. Nech E; j i+ je splnené préave, ked nastane jedna z tychto moznosti:

i-te policko na paske neobsahuje symbol j v Case ¢,

(a)
(b) hlava nesnima policko i v Case t,
(¢) M nie je v stave k v Case t,

)

(d) nasledujuca konfiguracia Q¢4+1 vznikla z Q¢ prechodom podla prechodo-
vej funkce § stroja M.

Teda:

Eijre="Cij+Hiy +-Sk + Z(Ci,jl7t+15kl,t+1Hi +my,t+1),
7

priom ! prebieha cez vSetky trojice (qx,, Xj,, m;) € d(qr, X;)
(my € {-1,0,+1}). Potom teda £ =T, ;. ; Ei j k.t

6. Zostrojime F, ktoré zodopoveda podmienke 6 (tj. Qo je pociato¢na konfigu-
racia):
F=5810Ho [[ Cijoprodniicicpm)Cino,

1<i<n

kde vstupné slovo je w = X;, X;, ... Xj;, a X; je znak blank.

7. Zostrojime G, ktoré zodpoveda podmienke 7 (tj. Q) je akceptujica konfi-
guracia): G = S p(n)-

Polozme teraz wg = ABCDEFG; z doteraz uvedeného je zrejmé, Ze wq je splnitelné
prave vtedy ked existuje akceptujiica postupnost konfiguracii a teda ked w € L.
Vsimnime si d'alej, Ze zapis wo obsahuje nanajvys O(p*(n)) symbolov a (trivial-
ne), ze woy mozno vytvorit pre konkrétny vstup w v polynomialnom ¢ase. Ukazali
sme teda, %e lubovolny jazyk L € NP je polynomiélne transformovatelny na SAT
a teda SAT je NP-uplny. O

Definicia 5.7 Booleovsky vijraz je v konjunktivnom normdlnom tvare, ak je tento
vijraz v tvare sucinu suctu literdlov, kde literdl je booleovskd premennd, alebo jej
negdacia. Ak kaZdy z tychto suctov md najviac k literdlov je v k-konjunktivnom
normdlnom tvare.

Priklad:
(pvVag)AN(gV-pVr) je v 3-konjunktivnom normalnom tvare
pAqVT nie je v konjunktivnom norméalnom tvare

pA(qgVr) je v konjunktivnom normélnom tvare
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Definicia 5.8 Nech CSAT resp. k-SAT je mnoZina splnitelngch booleovskijch vy-
razov v konjunktivnom resp. v k-konjunktivnom normdlnom tvare.

Veta 5.9 CSAT aj 3-SAT si NP-iplné jazyky.

Poznamka: Dokaz tejto vety je podobny ako ddkaz vety 5.6, staci prislusné boole-
ovské vyrazy vytvarat v 3-konjunktivnom normélnom tvare.

Veta 5.10 2-SAT je jazyk triedy P.

5.2.2 NP-tplné problémy na neohodnotenych grafoch

Definicia 5.11 Nech G = (V| E) je neorientovany graf. Vrcholové pokrytie grafu
G je podmnozina V' CV takd, Ze pre kaZdi hranu (v,w) € E aspon jeden z vrchlov
v, w patri do V'.

Hranové pokrytie grafu G je podmnoZina E' C E takd, Ze kaZdy vrchol z V
prishicha niektorej hrane z E'.

Graf G je k-zafarbitelny, ak mozZno jeho vrcholy zafarbit k farbami tak, aby
Ziadne dva vrcholy spojené hranou nemali rovnaki farbu.

Graf G mad k-kliku, ok v G ezistuje kompletny podgraf s k vrcholmi.

Graf G = (V,E) budeme kodovat tak, Ze vrcholy grafu ocislujeme ¢islami
1,2,...,]V] akod grafu G bude retazec obsahujici zoznam vrcholov a zoznam hrén,
pri¢om ¢isla vrcholov st v bindrnom tvare. Dvojicu (k, G), kde k je nezéporné celé
¢islo budeme kodovat retazcom

binarny zapis k;kod grafu G

100

AN
\\

)
10

Obrézok 9: Graf, ktorého kéd je 1, 10, 11, 100, (1,10), (1,100), (1,11), (100, 11)

Definicia 5.12 Nech VP je mnoZina kédov dvojic (k,G), kde k > 0 a G je graf
maguct vrcholové pokrytie pozostdvajice z k vrcholov. Nech HP je mnozina kddov
dvojic (k,G), kde G je graf magici hranové pokrytie pozostdvajice z k hrdn. Nech
F je mnoZina kédov dvojic (k,G), kde G je k-zafarbitelng graf. Nech K je mnoZina
kédov dvojic (k,G), kde G md k-kliku (tj. dplng podgraf s k vrcholmi). Nech HAM

je mnozina kédov grafov G, ktoré maji hamiltonovski kruznicu®.

Veta 5.13 Jazyky VP, F, K a HAM si N'P-iplné.

Doékaz: Dokazeme, Ze K je AMP-tuplny jazyk, pri dokazoch pre jazyky VP, F a
HAM sa postupuje obdobne. Zrejme plati, Ze K € NP. Stadi teda pre nejaky
NP-tplny jazyk Lg dokazat, Ze je polynomidlne transformovatelny na jazyk K. Z
toho totiz vyplyva, Ze kazdy jazyk L € NP je polynomialne transformovatelny na
K, lebo kazdy jazyk L € NP je polynomiélne transformovatelny na Lo a Lg je
transfomovatelny na K.

4y formalneho hladiska st mnoziny VP, HP, F, K a HAM jazyky nad abecedou
{0,1,(,),;, “ciarka”}
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Zvolime Ly = CSAT. Nech B = By A Bs A ... A By je booleovsky vyraz v
konjunktivnom normalnom tvare. Pre B zostrojime graf G, ktory bude mat tol'ko
vrcholov, kol'ko je vyskytov literalov v B. Hranou budu spojené kazdé dva vrcholy,
ktoré odpovedaji literdlom vyskytujtcim sa v roznych podvyrazoch B; a By, ¢ # j,
pri¢om tieto literaly nie st navzajom komplementarne (tj. a a —a).

Obrazok 10: Graf priradeny formule B = (pV ¢) A (—gVr)A(pV gV )

DokaZzeme teraz, ze B je splnitelny prave vtedy, ked G obsahuje k-kliku. Nech
B m&a hodnotu 1 pre nejaké priradenie hodn6t 0 a 1 booleovskym premennym.
Potom v kazdom B; vyberme prave jeden literal s hodnotou 1. Vrcholy grafu G
zodpovedajtce tymto vyskytom literdlov st navzajom pospajané hranami, lebo sa
vyskytuju v roznych podvyrazoch B; a Ziadne dva z nich nie st komplementarne
(inak by nemohli mat obidva hodnotu 1). Teda G obsahuje k-kliku. Podobne sa da
dokazat, ze ak G obsahuje k-kliku, potom B je splnitelny.

Aby bol dokaz tvrdenia kompletny, staéi uz len ukazat, ze kod vyrazu B moZno v
polynomialnom &ase (vzhladom na jeho dizku) tranformovat na kod dvojice (k, G).
To je ale zrejmé z konstrukcie grafu G pre dany vyraz B. |

Veta 5.14 Jazyk HP patri do triedy P.

5.2.3 Problém obchodného cestujiiceho

Definicia 5.15 Nech (V, E) je graf a nech ¢ : E — Ny je lubovolnd funkcia. Trojicu
G = (V, E, c¢) budeme nazgval ohodnoteny graf.

Ohodnoteny graf (V, E, ¢) budeme kodovat podobne ako graf (V, E), ale s tym
rozdielom, Ze v zozname hran buda namiesto dvojic (i,7) € E trojice (4,4, c(%, 7)),
kde (i,j) € E a &isla ¢(i,j) buda kodované binarne. Dvojicu (k,G), kde k je
nezaporné celé ¢islo a G je graf s ohodnotenymi hranami budeme kédovat retazcom

binarny zapis k; kod grafu G

Definicia 5.16 Nech POC (problém obchodného cestujiiceho — rozhodovacia ver-
zia) je mnoZina kédov dvojic (k,G), kde k > 0 a G je kompletny ohodnoteny graf,
pricom graf G obsahuje hamiltonovski kruznicu s cenou najviac k.

Veta 5.17 Jazyk POC je NP-ipiny.

Dokaz: Je zrejmé, ze POC € NP. DokaZeme, Ze jazyk HAM je polynomiélne
transformovatelny na POC. Kedze HAM je NP-tuplny, bude aj jazyk POC ANP-
aplny.

Pre graf G = (V, E) zostrojime dvojicu (k,G’), kde k =0 a G' = (V,V x V,¢)
je kompletny ohodnoteny graf, pricom

- 0 ak (i,j) € E
C(”):{ 1 inal(< 7
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Dokazeme, 7ze G m& hamiltonovskt kruznicu prave vtedy, ked G’ m4a hamilto-
novski kruznicu s cenou najviac k = 0.

Nech G m4 hamiltonovskt kruznicu. Potom zrejme G’ ma hamiltonovska kruz-
nicu s cenou 0.

Obratene, nech G’ ma hamiltonovskt kruznicu s cenou najviac k = 0. Potom
takato hamiltonovska kruZnica musi mat cenu 0, lebo cena kaZdej hrany je neza-
porna, a teda nemodze obsahovat Ziadnu hranu s cenou 1. Z konstrukcie grafu G’
vyplyva, Ze takdto hamiltonovska kruzZnica je tiez hamiltonovskou kruznicou grafu
G.

Preto kod grafu G patri do HAM prave vtedy, ked kod dvojice (0, G') patri do
POC. |

Definicia 5.18 Nech POC-OPT (problém obchodného cestujiiceho — optimalizac-
nd verzia) je pre dany kdd kompletného ohodnoteného grafu ndjst hamiltonovski
kruznicu s minimdlnou cenou.

Je zrejmé, Ze problém POC je polynomialne transformovatelny na problém
POC-OPT (tzn. Ze ak by existoval deterministicky polynomialny algoritmus rie-
siaci POC-OPT, potom by tiez existoval deterministicky polynomilny algoritmus
akceptujuci jazyk POC).

Obratene, POC-OPT mozno vypocitat pomocou algoritmu pre POC. Nech n
je dlzka kodu grafu G. Cena kazdej Hamiltonovskej kruznice grafu G je medzi 0
a 2™ — 1, lebo ceny hran si kédované binarne. Cenu najlacnejSej hamiltonovskej
kruZnice grafu G najdeme bindrnym prehladavanim intervalu 0, ..., 2™ —1 pomocou
algoritmu pre POC, tj. najprv zistime, ¢ (2771, G) € POC, ak ano, potom zistuje-
me, & (2772, G) € POC, inak zistujeme, ¢i (2771 42772 G) € POC, atd., az kym
nezistime cenu najlacnejSej hamiltonovskej kruznice grafu G. Nech jej cena je C.
Potom prislusnit hamiltonovskt kruznicu najdeme pomocou POC takto: zva¢ujeme
postupne ceny jednotlivych hran z grafu G o 1 a zakazdym pomocou algoritmu pre
POC zistime, ¢i v takto upravenom grafe existuje hamiltonovski kruznica s cenou
najviac C. Ak &no, potom v grafe G existuje hamiltonovska kruznica s cenou C ne-
obsahujuca vybrand hranu. V opa¢nom pripade je vybrana hrana stcastou hladanej
hamiltonovskej kruznice s cenou C' — v tomto pripade cenu tejto hrany znizime na
povodni hodnotu. Takto pokradujeme aZ kym nepreskiimame vietky hrany'®.

5.3 Dalsia literattura

Referencie

[ULM76] Aho A. V., Hopcroft J. E., Ullman J. D: The Design and Analysis of
Computer Algorithms, Addison-Wesley 1976

15Vsimnite si, ze v pripade, Ze existuje kruznica s cenou najviac C, ktora neobsahuje prislusni
hranu, neznizime cenu tejto hrany na pévodnua hodnotu. Ak by totiz v grafe G existovalo viacero
hamiltonovskych kruznic s cenou C, nenasli by sme vSetky hrany ziadnej z nich.
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6 Aproximativne algoritmy

Definicia 6.1 Problém VP-OPT (problém vrcholového pokrytia — optimalizacnd
verzia) je pre dany kod grafu G ndjst vrcholové pokrytie s minimdlnym poctom
vrcholov.

Lahko ukazeme, Ze problém VP-OPT je NP-tplny (podobnym spésobom ako
u problému POC-OPT). Preto nepozname Zziadny deterministicky polynomialny
algoritmus, rieSiaci tento problém.

Preto sa méa v tomto pripade zmysel zaoberat aproxima¢nymi algoritmami pre
VP-OPT. Uvedieme aproximaény deterministicky polynomiélny algoritmus, ktory
pre dany graf G = (V, E) najde vrcholové pokrytie V, pre ktoré plati, ze [V] < 2|V*|,
kde V* je vrcholové pokrytie grafu G s minimalnym poc¢tom vrcholov.

Algoritmus 14

begin
Ve (1)
E — E (2)
while E # () do begin (3)
nech (u,v) je [ubovolné hrana z E’ (4)
V—VUu{u,v} (5)
odstran z E' kazdu hranu incidentnu s vrcholom u alebo v (6)
end
end
9 3 6 7
S
° ( )
1 4 5

Obrazok 11: Priklad &nnosti algoritmu pre VP-OPT, V = {2,3,4,5,6,7}, V* =
{2,4,6}, vybrané hrany (2,3), (4,5), (6,7).

Veta 6.2 Algoritmus 14 ndjde v polynomidlnom case vrcholové pokrytie V grafu G,
pricom plati |V| < 2|V*|, kde V* je optimdlne vrcholové pokrytie.

Dokaz: V je zrejme vrcholové pokrytie grafu G (z E’ st postupne odstraiiované
vSetky hrany pokryté vrcholmi pridanymi do f/)

Dokéazeme, ze [V| < 2|V*|. Nech A C E je mnozina hran, ktoré si vybrané v
riadku 4. Z riadku 6 vyplyva, Ze Ziadne dve hrany z A nemaju spolo¢ny vrchol.
KedZe s kazdou vybranou hranou pribudnii do V dva vrcholy (pozri riadok 5), plati
V| =2]A|.

Ked7e vrcholy z V* pokryvaju vietky hrany z F (a teda aj z A) a Ziadne dve
hrany z A nemajt spolo¢ny vrchol, musi platit, ze |[V*| > |Al, teda 2|V*| > 2|A| =
V] O

Definicia 6.3 Kompletny ohodnoteny graf G = (V,V x V,¢) spliia trojuholnikovi
nerovnost, ak pre kaZdé tri vrcholy u,v,w € V plati

c(u, w) < e(u,v) + ¢(v,w)
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V pripade, Ze kompletny ohodnoteny graf spliia trojuholnikovii nerovnost, po-
zname tiez deterministicky polynomialny aproximaény algoritmus pre POC-OPT.
Tento algoritmus najde hamiltonovska kruznicu H, pre ktora plati c(H) < 2¢(H*),
kde H* je hamiltonovska kruznica s minimalnou cenou a ¢(H) je cena hamiltonov-

skej kruznice H.
Algoritmus 15
1. Ndjdi najlacnejSiv kostru K grafu G

2. Algoritmom pre prehladdvanie do hibky prehladdvaj kostru K a vidy, ked je
navstivenyj vrchol, ktory predtym este nebol navstiveny, zarad ho do tvoriacej
sa hamiltonovskej kruznice H.

Veta 6.4 Algoritmus 15 ndjde v polynomidlnom case hamiltonovski kruZnicu H,

pre ktorid plati ¢(H) < 2c¢(H*), kde H* je hamiltonovskd kruznica s minimdlnou
cenou.

Dokaz: KedZe K je najlacnejsia kostra grafu G, musi platit ¢(K) < ¢(H*), lebo
inak by sme po odstraneni 'ubovolnej hrany z H* dostali lacnejsiu kostru nez K.

Cena cesty pri prehl'adavani kostry K je p(K) = 2¢(K), lebo po kaZdej hrane
kostry K prejde algoritmus prave dvakrat.

Obrazok 12: Cesta pri prehladavani K

Obrézok 13: Néjdend hamiltonovska
kruznica

Z trojuholnikovej nerovnosti vyplyva, ze c¢(H) < p(k) = 2¢(K) < 2¢(H™). O
Pre grafy nesplhajtice trojuholnikovii nerovnost predchadzajtce tvrdenie neplati.

Veta 6.5 Ak by pre nejaké a > 1 existoval deterministicky polynomidlny algorit-
mus, ktory by pre kazdy kompletny ohodnoteny graf G nasiel hamiltonovski kruZnice

H taki, Ze ¢(H) < ac(H*), kde H* je najlacnejsia hamiltonovskd kruZnica grafu
G, potom by existoval deterministicky polynomidlny algoritmus riesiaci POC-OPT.

Cvicenia

Cvicenie 6.1 Dany je objem skatule S a N predmetov s objemami as,...,an.
Nech K* je najmensi pocet gkatul, do ktorych je mozné poukladat uvedené pred-
mety tak, ze v kazdej Skatuli sa nachadzaji predmety s celkovym objemom nanajvys
S. Najdite algoritmus, ktory najde nejaké zabalenie predmetov do Skatul, pri¢om
ak podet pouzitych gkatil oznadime K, musi platit

a) K <2K*,
b) K < [3K*].
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