Alex Diko (2INF1), DU-5

V rieSeni predpokladajme, Ze pracujeme v poli Z,, kde p je prvocislo 109 + 7.

Nech s; oznacuje i-te najvicsie sastné ¢islo, ktoré sa nachddza na vstupe. Oznaéme P; pocet vyskytov s;
~ ~ ~ ’ A~ %) Y ~ 0 ’ ~ 7

na vstupe. Oznac¢me C; . pocet moznosti, ako zo vstupu mozeme vybrat podpostupnost c Stastnych ¢isel,

ktord neobsahuje dve rovnaké stastné ¢isla a obsahuje iba ¢isla sq, ..., s;.

Tvrdenie 1. Coo=1,Ve>0:Cp. =0, Vi>0:C;0=1
Zaroven Vi > 0Ve > 0: Ci,c =Cij-1,c-1" P+ Ci—l,c

Dokaz. Dokazem to indukciou na (i,c¢) (dvojice usporiaddvame lexikograficky)

e Béza (0,c¢), (i,0): Ak vyberdme z prazdnej postupnosti stastnych ¢isel, vieme z nich vybrat prave
prazdnu podpostupnost. Teda Coo =1 a Ve > 0 : Cp. = 0. Zdroven podpostupnost 0 ¢isel vieme
vybrat prave jednym sposobom (ni¢ nevyberieme). Teda Vi > 0: C; o = 1.

e Indukény krok: Predpokladajme, ze pre dané (i, c), i,c¢ > 0 tvrdenie plati pre vsetky mensie dvojice.
Méame 2 moznosti:

— Chceme maf v podpostupnosti s;. Mdme P; moznosti, z ktorej pozicie ho vybrat. Zaroven ked
jedno s; vyberieme, nemozeme uz d alsie. Teda nezavisle na vybere s; potrebujeme vybrat ¢ —1
¢isel z {s1,...,si—1}. Z indukéného predpokladu je tdto hodnota Cj_j.—1. Z pravidla si¢inu
mame celkovo Cj_1 .1 - P; moznosti

— Nechceme mat v podpostupnosti s;. Z indukéného predpokladu to vieme spravit C;_; . moznostami

Kedze sa tieto 2 moznosti liSia tym, ¢i obsahuju s;, z pravidla sti¢tu mdme dokopy Cy_1 -1 - P; +
Ci_1,, ¢o sme cheeli dokdzat.

O
Nech najvicsie stastné ¢islo na vstupe je s; a nech je na vstupe U &fsel, ktoré nie st sfastné.

Lema 1. Pocet spdsobov, ako vybrat podpostupnost k ¢isel, kde je prave ¢ stastnych je Cj - (klic)

Dokaz. Ked je c stastnych médme na vyber k — ¢ pozicii zo zvysnych. Pri vybere pozicii ndm nezalezi na
poradi takze mame (klic) moznosti. Stastné a nestastné &fsla vyberdme nezévisle od seba, teda mozeme
pouzit pravidlo si¢inu. O

Tvrdenie 2. Odpoved na tlohu je Zzn:ig(k’l) Cic- (klic)

Dékaz. Staéi spojit lemu 1 s tym, Ze mozeme vybrat podpostupnost najviac | stastnych ¢isel (lebo sa
nemozu opakovat) a jednotlivé moznosti sa lisia ¢, teda moézeme pouzit pravidlo sictu. O

Implementécia: Na to, aby sme zistili, ¢i je ¢islo stastné ndm staéi prejst vetky jeho cifry, takze
hodnoty P; vieme vypocitat prejdenim vsetkych &isel na vstupe, teda v O(n) (vieme si ich pamétat
napriklad v hash mape). KedZe mézeme vybrat podpostupnost z najviac [ stastnych ¢isel, sta¢i ndm
pocitat hodnoty C; . pre i <[,¢ < min(l, k). Z tvrdenia 1 kazdu taktito hodnotu vieme vypocitat v O(1).
Teda to vieme celkovo v Casovej zlozitosti O(l - min(l, k)). Zaroven si viimnime, ze bez ohladu na n je [
zhora ohrani¢ené. Stastné ¢fsla moézu maf najviac 9 cifier, a pre kazdi mame 2 moznosti, akd hodnota
tam bude. Teda $tastnych ¢isel je najviac Z?:l 21 = 1022.

Na vypocitanie kombina¢ného ¢isla (Z) potrebujeme vediet hodnoty n!, k!=!, (n—k)!=!. Ked'ze max(U) =
max (k) = n, vieme si hodnoty faktoridlov, ktoré budeme potrebovat, predpocitat v case O(n) (0! = 1, 2! =



(x—1)!-z). KedZe p je prvocislo, inverzny prvok vzhladom na ndsobenie vieme vypoéitat pomocou rychleho
umoctiovania v ¢ase O(log(p)). Sumu z tvrdenia 2 potom vieme vypocitat v ¢ase min(l, k) - log(p). Vetky
aritmetické operdcie vieme modulovat v O(1), teda celkovd casova zlozitost je O(n+min(l, k)-(I4+1og(p))).

Vsimnime si, ze ked poc¢itame hodnoty C;.,c € {0,...,min(l,k)}, sta¢{ ndm poznat poznaf hodnoty
Ci—i,¢,c € {0,...,min(l,k)} a na sumu z tvrdenia 2 ndm sta¢i poznat Cj.,c € {0,...,min(l,k)}. Teda
toto celé vieme spravif v pamétovej zlozitosti O(min(l, k)). Zéroven si musime pamitat faktoridly. Teda
celkovd pamétova zlozitost je O(min(k,l) + n) a kedze min(k,l) < n, O(n)



