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Teoéria naslednika a r6zne interpretacie

e na predchidzajiucom cvieni sme sa hrali s P-systémom a ukazali sme si,
ako sa da formuliam (hfbe pismeniek) priradif vyznam; to ndm umoZni
hovorit o pravdivosti pri danej interpreticii a ihned sa objavuje zauji-
mava otazka: da sa dokédzat vSetko to, €o je pravdivé pri danej/pri kazdej
interpretacii?

e na tomto cviceni sa na vec pozrieme s tiplne opacného pohladu: za¢neme
s nejakym matematickym objektom, konkrétne prirodzenymi ¢islami a
pokisime sa ich definovat — najst formalny systém, v ktorom budu platit
prave tie tvrdenia, ktoré st pravdivé v prirodzenych ¢éislach; navySe sa
budeme snazit najst také axiomy, ktorym nebude vyhovovat ina inter-
pretécia ako prirodzené ¢isla

e zalnime tym, Ze si pripomenieme, ¢o je to jazyk prvorddovej logiky; sklada

Sa Z:

logickych spojok (=, —, A, V, ...)
kvantifikatorov (¥, 3)

premennych (z,y, z,...)

konstant (c1,co,cs,...)

funkénych symbolov (f, g, h,...)
predikatovych symbolov (p,q,7,...)
pripadne zatvoriek

kazdy funkény a predikatovy symbol mé priradent aritu (pocet ar-
gumentov)

termy a formule sa potom definuju indukciou

e na minulom cvi¢eni sme si hovorili, ze pod interpretdciou mame na mysli
nejaké zobrazenie, ktoré symbolom (termom, formuliam) z jazyka priradi
matematické objekty



e pri interpretdcii jazyka prvoradovej logiky si vzdy vezmeme nejaké ,,univerzum*“
— neprazdnu mnozinu U # 0; interpreticia bude zobrazenie Z, ktoré

— kon§tantam priradi prvky z U

— kazdému k-arnemu funkénému symbolu priradi nejaka funkciu z U*
do U

— kazdému k-arnemu predikatovému symbolu priradi k-arny predikdt
nad U (t.j. podmnozinu U*)

— interpretacia termov a formul sa definuje induktivne (o tom inokedy;
ale napr. vyznam (Vz)p(z) bude ,pre kazdé x € U je formula ¢(x)
pravdiva®)

e pod jazykom prvorddovej logiky s rovnostou chapeme jazyk prvoradovej
logiky, ku ktorému priddme eSte symbol =, pricom tento budeme vzdy
interpretovat ako rovnost v U

e vezmime si teraz struktaru (N, 0, .9), t.j. mnoZzinu prirodzenych ¢&isel {0, 1,2,3, ...
s funkciou ndslednika S :n— n+1, t.j. S(0) =1, S(47) = 48, atd.

e pokusme sa najst formalny systém, ktory tato struktaru ,,vystihuje

e nis forméalny systém bude mat jazyk prvoradovej logiky s rovnostou, s
jednou kongtantou (0) a jednym (undrnym) funkénym symbolom (S); v
tomto jazyku sa teda daju vytvorit formule zo symbolov =, —, A, V, V., 3,
= (: )7 0,5, z,y, 2,

e priklad formule, ktord vieme v tomto jazyku zapisat:
(Vx)(Jy)(z = SSSy V 2 = S0)

pri Standardnej interpretacii, Ze N je univerzum, 0 je nula a S néslednik,
formula vravi: pre kazdé = € N existuje y € N také, ze x = y + 3 alebo
2z = 5(0) =1 (Co nie je pravda napriklad pre z = 2)

e existuje vSak vela dalgich inych interpretacii tohto jazyka, napr.:

1. (N,10,n — n +47), t.j. pri tejto interpretacii mame univerzum U =
N, symbol 0 interpretujeme ako prirodzené ¢islo 10 a symbol S ako
funkciu n — n+47 (rozmyslite si, Ze ani pri tejto interpretacii formula
nebude pravdiva)

2. (Z,0,n—n—1)

3. (Z,1,n—2-n)

4. (R,0,z — z?)

5. (Q,2,7 — 2?)

6. (Z7,0,n+— n+ 5mod 7)

7. (Nx N, (0,0), (z,y) — (z,y + 1))



8. (N,0,n+ [n/2] +1)

e skusme teraz pridat nejaké formule pravdivé v Standardnej interpretécii a
pozriet sa, ktoré §truktary ich budu splhat

e mnozinu formul budeme volat tedria a Struktury, v ktorych sa vietky tieto
formule pravdivé budeme volat modely nasej teorie; budeme sa teda snazit
najst teoriu, ktorej jediny model je (N;0,n +— n + 1)

e zopar axiém prirodzenych ¢isel, s ktorymi sme prisli na cviceni:
— ,,nula nem4 predchodcu*:
—(3x)(Sz = 0)
(rozmyslite si, Ze tato formula je pravdiva aj pri interpretéaciach ¢. 1.,

3., 5., 7. a 8., ale nie pri tych druhych)

— naopak, ,,vSetky nenulové prvky maja predchodcu*:
(V) (=(z = 0) — (Jy)(Sy = x))

(rozmyslite si, Ze tato formula je pravdiva aj pri interpretéaciach ¢. 2.,
6. a 8., ale nie pri tych druhych; napriklad v 3. vSetky neparne ¢isla
nemaja ,,predchodcu®; v 4. zaporné ¢isla, v 5. napriklad prvocisla a
v 7. vietky dvojice tvaru (n,0) nemaju ,predchodcu” — také y, Ze
Sy = x)

— stale sme nepridali dost axiom — ostava nam model ¢. 8.; na rozdiel
od prirodzenych ¢isel, kde S je prosta funkcia, v 8. sa napriklad 4 aj
5 zobrazi na to isté; pridajme preto axiému: ,funkcia naslednika je
prosta‘:

(Vz)(Vy)(Sz =Sy — = =y)

— rozmyslite si, ze takito tedria nemd konecng model

— je uzteraz (N, 0, S) jediny model nasej tedrie? nie! vezmime si naprik-
lad NU {co}, kde 0 interpretujeme ako 0 a S ako funkciu n +— n+ 1,
pri¢om oo +— 00; v tejto Struktire su vetky tri tvrdenia pravdivé

— v (N,0,5) sa v8ak Ziadny prvok nezobrazi sam na seba:
(Vo) (~(Sz = )

— Co ak by sme v8ak zobrali Strukturu NU{w;,ws}, kde S je n — n+1,
pricom w; — wo a wy — wy — toto je model vSetkych Styroch axiom

- v (N,0,5) v8ak S nema cykly dizky 2 (S(S(x)) # x):

(Var) (~(s8z = )



— zrejme je jasné, Ze nam ostani modely typu NUZj, t.j. prirodzené
¢isla, na ktorych S je n — n 4+ 1 a k tomu eSte pridané prvky
0,1,...,(k—1), ktoré si ozna¢me ¢iarkovane (st odlisné od prvkov
z N), ktoré S zobrazuje cyklicky 0/ — 1" +— - — (kK — 1) — 0;
ak chceme tieto modely vylucit, potrebujeme pridat nekone¢ne vela
axiém tvaru

(Vz)(~(sWz = z))
kde £k >0, ke N

— uvedomte si, ze (Vz)(~(S®z = x)) nie je formula z nasho jazyka
(na3 jazyk neobsahuje ziadne S*)); chceme tak len skratene zapisaf
nekonec¢ne vela axiém:

(Vz)(—(Sz = x)), (Vz)(—(SSz = 1)), (Vz)(—(SSSz = z)), . ..

. (V2)(—(88---Sx =1x)),...
k

— otazka z cvifenia: moZeme mat teoriu s nekoneénym poctom ax-
i6bm? ano, mozeme; mohli by sme dokonca zobrat Thm(N) — mnozinu
v8etkych tvrdeni, ktoré sa v (N, 0,.5) pravdivé a vyhlasit ich za ax-
i6my nasej tedrie; casto vSak chceme, aby bola tedria konecné, alebo
aspon, aby sa dalo mechanicky (algoritmicky) rozhodnut, ¢ dana for-
mula ¢ je, alebo nie je axiéma; ak za axiémy vezmeme vSetky prav-
divé formuly, nie je uplne jasné, ¢i vieme o kazdej formule rozhodnut,
¢i je, alebo nie je axiéma

— otéazka znie: mame uz teraz jediny model?

— ak by sme zobrali napriklad (N — {0},1,n — n + 1) alebo (N —
{0,1,2},3,n — n + 1), dostali by sme opadt model nagej teorie;
podobne, ak by sme zobrali iba parne prirodzené ¢isla s nulou a
n +— n + 2, opat dostaneme model tedrie

— intuitivne v8ak asi citime, Zie tieto modely nie st velmi odligné; v
skuto¢nosti sd izomorfné (myslime tym toto: dva modely (U4,01, S1)
a (Usz,02,82) st izomorfné, ak existuje zobrazenie f : U; — U, take,
ze f(01) =02 a f(S1(x)) = Sa2(f(x)) pre kazdé z € U)

— existuje aj iny model neizomorfny s (N, 0,5)? ano! vezmime si NUZ’
— vezmime si jednu képiu prirodzenych ¢isiel a pridajme k tomu jednu
(odlisna) kopiu celych ¢isiel (tieto ozna¢me Giarkovane)

— formaélne, keby sme chceli byt poriadni, pisali by sme N U {0} x Z,
teda kopiu celych ¢isiel by sme ,,0znaéili“ nulou, boli by to dvojice
(0,n), kde n € Z; ostaiime vSak jednoducho pri prirodzenych ¢islach
0,1,2,..., kuktorym pridame ,éiarkované celé ¢isla ..., —2', —1/,0/,1/,2/ .. )

— nula bude 0, S(n) =n+1aSn')=n"+1;

— presvedcte sa, ze tento model splha vSetky axiémy nasej tedrie



— navySe, tento model nie je izomorfny s (N,0,S) — v N vieme totiz
kazdé prirodzené ¢islo ,,dosiahnut“ z nuly kone¢nym poc¢tom nésled-
nikov

— mohli by sme toto pridat ako daliu axiému? nie¢o ako

(Vx)(Fk e N)(x =8---S0)
k

— jediny problém je cast ,,(Ik € N)“, ktord nepatri do nasho jazyka;
mozno by sme toto tvrdenie vedeli nejak preformulovat a nahradit
nekoneénym poctom axiom

— po troche skuSania vSak zacneme mat pocit, Ze sa to neda... na-
jlepgie, s ¢im sme prigli bolo nekoneéné tvrdenie tvaru

(Vz)(x =0V =S80Va=SS0Vx=SSS0V---)
formuly v8ak nemo6zu byt nekoneéné
e par poznamok (pikosiek) na koniec:

— v skutoCnosti kazda Struktura tvaru N plus niekolko roznych kopii
Z je model nagej teorie (modzeme pridat aj nekonetne vela kopii Z;
aj nespocitatelne vela, napr. NU (R x Z); 0 je stdle 0 € N a S je
n—n+1pren €N, resp. (x,n) = (x,n+1) pre x € R,n € Z)

— v skutoc¢nosti je naga teodria tplna a teda aj keby sme pridali vSetky
pravdivé tvrdenia o N, nevedeli by sme ostatné modely vyladit; v
tychto modeloch platia tplne rovnaké formule ako v N (teda tie for-
mule, ktoré sa daju zapisat v naom jazyku s 0 a S)

— z toho vyplyva, Ze tvrdenie ,kazdy prvok vieme dosiahnut z nuly
kone¢nym poc¢tom naslednikov vieme sice vyjadrit v prirodzenom
jazyku, ale nevieme ho sformulovat v prvorddovom jazyku nasej tedrie
(iba s 0 a S); toto tvrdenie sa da vyjadrit v druhoradovom jazyku,
kde mozeme kvantifikovat cez mnoziny prvkov, resp. cez postupnosti
prvkov...

— jednotlivé modely vieme odligit ,zvonku“, ale nie ,vnatri“ formaél-
neho systému

2 Co si odniest z tohto cvic¢enia

e mnoZinu (uzavretych) formul volame tedria
e Struktury, v ktorych sa vSetky tieto formule pravdivé volame modely tedrie

e symboly formalneho systému mozu mat viacero roznych interpretacii a
tedrie mozu mat viacero roznych modelov



